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UuvoD

Cilj ovog rada je da se ispitaju vezana stanja dva
Frenkelova eksitona u molekularnom kristalu sa sloZehom kri
stalnom resetkom, Do sada su bieksitoni bili teorijski analizi
rani u kristalima sa prostom podreSetkom,ali ako se uzme u
obzir da prakticno svi molekularni kristali imaju sloZene
kristalne resetke sastavljene od najmanje dve podrestke,onda
Jje Jjasno da ispitivanje bieksitona u kristalima sa sloZenom
strukturom ima veéi praktiéni znadaj.

U ovom radu mi ¢emo se ograniditi na sistem sa dve pod
resSetke i analiticko reéenje za energije bieksitona traZiti
za slucaj dve Jjednodimenzione strukture,koje se uzajamno pro
zimajue. Refenje za videdimenzione strukture moze se takodje
naéi ali samo uz upotrebu racunara., e treba misliti da jedno
dimenzioni problem ima samo metodoloski znacdaj,jer upravo u
teoriji eksitona in ove strukture treba anelizirati,posto
poliméri i mnoge biflosSke strukture koje su Jjednodimenzione
pokazuja svojstva optidkog pobudjivanja.

Analiza koju éemo izvrditi ima i Cisto metodolosSki znalaj
posSto u kristalu sa vise podreSetki prilikom analize vezanih
stanja ne moZe direktno da se upotrebi metod koji se standardno
koristi za proste refetke, Radi se o tome da kod proste resetke
jednaline za funkcije Grina mogu da se formiraju u konfigura

cionom prostoru pa da se posle



njihove TFurije transformacije resenje problema trazi

kao pol Furije liks konfiguracione funkeije Grina.

U sludaju dve podrefietke ovakav postupak doveo bi do

greike u radunu jer energije slobodnih eksitacija ne bi
bile dobro definisane. Poznata je stvar ds se u kristalu

sa slo¥enom strukturom dijagonalizacije hamiltonijana,koja
nam daje ispravne energije slobodnih eksitacija vrsi u dve
etape. Prvo se vrsi Furije transformacija koordinata- impuls
a zatim se u impulsnom prostoru vrEi jos jedna dijagonaliza
cija po raznim tipovima operatoba. Zbog toga stvarne funkei
je Grina d&iji ée nam polovi davati energije bieksitona
moraju biti izra¥eni preko onih operatora koJji kreiraju

i anihiliraju realne slobodne eksitacije sistema,a to su
oni operatori u kojima je zavrgena 1 druga etapa napred
pomenute dijagonalizacije. Ovakav metod je koriscéen u

ovom radu .



GLAVA I

ELEMENTI TEORIJE EKSITONA I BIEKSITONA

§1 Frenkelov eksiton

82 Frenekelov eksiton u kristalu sa dve podresSetke i
davidovljevsko razdvajanje zona

8% Bieksiton u kristalu sa prostom reSetkom
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I. 8. 1. Frenkelov eksiton

Prvu teoriju optidkih pobudjenja u kristalima dali su
Frenkel i Pajerls. Ovej tip optidkih pobudjenja koji se Javlja
u molekularnim kristalima naziva se Frenkelov eksiton ili
ponekad kulonovski eksiton. Osim ovakvih eksitona postoje u
poluprovodnicima eksitoni Vanije-lMot-a. Osnovna razlika izme
dju ova dva tipa eksitona sastoji se u tome Sto kod eksitona
Frenkela par elektron-sSupljina indukovan upadnom svetlosSéu
ostaje u samom molekulu,koji je pogodjen kvantom svetlosti,
dok kod eksitona Vanije-Mot a mvetlost izbacuje elektron u
provodnu zonu ali tako da je on vezan kulonovskim silama pri
vladenja sa Supljinom,koja se stvorila u popunjenoj zoni.
Dogod je sila kulonovskog privladenja dovoljno jaka da drzi
na okupu elektron i éupljinu kso elektro neutralni kompleks-lMotov
eksiton- u poluprovodniku ne tele struja. Da pi se dobila
struja treba nekim spoljasnjim poljem raskinuti vezu izmedju
elektrona i Supljine i tada,kada se razgradi Motov eksiton u
poluprovodniku podinje da tece strujae.

Ovaj rad biée posveéen nekim pitanjima teorije
Frenkelovih eksitona i zato éemo u dsljem izlaganju igloZiti
detaljnije teoriju ovih ementarnih eksitacijae

Kso to je veé napomenuto Frenkelovi eksitoni se



pojavljuju u moleklursnim kristalima. Glasvni predstavnici
molekularnih kristala su antracen,naftalin, benzol u évrstom
stanju i plementi gasovi takodje u &vrstom stanju.

Osnovna karakteristika ovih kristala Jje da su
im molekuli jako izraZeni dipoli, da Jje stoga glavni tip
interakcije izmedju molekula kristala takozvana dipol
dipolna elektridéna interakcija. Potencijal dipol dipolne

interakcije ima sledeéi oblik:

- e -
ez 5""3(2»0)7‘0)( ] fi') J 11
VJ& = L /5 :
R/
U poslednjem izrazu upotrebljene su sledeée oznake:
. ‘ - -
e je naelektrisanje elektrona #¢M gy vektori kristalne

< - SR { R ” ' - . >
resetke,f’ ¢t fm su vektori dipola u &vorovima # ¢

o BoieB-,

Upadna svetlost moZe da eksdtira molekul na
dva nadina: da dovede do promene stanja elektrona u mole
kulu i da dovede do promene stanja unutrasnjih vibracija u
molekuku . FEksitoni koji nastaju usled promene stanja
unutrainjih molekularnih vibracija nazivaju se vibroni 1
ove dalje neéemo analizirati.

Prema tome predmet nasih istrazivanja bice
eksitoni koji nastaju usled promene stanja elektronskog
pod-sistemau molekularnom kristalu.

Sam nastanak eksitona kso kolektovne kristalne
eksitacije moZe se slikovito pretstaviti na sfede¢i nacin.
Pre osvetljavanja svi molekuli kristala nalaze se u osnovnom
stanju,tj.u stanju mgnize energije. Pretpostavimo da kvant

scetlosti na jednom molekulu u kristalnoj resetci



preveden jedan od elektrona iz osnovnog u neko pobudjeno
stanje. Fodto su molekuli u kristalu povezani,ostali molekuli
reagovaée na ovo pobudjenje jednogas od njih,tj. zbog izmene
matriénih elemenata interakcije u osnovnom 1 pobudjenom
stanju ekseitiratée se i neki sledeéi molekul, Eks€itacija se sa
njega prenosim na njegovog suseda 1 tako dalje.

Posle izvesnog vremena veliki broJ molekula u
kristalu ée biti ekeitiran. Ovaj talas pobudjenja ¢iji se
izvor mnalazi samo u Jjednom molekulu naziva se Frenkelov
eksiton.,

Ovde éemo izloZiti elementarnu teoriju Frenkelovih
eksitona za kristal sa prostom resetkom i uz pretpostavku da
upadna svetlost izaziva elektronska pobudjenja samo jednog

tipae.
Hamiltonijan molekularnog kristala moze se predsta

viti u sledeém obliku:

H=SHart S Vi 712
g#aig

cde je #d hamiltonijan izolovanog molekula, a V@& operator
dipol dipolne interakcije,

Yo&to éemo se dalje interesovati interakcijom
elektronskog podsistema,hamiltonijan/I.1l.2/ predstaviéemo
u reprezentaciji druge kvantizacije preko Fermi operatora
kreacije i anihilacije elektrona na zadatom dvoru reSetke i

u datom kvantnom stanju f .



- *
s ;,g Edy Qs Qi 73 32,-3 ViR (4,4, 44) Qsg Qg Ry @34,
LA Z.2.3

U poslednjem izrazu indeksi f su simbolilne oznake za
kvantna stanja elektrona,operator <25y predstavlja
operator kreacije elektrona na &voru 7 oy stanju #F, dok
su ERg + Vom fhhdgnatridni elementi operatora 47 ¢ VAR  po

svojstvenim funkcijama operatora #7  ti.

» ey
Ezy ‘-:/7;7; H#7 Yoy o2

Va4 4.4 4) = [ V5% Sorw VB& Pty Vag @28 9208

funkcije Y&@s su &vojstvene funkcije HAFP tj.resenja

problema:

Wi Yy = Eds Yot

Osnovno stanje molekula ognaclilemo indeksom O,

Da bismo uprostili situaciju predpostaviéemo da monohromat

ska svetlost,koja pads na kristal moZe da pobudjuje elektrone
u samo jednom stanju,koje éemo okarakterisati indeksom N
Tada na svakom molekulu elektroni imaju na raspolaganju samo
dva stanja. To su stanja sa indeksom @ / osnovno stanje / i
jedno pobudjeno stanje sa indeksom WA . Zbog Paulijevog

principa sasvim Je olisgledno da uz gornju



predpostavku na svakom molekulu mogu da se redlizuju samo

sledeCa kvantno-mehanidka stanja.

L=(/00s>;]1145)
A =(/104>,[0. 1x >)

iz matematickih, a visSe iz fizickih razloga umesto
; L - g 1 :
elektronskih operatora @ i @ zgodnije Jje uvesti
. S L v g
kvazicesticne operatore P 1 P , koji se definisSu na

slede¢i nacin:

2
B=-amnaz, F» = az, az, 716

Fizicki smisao P je oligledan. Operator P'*odgovara procesu

u kome Je nestao elektron u osnovnom stanju O i pojavio

se u ekcitiranom stanju~* « Prema tome operator P kreira kvant =
ekecivovanja molekula pri demu je energija ovog kvanta £ -& .
Operator P odgovara procesu u kome je iscezao elektron u
pobudjenom /ekei tevmom stanju /vk i kreira se u osnovnom

stanju O, pa prema tome operator P odgovara procesu uniste

nja kvanta ekcitovanja sa energijom Ey-%e .

Operatori Pt i P indentidki su jednaki O u podprostoru

hq

'y, dok u podprostoru hy deluju na funkeije stanja na taj

nad¢in &to uvek daju funkcije iz tog istog popsdstema.



Sam hamiltonijan I- 1.3 tako je formulisan da ostaje
zatvoren u podprostoru hg.

U prostoru hg oligledno vazi relacija
+ +
Ap Ay, +»2rragy =1

a osnovu ove relacije i na osnovu komutacionkh relacija

{?Zﬂk,czzaf;}= ‘{55542;’ - GL33¢2&;-M?IZ'1
I18

Q:djat QJ’:« =0 {Qé'.f, 45;3 *[%} d;_.;:} =0

+
Nije teSkopokazati da operatori P i P zadovoljavaju

sledeée komutacione relacije:

[B". 7?5'7‘-‘(4-273:7%')5‘35 ,;2- Pﬁf-o
I.19

BBI[BA) -0 ; RBR 0w, BAB-akan

Operatori sa ovakvim komutscionim relacijama,koje pred
stavljaju kombinaciju bozonskih i fermionskih komutacionih
relacija,nazivaju se Pauli operatori.

sludaiu da kristal ima centar inverzije i da se ta]

i

centar inverzije poklspa sa centrom inveregije izolovanog
molekula svi matridéni elementi Wﬁ/£},_f‘£)’koji imaju neparan
broj indeksa raven je nuli,jednaki su nuli,iz razloga Sto

hamiltonijan mora biti invarijesntan u odnosu na trensformaciju

- ‘ T * . s - . - 1 - - -
V-7 o Uzimajuéi ovo u obzir iz hamiltonijana



I- 1.3, Izdvojiéemo <¢lanove u kojima je paran broj

indeksa razli¢it od nule i to po sledeéoj Semi

S0 [o|o|&|& P [Qfw
Slolelslo |o [>]o v
S| [o &l &0 |0l
El& &= |0 [° |o f

Razvijajuéi hamiltonijan

formulu I 1.7

I 1.3 po ovoj Semi i koristeli

i I 1l.9 dolazimo do hamiltonijana izrazZe

nog u kvazicesticénim Pauli operatorima.

Y= M+ Hao+Hy+ Hy

gde je

HZ—gAE*B*+édZ%
Z 7 7
/ y . % +
/‘/2= jﬁgﬂﬂm (P,;»P,;;f—
Hy = Z §5F Pl 2 o

Z 7170
e
o o I %77
m—’ n—')



Ovde su upotrebljene oznake:

A=Esr-Ero -2 Vaﬁ/qaoo/+%§V*am,o;ox) +

* 2‘; Viz i (04,90)

A 53 = }/Viiz (A020) + V7 5 (0) 0))]
I 142

ViR _'[Vm (AX0a) + Vn‘r‘»’/oo,.u)]
i = 5‘[1/3070)‘:\/\)4- V7 (00,00) - Vi (r0,02) - \/;;’fslw\;ao_)]

Velidina A4 ne zavisi od indeksa c¢vora,zato S£to su svi
molekuli kristala medjusobno indenticni.
Da bi smo izvrgili dalju analizu hamiltonijana

I.1.11. odbaciéemo &lan #2 jer on daje male popravke

energije eksitona, zshvaljujuéi ¢injenici da je velilina
A reda 5 eV / energija upadne svetlosti / dok su matrid
ni elementi Vp@m reda velidine o,l-o0,0l eV,
Prema tome efektivni hamiltonijan za dalju analizu uzecemo
u obliku
_ - s .0 * *79
Hegp =0 0By Bor JAGERTR + [ Vg 7% Tn 78 1149
7 7 m ¥
Metod pribliZne druge kvantizacije,koja nam daje eksitonski
spektar u harmoni skoj aproksimaciji,sastoji se u tome da
se Pauli operatori iz I.l.1l% zamene Boze operatorima B*i B

po pribliZnim formulama



+ +
7=B%s ; FBr=Bs,; PP = B#B5 I o114

/

i da se istovremeno iz hamiltonijana izbace clanovi
detvrtog reda po Boze operatorima, U ovoj aproksima

ciji formula I,1.13 postaje :
+ >
Horgw = 2 4 BsBir+ odsnm BrBs I
7 B

Ako izvrSimo Furije transformaciju Boze operatora

J bn

e pn - . :=__4_ . YL
Bn-WgBKZ . Bi - Bl

(5, -1,)7

Z¢ _ S

nalazimo da je hamiltonijan naseg sistema u impulsnom

prostoru:
— +
/%MK=%(A+0<;?)B;B:: I 17
. + ¢ K (1)
ge'e je: - . B
OLK=20(-;;M Lg R Iz 7,18
z

Zakon disperzije za eksitone u harmonicno] aproksima

ciji dobijamo po formuli:

B - a#ﬂ_[l_/( =
= 9maK A+ A 7 %13
Le 5] = 35 B 5

Ako se ogranicéimo prostom kubnom sgrukturom/najblizih
%est suseda/ aproksimacijom najbliZih suseda i aproksi

macijommalih talasnih vektora onda je

OC; = 2K ((cos kxa + —oskya + o5k, @)= 6oL~k Kia’ I 120
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gde je :

a- konstanta resetke
mie
A - matriéni elementi dipol-dipola interakcije za najbli

ze susede,

U ovoj aproksimaciji energiju eksitona moZemo napisati
na sledeéi nacdin:

2 2

£«* m*'f

Ee J&) =4 + 6ol #+ om* T 2ad

A

|
I~

. %27

Kao ¥to vidimo u oblasti malih impulsa eksitona ima
kvadratni zakon disperzije.,.To znac¢i da se eksiton
ponasa kao slobodna destica,fija je kineticka energija

oblika

24
2m*~

U ovom sludaju stvarnu masu XEkxxx Cestice zamenjuje

efektivna masa

2
m*=_;L_
2aq%2L
koja kao 3to vidimo zavisi od kristalae strukture / konstanta
refretke @ / i od velicine i znaka interakecije izmedju

molekula,
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U sludaju da je ol <O efektivna masa je
pozitivna i na Jjeziku klasicéne optike imamo takozva
nu pozitivnu disperziju na kristalu.

Ako je A >0 efektivna masa je negativna i to
odgovara klasicénom slucaju negativne disperzije.
Graficki se zakon disperzije za eksiton moZe pred

staviti na sledeéi nacin:

TEe(k)
o>
m >0
A+6dl
A-6d
m’<0o
—
K

SL. 2



I. 8. 2. Frenkelov eksiton u kristalu sa dve pod

resetke 1 davidovljevsko razdvajanje zona

Da bismo ispitali ponasSanje Frenkelovog

eksitona u kristalu sa sloZenom regetkom poéi Cemo

O
o
g

amiltonijana I.l.13%

-
U ovoj formuli vektori # im predstavljaju vektore

€

(

lementarnih éelije kristala,koja sadrii u sebi samo
jedan molekul, Ukoliko elementarna &elija sadrii vise
molekula/ kristal se sastoji od vife podrefetki /

aktor se matematidki odra¥ava " usloznjavanjem" vektora

. - - s . -
” J.ﬁg i to na sledeéi nacdin:

gde indeksi g i b prebrojavaju molekule unutar jedne

o

elementarne éelije. PoZto demo mi u daljem izlaganju posma

Q
o

trati kristal sa dve podrefetke,a i b uzimace se samo

dve vrednosti 1 i 2. Znadi hamiltonijsn kristala sa dve

podresetke dobiéemo iz formule I.2.1. stavljajuéi umesto
5 -» - - . o
7 im , i M o« Tako dobijamo :Vv

» 2N 7 P By Py P, 723
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Da bismo urpostili radun mi éemo predpostaviti da se
kristal sastoji od dve proste kubne podresetke,koje se
tako prozimaju da su za molekul date podresetke najbli
zi susedi,atomi iz druge podresetke, Ovo éemo za

Jednodimenzionu struktubu predstaviti na slieci le

d=1 d"‘" d=1

Sls le
Ako se ogranicimo aproksimacijom najbli?ih suseda i
predpostavimo da se molekul obe podreietke pobudjuju
do iste energije, u hamiltonijanu I.2.3%. mo¥emo izvr

$iti sledeée aproksimacije:

A, =4,=4 X FZ < g = U= Vg3 o
= 5 = — 7
O(/f?,, ; n+¢1, 2 =AZ, #nrd ;7= Y \/
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—_—

A - vektor koji spaja nahbliZe susede za dati &vor n

Tada formula I.1.3. postaje

Ako %elimo hamiltonijan I.2.5 da analiziramo u aproksi
maciji pribliZne druge kvaentizacije,onda ¢emo Fauli

operatorezamaniti Boze operatorima

;Dq;), = BM—?’ 7325’ = 27
I 25
- - i
28 = Boag
i istovremeno odbaciti treé¢i ¢lan u formuli T.2.5.
koji sadryi detiri operatora. Prema tome,urpoféeni
hamiltonijan ima oblik:

74K = +
F e = A_Z./BZ,? B17+ BopBoz)+ 5 Ug (Bor By 73 + Bhz Bs, 3.5
77

Lo ad Y
_Z 2. 5

Posle Furije transformacije operatora
N
VL] J IR

A >
B,7 = }/,Q/_?ZBM' [ﬂ S 3277)=77' % 827€ L2 7

Hamiltonijan gmxkzgz I.2.6. postaje

74K >
ez = kz {A(Bn? B + B Bzi)ﬂng“V; (B,z B,z J-B;? B,K) 7.28



Z 2.9

Da bismo hamiltonijan I.2.8. dijagonizovali dovoljno je

analizirati kvadratnu formu pod znakom sume, tJj.

»> + > ’
/;? =4 (Bn? B,,}'?"Bg‘?Bg,}') +}L UZ{B”‘( B};}' -th;'('Bh?).—.

52 Mss'B;Bs' I21

$S'=9

gde Jje

N”=/7}z=4,' ”/ga ”27 '}tl/;

Kvadratnu formu I.2.10, moZemo napisati u matricénom obliku

na sledeéi nacdin:

Mu My B,

"
’{‘?'!B'BZIMM Myo 2 T2.12
2

Poito su matridni elementi Msg' realni dijagonalizaciju

kvadratne forme I.2.12, izvrEiéemo pomoéu ortogonalne matrice,.

A
; 0==0"1 72 13

A -
O:lx Y N x2+Y2=1

e o



Tada 4&? postaje:
-1
e X Y]] X2y Manz//X—)’/X'YIENI
*{?‘/3732)/}' X/l)’ xl//‘m Mol ¥ X y x || Bg
Ako uvedemo smenu:
C1 _ X =Y /Bi o B" _ X Y Cy _ 4
Ca - P2 - Y x || C2 17

. ) ) 1
onda je usled ortogonalnosti matrice O

|&:51][5 | =lere]

pa Z“r’ postaje:

# X =y [[ M1 M2 /X =Y '1/ Cy
i =6 Cf}/y X//Mu M:z/ y * C, 7375

koeficijente x i y ortogonalne matrice odrediéemo tako

da forma I.2.15 bude dijagonalna novim Boze operatorima

Cqi Cptj. postaviéemo uslov :
-1
X =v})| My Moz || XY C A O
(c’c"}/ / l ] ’]=(c,"cz*/ A
1 O Y X || M29 Maz||Y X C2 °

odakle sledi:

X -y// My Mo )
7 X || Mg Mg —)OJ\

2
C,

x~>”
y x
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Sto se svodi na sledeée sisteme Jjednadina:

(A "~/\)J< "21‘Vk'>'=0 (A—)c)x -r;i Vd =0

(R) )
“fWXfM'A)?‘—‘O 2"%?)(#-(4—)\)9=0

Sistemi jednalina A i B su sistemi homogenih 1linearnih
jednac¢ina po nepoznatim x i y .,

Da bi ovi sistemi imali netrivijalno resSenje,njihove
determinsnte moraju biti ravne nuli. Determinante sistema

(A)i gistema(B)izjednaéene sa nulom daju iste vrednosti za

uk i to

Ng2)R) =8t F Ve 7 2 16

Iz prve jednacine sistema A nalszimo A 3\)\&1
=X -.-.'g
2 .2
§to uz uslov X+ %%« 7 dsje:
Y]
;X = 'l“ y T — F 4 277
To znac¢i, da s® linearnom transformacijom operatora:
Be| 4 p1-17]]C
= 7 /] C,
Bl =75l 11l
kvadratna forma Z?' dijagonalizuje na oblik:

+ +
2= Ay Gz Co + A7) Cax Co 1279
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Konadan oblik dijagonalizovanog hamiltonijana /I.2.8/

Jje
”r‘k 4 - +
Hegs = D{(2+3UR)Cia Cir # (8- 3 Vi) Gz Gz} 1220
K

Kao sto vidimo u kristalu sa dve podresetke imamo dva

zakona disperzije za elementarne eksitacije:

xe

nax
E;e/ __D#eff =.-A+2’-M";' . E./é/ =2//¢:ﬁ£ =A-'LV" T 221
118) = )0z Co? ) L2181 TiCpCy T 27N °F

to drugim recima znaci da u kristalu sa dve podresSetke
imamo dva tipa eksitona sa zakonom disperzije E 1 i E2

iz formule I.2.21l. O¢igledno je da su njihove efektivne
mase suprotnog znaka., Eksitoni tipa 1 imaju efektivnu masu

22

*
"h = 27

I 222

dok eksitoni tipa 2 imaju efektivnu masu

myre L
2 T Q* Z 223

To drugim redima znadi ,ako eksitoni u jednoj podresSetci

imaju pozitivnu disperziju,eksitoni u drugog imaju nega

tivnu disperziju.

Formule / I.2.21./ predstavljaju dve razlidite eksitonske

zone m ovaj efekat,da u kristalu sa dve podreSetke imamo

dva tipa eksitona ili dve razlilite eksitonske zone naziva se
davidovljevsko razdvajanje zona. Sirina ovog razdvaggmja

definise se kao

el

le)
AR =Ez) ~ Eai) 1224
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U naSem sludaju s obzirom na / I.2.21/ i / I1.2.24/ $irina

razdvajanja zona Jje

A Fx) = Ve T z225

kao $to vidimo $irina razdvajanja ravna je Furije liku

interakecije izmedju molekula dve razlicéite podresetke.
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I. 8. 3. Bieksiton u kristalu sa prostom refetkom

Ako u kristal ubacimo toliko energije da se
stovremeno ehuﬂtlraau dva molekula,onda mogu da nastupe
dva slucaja: |
1- od svakog ekscitiranog molekula prostire se po
Jjedan slobodni eksitonski talas sa energijom
definisanom u I.l.

2- deo ubaclene energije trogi se na dCvrsée vezivanje
para molekula tako da se talasi ekseitacije prenose
kroz kristal tako da se uvek ekscditiraju pox dva

molekula odjednom,
Ovaj talas koji se sastoji u sinhronizovanom pobudjivanju
para molekula naziva se bieksiton.Na osnovu onoga sto je
napred receno ocigledno je da ’ bieksiton morao imati
nefto manju energiju nego $to Jje suma dva slobodna eksitona,.
Deo ubadene energije u kristalu trosi se na vezivanje
molekula u parove.

Da bismo izvr#ili teorijsku analizu bieksitona u
prostoj refetci poéiéemo od formuleIl,l.1l5 tj. od hamilto

nlaaﬂaﬁﬁjf-‘nnnlqanog paulionskoj reprezentaciji

Hest=Z aFi 3 + 2 ottis 73 Br » 2 thn 75 Py For s

Z.3.19



Formulu / I.3.1./ napisaéemo u aproksimaciji nsjbli%ih

suseda na sledeéi nadin

+ + +* +
Heys = '4,73 B‘ *dﬁé 735’ B?w\ * 3:% 737 % 7?7,). B'»\ T3.2

gde suokd # moatridni elementi dipol=dipolne interakcije
za najbliZze susede, @ vektor‘;x povezuje najbliZe susede
za dati dvor # . Predpnostaviéemo da kristal ima prostu
kubnu strukturu,

Energiju bieksitona mogli bismo da traZimo ispitu

Jjuéi polove dvoclesticéne paulionske funkecije Grina,

+ ‘+
Dy, ) ’kZa«P&B-J;/PﬁE;,’>> 753

+2
Medjutim,posto Jje B‘;‘“O ova funkcija Jje nepodesna jer je

za ¢itav niz od A/ vrednosti ravna nuli,., Drugim redima
pri M= jednacine kretanja ostaju nedefinisane, pa se
ova nedefinisanost mora regulisati uvodjenjem nekog dopun
skog uslova.

Da bismo ovo izbegli,mi éemo od Pauli operatora
preéi na Boze operatore i hamiltonijan / I.3.2./ napisati
u Boze reprezentaciji sa tadnoséu dovoljnom zal ispitivanje
dvocéestiénih stanja, a to zﬁaéi da ¢emo se zadrzati do
¢lanova detvrtog reda,zakljuéno, u ekvivalentnom bozonskom
hamiltonijanu, Ovi &lanovi moraju biti napissani u obliku
normalnog produkta.

Da bismo ovo postigli koristiéemo egzaktnu bozoneku

reprezentaciju za Pauli operatore koja glasi :
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P ot Vo %

V=0
v %
D = (-2) +V y 2
)ZD JES&?I- (z*u)lzzsi?aZSE{Jz 1‘ 5“4

‘}E;+)€; .=‘£§3 3 ;ES;Q+125{:1

V=0 / )'

Operatorske funkcije na desnoj strani gednacine konstruisane
su tako da u prostoru bozonskih stanja zadovoljavaju sve
komutacione relacije za Pauli operatore,

S obzirom da nam Jje potreban ekvivalentan bozon
ski hamiltonijan sa tacnoséu do Cetvrtog reda po Boze
operatorima, mi éemo umesto ' ta€nih formula / I.3.4/

koristiti pribliZne |, koje iz njih slede,i to

25,230 ‘2g;t2§%ﬁzgfv

* 57 735

Fr= R -BzRsR7
= B3Rz -BaRirRiRs

Ako formulu / I.3.5./ uvrstimo u hamiltonijan /I.3%.2/ i

3
D
e

-

9

zadr?imo samo ¢&lanove detvrtog reda po Boze operatorima

dobijamo ekvivalentni bozonski operator u obliku
2 o =
Ho=42 BsBi » X JZABJBﬂ*J -AZ B3 Bi Bz Bs-
7
+ + * 7 -
- O('é Bb’ 35',..3’ B3 B;»Y - d.% B, Bn BJ B 7
7

+ ?V‘,% 23 R%23 B33 B7 736
f”
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Problem vezanih stanja zgodnije Jje resavati odmah u
impulsnom prostoru,pa éemo zbog toga izvrsiti Furije

transformaciju Boze operatora

oo
.e

/ L IRR & 14 L iR
Bb’=7X7—gB4’e . BR‘ﬁZBtfe 237

posle dega Ma postaje:

+ + +
Hy =7 (4+eit) By Bt~ 2 (44507, 2907, - %R, ) BZ, BBy B A, 7,
K

T3.8
gde Je:
AE = 2 0 cos it 3 3‘,3’:23:‘.2—«':052} Z73.9
X>o Avo

Vezana stanja ispitivaéemo pomoéu jednaline za dvolesticnu
bozonsku funkciju Grina napissnu u impulsnom prostoru.

Ova funkcija ima oblik:

+ +*
G/-ov _Z -o-p-vB- _,B-o 734
f}ﬁj}) 5 K 253155-23 2;/[2%5 L >> . 70
3
’ ‘ n’ . -, . 1 - - -
gde su‘z,f‘ "?s talasni vektori., Treba naglasiti da simbol
4(.“.2> oznadava srednju vrednost po bozonskom vakumu, pa
zbog toga svi ispuSteni dlanovi ekvivalentnog bozonskog
hamiltonijsna, & to su &lanovi Sestog i visSeg reda, ne daju

nikakav doprinos pri izradunavanju funkcije tips /I.3.10./

dodatak/ moZemo napisati:
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fz_« Br.z-2 BE/Bs BE> = ;(ZBf 5% Bs, Bz B: b-

") <<Bif-ZBy/[BzBg #s]»> T
Z

posle nalaZenja komutatora koji figurisu u / I.%.11/ ova

jednacina se svodi na

A

7

(E-&Y—O‘}; -olg )G(£ 2 ) = -é--A_’/.g'[zd-loé;, +0L7 4OAZ -
K,

—3}"_2“ Z?)G\(K‘*’z k) Z3.72

Da bi se ova jednacCina zatvorila na funkeciji Grina jednog
tipa uvesSéemo sledele smene za talasne vektore:

G
2

’

T i 8 5=5%-7; £=82:%2 Z 543

?

Ovakve smene za talasne vektore odgovaraju prelasku na sistem
(&

centra masa u konfiguracionom prostoru. S obzirom na ove

smene funkcija Grina postaje

Cl£, 2, Z_<<32+2-?32/3223; S =

/

=) << Ba -2 BZ/B?’*;B?"; >>= [B(3) 134
4

Fosto dva kreaciona Boze operatora komutiraju ocigledno je

da Jje r parna funkecija tj.

/5(5 =/_)5?’('?) - 73145



Fosle upotrebljene smene / I.3.13./ Jednadina /I.%.12/

postaje

|F-20-%F .7~ X§.2][52) = £ -

I3196

U daljem racunu ogranicéié¢emo se na slucaj Jjednodimenzional
nog lanca molekula,jer se dvo i trodimenzionalni problemi
ne mogu resiti bez kompjutera. Ne treba misliti da racdun
za jednodimenzionu strukturu nema nikakvog praktic¢nog znadaja
jer bag u teoriji eksivona,polimeri i neke biostrukture poka
zuju sve osobine Jjednodimenzionog lanca molekula,

Za slucaj jedne dimenzije Jjednacina za funkciju

Grina glasi

(I.E" 24 -49d Dg ca.s_zQ/ /é/&)=-/l§_:-j-} Z{ZA+40(DQ cosg, +
F2

+ 4A Dgcossq - 4 ¥ cos g, Cosgéj/'éfzé) Is.17
gde je
®a

Treba napomenuti da je pri dobijanju jednaline /I.3.17/

iz / I.3.16/ iskoriséena ¢injenica da Jje funkcijar1parna
, . . v

funkcija talasnog vektora £ i da suma ims simetricne

granice,



Ako u formuli / I.3.17/ predjemo sa sume na integral

po formuli:
3
a

S iy g Y PV
7 Z iy c/g Z 379
< e
posle zamene g, =X i _ga’=y za funkciju I dobijamo

sledeéu integralnu jednacdinu.

{Dacasxr )/Zz(x)—';ﬁ_.o(-f

T
+”’__ ——+DQC0.S)<*(DQ ﬁc‘” f”{7/5(y/0’7 73.20
-7

Integrslna jednacina /I.%.,20./ ima separabilno Jezgro i
mo¥e se svesti na sistem / vidi dodatak/ linearnih algebar

skih jednadina. U datom sludaju imamo

7 ik Deosx +5 - Teosx — D
2
/(x) 4#0([3605&'/’27 Decosx +R Cr + Dees x +2 3.2
gde su uvedene oznake:
) . 24-F _ . B - YT
D=De, ZE=R ) z0=5, = Z 322
7 7
C‘l‘z—,,:/dy/(}’/ C} oF /0/7 (y)ecosy 73.23

—/l_

Qgi integraleéi wu granicama

Mno¥eéi jednadinu /I.3.21/ Sa g

: o Sh®s  ak . 2 o/x cos X
od =4 do # , a zatimmnoZeéi istu jednalinu sa =FF
integraleéi u granicama od -4 do #,dobijamo sledeli

»ro
sistem nehomogenih diferencijeslnih jednacina nepoznatim

braCs.
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-

7
Deasx+5 (o of-L /Co.sfo 10, = = o/,
- 2// Dosx+ R ox 1 H7oF, .DCoS)(-f-R !’J%( p,_-ps,w-'fk’..
-V

-i
/ Deosx */SCo.sx - 7co.s * » Deas x o
24’ Dceesx + R C’ 7-27 Decosx + R C} -

.”—

f o/x cosx

=1 PTH J Deosx+R L3524
-
Odavde nalazimo :
Co= %;_ C, = gé‘ I 3.25
gde Jje :
J‘ 4"*711 - J42 /
| -T21 7-22 I 326
5 Jq = J12 ;
=1y Z.3.27
: l2  1-Ta
1-In j.f
0y = I I 3.28
-J21 7
i 2
/ Deosx #S5 , . ] = 4 _-_-__7_2___”.’.‘——*-—1‘2 ox
‘774 =25 J Deosx 2 ~ 2~ 24 Dcosx + R
K “ 7335
p

5 _/__ Deos®k + S casx e / me-raca.sxd
*721—2/7 Deos x + R s / \722 207 Deosx+7R

7 -2 oIx_
' T Sr3 S Deasx+ R
2 Z 3 30
. "
—— ¢ _fg‘f.f__- o/x
/’ dié(_ Deosx + R

-4

To znadi da je trafena funkcija Grina /I1.3.21/ oblika

/—» : -f - Decosx+S J; ~7cosx *JJE 38
(X — 4FcL(dcosx+R) Dees x + R T T DeesAsR &
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Polove ove funkcije,tj.one tadke u kojimifunkecija postaje

beskonacna dobilemo odigledno iz sledeéih uslova:

Deasx + B = 0 7332

Ako se eksplicitno re$i integral I.3%.29 uslov I1.3.33

glasi:
T
[R-5)0 %-311-—3'—11
=0 I 334
129 2T, p0, RN
?-9)(5-83) -5 +RQ+ T
gde je:
- Yo
0-(R*-2%) 13.35

ReSavajuéi uslov I.3.,32 eksplicitno po energiji dobijamo

rezultat:

Eff = 24 1‘40( cos QQ co.sje

2 I 3 36

i ovajpol. Grinove funkcije predstavljs sumu energija dva
slobodna eksitona,Ziji su talasi anterferirali. Ako bi

smo se vratili na smene:

Sy T o o0

izraz 1.3.36 bi glasio:

f}f.-.IA-»fo(co.s’gaf-QdCa:,fzq L3372
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odakle je oliglednije da je ovo refenje suma energija dva
slobodna eksitonsa.
Uslov I1.3.3% daje dva nivoa i to £;=0 koje nema fizickog

smisla 1
2 2
o= 24 +23‘[1+§,‘(—,‘“ %) i

Ovo drugo resenje zavisi samo od jednog tslasnog vektora
Q ykoji je sumajj f'fé 1 pretstavlja ukupni talasni .
vektor vezanih stanja. Prema tome I.3.38 pretstavlja tra
zenu energiju vezanih stanja dva eksitona,tj.energiju
bieksitona.lLako je videti da samo ako je &#<oO I.3.39
energija bieksitona ima manju vrednost nego suma energije
dva slobodna eksitona. Kao Sto smo napred rekli bieksiton
mora imati manju energiju nego dva slobodna eksitona,pa je
obrazovanje bieksitona moguée jedmno onda ako je Y<o 5
tj.ako je takozvana dinamicka interakcija sistema privla
¢na., Graficka refenja I.3.37 i I.3.%38 se mogu predstaviti

na sledeéi nacin:

LE

> 24 +4

/ _’ZA

/ 24-24
> 24- 40(
Eze /

e il a7 —23'{1+°?‘;)

s
Sk

SL.3 Qa

N
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Na slici 2 uzeto je da je P<0 i da je o >/

Kao Sto vidimo u jednodimenzionoj strukturi bieksiton

je definisan za sve vrednosti svoga talasnog vektora @ .

Na kraju treba napomenuti ds u dvodimenzionoj i trodimenzio
noj strukturi bieksiton postaj& samo zab velike vrednosti
talasnog vektora Q , tj. za one vrednosti koje su blize

krajevima Briluenove zone,



GLAVA 1T

BIEKSITONI U KRISTALU SA DVE PODRESETKE

§1 Formiranje opste jednadine za dvodetidnu funkciju Grina
82 Polovi funkcije Grina za jednodimenzione strukture

8% Bieksitonske zone i davidovljevsko razdvajanje

bieksitonskih zona
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IT. §. 1. Formiranje opSte jednadine za dvocestilnu

funkciju Grina.

Problem vezanih stanja u sistemu sa dve podreset
ke proste kubne strukture,koje se uzajamno prozimsju tako

da su najblizi susedi za molekul jedne podresetke 6 molekula
druge podresSetke.

Za ovaj slulaj,ako se ogranicimo aproksimacijom
najbliZih suseda,hamiltonijan je dat formulom I.2.5 i ima

oblik:

Hest = A5 (B Bs + B3 Ba)# £ VG (R Br " Bis 7a ™
f

* - ~
+\X/r7;\’§ef7 ha 733;:? BJJ 11
3

Kao i u sludaju kada smo analizirali bieksitone u prostoj
refetci, u formuli II.1.1 zameniéemo Pauli operatore Boze
operatorima u istoj onoj aproksimaciji koja je ucinjena u

treéem paragrafu prve glave,

» -
7,3-9 = B,3-Bip BB | B3 B2 - Boiz Bait B2

+ ) o3 ™ + + + g _'_-’ o
I;)’ = B’J -B’I? Bf’? Bf;; ; 83 = B:ﬂ _BJ;).B:() an

& + + .t R .
73')' E? =Bz Bz 'Bfi’Bf;a'th' Bfﬁ, Ei,‘E;,’ = Pop Boz -

-
~ B Bo Bai Bai?
[1.2

%Ako wu II.1.1 izvrdimo zamene II.1.2 dobijamo ekvivalentni

bozonski hamiltonijan u obliku



/615 AZB;&’B»);?'*‘AZBz _Bgﬂ'f—[/;(*a‘Bg +
+Be 5 By, ;7'+I) ‘AZ B;;,’ B B,z Bz é-A”ZB:;;B:o" Bz Boi
n
-4 vz B3 By 33 By ped Boasd + 87 Bz Bud Boa +

* Ll e X ik + *+ -
+B£r? B1,3+A BMJ Bv,nw\ "'Bg,?B;n B;,",’ B,’ Hrd ) +

s *
+ W2 Biz B B33 Bo 3.7 13
Posle Furije-transformacije Boze operatora:
.- D - P
- _EK? . 67
- e r Bap == e
B.; /F{BM’ ) 220 T gN kgB” 774
hamiltonijan /II.l.3/ postaje:
12) 4)
ﬁé =Ky + 715

gde je
(2} AZ. BM’ BM f‘AZBﬂr 2 Boz + 7 ZVK(BM Bz;( +Bzx B’K)
ri¢

(4 + %&
/7‘ =‘“_‘A~_ 4 ka Bm, an, Bn?,m?,-?{, ‘*‘AB”?:BW?: 2, Ry + Ky-iy

Ir.K,,

- + £ .
408 (B2 By Ba BuroiA By B, B BiA)

1 > i * + *
i V4 /Bﬂrj 82;?, B:R_’, szh-ﬂ = e Bp,;r: B2, Bs Biiz+ i, -4?_,)"

- *
Wiz -2 812 Bsity Buig, Boiz»it,- 2, I1y
- 2 . -
Up =207 cosikr | MWp=2W 5 coskh 718

Z>0 YL -
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Kao Sto smo videli u drugom paragrafu prve glave hamilto
U /2/ . - . .

nijan “5 moze se dijagonalizovati prelaskom na nove

Boze operatore C putem linearnih transformacija

sledeéeg oblika:

64; = Cji{’ > o Cﬂ-(’* Cpk’
B/,? = —17—2—‘— Bt vz

sto je zgodnije napisati u sledeéem obliku:

2 2
-5 ‘—
Bip=2_ QCuz B = 2 ")olcot,?
A=1 ofa
1 7
= — 6, - —
6 A 2" yz
1
W)= — 20, « 1=
Az 27z
Transfornacije / I1.1.9./ svode hamiltonijan 7 na

sledeéi oblik:

(2)

* -
Hg Z{V\m?) C:'; Ciz + M) Gt C‘z,;} i 1%

P
‘)\a ..A-]-LU" s \A - .-:'A'-}LU;(. /721’
1K) 27K e ¥
. . . : & 4)
Ako zamene /II.1.9./ izvrdimo u hamiltonijanu #4s on

se moze napisati



#/4/ 4
b= 2 {88, QR+ 4 Wl alyadad, +

od,olgolyely
K, Ky R,

FEUR (G By @ Gy + U Wy Qi) +
+.%¢W5(q2a“%b“%s“22 "a%ﬁéakti% 52@) =

+
. W‘?r-if; 9"" a‘a‘.- 94; [(2‘4] CJ,‘Z Cc‘z Uz C;.’J 8 Q‘;,;‘.M?‘, -y 212

oL, Olg, ol ,0ly =142
Da bi smo ispitali vezana stanja dva eksitona u sistemu
opisanom hamiltonijanom Aa mi éemo potraziti dvohozon

sku funkciju Grina sledeleg oblika:

Z - » - . = ol - .ot -

— K C'.él‘el*ja-z., C'J"é! / c'."f, C','?’ 27 < G”' ’s (;;'2?)

62,3, 7713
2, %,%,2;4=12 ]

Na osnovu opste teorije)jednaéina za funkciju Grina glasi:

EKAB =f=<[4B]>~<KAI[BM]>  F14

Treba uzeti u obzir da se ovde usrednjavanje vrsi po

bozonskom vakumu. Pofto nadjemo komutstor naznacen B

+ +
[ 3 i. komuts ar: perator 4 =g sa
IT.1.14 tj. komutator para operatora C‘,'g' 5‘,222
LY . .. ’ - - \ = -‘e,
ﬂb za funkciju GrlnaG%&gﬁiJ&) dobijamo sledecu

jednacinu :



[F-2i03)- P 2)]Gy 0 (34) = F -

- -, g > =
‘A—/-,L {gboé"‘z?z% (éé'*',?’-%,‘fz) "
Ko@%

. AN - - - - -
A ?"" ol 0; 22 [K',‘g' *é;-é,é)} G:‘r o7 (k', fr *22 -K') _// 795

gde Jje :

Qsoc,ot,ot, oty (K, Uig Vs ) =
=4 &, Gy Qu, G + A, &y, &y uy + F Ys (& e,k 8, +

+ Ry Uy Q) + $ UG (8, Q6 Ry + 2, G, 6,8, ) -

= 2 2
Wik, Quy Wty By Wy 7 716
Ako u jednadini / II.l.15./ predjemo od talasnih
- 9 D e 2 .
vektora_z,j2 ¢ K, na nove talasne vektore &,2 ,}'

i to na sledeéi naclin:

T L F
_Z:.'?L-ff ) %:g-z/ k’=zg7‘2 zZ717
onda funkcija Grina Glt;/'(é.;,} postaje :
G;]/'%‘et Lp-v _3 ’2.)/ c' é-f; C/ >>E
G ’y% 'z 7
.
=/313

7 1.8
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o . t A= e =
Posto operatori 0,‘, g*.? C/-, ?-2 komutiraju
o¢igledno je da funkecija Grina ima sledeéa svojstva
simetrije:
/%/z/ = (?} o g=f

y 7 119

/! 7

4 gl L,
1612 =413 zo su e

e, ) =12
Ako u jednac¢ini IT,1.15 izvr$imo zsmenu II,1.17 i %}.1118
3%
eksplicitno ispisemo funkecije 95 ) za funkcijuYdobijsmo

sledeéi sistem jednacina:

[£-2i(§+2) - -Xi(§-2)]3;; /?/

# ”gfi (9}"(&'4)0(4 *4),.'@.’9,'%) Z[g +g (9, [(J 6;;

+ O W)) r 5 VES (6664 + @i @) &y 9/) -

- W36 4 6 - w5364 6 ) /9/ 592

Sistem jednacdina II.1.20. pretstavlja sistem nehomogenih
integralnih Fredholmovih jednacina sa separabilnim Jjezgrima
i kao takav moZe se svesti na odgovarajuéi sistem linearnih
algebarskih jednadina. Froblem pretstavlja resavanje deter
minante algebarskog sistema Jjedmalina. Kao Sto je poznato

/ vidi § 3 / izjednadavanje determinante
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sa nulom daje nam polove fukkcije Grina, koJji odgovaraju
vezanim stanjima bieksitonama o U sludaju dvo i trodimenzi
onog kristala ova jednacina se ne moze analiticki resiti,
pa prema tome,energije bieksitona moZemo natéi iskljudéivo
numeridki, U sludaju jednodimenzione strukture ovakva
tegkoéa se ne pojavljuje, pa ¢emo zato resiti samo

ovaj slucaj.
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IT.8.2. Polovi funkcije Grina za jednodimenzione

strukture,

Da bi smo ispitali energije bieksitona za sludaj
dve proste jednodimenzione kubne podrestke,poéi éemo od
sistema jednalina / II.1.20./. U ovom sistemu @ ¢ ¢ za
dati slucaj mnele biti vektorske weé skalarne velidine,h Osim

toga mozZemo pisati

Uy = 2¢ cos kg ¥ Vﬁ(=‘2DVaaska, 4 2.1

gde je @ konstanta izmedju podresetki ,tj. rastojanje
izmedju dva susedna atoma,koji pripadaju razlicitim pod
reSetkama, Akou/II.,1.20./ uzmemo u obzir da se sumira po
jednodiemnzionalnim impulsima,onda od sume moZemo precéi

na integral po sledeéem pravilu'

Z/L ZfA//f-_/Zg /dx i

e - %

x=ag

Uzimajuéi ovo u obzir a takodje i svojstvo simetrije /
/I1.1.19/ za funkeije r ,posle davanja indeksima € i J
u /I1.1.20./ sledeéih parova vrednosti :I'”,N2L121’f/22}

dobijamo sledeée sisteme integralnih jednacina:
77
(£‘2A -leﬁacasx) /;(x}
//A +UDgcosy +(Dq cosx = Weosx Co.s):]/ay ¥

[A YDgcosy t U/ Dgeosx * W’-””‘c"”]/my/ ay
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22 ~
(f—ZA +20Dg cosx) [qug = 2= -
/[[Z + UDgcosy - -U/Dg cosx + W cosx cos 7_7 /"'Q (,} +

+[2-VDacosy - UDgcosx + Weosx cosy | IQIW} oly

724

(f EA*Qéé/éLIOX) Q(X)=7?_.'_

: o 12
‘%//[A o (/.DQ cosy = Ul% .S/'ny = Ul%.s/ax —- W sm x szayj }Q(7)+
-‘_

21
4~ UDacasy # 05 siny - UFi winx + Wsinx3i7] B}

r2s

21 .
(£-2.A "'2;& U&Ib)‘)/;(x) -_?__
i

i //[A-rwa cosy — Uy siny + Wesinx siny» U Fqsinx | B, +

21

+[A-wacosy # UFq siny + UFgainx- Wsinx iy [ I 1y) 9l
726

gde Jje :

DQ=Ca.s§5- 7%=&/b%5— 29

Kao sto vidimojdobili smo dva razdvojena sistema jednaline
0d kojih /IT.2.3./ i /ILe2.4./ sadr¥e u sebi samo funkcije
e dok /II.2.5/ i /II.2.6/ sadrie samo

72, 21
funkcije /7 ¢ i
Ako u jednadini /II.2.6./ izvrsimo zamenu X —=» =X i
uzmemo u obzir da je na osnovu /I.2.19/

21
/& ../"’2 LE = . b
Q(-x) =/ (X) dobijamo tadno jednadinu /IT.2.5./
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Prema tome jednadine / II.2.5./ i /II1.2.6./ nisu
dve razlidite jednacdine veé Jjedna ista / pa ¢emo u daljem
refavati samo jednu od njih,recimo jednadinu /II.2.5./
Posle prostih transformacija jednadinu /II.2.5./

moZzemo napisati u sledeéem obliku

[F&&IOX 7) {x) —/:z— -//({ /—@.smx)zﬂ //7,,)0/7

—'DQ 2/‘.//;@/ 0”707 +(/—Q 7 l)'g»"“x).fll Z/;/”Jlny oy -

- '/

//’ slﬂsz,é f/—'q (V/dy fﬁ@,/-_/ /7) cosy oy -

-7

: 1 &
-(Fa +Vamnx) 37 ,_//; (y) 3n Y ey 4 2.8

-

27 72
Koristeéi ¢injenicu da je /;[-;} . /;{:)

vidimo da je :X

/3/;/47 "//5/7/%’7 "//"r;r/dy f/"m 7

'

//ny/quy = -//}/.;/mgof; .- /5/:/”72}' //5132 casyoly

'
//é,,) w7 - ’ZW/"’J‘? //’/;/v'";"’; //4)/;/*";”;

pa se / 11.2.8/ svodi na :

2 (Fo sinx - ///Z’/x) ="""2//” F‘"’””‘)j;://;(;/"? ¥

+2/%*V&0x)‘27':”._//}(3) a/r)?d; .89

gde Jje :



/

_2a-£ . _A . oW T. 2 10
7= A= V= u -

uvodeéi oznake :
T r Y 4-12
5 / . - . -
C'Q = 27://567/ 0? ) c.’Q 21‘//; (y) &y d; r.2.1
- -~

jednaéinu /II.2.9./ moZemo napisati u obliku:

/r772 F: 5 Fgsmx -4 Cro+ ysox + Fo Coe Y
®(x) — 20Y(Fg sinX - ?} Foanx-0 Fa snx=-9 =
Ako jednaéinu /II.2.12/ pomnoZimo sa j%? i
integralno u granicama od -# oo # po X a zatim
istu jednacinu pomnoZimo sa.fgagéﬁ i integralimo od
-¥ Ao/ , ze konstante Cyq « C2@ dobijamo slede

¢i sistem nehomogenih jednadinas

r
FQ"”’X' V o Fe ]
- XX TR , 4

'Q {, A’f e smx- 4 * Cf@{ FQ&')K 9 ]72’72”[%::; _?
-'—

C [ L ‘&smx-/#.mx j qu{, V.smx-f- Spx a/x.rm
L] SipX - SiHX - :f‘ -
-szQo -7 F@ Shx= 7 //”53m2
4.2.43

ReSenja ovog sistema su:

D
C;Q a@ld? ) cza = Da 7.2.74

gde Je :
o |
_1_4:A L [Jsixt R
1- z,r Fa sx-§ Fqsmx ?
o= 7295

g - r

i /2 sin'x -/mbxo,x 7.1 Vs +}5s’b‘dx

If_r /'-fa.sva-? 2”_{ FQ.sinx -9




T

. r r -
¢ /X A ﬂynxa-ﬁiak
(26)°0 ] By sirx-p 25 J Fosnx-p
KT v 7 2.46
19~ . i - 2 -
£ /oamox 7oL [k v six
(04)°¢ Fosinx -9 25 L Faswnx- p ]
q- ’Q‘”*'V” ax J/
2[' F& sihx ;? /!w7ﬁ7 ﬁgsmx17 gy
i 7 7 2
0920 __I__ ”F sinx — A sinx QI 0/, f';’)‘
2/ - Fgsmx = 9 (24) 6’" Fg smx -2

tako da jednaéina /II1.2.12/ postaje:

/,_, 72 : » P sinx -4 g Y T 2.4
x) = lfﬂff: Sin X D) snx-9 D 4 Faq Shx -2 D .
® g 2 &

Folove funkC/je /;2 dobijamo, ocigledno, iz uslova

/gs/nx-? =0 7 219
Dg =0 7220
Uslov: /I1.,2.19/ svodi se na
E,zg,:%‘za-!’.’? %f—swfé 7 2.27

i ovaj izraz predstavlja sumu energije dva slobodna eksitona
od kojih svaki pripada drugoj podreSetci.
Uslov / I1,2.20./ svodi se na
- 2
v? . .2 Qa 7222
== —_— F
(E,“,—ZA-/-W(M- V. 'z")
i ova energija predstavlja energiju bieksitonakoji je nastao
kao vezano stanje dva slobodna eksitona u dve razlicite

podresetke,
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Posle prostih transformacija jednadine/ II.2.3./

i/ IT.2.4,/ mogao se napisati na sledeéi nadin:

1 .
E. = -2 1 Dqcosx +mu V. 2
= & Cp + - Yeosxr2e
W sy (Dg <osx+9) Dg <osx +P %7 qusxf? C te *
| Dg . casx 24 1 Veosx-Do &
+ 5 g
Dg <casx +2 C 3 Dg cosx +9 Caa D
/_,22 S H
R6)= —5— + F 285Xl By L Veosx-Da 5
20”{D4"C“*'?) 2 .DQasx-y %" 2 Dg <osx - 02‘9-,-
_’_ 3& A03 X '/(/ C \/Cﬁk +~‘D£ c
2 Dgcosx -9 " 2 Dg <esx - 4 7 224

gde Je :
N
o 1 ¢
Ch?= Z;JOZHV¢7 / CEQ 20;//}4”am57a7
-r
I2 25
=y 4 4 22 _ L 'a 4 2
Csq =2r/[6.2’{7/ dy Cu4 =2'.Z/}[?).;Mya/‘7
-8

Je(panlpﬂ/ IT1I.2.2%3/ pomnoZiéemo sa g&_ i inbegraliti od -4
- x - - - - T . ”
dL>f, a zatim QQJ%?- i intepraliti od -# do#., Zatim¢éemo

217
to istom uraditi sa jednadinom /II.2.24/. Kao rezultat

ovih postupaka za konstante Cyq, Ceo,lsqi C4g dobijamo sledeci

sistem nehomogenih algebsrskih Jednacina:

(:2" -{)é&Q *-392(52@ 1'551654,-~552¢:¢@ =:}zy

TJas Cyo +(T22-7) Coq + T21 Csq = T2z Cag = foo

) s 2 2 7.2.26
Ta1 Coq *+ I3 Cag *+ (331-’/ Cig-Ts2Ce= )3@

744 Efq -+ 742 C2Q + JM CJQ - (3424") C4Q = &Q

gde je :
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Ve
=_JL cosx +
77 4f .DQ CdS)(-f?
-”-
J/ Ib “”‘*74a**4k
an COSX » ?
= -Docasx/ dix
\” 4# .qusx-

D casx -

/Dawsx-,aco.sx iz
44 Rz

a'.X
' Dg cosx+ 4

Yo =157 /

a

Pt ax
e [M‘/‘O-f 29 cosx-9

Regenja ovoga sistema su :

- _ cé.-ea

~ - C?QQ . C = ————
6’7@ oDQ / 28 °9¢ /
gde Jje :
Ts-?7 Tz T2 -T2
—Q= 329 \72? -1 '72’ -*722
Jsa ez Ts-1 -z
41 Ts2  Tsr  -Ty21
%4; Te2 Ty -T2
oé X %o Tog-? J22  ~J22
a ’S’Q '7-,2 .7_""7 -JJZ
|%e  #2 T ~He!
374}"7 -742 \7” ”Q
7 | a1 Too-1 721 e
BN Ty T Ter? e
41 /YR VR P

. ZSQ""

5

-l}casx + D] Ak

4f Dgeosx+ 9
7
j Ea - Yeosk » DgcasXx dx
22 4/_ .DQ cas X 7"?

Veosx - Dg
a
J2 44'/.DQ60.$:( 5

Tz =

f@ (2/,}3‘(1 -7

ba =

Oé;q =

47'

Dig
De !

| %1

A
-Jcos-Daosx 4

Dgcosx -9

.
o/x cosx

:I)Q Cos X f?

V]
3 ax cosx
(sz/ .DQ COSX - ?

72.27

B _oDig . :
Co~Z, 127

Fa -1
J29
Ts9

} T 44

ﬁq J11 '\792 l
o T21 -Toz

g Tsrt! ~Ts2
%o Ts1 -Tez-1

Tn-1 T2 He
Tz9  Tez-? g -Jez
Jar Tsz  lHy
T2 5?0




Jednaéine /IT,2,23/ i /II1.2.24/ postaju:

5 , _
/Z’(x/ . +2[ Do cosx +u cﬁﬁ_ 2/ Veasx # Do Do .
25¢ (g casx+9) Dgcosx+y Dg Decasx+p Dg

+2-I- Do cosx + 4 ,053Q+ 4 Vcasx-Dg 0944;
Dy cosx+9  Dg 2 Dgcosx + 2 OEQ

T 228

(4 g LOSX_— Y o@/@ ~Yeos x - Do 0920 #
Q(K/ i (DQCaSK ?} za ALOS X - ? $Q 2 ‘DQCO.SR -? QQ

T 229

Polovi Grinove funkecije /II1.2.28/ dobijaju se iz uslova:

DQMSK +? =0

T 230
Dg =0 T 2.31
Prvi uslov daje:
EFp=24+2U-—cos cQ‘.axg?q, 72.32
i drugi
2 Gq
Epez = 24 r\x/(/v" ) F.2.33

Izraz /II.2.32/ predstavlja sumu energija dva slobodna
eksitona koji se prostiru kroz prvu podreSetku.lzraz/I1.2.%3%/
je energijabieksitona koji je nastao vezivanjem dva slobodna
eksitona iz prve podrefetke.PoSto/II.2.31/ daje istovremend

22
i pol Grinove fuﬂkowje/vcy to izraz /I1.2.%3%/predssavlja
istovremeno i energiju bieksitona koji je mnastao vezivanjem

dv

OV

slobodna eksitona iz druge podresetke.,



- 46 -

22
Iz / I1.2.29/ vidi se da fukeija Grina /;(X) osim

pola /II.2.33./ ima i pol koji se dobija iz uslova:

ﬂawsx-?=o 7 2.34
Sto daje
£20=24 - 2Ucos ‘Cgﬁ'“‘i" 7235

Izraz/ 11.2.35/ predstavlja sumu energije dva slobodna

eksitona koji se prostiru kroz drugu podreSetku kristala.
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IT. §. 3. Bieksitonske zone i davidovljevsko razdvajanje

bieksitonskih zona,

Nadjeni izraz za energije / I1I1.2.,21/ i /II.2.22/
predstavljaju,respektivno,kao §to smo veé videli, sumu
energija dva slobodna eksitona,od kojih se jedan prostire
kroz jednu podreéetku,a drugi kroz drugu i energijum vezanog
stanja dva ovaskva eksitona. Kao Stosmo ranije rezjasnili,
energija vezaneg stanja mora da bude manja od sume energija
dva slobodna eksitona, a to je moguée samo onda ako Je,
prema formuli IT.2.22., WwW<0.

To znaci da ¢e do obrazovanja vezanih stanja doéi
samo, onda ako je dinamicka interakcija izmedju eksitona
/koja je okarakterisana parametrom w / privlacéna.

Izrazi /I1.2.32./ i /11.2.%35s/ predstavljaju)respektivnq
sumu energija slobodnih eksitona iz prve podresetke i sumu
energija dva slobodna eksitona iz druge podresSetke.

Energije vezanih stanja dva eksitona iz prve podresSetke
i dva eksitona iz druge podreSetke jednake su i date formu
lom /IT.2.,33.,/ . Energije vezanog stanja biée manje od
rude sume energija dve slobodne eksitacije samo onda ako je
wW<0 ,Sto znaci da i ovi bieksitoni mogu da se obrazuju
samo u slucdaju privlacéne dinsmicke interakcije.

Sve dobijene izraze moZemo predstaviti graficki

uravni /E,& / pri demu se & menja od -é— oo f%
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Kao &to vidimo,vezana stanja dva eksitona raznih tipova
11i2/ Erz, 21 / su rezonantna stanja za sumu energija
dva slobodna eksitona tipa 11 i 22 /Fw s E22 / i to u
oblasti malih impulsa. Vezana stanja eksitona tipa 11 i
tipa 22 koja imaju iste energije rezonantna su za sumu
energija dva slobodna eksitona tipa 1 i tipa 2 i to u
oblasti velikih impulsa. Na kraju mo?emo razmotriti
pitanje,kako stoji sa davidovljevskim razdvajanjem zona
bieksitona.

PoSto su energije vezanih stanja,bieksitona tipa 11

i tipa 22 jednake tj.

2,
éa, = 62556/2,'2; =24 +W(7+ -\%"Me-zai) _Z/' 3.2

to je davidovljevsko rszdvajanje zona za ova dva tipa
bieksitona ravna nuli,

Energija bieksitona koji se dobijsju vezivanjem
eksitona iz jedne i druge podresetke su takodje medjusobno

jednake tj.

2 . -
5/2 =Ee 5612.-21 =24 ?W(f‘f'—‘z—, sz%) ¥ 3.2

Ovo znaci da Jje davidovljevsko razdvajanje zona za
ovakve bieksitone taskodje ravno nuli. Ovaj rezultat Jje
a%riori oC¢igledan, jer je potpuno jasno da je vezivanje
eksitona tipa 1 sa eksitonom tipa 2 potpuno iste prirode

kao i vezivanje eksitona tips 2 sa tipom 1.
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OCigledno je da davidovljevsko razdvajanje zona
postoji samo za bieksitone tipa 11 ili 22 i tipa 12

ili tipa 21. Znaci,razlic¢ito od nule razdvajanje zone

dobijamom kao

12,21
JE#,-;z = 1,22 - 5/2; 27 =

@ .
24+ W (1+ Loeos* F) - 20 -w (1+ L—"—;-: s ¥2)

Il

L grae —sin® %)

konacéno
/2,21 v
#, a8 =g P8 Ra I 3.3

Posto je W<O , to znali da je razdvajanje zona u

i . : %
oblasti malih impulsa O < Qa < ‘é" negativna velicina,
dok je u oblasti velikih impulsa £E<'thé 4~ davidovljevsko

razdvajanje zona pozitivna velicina,

\ s s . /] .
“a sredini prve Briluenove zone q74-é- davidov

1jvesko razdvajanje zona Jje ravno nuli.
12,21

*J‘E 19,22

g

Nisy
NIy
S

S

S¢. 4
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Ako ovaj izraz /II.3.3/ uporedimo sa izrazom /1.2.25/

koji predstavlja davidovljevsko razdvajanje zona za

slobodne eksitone/ vidi slike 5 i 6 /

AAE )
[
Uro
Ka
z z
4
Sl &
4\ AE (k
u
u<ko
o
=i z
2 2
4

S§L. 6
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onda primelujemo da su u sludaju <0 razdvajanja
bieksitonskih zons i razdvajanja slobodnih eksitonskih
zona istoga tipa. Takodje je jasno da je za /(//)/\x//
razdvajanje bieksitonskih zona veée nego razdvajanje
eksitonskih zona, dok u sluéaju/[//</\V/ izrazitije je

razdvajanje zona slobodnih eksitona,
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Zakljudak :

Za kristal sa dve podreSetke koje se ugzajamno
proZzimaju tako da su za dati molekul jedne podresetke najbli
zi susedi molekuli druge podrefetke ispitana su vezana stanja
dve op ticke eksitacije-bieksitoni. U radunu se pretpostavilo
da su obe podreSetke proste kubne / 7/ i radilo se m u
aproksimaciji najbli%Zih suseda, Osim toga radun je doveden
do kraja za slufaj dve jednodimenzionalne podreZetke koje
ge uzajamno prozimaju., Za videdimenzione strukture date su
sgmo opSte formule ¢ija konadéna refenjamogu da se =mmmm nadju
samo numericki,

Za dobijeni sludaj dobijeni su sledeéi rezultati:
a—- bieksiton postoji za sve moguée vrednosti talasnog
-
vektora @)
b— postoje samo dve razlicéite bieksitonske zone i to
zona vezanih eksitona iz Jjedne podresetke i zona
vezanih eksitona iz dve razne podreietke,
c=bieksitoni mogu da egizistiraju samo u slucdaju kada Je
koeficijent dinamicne interakcije negativan tj.kada je
dinamicka interskcijaprivladne.,Ovaj rezultat je i fizicki
oéigledan,jer su uslovi za’ obrazovanje vezanih stanja
bolji,kada se eksitoni privlade nego kada se odbijaju.
d- Davidovljevsko razdvajanje bieksitonah zona ponasSa se na
slican naéih kao i davidovljevsko razdvajasnje slobodnih

eksitonskih zona u sludaju da Jje rezonantna



interakcija negativna. Ako je rezonantna interakeija
pozitivna onda razdvajanje zona slobodnih eksitona i
razdvajanja zona za bieksitone imaju suprotan znak,tj.
Kada razdvajanje slobodnih zona ima minimum razdvajanje

bieksitonskih zona ima maksimum i obrnuto.



MATEMATICKI DODATAK
1- Elementi teorije dvovremenskih temperaturskih
funkcija Grina

2 - Integralne jednacCine sa separabilnim jezgrima
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1- Elementi teorije dvovremenskih temperaturskih funkeija
G—}?il’la.

= T s (Yo = + A ‘)B.'f PR

Fonkcija Grina za dva operatora A(f,¢), 86 ldeLlﬂlSe

se na sledeéi nadin:
A , - A
KA e)|B7'E)» = 6-¢)<[A(F4), Bl e)]> A1

gde simbol &£+ +. .32 oznadava uredjivanje operatora po

vremenu i znsku srednje vrednosti po Bx Gibs—ovom ansamblu

-hamiltonijan sistem

2 e{f'é - Jje Hevisajdova funkcija,definisana na

41 2a t>¢
) = A12
a(f-u-{o el

'
Diferencirajuéi /A.l.l./ jednom po t a drugi put po +

i uzimajuéi u obzir da Jje izvod Hevisajdove funkecije d

funkcija dobijamo,respektivno:

oF KAFLBE ) = Se-e)¢ [A70), Bt )]>+
+ B(¢-¢') ([d%/i(r’,f}, B )]

O (7 4)| B E) == S1e-£)< [A(7,4), B e )] >+

+ 6 (t-¢)< [A () & é(F,'i-')])
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Na osnovu Hajzenbergovih jednadina kretanja imamo :

cALE[i k], i BED ],

pa se poslednje dve Jjenaddine svode na:

/

(i KA G| B ) = 84-€) ([AG 0, B )] +
+ Bt 'f)([j—,ﬁjhé(ﬁ'%')]} A.1.3

(5 KA (,6)|BUFE) ) = -5 ) {[A0), Bw)])
+ G/f'f')<[»‘:(m),[i°>. ":L]£> A4

izrazi

8/t-t) <[[4,//A]*, ﬁ(f,’f’)] >
Co-e)< [Awy, [81]]>

predstavljaju na osnovu polazne definicije /A.lsl./

neke nove funkcije Grina,tako da jednadine /A.,1.3./

i/ Al.4./ glase :
(5 KAREIBFEE) D = ddre-¢) Kii-7) +
+ «[»44,7‘7‘]6,« /é(f‘,':") > A5
62 KArze)|Brie) > =016 ~¢) Lo (#-7) +
o «":(f".z‘)/[é, *;]F,’z">) A1C

gdé Jje:

%(F-r“} =<[4(£f),é(f','z")]) A 17
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Ako izvrSimo Furije transformacije :

LAdo|Bire)» 756 [dRIEKAIB £ 5

dP(R-F) - eF(t-F)
x €

QAR [Beer ~ige JFoEKLAA B Ye 5 ”

ie iR(A-F) - CE(t-2)

LA ) B A0 > = s Jo# IEKAILBA] D 5 =

ERIR-F)~ ¢ E(¢-¢
e P! ) (¢-¢')

ep(F-F

/ 3, L
K r-7) =(z7=f0/f° 7=

, 5 % (o
S1e-¢) =L [odFe’ /
-0=

i ovo uvrstimo u /A.l.5/ i /A.1.6/ dobijamo osnovni sistem

jednadina za funkcije Grina u obliku:
A4 4 . A A A
FKA/B>, 3 = W)+ <KLA, ]| B> g A7

. A A A
Lcd)BSe g =% Ky = KA/LBH]D)e, f 414
U ovim jednaéinama'3 predstavlja impuls.U praksi se moze
koristiti ili jednadina /A.l.7/ ili jednalina /A.1.8/, Q&
negha je zgodno kombinovati obadve. Sam nac¢in resSavanja
sastoji se obiéno u tome da se funkcija Grina‘koja figurise

na desnoj strani jednadine/ A.1l.7/ nekom opravdanom

aproksimacijom izrazi preko funkcije koja figurise na

levoj strani jednadine/ A.1.7./ i da se na taj nadin
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u jednacini pojavi samo Jjedna funkcija Grina po kojoj se
moze jednalina reSiti:
A A
Realni deo pola funkcije Grina((AABzg;P E ravni
/

predstavlja energiju elementarnih ekscitacija, a imaginarni
deo pola u kompleksnoj ravni pretstavlja reciprodno vreme
zivota elementarnih ekscitacija.

Od interesa je da se definiSe spektralna intenziv

Pl ma 4,4 . : ri
nost funkeije Grlna«A/B»E,f? i ona ima oblik:

Jige) = exﬁ,’L Ore-£z) AT.9

gde Je:

6=Kgl

Ef - realni deo pola funkcije Grina.
Preko spektralne insenzivnosti moZe se naéi srednja vredno
proizvoda dva operatora po Gibs—ovom ansamblu i to na

sledeéi nadin:

A a T -AR# - M-o)
(BA)> = SpBAC = | R s 0E =S5 4.9 00
¢ Sp P .,°/ (Fe)=" " e By

Formula / A.,1.10./ omoguéava nam da bilo kakav problem
koji resavamo metodom funkcija Grina resimo u zatvoreno]
formi,tj. pored poznavanja energije elementarnih eksdéitaci;

i njihovog vremena %ivota, mi na osnovu formule / A,1.10.,

reguligemo i pitanje statistike elementarnih eksitacija.
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A. 8. 2. Integralne jednadine sa separabaimnim jezgrima

“Yp$ta Fredholmova jednalina druge vrste ima sledeéi

oblik:

Upx) - thm,f) Yy ¢ = o) A.2.1
Kol
gde je uopsSten sludaj:
X=~X¢/X2"--Xn fE'f‘flz‘z--u y
if2 - neka oblast u N - dimenzionslnom prostoru,
Diferencijali dx i dt +treba svhatiti kao elemente

zapremine ovog N dimenzionalnog prostora tj.

dx -O/X,-O/XQ Cara d/\'//

Ot = oty -y - ow

Funkecija U /x/ je nepoznata funckija koju treba naéi

a f /x/ Jje zadata funkcija. A je u opstem sludaju
kompleksan broj. Funkcija & /x,¢) naziva se jezzro
diferencijabilne jednadine., Jednadina /A.2.1./ je
Fredholmova ako su u oblasti 2 funkeije K(x,t) ¢ £(x) po

modulu kvadratno integrabilne tj.

//c/xo’z‘ /le{x,t) 2‘ -
o
S Flx < =

Narodito in teresantan slucaj kada je jezgro integralne
jednacine K(x,t) separsbilnae funkcija tj.kada se ona moZe

napisati u obliku:

L
Kioe) =2 asc) bt ) 4.2.2
S=7
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gde su Qgyx) ¢ 63/&) funkcije jedna od argumenta x a druga

od argumenta t. Tada jednadina/A.2.1./ postaje:

L
Urx) A f ot é Qsqn) Bstt) Ure) = Fra) A4.2.3
Q

sto se dalje moZe pisati :

L
Uy - 2 sy [t Bscor rt) = S 4.2.4
S=7 n
?oéto je L& oblast sa konstantnim granicama integrali

J{ﬂﬁ?ésnyéﬁg su konstante koje zavise od indeksa s, pa se

/A.2.4/ mo¥e napisati u obliku

L
Uy -vlgg; Cs Qs (x) =F(x) A.2 4

gde Je:

Cs = Jort bseey ore)
2 S=123..... &

/
Mnozedéi/A.2.4./ sa ¥ds¢x) i integraleéi po oblastimz .Q.
dobijamo: N
-
f ox Bsyx)Uex) - A 2 Cs f olx @sw sty 1./“‘/" bspofpy 4.2.6
S S=1 n

gto se s obzirom na /A.2.5/ i posle uvodjenja oznaka

NS'S -fo’)r Qs(x) 63’(")0’X /- ¢-S' =-fa/x 63'(,‘)‘}[()() A.2.7
¢ [

moze napisati kao sistem linearnih algebarskih jednacina

PO nepoznitim konstantama C?s:

C}c-JhZE Cs Ms's = Py A.2.8
S=1 S'=123---.. L
U razvijenomobliku sistem /A.2.8/ ° se moze napisati:

c,(f-AMll)—czd\MIQ 'C_;/\M-B X % e ‘CA‘AMIL =¢4
-qu\Mﬂ') 'f'Cg(f-J\/"laz)-Cs\AMg;-“ -CL/\ MZL'¢2
' 4.2.9

~CoAMy ~CaAMig ~CoAMy - - - - +CL(1-AMw)=@,
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PoSto sve matriéne elemente Ms’s i brojeve ¢%' poznajemo
/ vidi formulu A.2.7./ treba rediti sistem/A.2.9./ po
nepoznatim konstantama Cg , kojih ima L, Broj L naziva
se stepenom separabilnosti jezgra i Sto je on veéi i sistem
jednacina je komplikovaniji za reSavanje.

Kada se nadju konstante C@ jednacina A.2.3%.

Jje resSena i njeno refenje ima oblik
4
Ure)= ) + % Ot Ca =
c )t Cax]f oG F (s s (1]t = G Quy)

Na isti nadin moZemo redavati i sistem inte

gralnih jednacdina ako su sva jezgra sistema separabilna.
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