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Cilj ovog rada je da se ispitaju vezana stanja dva

Frenkelova eksitona. u rnolekularnom kristalu sa slozefaora kri

stalnom resetkom. Do sada su bieksitoni bill teorijski analizi

rani u kristalima sa prostom podresetkom,ali ako se uzme u

obzir da prakticno svi molekularni kristali imaju slozene

kristalne resetke sastavljene od najmanje dve podrestke,onda

je jasno da ispitivanje bieksitona u kristalima sa slozenom

strukturom irns veci prakticni znacaj.

U ovoin radu mi cerao se ograniciti na sistem sa dve pod

resetke i analiticko resenje za energise bieksitona traziti

za slucaj dve jednodimenzione strukture,ko,je se uzajsmno pro

zimagu. Resenje za visediraenzione strukture mose se takodje

naci ali sarao us upotrebu racunara. He treba misliti da jedno

dimenzioni problem ima samo metodoloski znacaj,jer upravo u

teoriji eksitona ir; ove strukture treba analizirati,posto

polim^ri i mnoge bioloske strukture koje su jednodimenzione

pokazugn svojstva optickog pobudjivanja.

Analiza ko.ju cemo izvrsiti ima i cisto metodoloski znacaj

posto u kristalu sa vise podresetki prilikom analize vezanih

stanja ne rnoae direktno da se upotrebi metod koji se standardno

koristi za proste resetke. Radi se o tome da kod proste resetke

jednacine za funkcije Grina mogu da se formiraju u konfigura

cionom prostoru pa da se posle



njihove Furije transforniacige reserge problems trazi

kao pol J'urije lika konfiguracione funkci;ie Grina.

U slucaQu dve podresetke ovakav postupak doveo bi do

greske u racunu jer energije slobodnih eksitacija ne bi

bile dobro definisane. Poznata je stvar da se u kristalu

SB slozenom strukturom dijagonalizacije hamiltonijana»koja

nam daje ispravne energise slobodnih eksitacija vrsi u dve

etape. Prvo se vrsi Furije transformacija koordinata- impuls

a zatim se u impulsnom prostoru vrsi jos jedna dijagonaliza

cija po raznim tipovima operato±?a» Zbog toga stvarne fiunkci

je Grina ciji ce nam polovi davati energije bieksitona

mora,1u biti izra^eni pre'ko onih operatora koji kreiraju

i anihiliraju realne slobodne eksitacije sistema,a to su

oni operatori u korjitna je zavrsena i druga etapa napred

pomenute dijagonalizaci.je. Ovakav nietod je koriscen u

ovom radu



GLAVA I

SLEMKNTI TECRIJE EK3ITONA I BIEKGITCNA

§1 Frenkelov eksiton

§2 Prenekelov eksiton u kristalu sa dve podreSetke i

davidovljevsko razdvajanje zona

§5 Bieksiton u kristalu sa prostom resetkom
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I. §. 1. Frenkelov eksiton

Prvu teoriju optickih pobudjenja u kristalima dali su

Frenkel i Pajer̂ j. Ovaj tip optickih pobudjenja koji se javlja

u molekularnim kristalima naziva se Frenkelov eksiton ili

ponekad kulonovski eksiton. Osim ovakvih eksitona postoje u

poluprovodnicima eksitoni Vanije-Mot-a. Osnovna razlika izme

dju ova dva tipa eksitona sastoji se u tome sto kod eksitona

Frenkela par elektron-supljina indukovan upadnom svetloscu

ostege u samom molekulu,koji je pogodjen kvantom svetlosti,

dok kod eksitona Vanije-Kot a svetlost izbacuje elektron u

provodnu zonu ali tako da je on vezan kulonovskim silama pri

vlacenja sa suplo.inom,ko,ja se stvorila u popunjenoj zoni.

Dogod je sila kulonovskog privlacenja dovoljno .jaka da drzi

na okupu elektron i supljinu kao elektro neutralni kompieks-Motov

eksiton- u polwrovodniku ne tece struja. -̂ a bi se dobila

struja treba nekim spolgaon.iim pol.jem raskinuti vezu izmedju

elektrona i supl.jine i tada,kada se razgradi Motov ekeiton u

poluprovodniku pocin;je da tece struja.

Ovaj rad bice posvecen nekim pitanjima teorije

Frenkelovih eksitona i zeto cemo u dsljem izlaganju izloziti

detaljnige teoriju ovih ementarnih eksitacija.

Kao sto je vec napomenuto Frenkelovi eksitoni se
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pojavljuju u molekluranim kristalima. Glavni predstavnici

molekularnih kristala su antracen,naftalin, benzol u cvrstom

stanju i plementi gasovi takodje u cvrstom stanju.

Osnovna karakteristika ovih kristala je da su

im molekuli jako izrazeni dipoli, da je stoga glavni tip

interakcige izmedju molekula kristsla takozvana dipol

dipolna elektricna interakcija, Potencijal dipol dipolne

interakcije ima sledeci oblik:

7 <t 1

U poslednjem izrazu upotrebljene su sledece oznake:
•* . •*

e je naelektrisanje elektrona ̂' m su vektori kristalne
-» . -» _, . .

resetke,f« * ̂  su vektori dipola u cvorovima *? ' "̂

a y8»*? « *? -f?

Upadna svetlost moze da ekscLtira molekul na

dva nacina : da dovede do promene stanza elektrona u mole

kulu i da dovede do promene stanja unutrasnjih vibracija u

molekultu . Eksitoni ko,ji nastaju usled promene stanja

unutrasnjih molekularnih vibracija nazivaju se vibroni i

ove dslje necemo analizirati.

Prenia tome predmet nasih istrazivanja bice

eksitoni koji nastaju usled promene stanja elektronskog

pod --sistemau molekularnorn kristalu.

Sam nastanak eksitona kao kolektovne kristalne

eksitacije moze se slikovito pretstaviti na sledeci nacin.

Pre osvetl javanja svi molekuli kristala nalaze se u osnovnom

stangu,tj.u stanju n^jnize ener^ige. Pretpostavimo da kvant

scetlosti na jednom molekulu u kristalncg resetci



preveden jedan od elektrona iz osnovnog u neko pobudjeno

stanje. -fosto su raolekuli u kristalu povezani,ostali molekuli

reagovace na ovo pobudjenge jednoga od njih,tj. zbog izmene

matricnih elemenata interakcirje u osnovnom i pobudjenom

stanju ekficitirace se i neki sledeci molekul. Ekscitacija se sa

njega prenosirr. na njegovog suseda i tako dalge.

Posle izvesnop: vremena veliki broj molekula u

kristalu ce biti ekeitiran, Ovaj talas pobudjenja cigi se

izvor nslazi samo u jednom molekulu naziva se Frenkelov

eksiton.

Ovde cerao izloziti elementarnu teorigu Frenkelovih.

eksitona za kristal sa prostom resetkom i uz pretpostavku da

upadna svetlost izaziva elektronska pobudjenja samo jednog

tipa,
Hamiltonijan molekularnog kristala moze se predsta

viti u sledecm obliku:

gde je fa hamiltonijan izolovanog molekula, a V̂ «f operator

dipol dipolne interakcirie.

i'osto cemo se dal.je interesovoti interakcijom

elektronskop: podsisteaa,h.amiltonijan/I»l»2/ predstavicemo

u reprezentaciji druge kvantizacije preko Fermi operators

kreacije i anihilacije elektrona na zadatom cvoru resetke i

u da torn kvantnorn stangu f .



U posledngem izrazu indeksi f su simbolicne oznake za
+

kvantna stsnja elektrona,operator ^̂ / predstavlja

operator kreacije elektrona na cvoru n u stanju /t dok

su fjfj-' ̂ ŵ̂ ĵ mstricni element! operatora &* '

svojstvenim funkcijama operatora >̂ <f tj.

funkcige fy su svojstvene funkcije ŷ f̂ tj.resenja

problems:

Osnovno stance molekula oznacidemo indeksom 0.

^a bismo uprostili situaciju predpostavicemo da monohromat

ska svetlost,ko.ja pada ria kristal moze da pobudjuje elektrone

u sarno gednom stanju,koje cemo okarakterisati indeksom <*. .

Tads na svakom molekulu elektroni ima.ju na raspolaganju samo

dva stanga. To su stanja sa indeksom Ou / osnovno stanje / i

gedno pobudjeno stance sa indeksom sX , Zbo^ Faulijevog

princ";.pa sasvim je oci~'ledno da uz gornju



predpostavku na svskorn polekulu mogu da se realizuju samo

sledeca kvantno-mehanicka stanga.

J
its

iz matematickih, a vise ±z fizickih razloga umesto

elektronskih operators Q* i ft zgodnije je uvesti

kvazicefeticne operatore P i P , kogi se definisu na

sledeci nacin:

Fizicki smisao P oe ocigledan. Operator P odgovara procesu

u korae je nestao elektron u osnovnom stanju 0 i po.javio

se u ekcitiranom stangu ̂  . Prema torne operator P kreira kvant

ekcitjovanja molekula pri cer/iu je energija ovog kvant a £j( -£* «

Operator P odnrovara procesu u korae je iscezao elektron u

pobudjenom /ekci ten/flew stanju /•& i kreira se u osnovnom

stanju 0, pa preraa tome operator P odgovara procesu uniste

nja kvanta ekcitovanja sa energijom £\-£0 .

Operatori P i P indent icki su jednaki 0 u podprostoru

h,j :>, dok u podprostoru hjj deluju na funkcije stanja na taj

nacin sto uvek da.ju funkcige is tog istog



6

Sam hamiltonijan I- 1.3 tako je forrnulisan da ostege

zatvoren u podprostoru hj> «,

U prostoru h,<j ocigledno vasi relacirja

Ma osnovu ove relacije i na osnovu komuta donah relacija

za Fermi oporatore

It.8

I'ige teskopokasati da operator! P i P zadovoljavaju

sledece komuta clone relacije:

7*) ft*

H~ -o M 7$ 7 . < a.

Operator! sa ovokvim komutacionim relacijama,koje pred

stavljaju konibinocirju bosonsklh. i fermionskih komutacionili

relacija.,nazivoju se Pauli operator!.

U sluca;ju da kristal ims centar inverzije i da se taj

centar inverzije poklopa sa centrom invereije izolovanog

molekula svi matricni element! V^-wJ/^jf ĵ ), kogi imaju neparan

brog indeksa rovan je null,jednaki su nuli,iz razlosja sto

hamiltonijan rnora bit! invarijantan u odnosu na trensformaciju

f-*--^* . Uzimajuci ovo u obzir iz hamiltonijana

-
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I- 1.3» Izdvo;jicemo clanove u kcgima je paran broj

indeksa razlicit od nule i to po sledeccg semi

/i
O

0 0

0

o
A A A.

Razvijajuci hamiltonigan I 1.5 po ovoj seini i koristeci

formulu I 1.7 ill.9 dolazimo do Kamiltonijana izraze

nog u kvazicesticnim Pauli operatorima.

//= Ho+
gde je :

Ho - £ j_J-no +- 2 £ V~nrh (o o, o. o)J

~ Z A ?£
n't)

Tj = ̂ 2^ Qiriw Po" /w -
rim

J 1. fO

T 1. //



Ovde su upotrebljene oznake

A

Velicina 2a ne zavisi od indeksa cvora,zato sto su svi

molekuli kristala medjusobno indenticni.

Da bi smo izvraili dalju analizu hamiltonijana

I. 1.11. odbacicemo clan f*2 jer on dage male popravke

energise eksitona, zahval jujuci cinjenici da ;je velicina

A reda 5 sV / energija upadne svetlosti / dok su matric

ni element! V^«? reda velicine o,l-o,ol eV.

Prema tome efektivni hamiltonijan za dalju analizu uzecemo

u obliku

Ketod priblizne druge kvantizacije,koQa nam daje ekeitonski

spektar u harmoni skog aproksimaciji,sastoji se u tome da
+

se Pauli operatori iz 1.1.13 zamene 3oze operatorima B i B

po pribliznim formulama :



— Q _

= B« ; Pr =

i da se istovremeno iz hamiltonijana izbace clanovi

cetvrtog reda po Boze operatorima. U ovoj aproksima

ciji formula 1.1.13 postage :

/T ̂ -̂ X oin rn

Ako izvrsimo Furije transformaciju Boze operatora

•~£^4 XT) • -:> .-»

U;

nalazimo da je hamiltonijan naseg sistema u impulsnom

prostoru:

J_ ( A + C^K) S;? SK
K*

i- t "%.[& ~™ )

-L 1,18

Zakon disperzi^e za eksitone u harmonicnoj aproksima

ciji dobijamo po formuli:

_ __ Cl

Ako se ogranicimo prostom kubnom strukturom/na^blizih

sest suseda/ aproksimacioom najblizih suseda i aproksi

macijommalih talasnih vektora onda je

(cos K* a + ̂ 0-sK.yC^ i- cosKz Q-)^ 6ct~ot K2U2 i j 20
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gde je :

a- konstanta resetke
A

d~ - raatricni element! dipol-dipola interakcije za najbli

ze susede.

U ovoj aproksimaciji energigu eksitona mozemo napisati

na sledeci nacin:

= A -t- ^ m --- — — — r 1 21

&ao sto vidimo u oblasti malih impulsa eksitona ima

kvadratni zakon disperzije, , .To znaci da se eksiton

ponasa kao slobodna cestica,ciga je kineticka energija

oblika

U ovom slucagu stvarnu masu Ksi±z± cestice zamenjuje

efektivna masa

m* =

koja kao sto vidimo zavisi od kristalae strukture / konstanta

resretke O, / i od velicine i znaka interakcije izmedju

molekula.
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U slucaju da ge cL-^O efektivna masa je

pozitivna i na jeziku klasicne optike imamo takozva

nu pozitivnu disperziju na kristalu.

Ako je oL^O efektivna masa je negativna i to

odgovara klasicnom slucaju negativne disperzije.

Graficki se zakon disperzije za eksiton moze pred

staviti na sledeci nacin:

SL.2
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I. §. 2. Frenkelov eksiton u kristalu sa dve pod

resetke i davidovlgevsko razdvajange zona

Da bisrno ispitali ponasanje Prenkelovog

eksitona u kristalu sa slozenom resetkom poci cemo

od hamiltonijana 1.1.13

U ovoj forr:uli vektcri ̂  i **? predstavljarju vektore

elementarnih celija kristsla,kotja sadrzi u sebi sano

jedan molekul, Ukoliko element arna celi.ja sadrzi vise

molekula/ kristal se sastoji od vise podresetki /

taj faktor se raaternaticki odrazava " ucloznjavanjem" vektora

^ i *tt i to na sledeci naein:

gde indeksi a i b prebrojavaju rnolekule unutar jedne

elernentarne celige. Posto ceno mi u daljem izla^anju posma

trati kristal sa dve podresetke,a i b uzimace se samo

dve vrednosti 1 i 2. Znaci hamiltonijan kristala sa dve

podresetke dobicemo iz formule 1.2.1. stavljajuci urnesto
Jf - » • » - »

i ffl t f)q i #9$ . Tako dobijamo :v

f,2



Da bismo urpostili racun mi cemo predpostaviti da se

kristal sastcgi od dve proste kubne podresetke,koje se

tako prozimaju da su za molekul date podresetke nagbli

zi susedi,atomi iz druge podresetke. Ovo cemo za

j ednodimenzionu struktuim predstaviti na slici 1,

o(,=2
V V V V

SI. 1.

Ako se ogranicimo aproksimacijom najblizih suseda i

predpostavimo da se molekul obe podresetke pobudjuju

do iste energije, u hamiltonijanu 1.2.3. mozemo izvr

siti sledece aproksimacije:

A 1 = n, — O

1 s 4- ]/ 1 .1.24

/ i• 2 =



A - vektor koji spaja na^blize susede za dati cvor

Tada formula 1.1.3. postage

- A

/7A

Ako zelimo hamiltonijan 1.2.5 cLa analiziramo u aproksi

maciji priblizne druge kvantizacije^onda cemo

operator^ zamamiti Boze operatorima

J

i istovremeno odbaciti treci clan u formuli I.2.5»

koji sadrgi cetiri operatora. Prema tome,urposceni

hamiltonijan ima oblik:

Posle ITurije transformacije operatora

?. 7Te

Hamiltonijan ŝxiĤ K 1.2.6. postage
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gde ge :

Da bisrao hamiltonijan 1.2,8. dijagonizovali dovolgno

analizirati kvadrstnu formu pod znakotn sune, tj»

12.10

gde g e :

Kvadratnu forrnu 1,2.10. mozemo napisati u matricnom obliku

na sledeci nacin:

Posto su niotricni element! M$$' realni dirjagonalizacigu

kvadratne forme 1.2.12. isvrsicemo pornocu ortogonalne raatrice,

A /
0=1

-Y
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Tada *̂  postage

X -

Ako uvedemo smenu:

•1
MH Mil l\ -y ( j x - y

y * /] £2

x -
C,

* Y

-r A
onda oe usled ortogonalnosti matrice 0

pa postage:

•/•'/
Koeficijente x i y ortogonalne matrice odredicemo tako

da forma 1.2.15 bude dijagonalna novim Boze operstorima

C4i C^tg. postavicemo uslov :

X -X Mn

odakle sledi

/ -y A o i l Jt -X
o ^ || y x
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sto se svodi na sledece sisteme Jednacina:

(A -A) A -} \Tzy~o (A-X)J t flfl<4 =o

(A)

•Sistemi jednacina A i B su sistemi horaogenih linearnih

jednacina po nepoznatim x i y .

Da bi ovi sistemi imali netrivijalno resenje,ngihove

determinente moraju biti ravne null. Determinante sistema

(A) i Sistema (B)izjednacene sa nulom daju iste vrednosti za

i to :

1 2.16

Iz prve jednacine sistema A nalazimo

-J( «^

i 2
sto uz uslov vX +• * 7 daje:

To znaci, da se linearnom transformacioom operstora

A
kvadratna forma dijagonalizuje na oblik:
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Jionacan oblik dijagonalizovanog hamiltonijana /I.2.8/

je :

****

Kao sto vidimo u kristalu sa dve podresetke iraamo dva

zakona disperzije za elementarne eksitacije:

to drugim recima znaci da u kristalu sa dve podresetke

imamo dva tipa eksitona sa zakonom disperzije E l i E2

iz formule 1.2.21. Ocigledno je da su njihove efektivne

mase suprotnog znaka. Eksitoni tipa 1 imaju efektivnu masu

dok eksitoni tipa 2 imaju efektivnu masu

To drugim recima znaci ,ako eksitoni u gednoj podresetci

imaju pozitivnu disperziju, eksitoni u drugog imaju nega

tivnu disperziju.

Formula / I.2.21./ predstavljaju dve razlicite eksitonske

zone m ovaj efekat,da u kristalu sa dve podresetke imamo

dva tipa eksitona ili dve razlicite eksitonske zone naziva se

davidovl je vsko razdvajanje zona. Birina ovog

definise se kao :

2.24
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U nasem slucaju s obzirom na / I.2.21/ i / I.2.24-/ sirina

razdvajanja zona je :

A

kao sto vidimo sirina razdvajanja ravna je Furije liku

interakcije izmedju molekula dve razlicite podresetke.
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I. §• 3» Bieksiton u kristalu sa prostom resetkom

Ako u kristal ubacino toliko energise da se

istovremeno eksltiraju dva molekula,onda mogu da nastupe

dva slucaja:

1- od svakog eksciitiranog molekula prostire se po

jedan slobodni eknitonski talas sa energigom

definisanom u I.I.

2- deo ubacene energise trosi se na cvrsce vezivanje

para molekula tako da se talasi ekscJtaci,je prenose

kros kristal tako da se uvek ekscitiraju posi dva

molekula odgednom.

Ova o talas kogi se sastoji u sinhronizovanom pobudgivanju

para molekula nasiva se bieksiton.Ha osnovu onoga sto je

napred receno ocigledno je da bieksiton morao imati

nesto manju energiju nego sto je suma dva slobodna eksitona.

Deo ubacene -energije u kristalu trosi se na vezivanje

molekula u parove.

Da bisrao izvrsili teorijsku analizu bieksitona u

prostog resetci pociceroo od formulel.1.15 tj. od. hamilto

napisanog paulionskoj reprezentaciji

Z. ft*$ft>



- 21 -

Porroulu / I. 3. I./ napisacemo u aproksimaciji najblizih

suseda ne sledeci nacin:

£ , a I #

gde su at « ̂  matricni element! dipol-dipolne interakcije

ZB najblize susede, a vektor *\e nagblize susede

za dati cvor n . Pre^dpostavicemo da kristal ima prostu

kubnu s t r uk t uru .

Energiju bieksitona mogli bismo da trazimo ispitu

tjuci polove dvocx,esticne paulionske funkcije Grina.

+ 2
Medgutim,posto tje l~fo*t> ova funkcija ge nepodesna jer je

za citav niz od A/ vrednosti rsvna null. Drugim recima

pri /»»# jednacine kretanja ostoju nedefinisane, pa se

ova nedef inisanost mora regulisati uvodjenjem nekonr dopun

skog uslova .

Da bisrao ovo iz,begli,mi cerno od Pauli operatora

preci na Boze opera'i'ore i hamiltonijan / I.7-.2./ napisati

u Boze reprezentaciji sa tacnoscu dovoljnom za':- ispitivanje

dvocesticnih stanja, a to znaci da cerno se zadrzati do

clanova cetvrtog reda,zakl jucno, u ekvivalentnom bozonskom

iltoni janu, Ovi clonovi mors.ju biti napisani u obliku

norffialnog produkta,

Da bifsreo ovo postigli koristicemo egzaktnu bozoneku

reprezentsci ju za Pauli operstore koja glasi :
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*• r »o . vlR.̂ fjr
t 0«c

"

OperatorsJce funkcije na desnoj strani gednacine konstrwsane

su tako da u prostoru bozonskih stanja zadovol javagu sve

komutacione relacije za Pauli operators,

S obzirom da nam je potreban ekvivalentan bozon

ski hamiltonijan sa tacnoscu do cetvrtog reda po Boze

operatorima, mi cemo umesto tacnih formula / I.3.

koristiti priblizne , koje iz njili slede,i to :

z 2* -

Ako formulu / I.3.5-/ uvrstimo u haiTiiltonijan /I.5.2/ i

zadrzimo samo clanove cetvrtog reda po Boze operatorima

dobijamo ekvivalentni bozonski operator u obliku:

- <* Z £k 2>ff



Problem vezanih stan.ja zgodnije je resavati odmah u

impulsnom prostoru,pa cemo zbog toga izvrsiti Furije

transformaciju Boze operatora;:

33.7

posle cega M& posta.je:

It* -£(*+*9)*i-*9-
J3.S

gde je:

; # = 2 .

Vezsna stanja ispitivacemo potnocu jednacine za dvocesticnu

bozonsku funkciju Grina napisanu u impulsnom prostoru.

Ova funkci,ja ima oblik:

sû .4? /'̂  talasni vektori, Treba naglasiti da sirabolZ, '*t <5

..̂  oznacava srednju vrednost po bozonskom vakumu, pa

zbog toga svi ispusteni clanovi ekvivalentnog bozonskog

hamiltonijana, a to su clanovi sestog i viseg reda, ne daju

nik^kav doprinos pri izracunavanju funkcije tipa /I.J.lo./

Ka osnovu opste jednacine za funkciju Grina/ vidi

dodatak/ rnozenio napissti:



posle nalazenga komutatora kog'i figurisu u / I.3.11/ ova

gednacina se svodi na :

Da bi se ova jednacina zatvorila na funkciji Grina jednog

tipa uvescemo sledece smene za talasne vektore:

J - - 7 J./3

Ovakve smene za talasne vektore odgovaraju prelasku na sistem

centra masa u konfiguracionom prostoru. S obzirom na ove

smene funkciga, Grina postage :

Posto dva kreaciona Boze operatora komutiragu ocigledno ge

da ge f parna funkcig'a tg.
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Posle upotrebljene smene / I.3.13./ jednacina /I.3.12/

postage

~ 1 + *<*$+*• +<* i +* -• - --?'
Z J.̂

U daljem racunu ogranicicemo se na slucaj 3 ednodimenzional

nog lanca molekula,ger se dvo i trodimenzionalni problem!

ne mogu resiti bez kompjutera. We treba misliti da racun

za jednodimenzionu strukturu nema nikakvog prakticnog znacaja

jer bas u teoriji eksitona,poliineri i neke biostrukture poka

zuju sve osobine jednodimenzionog lanca molekula.

Za slucaj jedne dimenzige jednacina za funkciju

Grina glasi :

1 7

gde j e :

rt9/i
2 3.18

Treba napomenuti da. je pri dobijanju jednacine /I.3.I?/

iz / I.3.16/ iskoriscena cirijenica da je funkcija » parna
•» v

funkcija talasnog vektora £ i da suna ima simetricne

granice,
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Ako u formuli / I. 3. I?/ predjemo sa suwe na integral

po formuli:
£
A,

f I - *
5"

posle zamene ̂  =X i ̂  =^ za funkciju / dobijamo

sledecu integralnu jednacinu.

2A-£ n - . JL.
/*(*) •

Integralna Qednacina /I.3.20./ ima separabilno jezgro i

moze se svesti na sistem / vidi dodatak/ linearnih. algebar

skih jednacina. U datom slucaju imamo :

- 2)

gde su uvedene oznake:

^ - $* -T
"̂  ~

C = d f C -
-u

"2
-a

Mnozeci oeinacinu /I.3.21/ sa^i integraleci u granicama

od -/* do ff~ , a zatimtonozeci istu jednacinu sa — ~^^ -

integraleci u granicama od -/ do /", dobijamo sledeci

istem

V C2 .

PO

sistem nehomogenih 4iferencijalnih jednacina nepoznatrn?
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'*
1 f 2>ces*x i-/

~*r J z^* +
i-/Scosx

t r

ot J
£3.2*

Odavde nalazimo

gde je :

r

° *

-f

1- f3>c*s**+-
f J 2>c*sx*f
-f

^

I 3.2S

To znaci da jo traaena funkcija Grina /I.3.21/ oblika
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Polove ove funkcige,t,j .one tacke u kojinr, funkcija postage

beskonacna dobicemo ocigledno iz sledecih uslova:

*• O

1 3.33

Ako se eksplicitno resi integral 1.3.29 uslov 1.3.33

glasi:

gde je:

13.35

Resavaguci uslov 1.3.32 eksplicitno po energiji dobijamo

rezultat:

-h 4 of.
2 I 3. 3€

i ovajpol ' . Grinove funkcije 13redstavlja surau energija dva

slobodna eksitona ,ci tji su talasi interferirali. .Ako bi

smo se vratili na smena:

' o -
/ -«

izraz 1.3.36 bi glasio
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odakle je ociglednije da je ovo resenje suma energija dva

slobodna eksitona.

Uslov 1.5.̂ 3 daje dva nivoa i to E0-0 koge nema fizickog

smisla i :

Ovo drugo resenje zavisi samo od jednog talasnog vektora

Q ,kogi ge suma £ >t J?2 i pretstavlja ukupni talasni ,

vektor vezanih stanja. Prema tome 1.3.58 pretstavlja tra

zenu energiju vezanih stanja dva eksitona,tj.energigu

bieksitona.Lako je videti da samo ako oe *̂̂  ° 1.3.39

energija bieksitona ima man,ju vrednost nego suma energise

dva slobodna eksitona. Kao sto snio napred rekli bieksiton

mora irnati mangu energiju nego dva slobodna eksitona,pa je

obrazovanje bieksitona moguce jedmno onda ako je 9 -SO ,

tj.ako je takozvana dinamicka interakcija sistema privla

cna. Graficka resenja 1.3.37 i 1.3.38 se raogu predstaviti

na sledeci nacin:



Na slici 2 uzeto je da je -*0 i da je Ô

Kao sto vidimo u jednodimenzioncg strukturi bieksiton

^e definisan za sve vrednosti svoga talasnog vektora (j? .

Na kraju treba napomenuti aa u dvodimenzionoj i trodlmenzio

noj strukturi bieksiton postaja samo zab velike vrednosti

talasnog vektora Q , tj. za one vrednosti koje su blize

krajevima Briluenove zone.



GLAVA II

BIEKSITCKI U KRISTALU SA DVE PODRESETKE
o

§1 Formirange opste <jednacine za dvoceticnu funkciju Grina

§2 Polovi funkci,1e Grina za <j ednodimenzione strukture

§3 Bieksitonske zone i davidovljevsko razdvajanje

bieksitonskih zona
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II. §. 1. Formiranje opste jednacine za dvocesticnu

funkciju Grina.

Problem vezanih stanga u sistemu sa dve podreset

ke proste kubne strukture,koje se uzajamno prozimagu tako

da su nsjblizi siisedi za molekul jedne podresetke 6 molekula

druge podresetke.

Za ovaj slucaj(ako se ogranicimo aproksimacigom

najblizih suseda,hamiltonijan je dat formulom 1.2.5 i ima

oblik:

_i_ .

r +

Kao i u slucaju kada snio analizirali bieksitone u prostoj

resetci; u formuli II.1.1 zamenicemo Pauli operatore Boze

operatorlma u istoj onoj aproksimaciji koja je ucin.jena u

treceni paragrafu prve glave.

AAko u II.1.1 izvreimo zamene II.1.2 dobijamo ekvivalentni

bozonski har.iltonijan u obliku :



ff

B, J

Posle Furije-transformacije Boze operatora

harailtonioan /II.1.3/ postaje:

gde je

l? B^ /• J Z &? &2J + Y



Kao sto smo videli u drugom paragrafu prve glave hamilto
Jtl

nijan ff^ moze se dijagonalizovati prelaskom na nove

Boze operatore C putem linearnih transformacija

sledeceg oblika:

sto oe zgodni^je napisati u sledecem obliku:

2 2

21 a c+i A* *

C7 = /—

Transfornacije / II. 1.9.7 svode hamiltonijan ĉ2 na

sledeci oblik:

L i& C,?

i
Ako zamene /II.1.9./ izvrsimo u hamiltonijanu /̂  on

se moze napisati :
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Da bi smo ispitali vezana stanja dva eksitona u sistemu

opisanom hamiltonijanom //̂  mi cemo potraziti dvoiiozon

sku funkci.ju Grina sledeceg oblika:

**.**, %,*4= *2
osnovu opste teorijer jednacina za funkciju Grina glasi

E« */& >?* <A,&]> - «A&, fa » ,7 / ,4

Treba uzeti u obzir da se ovde usrednjavanje vrsi po

bozonskom vakumu. Fosto nadjemo komutator naznacen 4
•#- y.

II. 1.14 tj. komutator para operatora Ct' 2 C< £ sa

H-Q za funkciju Grina G?*/ f/ 3 ) dobijamo sledecu

jednacinu :



_£.
ff~

r*w2 «;

gde ge :

(A.

Ako u jednacini / II.1.15./ predjemo od talasnih

V /ff na nove talasne vektore $f g

i to na sledeci nacin:

2

/-^ , •* •*
onda funkcija Grina b*j(S,$a) postage



y> "* *• •*
Posto operatori Cf, f +? C/'$-/ komutiraju

ocigledno je da funkciga Grind ima sledeca svojstva

simetrije:

V

** /'*

/ 1.*9

zo j+ t

*,/*',*

Ako u jednacini II. 1.15 izvrsiino zamenu II. 1.17 i II. 1118
."T. 9 J ̂

eksplicitno ispisemo funkcije §? / za

sledeci sistem jednacina:

-t-

Sistem jednacina II. 1.20. pretstavlja sistem nehomogenih

integralnih Fredholmovih jednacina sa separabilnim jezgrima

i kao takav tnoze se svesti na odgovaraguci sistem linearnih

algebarskih jednacina. Problem pretstavlja resavanje deter

minante algebarskog sistema jedaacina. Kao sto je poznato

/ vidi § 3 / izjednacavanje determinant e
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sa nulom daje nam polove fukkcije Grina, koji odgovaraju

vezanim stanjima bieksitonaaiH . U slucagu dvo i trodimenzi

onog kristala ova jednacina se ne moze analiticki resiti,

pa prema tome/energije bieksitona mozemo naci iskljucivo

numericki. U slucaju jednodimenzione strukture ovakva

teskoca se ne pogavljuje, pa cemo zato resiti samo

ovaj slucaj.
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II. §.2. Polovi funkcige Grina za j ednodimenzione

strukture.

£>a bi smo ispitali energige bieksitona za slucaj

dve proste j ednodimenzione kubne podrestke,poci cemo od

sistema jednacina / II.1.20./. U ovom sistemu Q i 2 za

dati slucaj nece biti vektorske ±ec skalarne velicine, Osim

toga mozemo pisati :

I M

gde je ̂  konstanta izmedju podresetki ,tj. rastojanje

izmedju dva susedna atoma,koji pripadaju razlicitim pod

resetkama. Akou/II.1.20./ uzmemo u obzir da se sumira po

jednodiemnzionalnim imp ulsima, onda od sume mozemo preci

na integral po sledecem pravilu:

.

Uzimajuci ovo u obzir a takodje i svojstvo simetrije /

/II.1.19/ za funkcio^ T ,posle davanja indeksima < i

u /II.1.20./ sledecih parova vrednosti : //*/, W,/5?/ *

dobijamo sledece sisteme integralnih jednacina:

-

~* "22
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n
+21/2* cos* ) rQb) « j

[A - VDa? <*>•* y - £/7)<5? cove /- W^^3 x ̂ .xj TQ /^ ]
1 2*4

r i[A - \JQq coay •? UFq */ny - (Jf^ sin x y- \XX*//» x a/oyj /J

-f < < cea - - «//? / j/o x sn + U f" *»'*

r
1/2

U?)

r • • ~i -i** 1
L. —* \J

gde je :

Kao sto vidimoi dobili smo dva razdvogena sistema jednacine^

od kojih /II. 2.3./ i /II.2.4./ sadrze u sebi samo funkcije

X7 «' P dok /II.2.5/ i /II.2.6/ sadrge samo
_#2 . -, «t

funkcije r t /

Ako u jednacini /II.2.6./ izvrsimo zamenu X -» ~̂  i

uzinemo u obzir da je na osnovu /1. 2. 197

2' ,7̂

' (*•) dobijamo tacno oe^
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Prema tome jednacine / II.2.5.7 i /II.2.6./ nisu

dve razlicite gednacine vec jedna ista / pa cemo u daljem

resavati samo jednu od njih,recimo jednacinu /II.2.5.7

Posle prostih transformacija jednacinu /II.2.5-7

mozemo napisati u sledecem obliku g-
a j f t2

i~
f2 j

•"ii

y rf 7

^ WGTf, + 2 > # / f f * COSY a"? -
-//

w

/̂  5 '

I? J % (y)*"*yef/

Sf

T A t&f~l} — ' QKoristeci cinjenicu da j

vidimo da je :x

•«' -/"

*' *' '2

-r *~
f *'

J /*#/
4Z

-r

pa se / II. 2. 8/ svodi na :

gde je :



uvodeci

gednacinu /TT.2.^./ niozemo napisati u obliku:

/7X _t*(x) / *;»* »*.*j/flx- ?
.jj.

Ako jednacinu /II.2.12/ pomnozimo sa jjjr i

integralno u granicama od -̂ " «fe ̂" po * a zatim

istu jednacinu pomnozimo sa ĝ */** i integralimo od

-̂ " do /f" , za konstante Cf$ •#' O^ dobijamo slede

ci sistem nehomogenih jednacina;

r J.z- f ****** -<***
C'* *«**-?

a ovog sistema su:

gde je :

t

~*rj"t
•cf/.

-f

f
J-r

y_
r
v

/2.JS



fa>A
»

. _f__ / ^&»x +
*fj fe&hx-

-<T

* " 9JT J K *n
a/

//

^y_££_
f

/ C/X S*

*^ J FA -S*?*FQ .s/ox -

tako da gednacina /II.2.12/ postage:

r"-/6>fx)

ff 2.17

<&24
^W " tft/CFQsnx-ty ?%smx-y g)s( fq-sax-? o^<sj

±Jolove j-unkcije Jt2 dobijarno, ocigledno, iz uslova :

£

S/n X -

/ 2.20

Uslov: /1I.2.19/ svodi se na :

E*2 21 = £& " 2^/^'0 ~2-L S'S?J?<l2 J? 2,2^

i ovag izras predstavlja sumu energise dva slobodna eksitona

od kojih svaki pripada drugoj podresetci.

Uslov / II.2.20./ svodi se na :

ff2.22

i ova energija predstavlja energiju bieksitonakoji je nastao

kao vezano stance dva slobodna eksitona u dve razlicite

podresetke.



Posle prostih transformed;] a jednacine/ II.2.3./

i / II.2.4-./ mogao se napisati na sledeci nacin:

- _ .
- *

F 09*- ••••3

gde je :

•tr -*
Jednacina/ III.2.23/ poonozicemo sa ~r i integraliti od -^"

d o / " , a zatim <fo -̂ s.x i inte^raliti od-/"do^T Zatimcemo^/r
to isto'" uraditi sa jednscinom /II.2.24/. Koo rezultat

ovih postupaka za konstante ̂ ,̂ ,̂ ĵ i £«$ dobijamo sledeci

sistem nehornoc-enih algebarskih. jednacina:

11 - *) €44 + 3*2 CZQ f Jl1

+(32S- 1) C^Q + Jat CJQ - 3*2

1.2.26
S i- ( 3*31 - V Cj^ ~ 1732

Ctq + 3+2 CJ>Q + JM Cĵ > - (3*2 + 1) 044 ^

gde je :
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Jednacine /I1.2.23/ i /II.2.24/ postaju:

; / s

L

Polovi Grinove funkcije /II.2.28/ dobijaju se iz uslova

= o

6^—0 /J 2.3*

Prvi uslov daje:

i dru^i :

Izraz /1I.2.32/ predstavlja .aurnu energiga dva slobodna

eksitona koji se prostlru kroz prvu podresetku.Izraz/II.2.33/

je energijabieksitona koji g'e nastao vezivanjem dva slobodna

eksitona iz prve podresetke.Posto/II.2.31/ daje istovremeni
22

i pol Grinove funkcije^^to izraz /11.2.33/predfefcavlja

istovremeno i energiju bieksitona koji je nastao vezivanjem

dva slobodna eksitona iz druge podresetke.
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Iz / II. 2. 29/ vidi se da fukcija Grina '$(*) osim

pola /II.2.33./ ima i pol koji se dobiga iz uslova:

/ 2.34

sto dage :

Izraz/ II.2.35/ predstavlja sumu energije dva slobodna

eksitona koji se prostiru kroz drugu podresetku kristala.



II,
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?. 3. Bieksitonske zone i davidovlgevsko razdvajan^e

bieksitonskih zona.

Nadjeni izraz za energise / II.2.21/ i /II.2.22/

predstavljagu,respektivno,kao sto smo vec videli, sumu

energiga dva slobodna eksitona,od kojih se jedan prostire

kroz Jednu podresetku,a drugi kroz drugu i energijura vezanog

stanja dva ovakva eksitona. Kao stosmo ranije razjasnili,

energija vezanag stanja mora da bude manga od sume energiga

dva slobodna eksitona, a to ge tnoguce samo onda ako ge,

prema formuli II. 2.22. ; \H/< 0 *

To znaci da ce do obrazovanja vezanih stanja doci

samo. onda ako je dinamicka interakcija izrnedju eksitona

/koja je okarakterisana parametrom '̂v / privlacna.

Izrazi /II.2.32./ i /II.2.35T/ predstavljaju.respektivno,

sumu energija slobodnih eksitona iz prve podresetke i sumu

energiga dva slobodna eksitona iz druge podresetke.

Energije vezanih stanja dva eksitona iz prve podresetke

i dva eksitona iz druge podresetke jednake su i date formu

lorn /II.2.33./ • Energije vezanog stanja bice manje od

sume energija dve slobodne eksitacije samo onda ako je

,sto znaci da i ovi bieksitoni mogu da se obrazuju

samo u slucaju privlacne dinamicke interakcije.

Sve dobijene izraze mozemo predstaviti graficki

u ravni / E, $ / pri cerau se <? menja od -=• c/o i- ==-
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Kao sto vidimo,vezana stanga dva eksitona raznih tipova

1 i 2 / C.'*»*1 / su rezonantna stanja za surau energiria

dva slobodna eksitona tipa 11 i 22 / f# t &*2 / i to u

oblasti malih impulsa. Vezana stan.ja eksitona tipa 11 i

tipa 22 ko.ja imaju iste energ:i,je rezonantna su za surnu

energi^a dva. slobodna eksitona tipa 1 i tipa 2 i to u

oblasti velikih impulsa. l"\a kraju mo^emo razrnotriti

pitanoe,kako stoji sa davidovljevskim razdva janjem zona

bieksitona.

Posto su enerjjije vezanih stanja, bieksitona tipa 11

i tipa 22 jednake t j .

to je davidovljevsko rozdvajanje zona za. ova dva tipa

bieksitona ravna nuli.

Energija bieksitona ko,ji se dobigeju vezivanjem

eksitona iz gedne i druge podresetke su takodje medjusobno

jednake tj.

Ovo znaci da je davidovlgevsko razdvaganje zona za

ovakve bieksitone takodje ravno nuli. Ovaj rezultat ge

apriori ocigledan, ,jer je potpuno gesno da je vezivanje

eksitona tipa 1 sa eksitonora tipa 2 pctpuno iste prirode

kao i vezivanje eksitona tipa 2 sa tipom 1.
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Ocigledno je da davidovljevsko razdvajanje zona

postogi samo za bieksitone tipa 11 ill 22 i tipa 12

ill tipa 21. Znaci,razlicito od nule razdvajanje zone

dobigamom kao :

a C-fj. 1; 22 -

konacno :

\x/
COS J 3.3

Posto je W^O , to znaci da je razdvajanje zona u

//"
oblasti malih impulsa O£ Qo, ̂  "2 negativna velicina/

dok je u oblasti velikih impulsa ̂ -< ̂4.

razdvajanje zona pozitivna velicina.

i4a sredini prve Briluenove zone

Ijvesko razdvajanje zona je ravno null.
12;2111; 22

davidovljevsko

s i davidov



Ako ovaj izraz /II.J.J/ uporedimo sa izrazom /I.2.25/

koji predstavlja davidovljevsko razdvajanje zona za

slobodne eksitone/ vidi slike 5 i 6 /

u

-u

Si. 6



onda primecujemo da su u slucagu t/<0 razdvajanja

bieksitoiiskih zona I razdvajanja slobodnih eksitonskih

zone istoga tipa. Takodje je jasno da je za \Ul>\\K/l

razdvajanje bieksitonskih sons vece nego razdvajanje

eksitonskih zona, dok u sluc8~iu/£//< / \X// izrazitije g

rezdvajanje zone slobodnih eksitona.
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Zakljucak :

Za kristal sa dve podresetke koge se uzaganno

prozimao'u tako da su zs dati molekul g'edne podresetke nag'bli

zi susedi molekuli druge podresetke ispitana su vezana stanga

dve op ticke eksitacije-bieksitoni. U racunu se pretpostavmlo

da su obe podresetke proste kubne / / i radilo se H u

aproksimacigi nsgblizih suseda, Osim toga racun ge doveden

do kra.ja za sluca,j dve jednodimenzionalne podresetke ko<je

se uzarjarono prozimaju, Za visedimenzione strukture date su

samo opste formule ciga konacna resenjajnogu da se -ssms. nadju

samo numericki.

Za dobije:ni slucaj dobijeni su sledeci rezultati:

a- bieksiton postoji za sve moguce vrednosti talasnog
-»

vektora Q

b- postoge samo dve razlicite bieksitonske zone i to

zona vezanih eksitona iz jedne podresetke i zona

vezanih eksitona ±z dve razne podresetke.

c-bieksitoni niogu da egiistiragu samo u slucaju kada je

koeficijent dinamicne Interakcige negativan tj.kada ge

dinamicka interakcIg'aprivlacne.Ovag rezultat ge i fizicki

ocigledan,jer su uslovi zano obrazovange vezanih stang'a

bolgi,kada se eksitoni privlsce nego kada se odbigagu.

^__ Davidovljevsko rszdvag'ange bieksitonah zona ponasa se na

slican nacin kao i davidovlgevsko razdvagange slobodnih

eksitonskih zona u slucagu da ge rezonantna



interakcija negativna. Ako je rezonantna interakcirja

pozitivna onda razdvsganje zoaa slobodnih eksitona i

razdvajanja zona za bieksitone imaju suprotan znak,tj.

Kada razdvajanje slobodnih zona ima minimum razdvajanji

bieksitonskih zona ima maksimum i obrnuto.



MATEMATICKI DODATAK

1— Element! teorije dvovremenskih. temperaturskih

funkciga Grina

2 - Integralne gednacine sa separabilnim jezgrima



1- Element! teorije dvovremenskili tempers turskih. funkcija

Grina *

Fnnkciga Grina za dva opera tore

se na sledeci nacin:

gde sirnbol & ..... >̂  oznacava uredjivange operetora po

vremenu i znaku srednje vrednosti po S± Gibs-ovom ansamblu

; H
— hamiltonijan sistem

?) - ge Hevisar1dova funkciga,definisana na

sledeci nacin:

. . /
- ^ 2G, t > £

(^ 0 ZCi £ *• t

Diferencirajuci /A.I.I./ Jednoin po t a drugi put po t

i u>T,im.atiuci u obzir da .je izvod Hevisajdove funkcije o

funbciga dobijamo,respektivno:

di'

+ BH~*')< [A (?.+),&.
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Na osnovu Hajzenbergovih gednacina kretanja imamo

,* i
pa se poslednje dve jenadcine svode na

t), B

izrazi

predstavljaju na osnovu polazne definicije /A.IT!./

neke nove funkcije Grina,tako da jednacine /A.1.3./

i / A.1.4./ glase :

»

gdd je:



Ako izvrsimo Furije transforaacige

A t

-fi'- i £(*-+')

2 *

i ovo uvrstimo u /A.1.5/ i /A.1.6/ dobijamo osnovni sistem

jednacina za funkcije Grina u obliku:

+ « LA, ill 2> »E A.1.7

ovim jednacinama "p" predstavlja impuls.U praksi se moze

koristiti ill jednacina /A.1,7/ ill jednacina /A.1,8/, d

nekda ge zgodno kombinovati obadve. Sam nacin resavanga

sastoji se obicno u tome" da se funkcija Grina koja figurise

na desnoj strani jednacine/ A.I.?/ nekom opravdanom

aproksimacijom izrazi preko funkcije koja figurise na

levog strani jednacine/ A.1.7./ i da ê na tag nacin
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u jednacini pojavi samo gedna funkcija Grina po kojog se

moze jednacina resiti:
4 . * .

Realni deo pola funkcine Grina tfA/&)/ JJ. E ravni

predstavlja energigu elementarnih ekscitacija, a imaginarni

deo pola u kompleksnoj ravni pretstavlja reciprocno vreme

zivota elementarnih eksdtacija,

Od interesa je da se definise spektralna intenziv

nost funkcije Grina ((A/Bfyc 3 i ona ima oblik:

gde a'e:

£j? - realni deo pola funkcine Grina.

Preko spektralne in^enzivnosti moze se naci srednja vredno

proizvoda dva operstora po Gibs-ovom anssmblu i to na

sledeci nacin:

lormula / A.1.10./ omogucava nam da bilo kakav problem

koji resavamo metodom funkcija Grina resimo u zatvorenoj

fortni,tg, pored poznavanja energije elementarnih eksatsci;

i njihovog vremena zivota, rai na osnovu forraule / A.1,10./

regulisenio i pitanje statistike elementarnih eksitacija,



A. §. 2. Integralne jednacine sa separabilmim jezgrima

psta Fredholmova jednacina druge vrste ima sledeci

oblik:

xx
gde je uopsten slucaj:

I 12. - neka oblast u N — dimenzionalnom prostoru,

Dif erencijali dx i dt treba svhatiti kao elemente

zapremine ovog N dimenzionalnog prostora tj.

Funkcija U /x/ je nepoznata funckija koju treba naci

a f /x/ je zadata funkcija. ̂  je u opstem slucaju

kompleksan broj. Punkcija lf(x,t) naziva se jezgro

dif erencijabilne ,je(inacine. Jednacina /A. 2. 1./ je

Fredholmova ako su u oblasti Jfi funkcije K(x,t) * J(x) po

modulu kvadratno integrabilne tj,

Narocito in teresantan slucaj kada je gezgro integralne

jednacine ^(x,t) separabilna funkcija tj.kada se ona koze

napisati u obliku:

L

3
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e su &.&(*) < os/t) fun/ccije Jedna od argumenta x a druga

od arrumenta t. Tada g ednac ina/A. 2. I./ postage:
L

- ̂  I at Z-
J 9*1

A. 2.
SI

sto se dalje moze pisati :

Z as(x) fa 4s w CM - >#*; /f. 2. 4
_

Posto ge £L oblast sa konstaritnim granicama integral!

jGfto3{-t)Uty su konstante koje zavise od indeksa s, pa se
SI
/A.2.4/ moze napisati u obliku

A. 2.
s*l

gde je:

Mnozeci/A.2.4./ sa ^S(^) i integraleci po oblastiaia:

dobijamo:

sto se s obzirom na /A.2.5/ i posle uvodjenja oznaka

fas-JtfxasW&afadt ; $s'* fa* &*'(*) /M A. 2. 7
SI &

moze napisati kao sistem linearnih algebarskih jednacina

po nepoznatim konstantama O$ .'

razvigeijonjobliku sistem /A.2.8/ se moze napisati:

A- 2. 9
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Posto sve matricne elemente Ms's ± brojeve $$' poznajemo

/ vidi formulu A.2.7./ treba resiti sistem/A.2.9./ po

nepoznatim konstantama C$ , kojih ima L. Broj L naziva

se stepenom separabilnosti jezgra i sto je on veci i sistem

jednacina je komplikovaniji za resavange.

Kada se nadju konstante C& jednacina A.2.J*

je resena i njeno resenje Ima oblik :

<̂  «x/</* 6
Na isti nacin mozemo resavati i sistem inte

gralnih gednacina ako su sva jezgra sistema separabilna,
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