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8I, Uvod

ProuCavajuéi kretanja cdestica ili sistema, moZe se zakljuditi da
gotovo uvek postoje izvesne velidine, tipa parametara, koje kara—
kteriSu kretanje i menjaju se u vremenu vrlo sporo, tako da se
mogu smatrati konstantnim, Tada se mogu formirati funkcije Hami-
ltonijana i tih parametara, koje nisu integrali kretanja, ali

zbog adijabatske, spore promene spoljnih parametara one su konsta—
ntne vrednosti. Takve velicdine koje zadrZavaju svoj oblik zovu se
adijabatske invarijante, _

U klasicnoj fizici joS dosta davno zapaZena je konstantnost inte-
grala dejstva pri malim i sporim primenama spoljnih parametara, to
jest bilo je poznato postojanje adijabatskih invarijanti,

U doba prelaska sa klasiln-e na kvantnu mehaniku, adijgbatske inva-
rijante dobijaju veéi znalaj, naroéito za kvantovanje Bor-Somerfe-
1lda pri proudavanju strukture atoma vodonika/I927,/

Ponovo aktuelne postaju adijabatske invarijante u doba pocetaka
rada na fizici plazme, kada Alfen, proudavajuci polarnu svetlost i
kosmidke zrake, uspeva da dokaZe da je orbitalni magnetni moment
naelektrisanih destica, koje rotiraju oko pravca magnetnih linija
sile i u nehomogenom polju Zemlje adijabatska invarijanta/IO42/,

Na konstantnosti magnetnog momenta u sustini bazirs konstrukcija
uredjaja za proizvodnju korisne energije pri kontrolisanim termonu-—
klearnim reakcijama,Na pitanje o experimentalnoj proveri adijaba-
tskih invarijanti, u ovom slulaju, medju prvima je svojim radovima
odgovorio Rodinov/I957/,potvrdjujuéi postojanje adijabatskih inva-
rijanti pri kretanju naelektrisane destice izmedju magnetnih ogle-
dald, Kalsrud/I957/ razmatra problem harmonijskog oscilatora sa
malim promenama koeficijen-ta elastidénosti i pokazuje da se njegov
odnos energije u frekvencije pojavljuje kao adijabatska invarijanta,
Sto ée biti dovedeno u vezu sa Bor-Somerfeldovim pravilima kvanto-
vanjae

Uskoro posle toga Kruskal/I958/ dobija analogan rezultat za cestice
koje rotiraju, a Lenard/I959/ za anharmonijski oscilator.,
Izudavanje Van Alenovih pojasa u magnetnom polju Zemlje od strane
Nortrapa i Telera/I9%o/, dovodi do uvodenja novih invarijanti, od
kojih su najznadajnije tako zvana longitudinalna adijabatska
invarijanta, u sludaju kada se Cestica koja rotira oko magnetne
linije sile, kreée napred i nazad duZ te linije i periodilno
vraéa u poletni poloZaj, i tako zvana fluksna invarijanta.
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Adijabatske invarijante se dovedene u vezu sa finitno3éu kretanja,
to jest njihovo postojanje je posledica finitnosti.Zbog toga se za
niz problema postavlja pitanje da 1li se adijabatske invarijante
odrzavaju ili ne, za duZe vreme,

Skoro je dokazano da se u nekoliko slucajeva, pri oscilovanju ,
naelektrisane destice izmedu magnetnih ogledala, adijabatske inva-
rijante odrZavaju neogranideno vreme, to jest da je kretanje fini-
tno u beskonac¢nom intervalu vremena,

U sada®njem stanju dostignuta je unifikacija svih radova na adija-
batskim invarijantama, Pokazélo se da ti radovi imaju jednu zaje-
dnicdku susfinsku crtu- da su adijabatske invarijante povezane sa
sistemom Hamiltonovih jednalina d&ija su reSenja periodicéna ili .
skoro periodicna.



§2. Rekapitulacija Hamilton-Jakobijevog formalizma

Zakoni mehanike mogu se formulisati pomoéu Lagranzeve funkecijé
L i iz nje izvedenih LagranZevih Jjednacina kretanja, kada meha-
nicki sistem opisujemo pomoéu generalisanih koordinata.

d 3L oL __ —

T aqi 3a; 0 L=T7-10T
Za fizidki sistem koji ima n stepeni slobode ove jednacine obra-—
zuju sistem od n simultanih obidnih diferencijalnih jednacdina
drugog reda u odnosu na nepoznate koordinate Qs o
Vr3eéi prelaz na opisivanje pomoéu generalisanih koordinata i
impulsa, dobijamo kao jednacine kretanja sistem od 2n difere-—
neijalnih jednadina prvog reda sa 2n nepoznatih funkeija:p(t)i alt).
To su Hamiltonove kanonske Jjednacine kretanja:

o _OH ° dH
q]_:"a‘f)i ’ Pj=~ ‘é'ai
Velidina H(D,t,0)=3 Py &i -5 naziva se Hamiltonova funkcija,
1
i ona kod izolovanih sistema predstavlja energiju sistema:
H=T+1U

Osim od dinamidkih promenjivih q i 8§ odnosno P i q Lagra-
" n¥eva odnosno Hamiltonova funkcija mogu zavisiti i od razlicéitih
parametara, to jest od velidina koje karakteriSu mehanilko svo-
jstvo sistema ili spoljasnjeg polja koje deluje na sistem.
Ako jedan takav parametar oznadimo sa A ,lako se vidi da postoji
@ =
d i .
(pya) ‘9M@,q)

veza:

Specijalno za

g (%%(p,q):* <E(’)—]3"2)@1 a)

9
2¢I., Dejstvo kao funkcija koordinate

Hamiltonov princip moZe da se formulife u obliku: $s8 =0
gde je: S==SLdt-+const. tako zvano Hamiltonovo dejstvoe
Drugim redima, stvarno kretanje sistema odvija se tako da dejstvo
ima stacionarnu vrednost, koja je u najveéem broju sludajeva mini-

muim,

d.S_aS aS LA ds AR
it at! iTqiqi— 3% T ;Zpiqi” L
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3% =L - L D

as =X p;dq; - Hdt
)

= f{g p;dq; - Hat)
1

Ako predpostavimo da LagranZcva a sa njome 1 Hamiltonova funkcija
ne sadrze explicitno vreme, tada se energija sistema odrzava:

H(p,q)=E=const,
i
i ¢emu se y= naziva redukovanim dejstvom.
pr Xvsipidqi e anim dej
2.2, Kanonska transformacija i Hamilton-Jakobijeva jednacina

Kod LagranZevih jednacina moguce je vrsSiti punktualne transforma-
cije oblika Q Q. (q t)u.konfl uracionom prostoru,.

Hamiltonove Jeuna01ne, medutim, dopustaju zbog ravnopravne uloge
nezavisno promenjivih p 1<; , znatno Sire klase transformacija.
Ako pri izvesnoj transformaciji starih na nove promenjive Hamilto-
nove kanonske jednadine kretanja zadrZavaju invarijantan oblik,
tada se ta transformacija naziva kanonska,

Uslov za kanonsku transformaciju dobija se ia principa najmanjeg

dejstva za stare i nove promenjive:
§ (¥ pydq; - Hat)=

SSZPdo - Hat)=0

Principi su ekvivalentni ako se nglhova podintegralni izrazi razli-
kuju za totalni diferencijal proizvoljne funkcije F koordinata,
impulsa i vremena. Ona se naziva generatrisa transformacije i kara-
kteristicna je za svaku kanonsku transformaciju.

Posmatrajmo sludaj kada se pri kanonskoj transformaciji dobija

novi dumiltonijon jednak anli:: gi(qQ,P t)—
tada s2 koo nov- lianonske promenjive doblaaau konstante kretanja:
oH?
L= - =0 P = = =
Pl aqi === 1 const
_9H _ = —
Qi_ ‘Tﬁi— 0 =2 Qi_ /’.vi = const,

Pri toj transformaciji generatrisa ima oblik:



F = 8(q4,Py,t) = S(a; gets ot

a H=H(qiaPi’t)=H(Qi, %% 9 ‘b)
NVovi Hamiltonijan je: *
| s 35 ). 38
?— —_— — =
H'=H+zz=0 = H(q4, c)qi't)+5-’E 0

-Poslednja jednadina naziva se Hamilton-Jakobijeva jednadina, koja
Je parcijalna diferencijalna Jednadina sa nepoznatom funkecijom
generatrisom S i sa nezavisno promenjivim koordinatama qii vreme—
nom t. NJeno potpuno refenje: Sz:s(ql"‘qn“‘l"“ih't) , Obidno

se naziva glavna Hamiltonova funkeija, mada se u literaturi, po
neki put ovaj termin koristi samo za ono specijalno opSte reSenje
gornje Hamilton-Jakobijeve jednadine u kome su integracione konsta-
nte jednake poletnim vrednostima generalisanih koordinata.

Ako H nije explicitna funkcija vremena H-J jednacdina ima oblik:

93

a3
3t H(qi, 5‘5:9= 0
Integral te jednadine je: S(qi,di,t%=w(qi,4i) —cilt
gde Jje:
aw
ol = e
1= Hlay, aqi)

Funkcija W je karakteristi®na Hamiltonova funkcijay ona ne zavisi

od vremena i dobijena je kao deo glavne Hamiltonove funkecije.
Posmatrajmo kanonsku transformaciju pri kojoj su novi impulsi konsta-
nte kretanja, pri demu je: <xl==H

Ako kao generatrisu uzmemo: W(q,P)
AW oW _ oW
p_:— Q.=-——=
i 9q; ? i ok S«i

H (qi’pi}= H(qi7 a—q'i

Vidi se da se karakteristidna Hamiltonova funkcija poklapa sa

redukovanim dejstvom,



2¢3.Metod kanonske transformacije

Postoje dva metoda primene kanonske transformacije pri reSavanju
problema mehanike,

Jedan od njih se odnosi na sludaj kada Hamiltonijan sistema ostaje
konstantan.U tom sludaju se transformacijom dobijaju nove koordi-
nate koje su ciklidne i tada je integracija novih Hamiltonovih
jednacina trivijalna.

Drugi metod sastoji se u takvim kanonskim transformacijama, koje
znace prelaz od q(t) i p(t) na poletne q(tJi.p(tJ,kada su koordi-

nate i impulsi funkcije podetnih poloZaja i vremena.
Taj metod je opstiji i primenjiv je kada H sadr®i vreme.

Hamiltonijan je konstantan bilo koja funkeija
H(p,q)=conste. H= H(q,p,t)

) svi impulsi sve koordinate i
Uzimamo kanonske impulsi
transformacije P; = const, 0, i P, su const,

i i
Novi Hamiltonijzn HY= H(P,)z_o(l HY=0
: ' i
1 5. W _
llove Jjednadine Ql‘é‘p}*c‘)' Qi Api o
imaju oblik -1\ 51 !

. Pis-35=0 pi=-Bt=0

) Q-= Gr-t + -

ReSenja su &% e Qu=/r. 4 Po=p
funkeije Pi= {3 i 1 + T3
Generatrisa tra- g%f§§§féfigt%9?a giix&i'§aml¢tonovu
nsformacije St S e
_ W(q,P) S {aypst)

. y s i 95
H-J jednadine H ol —, = 0| H(qg ] t+x =0
imaju oblik (q’aq) 1 ( ’9q? ) ot

nyl konstantu, sa | n nezavisnih kons,
Totalni integral |<«,ima n nezavisnih

sadrzi 041 A °<n a(l eoe ocn
Novi impulsi ?i:' Y’i(ollc-o O(n) ' Pi= Yi(dl ooo’O(n)
Tot., integral kao
funkcija impulsa W= W( a ¥y ) S=3 (qi’ri’t)
Jednacine pi= 2 ‘ .= 9S
transformacije ' aa%x'/ Pi=3q.

o : 35

Q=57 = Wiln)hi Q= 55 =hi
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§%, Periodidno kretanje

Neophodno je tadno definisati smisao termina "periodilno kretamje"
da bi pri proudavanju kretanja neke tadke ili sistema znali kada
se taj termin moZe upotrebiti,

Ako posmatramo sistem sa jednim stepenom slobode, njegova fazna
tadka ima dvodimenziono kretanje, to jest kreée se u faznoj ravni
/ Pyd

Mogu se razlikovati dvaoblika periodilnog kretanja, od kojih se
jedan naziva libracija a drugi rotacija.

Libracija ili oscilovanje je takvo kretanje kod koga su a(t)ip(t)
dve periodidne funkcije vremena sa istim periodima, Primer takvog
kretanja je kretanje oscilatornih sistema, od kojih Jje najjednosta-
vniji linearni harmonijski oscilator, kod koga fazna tadka opisuje
zatvorenu trajektoriju./ Sle 3el./

p P

I
/0
I
| !
I |
bt g —=
‘ l 1
2 9

51.3.1l. LIBRECIJA SLi. 32 ROTACIJA
Kretanje drugog tipa, koje se naziva rotacija, Je takvo kod koga pri
promeni koordinate q sistem ponovo dobija istu konfiguraciju. / q se
menja pri tom za q. /. Primer takvog kretanja je rotacija krutog
tela oko nepokretne ose, Koordinata q Jje ovde ugao rotacije P
i njegovo povelanje za 2?7(3& ne menja poloZaj sistema,odnosno
tela, Vrednost koordinate q nije ogranidena i moZe se neograniceno
menjati. U ovom sludaju fazna talka ne opisuje zatvorenu, veé otvo-
renu krivu a p je periodidna funkcija q sa periodom g, . /Sle362e/
Promatrajuéi primer prostog klatna mo¥e se videti da se kod istog
fizidkog sistema mogu susresti obe vrste perlodlcnog kretanaa, i
libracija i rotacija. Zaista koordinata q je tada ugao otklona
a energija tog sistema ima konstantnu vrednost, koja iznosi:

E= —232 - mgl cos®
gde je 1 duZina klatna,




ReSeno explicitno po pg :
pe§me12(E + mgl cosd)
Ovaj izraz predstavlja jednalinu fazne tadke ovamg sistenma,
Za E<mgl dobija se \@JIL@' gde je & = arc cos (,_E_l_)
Tada klatno osciluje 1zmedu-f;l+€L1 to Je kretanaelglpa libracije.

/Tragektorlaa Je kriva I, na sl.3.3./

RN
L/
&

.3Lle 3e5,
Za E>mgl vidi se da © neogranideno raste i dobija se periodidno

OV
s\é

4//
p

kretanje tipa rotacije. Tada je energija klatna dovoljno velika i
onoprolazi kroz vertikalan poloZaj@® =T /kriva 3, na sl.3.3./
Za E=mgl kriva ima oblik2, na S51.,3.3,
 Usistemima koji imaju viSe stepeni slobode, to jest kod kojih se .
fazna taclka kreée u visSedimenzionom faznom prostoru, najjednostavnije
Jje ograniciti se na posmatranjc jednadina koje se mogu refiti
razdvajanjem promenjivih, U tom sludaju kretanje ée biti periodiéno
ako pri projekeciji fazne tadke na svaku ravan 4905 dobijamo
perioiicéno kretanje ranije opisanog tipa /to jest libraciju ili
rptaciju/
Tada je zbog, razdvojenosti promenjivih u Hamilton-Jakobijevoj je-—
dnaéini, svaki je impuls funkecija prmpadaauce generalisane koordi-
nate i n konstantni/ Qi 9 X3 / ‘

Pi= Pi(Qs Aqseees o)
Toje jednadina koja predstavlja projekeiju trajektorije fazne
tacke na ravan‘/q Pi/
Kao primer moZe se uzetl harmonijski oscilator sa tri stepena slo—
bode, sa razliditim koefijentima elastidnosti. Kretanje oscilatora
u ovom slucaju nije obavezno periodiéno posto periodi komponentnih
kretanja mogu biti nesamerljivi, pa trajektorija ima oblik Lisa-
zuovih figura,
Takvo kretanje naziva se pribliZno periodicéno.
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84, Promenljive dejstvo-ugao

Na Hamilton-jakobijevom metodu zasniva se jedan efektan nadin pro-
ulavanja sistema &ije je kretanje periodidno.

U tom metodu kao novi impulsi uzimaju se ne konstante:(i, koje

ulaze u totalni integral Hamilton-Jakobijeve jednadine, veé konstante
Di’ koje su funkcije n nezavisnih monstanti «; i koje se nazivaju
dejstvima,

Generalisanoj koordinati odgovara velidina @,
ugaona promenjiva.

j 9 koja se naziva
Ulogu generatrise pri ovoj kanonskoj transformaciji igra redukovano
dejstvo, ili kako se JjoS naziva karakteristicna Hamiltonova funkecijas

W(q’j)

4,1, Promenljive dejstvo-ugao za dvodimenziono
kretanje fazne tadke

Pomoéu promenjivih dejstvo-ugao mo¥e se dati nova formulacija
jednacina kretanja zatvorenog sistema. '
Izvriavanjem kanonske transformacije promenjivih p i q, uzimajuéi
kao generatrisu W(Q,U) uvodimo nove kanonske promenjive J i @
Funkcija W(Q,J) se odreduje za datu energiju sistema i za zatvoran
sistem ) ¢ée biti samo funkcija energije sistema.

Zbog toga se poklapaju parcijalni izvodi:

oW 5 =0

[Felomrdis 4 (5

Dejstvo se uvodi izrazom: f]=§fl\_(§ p dq

h

§> w(g,

Napisano u skladu sa kanonskom transformacijom: J
Za ugaonu promenjivu se dobija: (5= 1(9,3)

87
Funkecija generatrise W(Q,j) ne zavisi explicitno od vremena i nova
Hamiltonova funkeija H'se poklapa sa starom H.

H'= ®(J) .
Hamiltonove jednadine za kanonske promenjive imaju oblik:
J
J=0 = e
Vidi se da je J = const, , @ ugaona promenjiva je linearna

funkcija vremena:

@ =

S7] [oF
el

t + const
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Ako je koordinata ciklidna, tada je njen odgovarajuéi impuls ko-

nstantan.
Odgovarajucta trajektorija u ravni/q,p/ je horizontalna prava linija,

koja nema jasno izraZen periodicni karakter, Takvokretanje mozemo
smatrati kao granidéni sludaj periodilnog, tipa rotacije, pri cemu
koordinata q ima proizvoljan period./Granidan slucaj za velike
energije krive 3., na slici3e3./

Kako je kod rotacije koordinata ugao, prirodno je da se kao perid
tih koordinata uzme velidina 2% .

Tada se vidi da dejstvo w(q,U)nlae jednoznadna funkcija, po isteku
svakog perioda ta se funkcija ne vraéa u podetni polozaj, vel
dobija prirastaj:

AW= 27;3 posto je W= Sp dq
oW '
dok je: AW =AZF5 = %sz 2T
U izrazu J = %§§pi dqi integral ide od nule do 2??.

Sledi da je za sve ciklidne koordinate: J=p
Ako bismo linearnu vezu izmedu & i vremena GD-§D t &+ const.

Pisali u obliku: @=Gy%t +hB

sto Jje opqte resenje u ovoj vrsti kanonskih transformacija,tada je
rw= 2=l @=20

gde je ¢ period izmene koordinate, Odatle se vidi fizidki smisao

velidine @ » To je frekvencija promene koordinate.

Mo¥e se zakljuditi da ako p i g /ili ma koja njihova jednoznadnz

funkeija F/q,p// izrazimo pomoéu kanonskih promenjivih, onda F ne

menja svoje vredn osti pri promeni @ za 2% /pri datoj vrednosti J /e

Znadi da je svaka jednoznadna funkeija F/q,p/ izraZena preko kano-

nskih promenjivih periodicna funkeija promenjive @ sa periodom 2% .

2
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4,2, Promenljive dejstvo-ugao za visSedimenziono
kretanje fazne tacke

Neka sistem sa vife stepeni slobode vrsi finitno kretanje u odnosu
na sve koordinate, i predpostavimo da je moguée potpuno razdvajanje
promenjivih u Hamilton-Jakobijevim jednadinama,

Redukovano dejstvo predstavlja tada sumu funkcija od kojih svaka

zavisi samo od jedne koordinate: ?h=2:wi(qi)
Generalisani impulsi su: W *
oW _ °%i

B ot
Svako Simo¥e da se pifed &
5= [py gy ) e
Ove funkecije su nejednoznadne, all posto smo predpostavili da Jje
kretenje finitno, prirastaj koordinate za ma koji interval vremena
mora biti konacdan.
Promena g, u tom intervalu izaziva i promenu W:
j =3 1 dejstva za Jjedan

gde Jje Ui— o i)pi dqy , promena dejstv 3
period.
Promenjive dej stvo-ugao uvodimo preko kanonske transformacije
kao i za sistem sa jednim stepenom slobode:

- W (q 3)= Z adk(qk,j)

1 .8); k 2Ji

Jednadine kretanja sa novim promenJjivim:

N _ aE()

s J;=0 + W3 =3;

imaju integrale obliks: o
J; =const , ( -2E ! PR

~ N 33

Pri ukupnoj promeni napred i nazad, svake koordinate a; menja se

@, za 2% .
sy =2% bWy = @5 W3

2

th_je beskonadno mala promena koja odgovara beskonadno malogj

FYOR
promeni q]'. Sw.=—= a q



W4 3w
A@i“<§’0qj d qj“é) 30995 d qy

J
3 AW )
Awi: e §——A + Y e ?p d a
337 S 3y i 37, 3 493

Podto je: §pj dqj==2?l°:{j

a4
T 3 e .= ___ﬂ'h -
dobije se: INONFES Zﬁaji -2‘{r§ij
2 i=4
2@ =
i
0 i#j

Moze se zakljuditi da veliéine(bi(q,Ji) nisu jednoznaéne funkcije
koordinata posSto se pri njihovom vradéanju na poletnu vrednost @j
menja za ceo umnoZak od 2T .

MoZe se posmatrati funkcija (vﬁp,q)u faznom prostoru sistema,
Ji(PeQ), su jednoznadne funkcije p i q i stavljajuéi to u ®;(qJ;)
dobijamo funkeciju Cbi(p-q), koja se menja za ceo umnoZak od 29",
rac¢unajuéi i nulu, prilikom obilaska po ma kojoj zatvorenoj konturi,
Svaka jednoznadlna F/p,q/ izraZena pomoéu kanonskih promenjivih je‘
periodicna funkcija promenjivih ®; sa periodom 2% za svaku od njih,
Zato je mozemo rastaviti u Furijeov red:

oo [od

o ((V\ QJ"&-..,, (d)
F—”Z~..ZAN...“SC =4 3T
[ Eaiadians Ngix~
gde suny o e e n g4 celi brojevi,
Pofto su ugaone promenjive funkcije vremena , onda je i F zavisno
)
od vremena - " Lt@¢5%4-‘-+ns%%}
F_.._.Z_ e T Angoong S
V\1=“-ﬂ V\s:—-o
Svaki ¢lan ove sume je periodidan sa frekvencijom:
OF °% .
No == + e +N_=— = X n.W, /i=1 .4. 8/
1'831 S 934 171

PoSto u opsStem sludaju sve te frekvencije nisu celi umnoSeci, ili
racionalni delovi ma koje od njih, onda cela suma nije strogo
periodic¢na funkcija. Zbog toga kretanje sistema u opStem slucaju
strogo periodiéno ni u celini, niti pojedinadno za ma koju koordi-
natu, vel ga moZemo smatrati za visSe periodiéno.
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To znadi da kroz makako dugo vreme sistem ne prolazi ponovo kroz

neko podéetno stanje, ali za jako dugo vreme prolazi vrlo blizu

tog stanja., Zato ovo kretanje nazivamo pribliZno periodidno,

Takva je funkcija veé spomenuta za harmonijski oscilator sa tri

Stepena slobode i sa razliditim koeficijentima elastidnosti,

PribliZno periodidnu funkeiju moZemo dobiti pomolu generatrise

W,kada qiizvréi potpunu promenu;pokazano je ranije da se @

povela za 2 a karakteristidna funkcija za 2% 3J.

U saglasnosti sa ranijom jednadinom wk3§¥ vidi se da jednadina
Woi=y -% w334 k

koja je mnogo periodidna definise LeZandrowvu transformaciju q, 3

na prom enljive q,& .

W (q,w) Je istog tipa kao i generatrisa ¥/q,0/koja transformie

q i p na kanonske promenljive w,J.

Zbog toga Sto konfiguracija sistema nije strogo periodidne funkeija

‘°i=*§§% kretanja moraju biti nesamerljive.U protivnom posle

dugog vremena konfiguracija sistema se ponavlja,.

Medjutim u koliko su dve ili viSe ovih funkeija /za proizvoljne Ji /

samerljive kaZemo da u sistemu postoji degeneracija,a ako su svih

s funkcija samerljive postoii potpuna degeneracija kretanja sistema

Tada je kretanje strogo periodidno i stvarne trajektorije /kao i

projekecije fazne trajektorije na pojedine fazne ravni qi,pi/ svih

¢estica su zatvorene linije,

Postojanje degeneracije kretanja dovodi do nekoliko posledica.

Prva je smanjenje broja nezavisnih veli&ina / J./0d kojih zavisi

1

energija. >R oF )

Za T 1 ©1=Dr®50 53, % 57,
i Jo u obliku zbira n, 31 & n132
Druga vazZna posledica degeneracije kretanja je uveéanje broja inte-

u energiju ulaze j]-

grala kretanja u odnosu na nedegenerisano kretanje sa istim brojem
stepeni slobode,
Ako nema degeneracijc od ukupnog broja integrala krctanja jedno-

znadni su s,a ostali mogu da se predstave u obliku:
W 2E _ SE
1o “23;

Zbog nejednoznadnosti ugaonih promenljivih ove velidine nisu
jednoznacn e funkcije stanja.
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Ako postoji degeneracija,izraz OF} n, -wkni zbog odnosa:
nltm1;:n2(02 nije jednoznadan, ali nejejednoznadnost se svodi
na dodavanje celog umnoska od 2§, Zbog toga je dovoljno uzeti -
trigonometrijsku funkeiju te velidine i dobiti novi jednoznadni
integral kretanja.

Mnoge cinjenice povezane sa degeneracijom,dobro se ilustruju na
prim eru kretanja pod dejstvom centralnih sila F= - & /u polju
U=..-%./ r°

Na to pitanje éemo se vratiti u odeljku 5.2a,

§5.1. Adijabatske invarijante za dvodimenziono
kretanje fazne tadke

Posmatrajmo sistem koji vrsi konadno kretanje sajednim stepenom
slobode i karakterife se nekim parametrom A ykojim se odredjuje
svojstvo samog sistema ili spoljasnjeg polja u kome se sisten
nalazi,Neka se A menja adijabatski ,tj.vrlo sporo pod uticajem
spoljnih sila u toku vremena.,Uslov adijabatidnosti promene A
moze da se piée?’%% Y2 N +5to znadi da se A malo promeni
za vreme perioda kretanja sistems T «Inergija ovakvog sistema,
posto on nije zatvoren,nije konstanta kretanja,

Brzina promene energije £ mala Je zbog spore promene parametra A
Moze se dokazati da izvesne funkecije E i A pri kretanju ostaju
konstantne i nazivaju se adijabatske invarijante.,

Brzina promene energije kod sistema ¢iji Hamiltonijan zavisi od
vremena jedino preko parametra A : dE_9H _ oH aa

Posto se sporo menja ga parametar vaii: j:;%;LiH)diﬁsl

——

JE . d1  3H »3de crta oznadava usrednjenje po

tako da je I =

dt ok
'  { q
vremenu, — .
2 . o | aHOH . dE _ dA LT
Posto je ,prema tome: 23 T | 3% : sledi: ol rooll oy
N o
: ” LWL gpo de
Premg?Hamiltonov1m Jjednacinama.: =3p 1 3%
T%:Idt:rfégL y&de se integracija vrsi po celoj promeni
koordinate®Ba jedan perijod,
a § 3 d
Sada se moZe pisati: E?%.\ dr .4 &
t da
24
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Integracija naznadena u formuli vedi se duz fazne trajektorije

pri datoj konstantnoj vrednosti A ,1 duZ koje Hamiltonijan ima
konstantnu vrednost E,a impuls je funkcija koordinate g i dva -~
nezavisna konstantna parametra =j A odnosno P/q,5y X /o

Ako Hamiltonijan H/p,q, A /=E diferenciramo PO parametru A

S LU ) Bk .. 2P
or 9Ip 92 oH RN
9 p
Sade se moZe pisati:
. ?p
dE _ da $ 355 da
dt ~  dt [oe g4
ac 44
i1i . J
8p dE Op Ah)d
s - 98 =0
§’ 5t ‘8p Tox dt) %l —
Ovu jednacinu definitivno mo¥emo pisati u oblikus %%%::CD

gde je J=-1 ﬁ/pcla
gde se integrali po trajektoriji kretanja za dato i A .
Vidi se da ova velidina ostaje pri sporoj promeni parametra A
konstantna,tj.ona je adijabatska invarijanta.
J Jje funkeija energije sistema i parametra A .
Period kretanja sistema je: ¢v_ f OP — oqy 9T

C~ 5 dg=27 58

U ovom sludaju,kod kretanja sa jednim stepenon slobode,fazni
prostor se svodi na dvodimenonalni /p,q/ sistem i fazna trajekto-
rija sistcecma koji vrsi periodidno kretanje je zatvorena kriva.,
Integral uzet duZz te trajektorije je jednak povrsini ogranidenoj
tom trajektorijom,.

A
MoZe se pisati: j=-—2—4,r—r§ ?LC‘P ili jzﬁIjAPJﬂ




5e.la.Adijabatska invarijanta za linearni
harmonijski oscilator
2 kgt

Hamiltonijan ima oblik: H= E—-+ N gde je k=ma?® koeficijent
elastidnosti.Akoje k= const. onda je H integral kretanja.Ali ako
se k sporo menja sa vremenom umesto integrala kretanja sistem ima
jednu adijsbatsku invarijantu koju ¢éemo naéi na sledeéi nadin:
Jednacina Hamilton-Jakobija ima oblik:

EN (asf gt o5

2m\9g/ T3+ 35~ C
Njen integral moZe da se pre u obliku: S/q,el yt/= W/q,L /=Xt
Iskljuéujuéi vreme t:

4 c’Nl) Ej_’“ s a integracija daje:W=yn k jdg\)%~3l
5q =

__{_— aw/( ,ol _ {ﬁ Ld

J-4$eda=gy § g da= Im :

Predpostavljajuéi da Je g=y == 2“ .4in¥Y dobijamo:
3‘%%”?: fcosvd?

gde seintezrali po potpunoa promeni ¥ od O do 21

- e
J=eL Vg
a Bexl =H :j\f%— ,gde Jje \/—% = W

8
Sada se moZe pisati da Je: = J. W ,odnosno Ef%:;

ﬂﬁ
&

I1i preko povrsine koju ovraniéeva fazna trajektorija:

=4 mot =
Ti-zvnu U mcu 3

Ako je H=F=cunst.

»t A 2,1 g £ =/
A i Al
Trajektorija je elipsa prikazana na slici 5.la.l.
b .

aatils: 9
N
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Polu ose elipse su: o= ,;]2—51 / L ={zme

Povrsina elipse je:

G=Ba b=F Vi, 2me = Z'W%

Sada Je: = . c_E
Jeun - 0=£&

Tako je dobijena adijabatska invarijanta,koja pokazuje da se pri
sporoj promeni koeficijenta elastidnosti k energija linearnog
harmonijskog oscilatora menja srazmerno frekvenciji.

5¢1b.,Klatno sa promenljivom duZinom

51idno se moZe pokazati i za prosto matematidko klatno.Pri malim
amplitudama oscilovanja energija takvog klatna iznosi: B= J-cr

Ako se posmatra klatno koje se sastoji iz te3ke tadke obedene

na nit , koja je provucena kroz otvoy tako da se duZina klatna moZe
menjati.Akko je ta promena duZine klatna spora, moZe se u trenutku
vremena govoriti o definisanju perioda oscilevanja.

—

Promenljiva ]==%§- pri tome ostaje konstantna,3to znadi da je

ona adijabatska invarijanta,

Se2esdijabatske invarijante za visedimenziono

kretanje fazne tacke

I za sisteme sa vise stepeni slobode pri finitnom kretanju dejstvo
je adijabatska invarijanta,.

Kod ovakvog sist:ma moZe da postoji proizvoljan broj spoljnih
parametara,ali se dokazivanje mozZe radi jednostavnosti,izvesti
samo za Jjedan od njih., "

Neka se parametar Alk) menja sporo u vremenu,l ovaj put pri
kanonskoj transformaciji starih promenljivih /v»,q/ na nove J, w
kao funkciju generatrise uzimamo IMamiltonovu karakteristicénu funkeiju
Weili sto je isto,zbog istih oblika izraza koji ih definigu,redu-
kovano Hamiltonovo dejstvo, koje je funkcija q,J i A/t/

odnosno Y/q,3 , A/t//
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Stara Hamiltonova funkecija je 1=K/ J/ali nova H'neée se u ovon
slucaju poklapati sa starom.

B'=E()+ 2Y-ECo)+r AR gle je: A=(3%);

Hamiltonove jednaline sada daju:
-2 o4
i 28

8 ki . _Bwi oW . .
Ovu jednacinu usrednjavamo po intervalu vremena,koji Jje velik u

odnosu na perijod promene koordinate sisteme,ali je mall u odnosu

na vreme u kome se parametar A 2znatno promeni,pa je: A= X

e TDNA . v .
Dovodeéi =— na srednju vrednost moZe se smatrati da se to

Dwg
vrsi pri stalnoj vrednosti 2 i da kretanje ima priblino periodican
karakter., W je nejednoznadna funkcija koordinate podto se pri

vracanju koordinate na podetnu vrednost W uveéa za 2% .

. W AT y . : g . .
1zvod(273—>3 Je jednoznadna funkcija zbog difercsnciranja pri

J. = const.,pa élan 2% Ji koji je dovodio do nejednoznadnosti
tada izcezava. e
Srednja vrednost 3. takve funkecije postaje jednaka nuli i odatle
sledi: . :

93 __[9A ) .-

ot (awa):J}l &

Iz prethodnog izraza sledi adijabatska invarijantnost dejstva Jt
MoZe se zakljucliti da je osnovna osobina sistema,kod kojih se
promenljive mogu razdvojiti,jednoznadnost integrala kretanja It
¢iji je broj jednak broju stepeni slobode.

U opStem sludaju kod sistema éije se promenljive nemogu da razdvoje,
jednoznaéni integrali kretanja se mogu pojaviti samo usled homoge-
nosti i izotropije prostora i homogsnosti vremena /E,p,M/.

5.2a.Keplerov problem dvaju tela

Posmatraéemo,zbog opStosti,prostorno kretanje,a kasnije éemo kre-~
tanje ogranicéiti na ravan,

. o il . m . 2.2 2 T a2
Radunajuéi u svernim koordinatama: T= —i—(rz +Yr & 3 vTan 8Y )

Kanonski impulsi imaju oblik: '
B . L] . . 2 o
Pr=my , pPa=mMmr’Q@ | Pe=mvauoY

Hamiltonijan sistema Jje:
k8

A 2 ¢
“tm (Pt P Pr_ )_
Y rFraule

<|®
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Pri k <0 orbita planete nije ogranidena i kretanje nije ogranideno.
Uvodeéi u radun karakteristidnu Hamiltonowvu funkeiju:
A 72w o w \2 4 AW \2
(138 (B2 g (B4 £ad i Em ot
Mo¥%e se pisati: W=W,(r)+ We + We(y)
Stavljajuéi to u posebnu jednacdinu vidi se da sevpojavljuje samo
u jednom &lanu: ___i__~(OVU)Z
r*s\u*e
i jednacina za & je zadovoljena za svako ¥ samo pod uslovom da je:
a—\-)‘-/2 o{?-—cons't
Sada se moze plsatl Q

QW\{ aw# [( +swﬁ8'} =

Sliéno kao i malo pre v1d1mo da se ® nalazi u &lanu:

(3\7(/3)2 o/\f _042

= const
58! Tsiue & s

i postupamo kao i malo pre sa ¥ da bi Jeonaclna bila zadovolj- na

za bilo koje & .
Sada se moze pisati:

2 2
( ovr ) +( yz) ( Y‘)
Zbog posmatranja kretanja u prostoru za tri stepena slobode imamo

tri promenljiva dejstva

1= Je= zrr§'f°"'0w éawvol‘(’

_ Y
2=Jo=jrfpedo=§ S 48

Ty = Ur-zsr(fjprclv' §awrd\f

Pomoéu konstanti koje smo ranije uveli moZze da se pise:

—§45« dy
:J@'§Y9 A

SR

dv

=L f\/zm&#

Prvi integral ako se integrali od O do 2@? daje:
Jyp=dy=py

Zakljudujemo da je Y ciklicéna koordinata Hamiltonijana.
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Integral: 39=%§¢Mé—$i~é@

siug)

resava se metodom Van Fleka i dobija se: Jg= (0(—0 -aéy;)
Integral:

{ 2mu Z
= ———— 2 PR
_JY fo @\/ mE ¥ = _?Qf

av

moze da se piSe sada u obliku: ( )z_
1L 2mk _ \Je—y ]
jy-: —z—-ﬁ,—é'szi— o= MR+ dr

Ovaj integral se moZe dosta jednostavno reSiti pomoléu teorije

reziduma,kako je to prvi predlozio Somerfeld.,
Dobija se: jyz—-(jo,\j.f,H &\}Z%

Wepeo oK
BE SR T ST ML

Posto se H javlja kao funkecija zbira.(3y+'3g+f]y)

zakljuduje se da su funkcije Wy, Wy i W), Jednake,tj.kretanje je
potpuno degenerisano,Sto znali i strogo periodidéno,a trajektorija
Jje zatvorena kriva,

Ako kretanje u polju centralnih sila U=-—€E posmatramo u ravni
i koristimo polagge koordinate/Y,v /
L
Je=77 § pydv=py=M
o .
r=mmn
LT $ g 2 _ [m
jr"z’n'& 2"‘(‘5*-‘%)*% ==Mi+tk Z1E]

Y=moyx m %2_

T e

Energija odatle ima oblik: u—--zﬁﬂjiga

Zbog 140 orbita je elipsa sa parametrom i excentritetom:
ML —J 2
= -~ -::——-_\ﬁ.-

P=TmE m+

i ar 7.
€l ME 4 (Jv
. m2 i <3Y*jr)

s

Zbog adijabatske invarijantnosti J :i'jY pri sporoj promeni
koeficijenta k ili mase m dobija se Jjos jedan integral kretanj.
O&ito j= da excentricitet orbite ostaje konstantan a njene dimenzije

su obrnuto proporcionalne m i k.
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5.2b, Bor-Somerfeldovi uslovi kvantovanja
U kvantn oJ mehanici promenljive dejstvo-ugao ne mogu da se kori-
ste u tako Sirokom dijapazonu kao u klasidnoj. Medutim mogu se vrlo
lepo primeniti u kvantnim uslovima Somerfelda, i za proudavanje
kvantne teorije Borovog atoma,
Pri tome treba resSeni problem klasidne mehanike vezan za kretanje
tela u centralnom polju primenuti i na kretanje u atomu i dodati
samo uslove kvantovanja.
Ako uslov degeneracije kretanja u polju centralnih sila napiSemo
u obliku:

Wy — Wg=0 y Weg— W= 0O
Mozemo formirati funkeciju:

' |
F= (w\f~w9)3: +(We—W,)], + W Iz
odakle se vidi:
Ld.qlz C()\{-— Q)Q,
L‘JZ‘ = Wg - @,
('-’3: = Wy 1 :
Kako se i moglo odekivati nove frekvencije @ i W, su jednake nuli,

!
Uvodimo nove promenljive Ji:

J¢=3, J,=Tv
Je=73,-7, == J.=TJ¢+Je
1
‘_],.,_j;..j; J21= Jvy+Je4dv
Hamiltonijan tada ima oblik:
H____ Wlb.z
=t

Sistem promenljivih W i J' mo¥e se iskoristiti da se odredi polo=-
%aj orbite u prostoru a pomocu 3{ moZe se pokagati i razmer orbite
i njena forma / du?ina glavne poluose i velidina excentriciteta/.

U kvantnim uslovima Somerfelda spominju se "prave" promenljive, J
koje imaju vrednost nh, gde je h kvant dejstva, a n proizvoljan ceo
broj./"Prava" promenljiva je ona ¢éija sopstvena frekvencija mije
degenerisana i razlidita je od nule., MoZe se zakljuditi iz ranijeg
da je to 3; /

Prema tome promen ljive ) su liSene ranijeg smisla, koji su imale
u klasidnoj mehanici, i njihova veza sa nh moZe se iskoristiti za
kvantovanje.
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Posmatrajmo prim=r atoma vodonika:
]
J2="Jy+Jeg + Iy

J:= nh

L=2Ze?
. g ] . mzZel . : , .
Fnergija ima oblik: E=—-,:n—,_;{,: gde je n glavni kvantni broj

U slucdaju apsolutno degenerisanog sistema n je jedini kvantni broj.
Medjutim ako se u radun uzme precesija perihela u ravni orbite i
uvede popravka,tada ugaona promenljiva GD; odredjuje polozZaj
perihela.Ona se¢ menja sa vremenom a promenljiva 3; "prava' pro-
menljiva pa se moZe pisati: 3, =44%&

gde je £ radijalni kvantni broj.

Posto su sada frekvencije w; i &ﬁ razli¢ite od nule,energija
zavisi i od jg iod J, ,odnosno od n i k.

Da bi apsolutno otklonili degeneraciju moZe se uvesti homogeno
magnetno polje,uperen o duZ proizvoljne osej;na primer z.

Ravan orbite tada vrsi Larmorovu precesiju oko te ose i ugao Qﬂ

Se ravnomerno povecava,sSada 'J: postaje "pravo" promenljivo de-
jstvo i moZe se pisati: ']:: mA

gde je m magnetni kvantni broj.

Sada ecnergija zavisi od sva tri kvantna broja i kao rezultat toga
dobija se cepanja spektralnih linija,dolazi do pojave poznate pod
im enom normalni Zemanov efekat./Ukoliko se u obzir uzme i spin
dobija se anomalni Zemanov efekat/

Proudavanje slozenijih sistema nego $to Jje vodonokov atom, pokazuje
da se pojavljuju mnogi dopunski uslovi usled dopunskih sila i
metod p}omenljivih dejstvo-ugao nije vise efikasan,

Medjutim moZe se zakljuditi da u naj jednostavnijim slucajevima
/kao &to je atom vodonika/koriséenje dejstava govori o tome da

je u kvantnim procesima svako stanje sistema adijabatska invarijanta,
poSto spore promene spoljnih parametara ne dovodi do prelaska Si-

stema iz jednog stanja u drugo.
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§6. Kretanje naelektrisanih &estica

Najsiru primenu teorija adijabatskih invarijanti nadla je u prouca-
vanju naelektrisanih destica, u elektromagnetnim poljima, éiji se
parametri adijabatski menjaju. / Na primer magnetno polje sa malon
prostornom nehomogenoSéu ili magnetno polje koje se sporo menja sa
vremenomn, /

Pitanja vezana za karakteristike kretanja naelektrisanih destica

u ovim uslovima su od interesa u ditavom nizu grana fizike; na
primeru u fiziei plazme, elektronskoj i Jonskoj optieci, fizieci jo-
nosfere, teoriji nuklearnih akceleratora, kosmidkoj elektrodinamici
i fiziei Sunca,

U svim primenama ove teorije radi se o skupovima naelektrisanih
c¢estica, i ukoliko je gustina mala mogu se u prvoj aproksimaciji
zanemariti sudari izmedu destica, to jest izradunati karakteristike
individualnog kretanja u spoljasnjem polju.

Ukoliko se naelektrisane Jestice kreéu pod dejstvom elektridnog
polja koje je konstantno :E?: const. ’

dolazi do kretanja jona i elektrona u suprotnim smerovima, zbog
razlic¢itih znakova naelektrisanja, odnosno do razdvajanja naelektri-
sanjae .
Kada polje nije konstantno, veé. je prosto periodicno: E?:fE;,e““d
kretanje se moZe razloZiti na dve komponente:

8e Oscilatorno

be jednako usled poletne brzine

U mnogim praktiénim primerima u fizici plazme koriste se sistemi sa
magnetnim poljima. Takve pojave se mogu generisati i u ogromnom
rastojanju meduzvezdanog prostora,

Jedan od tipidnih primera je magnetno polje Zemlje, koje utide na
putanju kosmidkih zraka i na jonski omotad.

6s1l. Kretanje naelektrisanih destica u statidkom
i uniformnom magnetnom polju

s

Jedn adina kretanja &estice u ovom sludaju ima oblik:
-2
mi‘%"’ﬁ.((f,"z) gde je ¥brzina individualne destice.
Integracija ove jednadine daje:
wm UX = a'z R+ C4

mU"} :—%x&-*—(:z
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Kako je: U¥ +lﬁ$=;khi , sde je Usy projekcija brzine na

. 2
ravan oxy, tada Jje: (3xg—c2)2+(373+C4) = VYIero?I

$to je jednaldina kruga sa poluprecnikom: V{= W\Zl
S$to je tako zvani Larmorov radijus. *
Ciklotronsku udestalost moZemo definisati kao: QMA=%%-::%?

/ ’
81u6e1.1s

>

Trajekbtorija naelektrisane cestice prikazana je na slici 6.l.1l.
sa koje se vidi da je na kruzno kretanje superponirano jednako
kretanje u praveu magnetnih linija sile, i destica se kreée po
zavojnici,

Naelektrisanoj destici koja kruZi u magnetnom polju pridruzuje se
magnetni dipolni moment, definisan kao proizvod struje koja pro-
tide kroz orbitu, povriinu ogranidenu orbitom,

=T

Za jednu cesticu: I}=?%T , gde je Tl vreme jednog obrta.
R, - 2% _ 20
Wy 9B
MoZe se pisati: Vnuf
B S O S ,(mm)z___ Z_ W
| TIAD e g 2 @

gde je Wi energija cestice koja odgovara kretanju u pravcu norma-
lnom na E . Posto Je WL=%w(WL+O§)=%mU§L

izlazi da je u sludaju homogenog magnetnog polja orbitalni magne-
tni moment integral kretanja. Viditéemo docnije da Jje u sludaju
nehomogenog i nestacionarnog magnetnog polja ova velidina jedna
adij abatska invarijanta.
Fluks m agnetnog polja kroz orbitu Jje:

$= &ﬁvv‘z:%ﬂ

srazmeran sa magnetnim momentom.



Ako sa As oznadimo srednji slobodni put Zestice, tada se iz
S

. X v - . . . - o
odnosa: T, moze odrediti uticaj magnetnog poljae
Za li>74 imamo jako polje i retku plazmu, te Sestice naprave vide

Vi
sudara nego obrta,

Za. %; imamo slabo polje i gustu plazmu, i uticaj polja je mali
. jer izmedu bliskih sudara &estica prede samo jedan deo
orbite koji s> moZe smtrati pravom linijom.,

6.1, Kretanje u magnetnom polju koje nije homogeno
i stacionarno

Ukoliko se destica koja je naelektrisana nalazi u nestacionarnom i
nehomogenom magnetnom polju, i ako ne deluju nikakve druge sile
tada se magnetno polje moZe prikazati kao superpozicija homogenog
i stacionarnog polja B, i Jjednog proizvoljnog polja _é'(fr',t) B
Sada jednacdina kretanja &estice ima oblik:

I eTxEo+ eTxT (%)
Ukoliko se dopunski &lan cuxB®' (¥ ) , koji se javlja u odnosu
na jednadinu kretanja za homogeno i stacionarno poljg moZe moZe
smatrati za malu perturbaciju, moguée je primeniti metod sukcesivnih
aproksimacija, i tako naéi adijabatske invarijante,
Pod tim uslovima iz jednadine se vidi da kretanje destice vrlo
malo odstupa od kretanja u homogenom i stacionarnom polju.
Ukoliko se magnetno poljeéﬁ veoma malo menja na rastojanju reda
velidine Larmorovog radijusa u polju B. i u vremenskom intervalu
reda velidine ciklotronske rotacije, to jest ako su ispunjeni

adijabatski uslovi: d Bi
an IE L= A2
Ve axﬂl <<1 ; dt 444 (Ll Y)& 41 \5)
}%j] (Udgji N
ili napisani u obliku: R
A eons g
A 4 s ar Tx !

ak

mogu se pri proucavanju kretanja cestica dobiti izvesne konstantne
veliéine,



26~

©e.2as Kretanje u nestacionarnom magnetnom polju

Veéina velikih plazmenih maSina koriste vremenski promenjivo .
magnetno polje i zbog toga je proudavanje kretanja naelektrisanih
Cestica u taekvim poljima vrlo zn acajno,

Ako se magnetno polje vrlo sporo menja u odnosu na ciklotronsku
ucestanost, zadovoljen je uslov adijebatiénosti i magnetno polje
se malo razlikuje na podetku i na kraju kruine orbite,

Kretanje je tada u ravni normalnoj na magnetne linije sile, malo
pertubirena ciklotronska rotacija, odnosno ima karskteristike
pribliZno periodidnog kretanja.

Zbog promene magnetnog polja dolazi do indukcije elektridnog i zbog
toga do promene energije destice.

Tada integraciju u Maxvelovoj jednadini:

fei--(|ge
vrsimo po jednoj orbiti u %ravcu kretanja destice., _,

Promena energije estice po jednoj orbiti iznosi: AEL=<1C5D £dl

L
Izjednacavanje ovih Jednaclna pokazuge da je:

AEL~-3”

Vrieéi integraciju po povrqlnl ogranidenoj orbitom izraz S—
za vreme Jednog obrta smatramo konstantnlm i pisSemo:

AE iT H"ls - ‘idt/erL

Zbog togasto Je QE malo u poredenju sa intervalom vremena u kome se

As

B znatno promeni:

- e

dEL ., db1

Tt t
MoZe se sada pisati; > i
dEL _afvi db _ dD
gt~ ot ['dt
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Kao zakljudak moZe se konstatovati da Jje pri sporim promenama
magnetnog polja, orbitalni magnetni momenat adijabatska invarijanta,
Znaci da se energija Cestice menja u istom odnosu kao i magnetno
polje.

Fluks magnetnog polja kroz orbitu je proporcionalan magnetnom mo-
mentu, zbog &ije konstantnosti i on u toku vremena zadrzava stalnu
vrednost, To znali da se pri poveéanju polja poluprecnik orbite
smanjuje da bi fluks ostao stalan,

6e.2be Kretanje u nehomogenom magnetnom polju

Poznavanje trajektorije je znaajno u sludajevima kada je energija

naelektrisanih destica dovoljno velika, tako da je njihov Larmorov

radijus uporediv sa karakteristiénim promenama polja, kao na pri-

mer u fizici kosmidkih zraka ili u elektronskoj i jonskoj optici.

U fiziei plazme destice se najdeSée kreéu pod dejstvom vrlo jakog

magnetnog polja i njihov Larmorov radijus je vrlo mali,

Tada nije znadajno poznavanje trajektorije , a kre-tanje je vrlo

slozen-o,

Cestice se kreéu po Larmorovim krugovima 8iji se centri sporo

pomeraju kako uzduZ, tako i popreko magnetnih linija polja.

Takvo kretanje predstavlja superpoziciju rotacije i driftnog

kretanja 8iji se vodeéi centar pomera,

Zbog toza takvo kretanje moZfemo rastaviti na tri periodicna kompo-

nentna kretanja,koja Cestica vrsi istovremeno.

Prvo: Cestica se kreée u krug oko linija sile sa brzinom W i sa

periodom %ﬁ=ﬁ§ﬁ .To je ciklotronska rotacija cestice,

Drugo: Vodeéi centar se slobodno krele duz linija sile,sa brzinom
IZ i periodom t, degtica osciluje izmedju magnetnih ogledala.,

Treée: Vodedi centar se sporo pomera normalno na linije sile,pri

gemu se destica u magnetnom polju vrti po &itavoj konfiguraciji

sa brzinom UL i periodom ti o

Obidno je % «t sty

Sa ova tri kretanja povezane su i tri adijabatske invarijante.

Na sl.5.2b. ova tri kretanja su ilustrovana,
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E ;
2 ﬂ
N i
{‘E JCll
: a n
QL. 6.21 \———Tﬁ-/

lleka je magnetno polje slabo perturbirano,odnosno neka je slabo

nehomogenc u pravcu X-ose,a neka linije sile imaJju pravac Z-o0se:
Jednadina kretanja ima oblik: W\ a]v><@§ S C=0+Ww
Odnosno: &-§%(5°+¢x)7

1= = (Bovey)x
2= 0

Treta jednadina je neinteresantna jer opisuje prosto uniformno
kretan je duZ Z-ose.
Druge dve su: X=W)y+Exg

;jz_(.l}x— Exx

gde Jje 5-—-—

Ovako doblgene jednacine su slabo nelinearne i mogu se resiti
sukcesivnim aproksimacijama po malom parametru € /« Jje malo/.
Pomoéu uvedenog malog parametra £ mogu da se povezu Larmorovski
radijus sa karakteristic¢nim prostornim velidinama magnetnog polja
ili ciklotronski period sa karakteristicnim vremenskim velicinama
polja.

Mnoge dinamidke velidine mogu se razloZiti u red po parametru €
Tri napred pomenuta kretanja:-sa brzinomis'1x>Iarmorovskom radi-
jusu, i sa brzinama (x; i O1 uzdu? i poprcko magnetnih linija si-
le pri malim perturbacijama u prvoj aproksimaciji su nezavisna i
odgovaraju trima stepenima slobode,

Pogodnom kanonskom transformacijom mogu se uvesti generalisane
koordinate i odgovarajuéi impulsi,koji karakterisu kretanje cestice:
Qa;) P&) kao kanonske pEPmenljive povezane sa rotacijom,&iaz,pz)
koje karakterigu brzinu Uy i odreduju poloZaj vodeleg centra pri
kretangu uzduz magnetnih linija sile l(an,EPJ povezane sa brzinom
UL kgpom vodeéi centar driftuje popreko na magnetne linije sile

polja B,
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Postojanje triju adijabatskih invarijanti povezanih sa tri kompo-
nentna kretanja mo¥e se dokazati usrednjavanjem Hamiltonijana,

U prvom koraku ako se izvr$i usrednjavanje Hamiltonijana po briim
rotacijama Cestice,kao rezultat se dobija Hamiltonijan,koji opisu-
Je kretanje sa dva stepena slobode.Oni odgovaraju uzduinom i popre-
¢nom driftu vodeéeg centra, a u Hamiltonijanu kao parametar figuri-
Se magnetni momenat j" .

Ako se zatim izvrSi usrednjavanje po uzduZnom kretanju sistema,dobi-
Ja se Hamiltonijan sa jednim stepenom slobode,koji opisuje srednji
poprecni drift vodedeg centra i sadr?i parametre M i J

I na kraju pri usrednjavanju po poprednom driftu,kao konstanta
kretanja dobija se magnetni fluks ¢) obuhvaéen trajektorijom togae dri-

fta. —b . -2 JE’
Ako se uVedu oznake: W = gf WS o0

gde Je v1 radijus orbite a vektor polozaja centra obrtanja.
] i © ne zavise od vremena.,

L
c

Ako se uvedu generalisani impulsi i prostorne koordinate

Pr =pu[eWw), L] i ge =gnae®,t] ,tada je & povezano sa
frekvencijom obrtanja,periodié¢no zavisi od vremena i wvrlo sporo se
menjae.

Intigral dejstva tada moZe da se pife u obliku: J = @l~ﬂcaak:]J€L
Vreme t se moZe smatrati svugde gde se pojavi explicitno,kao kon-
stantno,

£
J= &m[*’ ’JVL]td@ m (?ZJO‘V' =m£w dt R GW’Z=<%_%)J0

== 9 y
Za. malu promenu W iW za Jjedan period:

o WX const,

gde je period obrtanaa po Larmorovoj orbiti:

9] B Wy
muwi | 4] v !Q}Uzz
Po%to je p= ——! sledi: M= 22~ JR 75— ¥ const .

Q:_ZﬁWﬂ fgt

Vidi se da magnetni momenat ima konstantnu vrednost,.

Posmatrajmo kretanje kada se rotirajuéa destica kreée napred i na-
zad,duz magnetne linija sile,vrac¢ajuéi se posle perioda t; gotovo

u prvobitni poloZaj.Drugim recima,predpostavimo da su Larmorov ra-
dijus i period obrtanja po Larmorovskoj orbiti veoma mali u odnosu
na karakteristike polja.Rastojanje izmedu dva poloZaja u kojima se
estice nalazi za vreme t; treba da bude poredka Larmorovog radijusa,
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Ako (M moZemo smatrati za konstantnu velilinu, pri Semu MB ima
ulogu potencijalne energije, posmatramo uzduzno kretanje kao kre-

tanje sistema sa koordinatama s 1 p,l~mu.| (‘Li)
O¢igledno Je da H,,—»Z—muu treba da ima minimum za poloZzaj

u nekoj tadki S na magnetnoj liniji,
Integral dejstva moZe da se pisSe u obliku:

In= @[ n %%"]-td&” = m& Uy SN const
i naziva se longitudinalna invarijanta,

Ako u integral dejstva uvrstimo izraz : Ui= s dobija se:
. " j"—§p,,d5—m50., dJC~VY1 Lon> N conskt.
gde Jje < Ui> srednja vrednost yZ za vreme perioda ti .

Na kraju moZe se videti da se pri usrednjavanju popreénog dri-
ftnog kretanja moZ%e dobiti jo¥ jedna konstantna velicdina,

To kretanje mo¥e se prikazati kao pribliZ%no periodidno, tako &to
gestica za vreme t1 izvrdi punu rotaciju unaokolo konfiguracije
i vraéa se u blizinu svoga prvobitnog poloZ¥aja.Pri tome u niZem
poredku po parametru & usrednjenje poprecnog drifta moZ%e Se opi-
sati pomoéu promenljivih: L=EpC i o= Ecﬁ .

Integral dejstva sada ima oblik: Ji= §7o< ofs

Za bilo koji vektor moZe da se piSe: A=dTb+TX

i za VL =0 moZemo uzeti da je4K vektorski potencijal: E=votA
Sada se mo%e pisati: jlr_éﬁ,zdﬂ =ON const.

7nedi da destica koja se kreée periodidno unaokolo konfiguraci-
je sa brzinom TJ’L i periodom t. ,svojom trajektorijom obuhvata
konstantan fluks, ako su promene magnetnog polja za period L

male, as
Ako je (U konstantna velilina tada je promena Ul srazmerna sa —?—5‘1

Ako posmatramo sludaj kada magnetno polje duz trajektorije Ce-
stice mo¥emo eproksimativno da piSemo u obliku:

B(rt) B (v 1) ()

gde je za t=0 L v=v, , a C, konstantna velidina razlicita

od nule. gg
Tada Je %:— i popredna brzina drifta Uyl srazmerna sa”’ —:: i

Zuid i const
Za slabo asimetridno magnetno polje UL se ne menja mnogo sa
vIremenon,
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Adijabatska | Brzina Period Potrebni Pizicki
invarijanta uslovi nehanizam

nromena po-

magnetni |obrtanje obrtanja precue, ene-

moment® rgijg p?i
smanjenju
@’: %‘ﬁ: %.{4-{; ili povedéa-
& “1 nju Larmo-
f‘ (&) rovskog
W% = con st. radijusa

promena uz-
duzne ene-
rgije pri
Tectyet | povetansu
ili smanje-
nju rasto-

janja izme-
j U LUi,T>'t”%coHs‘t M congk | dand
I

longitudi~ |uzduZnog | uzdufnog
nalna drifta oscilovanja
invarijanta Ly

du magnet-
nih ogleda-
la

smanjenje
ili povecéa-
nie orbite

fluksna popreénog | ocbrtanje - - il
. i 5 e L >
inverijanta|drifta unaokolo Tectiaty 2t QGStlge.;ll
konfigura- popToeRL
At 6ije 1 My congt |dimenzija
¢ UL plazme
Z_Ui’>£1:cond N congst

-

t-period izmene polja B .
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6.2ce lMagnetno ogledalo

Da bi odredili adijabatske invarijante za konstantno °
magnetno polje, posmatrajmo polje oblika kao na slici 6.”ce. ko=-
Jje se moZe realizovati pomodu solenoida ¢iji je broj némotaja
po«jediniqi duZine veéi na njegovim krajevima nego na sredini,

Takva konfiguracija magnetnog polja
5:::::::::::::::::L naziva se magnetna klopka, koja se

sastoji od dva magnetna ogledals,

ili magnetna boca sa zapudadima,

Q::::::::::::::::j:; Posmatramo statidko magnetno po-

lje u pravecu z-ose sa slabim per-
turbacijama. Komponente polja su:
Bx’ By’ Bz.
Intenzitet ukupnog magnetnog polja je:

5] =\/B2+B2+(B+R )2
x Uy o z

Kod magnetnog ogledala imamo sludaj kada su promene
magnetnog polja:
9B 9B 9B
X T, %
ox oy Q2

Predpostavimo da je magnetno polje, kako smo gore na-
pisali, u praveu z-ose malo perturbirano i tra¥imo odnos izme-
dju aksijalne / uzimamo da je magnetno polje aksijalno simetri-
éno / i radijalne komponente poljae

—_ 1 _ 4By
Bym-5T 12
Na Cesticu koja kruZi oko linija sile polja 3; s zbog
postojanja radijalne komponente magnetnog polja deluje sila u

Z=praveu: a8
F,o= auy B,
tako da se dobije: " aB
—_‘.‘ Z
YR Ty | '

gde je r radijus orbite,
Posto je:

1 -1 2 agr_ g muy_ Wi _
T W=7 His mu, W B -3 - M

sledi: aB
P o= 7
z- ,ﬂ dz
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Odavde se moZe zakljuliti zbog &ega se ova konfiguracija magnetnog -
polja naziva magnetno ogledalo, jer ako destica ide ka krajevima
sistema, %—BZZ raste po%to je polje postalo jale i 8estica biva vra-
¢éena prema centru,

Pri pomeranju destice pod dejstvom sile Fz za A3z

dRZ :

Ovakva promena energije aksijalnog kretanja povlacdi sa sobom i pro-
menu energije u normalnoj ravni., Uzimajuéi energiju &estice kao ko~
nstantnu / u stacionarnom polju /:
amr
Ally+ AWy =0 =5 aly =m—=Laz

za AZ-—»dz sledi:

AWy dB
_ az 13z dz
Sa druge strane posto je: WL=F¢BO+ Bz) diferenciranje daje:
asB
dip 4P (g 4 2z B -
e s (B B )+ p—7 /B, = const./

Uporedjivanje daje g“ 0 =5 p=const,

Magnetni dipolni moment Cestice je konstantan a to zna-
i da je i fluks magnetnog polja kroz orbitu:

d =—212@1u = const
q

U gotovo svim eksperimentima magnetna ogledala rade sa
promenljivim magnetnim poljem koje se malo promeni za vreme Jjednog
Larmorovskog perioda.

MoZe se tada uvesti 1 longitudinalna invarijanta obras-—
cem:

D—_-: § u"ds

C

gde je ¢ kriva po kojoj se krede vodeéi centar izmedju krajnjih
taéakasl, i SB’ u kojima se destica vraéa nazad, ds je element pu-
tanje vodeleg centra, a u produZna komponenta brzine.

Energija Cestice je :

4
w:% mu§+ PB = uy= [% (w - PBﬂz
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n

2
Sada je : J= S

1
2 z..
l:?ﬂ (w - ;uB)] ds
1
Ako gornju granicu integrala uzmeno za pokretnu, posmatramo in-

tegral:
- J (W,s,t)= S[m(W—)UB)]ZdS

treba dokazati da jJe aJ = 13 3
9 (]

n

Imeamo posebno

$2=- § Bov-ps] (E3R) e

) o aB aB dS ~ .
H =my Ut Pes g o PoRto Je B=B(s,t).

il

S 1
al _ 2 Z gap)
5= S l:m(”““l“Bﬂ (mS’E ds +

21

) o '
M 3B M _ 3B %
-+ u“ﬁ.u + E —'E-..E uq -—S'J S i(W -PBH d.s+
S
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1
- [52'1' W - J’-‘B)Jz oy -y i [%(W “]"Bﬂ Z(T%l '?TE) ds
-

U talki S=5, kada se festica reflektuje u,=0,

85 ~% By -
alJ._ 5 ) d -
—E—fi [E(W —PBH (g 3’%) ds+£- 53 g [%(w -»/uBE} ds

1 S,

3B

3T Se moZe izvuéi ispred prvog integrala zbog male promene mag-—
netnog polja u intervalu vremena, koji je potreban destici da pre-
dje put od SJ:-S2 e Sledi: %%=50, odakle se zakljuduje da je
J adijabatska invarijanta,

lMoZe se pokazati da energija estica, zahvadéenih magne-~
tnim poljem raste, ako se krajevi ogledala sporo pribliZavaju.
Taj porast energije je osnova objasnjenja nastanka vrlo brzih desti-
ca u kosmilkom zradenju prema Jjednoj od aktuelnih teorija /Fermi/.

6.2d. Kretanje naelektrisanih &estica u Van Alenovim pojasima Zemlje

Magnetno polje zemlje prikazano na
slici 6,2d., pribliZnog je oblika kao
i magnetno polje dipola.
Neka se vodeéi centar Cestice kreée
duZ magnetne linije sile, Oko polova.
_ magnetne linije sile su gusée, sto

Sl. €.2d. znadi da je u tim oblastima magnetno
polje jacde. .Zbog toga u odredjenim tackama Sl i 82 dolazi do re-
fleksije naelektrisane destice, Ovakvo oscilatorno kretanje se na-
ziva Stermerovim oscilacijama,

Zbog zakrivljenosti magnetnih linija sile dolazi do poja—

ve jo3 jednog kretanja vodeéeg centra /centrifugalni drift/, usled
koga on prelazi sa jedne magnetne linije na drugu, tako da se des-
tica krele oko Zemlje ako je pozitivna od zapada ka istoku i obr-
nuto ako Jje negativno.

Kada ne bi bilo ovog dopunskog centrifugalnog driftnog
kretanja, kretanje cestice bi bilo skoro periodicéno.
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§ 7. Zakljulak

MoZe se zakljuditi da se problem adijabatskih invarijénti
mo%e definisati sledeéim redom:
1, Za sistem koji vrSi periodidno kretanje moZe se uvesti
izvestan broj promenljivih dejstava Ji s koji su u ne-
perturbiranom stanju integrali kretanjae.

2o U jednadinu kretanja se uvodi dopunski parametar, koji je
funkeija vremena,
e Tada se definifu uslovi adijabatidnosti, koji dozvoljavaju

takve promenc dipunskog parametra, koje su beskonadno male u poredje-
nju sa periodom kretanja i karakteristidénim velidinama sistema.

U prvoj aproksimaciji po parametru edijabatiénosti /podto
se dinamiSke veliine razla¥u u red po parametru € /, mogle su se
dobiti konstantne velidine, koje se u tim uslovima pojavljuju kao
konstante kretanja. .

Medjutim i u tadnijim analizama adijabatskih invarijanti
dokazano je da se izvesne veli¥ine pojavljuju kao invarijante sa
tadno®éu do dlanova viSeg reda po parametru €.

: Zs harmonijski oscilator sa sporom promenom koeficijenta
elastidnosti dokazano je da se adijabatske invarijante odrzavaju do
glana bilo kog reda. Analogne rezultate dobio je Kruskal za destice
koje izvode ciklotronsku rotaciju.

Adijabatska invarijantnost moZe da se narufi, na priuer,
pri rezonantnoj vezi izmedju Lermorovskog kretanja i uzduZnog osci-
lovanja. Tada se pojavljuje i veza izmedju odgovarajuéih stepeni
slobode, tako da se ta kretanja ne mogu proudavati kao nezavisna,

Mo¥e se zakljuditi na kraju, da dobijanje adijabatskih
invarijanti za odredjene sisteme, daje niz podataka o kretanju
tog sistema #%to i predstavlja znadaj ovih velicina.
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