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§1. Uvod

Proucavajuci kretanja cestica ili sistema, mose se zakljuciti da
gotovo uvek postoje izvesne velicine, tipa parametara, koje kara—
kterisu kretanje i menjaju se u vrememi vrlo sporo, tako da se
mogu smatrati konstantnim, Tada se mogu formirati funkcije Eami—
Itonijana i tih parametara, koje nisu integral! kretanja, ali
zbog adijabatske, spore promene spoljnih parametara one su konsta—
ntne vrednosti* Takve velicine koje zadrzavaju svoj oblik zovu se
adijabatske invarijante.
U klasicnoj fizici jos dosta davno zapazena je konstantnost inte-
grala dejstva pri malim i sporim primenama spoljnih parametara, to
jest bilo je poznato postojanje adijabatskih invariganti,
U doba prelaska sa klasicn-e na kvantnu mehaniku, adijata-tske inva-
rijante dobijaju veci znacag, narocito za kvantovanje Bor—Somerfe—
Ida pri proucavanju strukture atoma vodonika/1927./
Ponovo aktuelne postaju adijabatske invarijante u doba pocetaka
rada na fizici plazme, kada Alfen, proucavajuci polarnu svetlost i
kosmicke zrake, uspeva da dokaze da je orbitalni magnetni moment
naelektrisanih cestica, koje rotiraju oko pravca magnetnih linija
sile i u neaomogenom polju Zemlje adijabatska invarijanta/19̂ 2/,
Na konstantnosti magnetnog momenta u sustini bazira konstrukcija
uredjaja za proizvodnju korisne energije pri kontrolisanim termonu-
klearnim reakcijama.Na pitanje o experimentalnog proveri adijaba-
tskih invarijanti, u ovom slucaju, medju prvima je svojim radovima
odgovorio Rodinov/I957/»potvrdgujuci postojanje adijabatskih inva-
rijanti pri kretanju naelektrisane cestice izmedju magnetnih ogle-
dala. Kalsrud/1957/ razmatra problem harrnonijskog oscilatora sa
malim promenama koeficijen ta elasticnosti i pokazuje da se njegov
odnos energije u frekvencije pojavljuje kao adigabatska invarijanta,
sto ce biti dovedeno u vezu sa Bor-Somerfeldovim pravilima kvanto-
vanja.
Uskoro posle toga Kruskal/1958/ dobija analogan rezultat za cestice
ko<je rotiraju, a Lenard/1959/ za anharmonijski oscilator,
Izucavanje Van Alenovih pojasa u magnetnom polju Zemlje od strane
Nortrapa i Telera/I96o/, dovodi do uvodenja novih invarijanti, od
kojih su najznacajnije tako zvana longitudinalna adijabatska
invarijanta, u slucaju kada se cestica koja rotira oko magnetne
linije sile, krece napred i nazad duz te linije i periodicno
vraca u pocetni polozaj, i tako zvana fluksna invarijanta.

~ HOBHMfl |J
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Adijabatske invarijante se dovedene u vezu sa finitnoscu kretanja,
to Jest ngihovo postojange ge posledica finitnosti,Zbog toga se za
niz problema postavlja pitanje da li se adijabatske invarijante
odrzavaju ili net za duze vreme.
Skoro je dokazano da se u nekoliko slucajeva, pri oscilovanju
naelektrisane cestice izmedu magnetnih. ogledala, adijabatske inva-
rijante odrzavaju neograniceno vreme, to jest da je kretanje fini-
tno u beskonacnom intervalu vremena.
U sada«njem stanju dostignuta je unifikacija svih radova na adija-
batskim invarijantama. Pokazalo se da ti radovi imaju jednu zaje-
dnicku sustinsku crtu- da su adijabatske invarijante povezane sa
sisteinom Hamiltonovih. jednacina cija su resenja periodicna ili
skoro periodicna.
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§2. Rekapitulacija Hamilton-Jakobijevog formalizma

Zakoni mehanike mogu se formulisati pomocu Lagranzeve funkciJS
L i iz nje izvedenih Lagranzevih jednacina kretanja, kada meha-
nicki sistem opisujemo pomocu generalisanih koordinata.

d
-ar J5± ŝ '

Za fizicki sistem koji ima n stepeni slobode ove jednacine obra-
zugu sistem od n simultanih obicnih diferencijalnih jednacina
drugog reda u odnosu na nepoznate koordinate q^ •
Vrseci prelaz na opisivanje pomocu generalisanih koordinata i
impulsa, dobijamo kao jednacine kretanja sistem od 2n difere-
ncijalnih jednacina prvog reda sa 2n nepoznatih funkci,ja:p(t)i q(t).
To su Hamiltonove kanonske jednacine kretanja:

^H(p,t,q)= j; p. q. - L naziva se Hamiltonova funkcija,
i -1- •*•

i ona kod izolovanih sistema predstavlja energiju sistema:
H a T •<- U

Os im od dinamickih promenjivih q i q odnosno P i q. Lagra-
nzeva odnosno Hamiltonova funkcija mogu zavisiti i od razlicitih
parametara, to jest od velicina koje karakterisu mehanicko svo-
jstvo sistema ili spoljasnjeg polja koje delude na sistem.
Ako jedan takav parametar oznacimo sa X ,lako se vidi da postoji
veza:

Specijalno za

x» t =*>($
^ Ut

2.1. Dejstvo kao funkcija koordinate

Hamiltonov princip moze da se formulise u oblilru: o S =0
gde je: S— JLdt + const. tako zvano Harailtonovo dejstvo.
Drugim recima, stvarno kretange sistema odvija se tako da dejstvo
ima stacionarnu vrednost, koja je u najvecem broju slucajeva mini
mum.

- - • ,
q = L
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dS = ZT.d. - Hdt

S - Hdt)

Ako predpostavimo da Lagranzova a sa njome i Hamiltonova funkcija
ne sadrze explicitno vreme, tada se energija sistema odrzava:

H(p,q)=E = const.

pri cerau se W=f^p.dq. naziva redukovanim dejstvoin,
» JL *1« J^

2.2. Kanonska transformed;) a i Hamilton-Jakobijeva jednacina

Kod Lagranzevih jednacina moguce Je vrsiti punktualne transfornia-

cije oblika Q.=Q.(qtt) u konfiguracionom prostoru.
Hainiltonove jednacine, medutim, dopustaju zbog ravnopravne uloge
nezavisno promenj ivih p i q , znatno sire klase transformacija.

Ako pri izvesnoj trans forinaci.ji starih na nove pronienjive Hamilto
nove kanonske jednacine kretanja zadrzavaju invarijantan oblik,
tada se ta transformacija naaiva kanonska.
Uslov za kanonsku transformaciju dobija se ia principa najmanjeg
dejstva za stare i nove promenjive:

~ H»dt) =

Principi su ekvivalentni ako se njihovi podintegralni izrazi razli-
kuju za totalni diferencijal proizvoljne funkcije F koordinata,
impulsa i vremena. Ona se naziva generatrisa transformacije i kara-
kteristicna je za svaku kanonsku transformaciju.

Posmatrajmo slucaj kada se pri kanonskoj transforaaciji jdobija
novi IL:,iniitoniQo.n jedna:-: iv.i.li: H*(Q P t) = 0

l;?,rionske promenjive dobijaju konstante kretanja:

*=0 =^> P.= ̂  = const.
. •*•

=0 •=$*• Q.= /4. = const.
dp. 1 1

Pri tod transforrnaciji generatrisa ima oblik:



H = H(qi,Pi,t)=H(qi, |§ , t)
i Hamiltonijan <je:

Poslednja jednacina naziva se Hamilton- Jakobijeva jednacina, koja
je parcijalna diferencijalna jednacina sa nepoznatom funkcijom
generatrisom S i sa nezavisno promenjivim koordinataraa q.i vreme-
nom t. wjeno potpuno resenje: S=S(qT,. »q ,oCT.,»«^- .rt) , obicno•L. n JL ?i
se naziva glavna Hamiltonova funkcija, mada se u literaturi, po
neki put ovaj terrain koristi samo za ono specijalno opste resenge
gornje Hamilton- Jakobij eve jednacine u kome su integraoione konsta
nte je<iiiake pocetnim vrednostima generalisanih koordinata.
Ako H nije explicitna funkcida vremena H-J jednacina ima oblik:

Integral te jednacine je: S (q. fC<. ,t)- W(q. ,w •) - ̂-.
gde je:

Funkcija W je karakteristicna Hamiltonova funkcio'aT ona ne zavisi
od vremena i dobijena je kao deo glavne Hamiltonove funkcije.
Posmatrajmo kanonsku transformaciju pri kojoj su novi impulsi konsta-

nte kretanja, pri cemu ge: <£ , =H
Ako kao generatrisu uzinemo: W(q,P)

dW
P±~dq± '

^ pidqi
Vidi se da se karakteristicna Hamiltonova funkcija poklapa sa

redukovanim dejstvom.



2.3.Metod kanonske transf ormaci je

Posto<je dva metoda primene kanonske trans formacioe pri resavanju
problerna mehanike.
Jedan od njih se odnosi na slucaj kada Hamiltonigan sistema ostaje
konstantan.U torn slucagu se transf ormaci jom dobijaju nove koordi-
nate koje su ciklicne i tada je integraciga novih Hamiltonovih
jednacina trivî alna.
Drugi metod sastoji se u takvim kanonskim transf ormaci jama, koje
znace prelaz od q(t) i p (t) na pocetne q (tji p(t)»kada su koordi-
nate i impulsi funl^cipe ppcetnih polozao'a i vreinena.
Taj metod ge opstiji i primenjiv je kada H sadrzi vreme.

Hamiltonijan je

Uzimarao kanonske
transf ormaci je

N o vi Ham i 1 1 o n i j an

Hove jednacine
imaju oblik

Resenja su
funkcije

Generatrisa tra-
nsf ormaci je

H-J jednacine
irnaj'U oblik

0?otalni integral
sadrzi

Novi impulsi

Tot. integral kao
funkcija impulsa

Jednacine
transf ormacij e

konstantan

H(p,q)s: const.
svi impulsi

P. = const.

H'̂ HfP̂ ^

«-.-5S-Ui
*"$•<>
Qf VJ + /i±

P. ~ /- .
•̂ 1 J 1

karakteristicna
Hunili;ouova inn.

W(q,P)

V („*!.} ei 0ilq,^/ -«<]_ -

n»I konstantu, sa
o^^ima n nezavisnih

1̂ •'* ̂ n

$±* rî i'" *n)

W« W( q^r-j,)

Pi = ̂*l£
cXjj

^•l^^^i'ChM/ii

bilo koja funkciga

H=E(q,p,t)
sve koordinate i
impulsi
Q. i P, su const.

H» = 0

*-§s-°
Pi = -Î ,= o

°i- ̂i ' pi= >"i
glavna Hami 1 1 one va
funkcija

S (q,p,t)

H/a 21 tU§S = 0
^̂ 'dâ '17/ at
n nezavisnih kons.

1̂ ' • • °̂ n

Pi-Til̂  --^n)

s=s (qi,ri»t)
«._dS
'̂-̂

as /,
Q.' s of ̂Pi
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§3. Periodicno kretanje

Neophodno je tacno definisati smisao termina "periodicno kretan'je"
da bi pri proucavangu kretanja neke tacke ill sistema znali kada
se taj terrain raoze upotrebiti.
Ako posmatramo sistem sa jednim stepenom slobode, njegova fazna
tacka iraa dvodimenziono kretanje, to jest krece se u faznoj ravni

/ P»a /.
Mogu se razlikovati dvaoblika periodicnog kretanja, od kojih se
jedan nasiva libracija a drugi rotacija.
Libracija ili oscilovanje je takvo kretanje kod koga su q(t) i p(t) »
dve periodicne funkcije vremena sa istim periodima. Primer takvog
kretanja je kretanje oscilatornih sistema, od kojih oe najjednosta-
vnigi linearni harmonijski oscilator, kod koga fazna tacka opisuje
zatvorenu trao'ektoriju./ SI. 3«1«/

a 2.
SI. 3.1. LIBRECIJA SL̂ 3.2. ROTACIJA

Kretanje drugog tipa, koje se naziva rotacija, je takvo kod koga pri
promeni koordinate q sistem ponovo dobija istu konfiguraciju./ q se
menja pri torn za q /. Primer takvog kretanja je rotacija krutog
tela oko nepokretne ose. Koordinata q Je ovde ugao rotacije "f
i njegovo povecange za 2̂ (1̂ 0) ne menja polozaj sistema,odnosno
tela, Vrednost koordinate q nije ogranicena i moze se neograniceno
menjati. U ovom slucaju fazna tacka ne opisuje zatvorenu, vec otvo-
renu krivu a p ge periodicna funkcija q sa periodom ̂  . /Sl.3,2./
Promatraouci primer prostog klatna cioze se videti da se kod istog

j>

fizickog sistema mogu susresti obe vrste periodicnog kretanja, i
libracija i rotacija. Zaista koordinata q je tada ugao otklona
a energija tog sistema ima konstantnu vrednost, koja iznosi:

2

gde je 1 duzina klatna.
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Reseno explicitno po
2(E + mgl

Ovaj izraz predstavlja jednacinu fazne tacke ovQg sistema.

Za E<mgl dobija se \&\{. "& gde je O-' = arc cos ( f Ji~rfJ
Tada klatno osciluje izmedu-^H^i to je kretanje tipa libracije,

•ija je kriva I. na si.3,3./

^ 3

. Gl. 3.i>.
Za E>mgl vidi se da $ neograniceno raste i dobija se periodicno
kretanje tipa rotacia'e. Tada Je energija klatna dovoljno velika i
onoprolazi kroz vertikalan polozaj<$' = (ji' A^iva 3. na sl.3»3«/
Za E=^mgl kriva ima oblik2. na SI. 3.3.
Usistemima koji imaju vise stepeni slobode, to jest kod kojih se
fazna tacka krece u visedimenzionom faznom prostoru, najdednostavni
je ograniciti se na posmatran j e jednacina koje se mogu resiti
razdvajanjem promenoivih. U torn slucaju kretanje ce biti periodicno
ako pri projekciji fazne tacke na svaku ravan Qi,pi dobi<jamo
perioiicno kretanje ranije opisanog tipa /to jest libraciju ili

rptacio'u/
Tada je zbog, razdvojenosti promenjivih u Hamilton-Jakobiaevoj JQ~
dnacini, svaki je inipuls funkcija pripadajuce generalisane koordi-

nate i n konstantni/ lij^/

Toje jednacina koja predstavlja projekciju trajektorije fazne

tacke na ravan / q. p^/
Kao primer moze se uzeti harmonijski oscilator sa tri st'epena slo-
bode, sa razlicitim koefijentima elasticnosti. Kretanje oscilatora
u ovom slucaju nije obavezno periodicno posto periodi komponentnih
kretanja mogu biti nesamerljivi, pa trajektorija ima oblik Lisa-

zuovih figura.
Takvo kretanje naziva se priblizno periodicno.
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§4. Promenljive dejstvo-ugao

Na Hamilton-jakobijevom metodu zasniva se jedan efektan nacin p'ro-
ucavanja sistema cije je kretanje periodicno.
U torn metodu kao novi impulsi uzimagu se ne konstante^., koje
ulaze u totalni integral Hamilton- Jakobij eve jednacine, vec konstante
3̂ , koje su funkcije n nezavisnih monstanti «fj[ i koje se nazivaju
dejstvima.
Generalisanog koordinati odgovara velicinaCa)^ , koga se naziva
ugaona promenjiva.
Ulogu generatrise pri ovoj kanonskoj transformacio'i igra redukovano
dejstvo, ili kako se jos naziva karakteristicna Hamiltonova funkcijaj

-̂,1. Proinenlgive dejstvo-ugao za. dvodimenziono
kretanje fazne tacke

Pomocu promenjivih dejstvo-ugao moge se dati nova formulacija
Jednacina kretanja zatvorenog sistema.
Izvrsavangem kanonske transformacije promenjivih p i q, uzimajuci
kao generatrisu W(<!»3) uvodimo nove kanonske promenjive D i co .
Funkcija ^(q»3) se odreduje za datu energiju sistema i za zatvoran
sistem 1) ce biti samo funkcija energise sistema,
Zbog toga se poklapaju parcigalni izvodi:

Dejstvo se uvodi izrazom: D~5ft-(f P'
-i 1 I aw(q."3) ,Napisano u skladu sa kanonskom transformacioom: J ~ •*?*: CD - •• ̂ *3 • clq

Za ugaonu promenjivu se dobiga: _ '
9*3

Funkcija generatrise ^(a»l) ne zavisi explicitno od vremena i nova
Hamiltonova funkcija H*se poklapa sa starom H.

Hamiltonove jednaSine za kanonske promenjive imaju oblik:

T-n r\-J — O GO -

Vidi se da o'e "3 - const. » a uSaona promenjiva ge linearna
funkcija vremena:

dE^ - -r=- t •»• constd j
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Ako je koordinata ciklicna, tada je njen odgovarajuci impuls ko-
nstantan.
Odgovarajuca trajektorija u ravni/q,p/ je horizontalna prava linija,
koja nema jasno izrazen periodicni karakter. Takvokretan j e mozemo
smatrati kao granicni slucaj periodicnog, tipa rotacije, pri cemu
koordinata q ima proizvoljan period. /Granican slucaj za velike
energije krive 3» na slici3«3./
Kako <je ôd rotacije koordinata ugao, prirodno ge da se kao perid
tin koordinata uzme velicina 2^ .
Tada se vidi da dejstvo w(q,D)nije jednoznacna funkcija, po isteku
svakog perioda ta se funkcija ne vraca u pocetni polozaj , vec
dobija prirastaj:

AW=2lT3 P°§to ^e W= Jp dq

dok je: A<0^A |^^ ^AW= 2^T

U izrazu ^ = ffP ^1 integral ide od nule do 23? »

Sledi ̂ a Oe za sve ciklicne koordinate: D = p
Ako bismo linearnu vezu izmedu <JO i vremena CsD - 7: t

Pisali u obliku: C^^Ctyt +/?>o
sto ge opste resenje u ovo^ vrsti kanonskih transformacio'a,tada

gde o®^ period izmene koordinate, Odatle se vidi fizicki smisao
velicine ay • To je frekvencija proraene koordinate,
Moze se zakljuciti da ako p i q /ili ma koja njihova jednoznacna
funkcija F/q,p// izrazimo pomocu kanonskih promenjivih, onda i1 ne
menja svoo'e vredn osti pri promeni (i) za 2̂  /pri datoo vrednosti 0 /,
Znaci da je svaka jednoznacna funkcija F/q,p/ izrazena preko kano-
nskih promenjivih periodicna fimkcija promenjive Cn) sa period om



11.-
4.2. Promenljive dejstvo-ugao za visedimenziono

kretanje fazne tacke

Neka sistem sa vine stepeni slobode vrsi finitno kretanje u odnosu
na sve koordinate, i predpostavimo da je moguce potpuno razdvajanje
promenjivih u Hamilton-Jakobijevira jednacinama,
Redukovano dejstvo predstavlja tada sumu funkcija od kojih svaka
zavisi samo od jedne koordinate: V/=£lW.(q.)
Generalisani impulsi su: u

pi" Jq". : dTT
Svako Simoze da se piser

Ove funkcije su nejednoznacne, ali posto smo predpostavili da je
kretanje finitno, prirastaj koordinate za ma koji interval vremena
mora biti konacan.
Promena q . u torn intervalu izaziva i promenu W:

A V/=AW±= 27i 3^
gde je D.=-^; (np. dq. , promena dejstva za jedan
period.
Promenjive dej stvo-ugao uvodimo preko kanonske transformacije
kao i za sistem sa g'ednim stepenom slobode:

w =£lioj2]= y^V^^
3. Jx I

Jednacine kretanja sa novim promenjivim:

imaju integrale obliks.:
J± = const J wi=-^j/t + const

Pri ukupnoj promeni napred i nazad, svake koordinate q . menja se
(&) . za

. je beskonacno mala proinena koja odgovara beskonacno maloj

1
d

promeni q. : 5(0,=.̂  d
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, £ apwd q . = l|/ •'• ' v- ' " d q.

Posto ge: ftp. __
J U d

dobige se: A(n) • =. 2jf~-«l̂ 2',,_.
-1- Ojj ij

2?r i=d

0 i* J

Moze se zakljuciti da velicine Cô ( f],D̂ ) nisu jednoznacne funkcije
koordinata posto se pri ngihovom vracanju na pocetnu vrednost C0(
menga za ceo umnozak od 2̂  .
Moze se posmatrati funkcij'a W.j(p,q) u faznom prostoru sistema.
,̂(PVq)j su o'ednoznacne funkcije p i q i stavlgajuci to u îl̂ î i)
dobigamo funkcigu ^.j_(p«q) , koja se menga za ceo umnozak od 2̂ ,
racunaguci i nulu, prilikom obilaska po ma kogog satvorenog konturi,
Svaka gednoznacna P/p,q/ izrazena pomocu kanonskih proraeng'ivih ge
periodicna funkciga promengivih <*)j sa periodom 2^ za svaku od ng'ih,
Zato ge mozemo rastaviti u Furig'eov red:

e s u n - j _ ••• ns' celi brogevi.
Posto su ugaone promenjive funkcije vremena , onda je i P zavisno

od vremena Lt(«.lf;< ' " 4 ̂
•• • 2L An,,--- K3 C

Svaki clan ove sume je periodican sa frekvencijom:

n *...•»• n ~ — n. .o . = . t .
L OJ, S 9Jq . 1 1

Posto u opstem slucag'u sve te frekvencige nisu celi umnoaci, ili
racionalni delovi ma koje od njih, onda cela suma nije strogo
periodicna funkcija. Zbog toga kretanje sistema u op^tem slucagu
strogo periodicno ni u celini, niti pojedinacno za ma koju koordi
natu, vec ga mozemo smatrati za vise periodicno*
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To znaci da kroz makako dugo vreme sistem ne prolazi ponovo kroz
neko pocetno stance, ali za 3 ako dugo vreme prolazi vrlo blizu
tog stanja. Zato ovo kretanje nazivamo priblizno periodicno. ''
Takva je funkcija vec spomenuta aa narmonijski oscilator sa tri
stepena slobode i sa razlicitim koeficijentima elasticnosti.
Priblizno periodicnu funkciju mozemo dobiti pomocu generatrise
W,kada q̂ izvrsi potpunu promenuj pokazano je ranije da se ou
poveca za 2̂  a karakteristicna funkcija za 2^1.

U saglasnosti sa ranijom Jednacinom <̂ v~̂  vidi se da jednacina
W» = ¥ -£ cono^ ki i i

koja je mnogo periodicna definise Lezandrovu transformaciju q, -3
na prom enljive q,6) .

V/*(q a)) '̂e is"t°S tipa kao i generatrisa F/q,Q/koj'a transformise
q i p na kanonske promenl.jive <w,D .
Zbog toga sto konfiguracija sistema nije strogo periodicne funkcija
CO^a ̂ S. kretanja moraju biti nesamerloive.U protivnom posle

£>~3l
dugog vremena konfiguracija sisteraa se ponavlja*
Medjutim u koliko su dve ili vise ovin funkcija /za proizvoljne ^i
samerljive kazemo da u sistemu postoji degeneracija^a ako su svih
s funkcija samerljive postoji potpuna degeneracija kretanja sistema
Tada je kretanje strogo periodicno i stvarne trajektorije /kao i
projekcije fazne trajektorioe na pojedine fazne ravni qi,pj[/ svih

cestica su zatvorene linije.
Postojanje degeneracije kretanja dovodi do nekoliko posledica.
Prva je smanjenje bro.ja nezavisiiih velicina / D. /od kojih zavisi

energija. ^
Za n 1^1= n2^2^nl 9^i~n2 5Ti / u energiju ulaze ^^
± ~32 u obliku zbira n ,2

Druga vazna posledica degeneracije kretanja je uv.ecanje broja inte-
grala kretanja u odnosu na nedegenerisano kretanje sa istira brojem

stepeni slobode.
Ako nema degeneracijo od ukupnog broja integrala krotan.ja o'edno-

znachi su s.a ostali raogu da se predstave u obliku:

Zbog nej ednoznacnos ti ugaonih promenljivih ove velicine nisu

Jednoznacn e funkcije stang'a.
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Ako postoji degeneracija,izraz d)^ n, - ̂ kn. zbog odnosa:

n̂  C2)̂ =? ̂2̂ 2 n:Ue o'ê noanacan, ali nejegednoznacnost se svodi
na dodavanje celog umnoska od 2$. Zbog toga je dovoljno uzeti *•
trigonometrijsku funkciju te velicine i dobiti novi jednoznacni
integral kretanja.

Mnoge cinjenice povezane sa degeneracijom,dobro se ilustruju na
prim eru kretanja pod dejstvora centralnih sila F- - -̂  /u polju
Urr 1 A /

Na to pitanje cemo se vratiti u odelj'ku 5.2a.

§5.1. Adijabatske invar ij ante za dvodimenziono
kretanje fazne tacke

Posmatrajmo sistem koji vrsi konacno kretanje sajedniin stepenom
si ob ode i karakterise se nekim parametrom A ,kojim se odredjuje
svojstvo saraog sistema ili spoljasnjeg polga u kome se sistera
nalazi.Neka se A menja adijabatski ,t;j.vrlo sporo pod uticagem
spoljnili sila u toku vremena.Uslov adijabaticnosti promene A
moze da se piset ̂ r ̂  A t§to znaci da se X malo promeni
za vreme perioda kretanja sistema *£? .Energija ovakvog sistema,
posto on nije zatvoren,ni,je konstanta kretanja.
Brzina proniene energije E mala je abog spore promene parametra A
Moze se dokazati da izvesne funkcige E i Jl pri kretanju ostaju
konstantne i nazivaju se adijabatske invarijante,
Brzina promene energije kod sistema ciji Hamiltonijan zavisi od

vremena jedino preko parametra ^ : dE e)H
dt ~at
~r~ * •

Posto se spqro menja^za parametar vazi: \=. ̂ [ A

tako da je ^-~ ~- ~ ?Sde CI>1;a oznacava usrednjenje po

(V &
vremenu . 7- . , '

au < fsH u dE JA- / fs» .I
Posto de ,prema tome: aT^^]oIdt sledi: ̂ - c -̂ .̂  J ̂  d •

dw . ai- -° -Premâ  Hamiltonovim gednacinama: f-~e^p -1
Q^fclt- f"«F~ »ode se integracija vrsi po celoj promeni

koordinate za jŝ an perijod.
-\l

Sada se raoze pisati: —,..
d t

a^p
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Integracija naznacena u formuli vrsi se duz fazne trajektorije
pri datoj konstantnoj vrednosti ?[ ,i duz koje Hamilton!jan ima
konstantnu vrednost E,a irapuls ge funkcija koordinate q i dva ••
nezavisna konstantna parametra Ej A odnosno p/q,E, ̂  /•
Ako Hamiltonijan H/p,q, A /-E diferenciramo DO parametru A :

• T . ana H QJI £p_ _ _ ~̂ p p

~S~p~

3ada se moze pisati:

"dT" diT
ili

9£ Sp 0X

Ovu jednacinu definitivno mozemo pisati u obliku-: ^~rr — O

gde o'e !J-

gde se integral! po trajektoriji kretanja za dato E i A •
Vidi se da ova velicina ostaje pri sporoj promeni parametra A
konstantna,tj.ona Q*e adijabatska invarijanta.
3 je funkcija energije sistema i parametra A .
Period kretanja sisteiaa

U ovom sluca.ju,kod kretanja sa jednim steperiom slobode,fazini
prostor se svodi na dvodimenonalni /p,q/ sistem i fazna trajekto-
ri<ja sistsma koji vrsi periodicno kretarge je zatvorena kriva.
Integral uzet duz te trajektorije je jednak povrsini ogranicenoj

torn trao'ektorijom.

Moze se pisati: ~3 = —
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5.1a.Adijabatska invarijanta za linearni

hannonijski oscilator

Hamiltonijan ima oblik: H - * ~?T gde je koeficijent

elasticnosti.Akoje k- const, onda je H integral kretanja.Ali ako

se k sporo menga sa vremenom umesto integrala kretan.ja sistem ima

jednu adijabatsku invar ij ant u koju cemo naci na sledeci nacin:

Jednacina Hamilton- Jakob ij a ima oblik:

Njen integral moze da se pise u obliku: S/q,«l ,t/= W/q,

Isklgucujuci vreme t:

_ o( a. integracida dajeiWaVm k

1 at

Predpostavljajuci da je: q=v dobi^jamo

gde seintegral! po potpunoj promeni Y od 0 do 2F

,gde

Sada se moze pisati da je: Ê  ̂ -GJ ,odnosno

Hi preko povrsine koju ograniceva fazna trajektorioa:

Ako je Hs=Es=canst.
,̂i A

Trajektorija je elipsa prikazana na slici 5.1a.l.



17.-

n^~
Polu ose elipse su: OL-

Povrsina elir>SG ,1e:

]^_ c.
2Tr ^"Q?

Tako je dobigena adijabatska invarijanta,koja pokaztge da se pri
sporoj promeni koeficijenta elasticnosti k energija linearnog
harmonijskog oscilatora menja srazmerno frekvenciji.

5«lb.Klatno sa promenijivom duzinom

Slicno se moze pokazati i za prosto matematicko klatno.Pri malim
amplitudama oscilovanga energija talcvog klatna iznosi: 'S-"D-or

Ako se posmatra klatno koje se sastoji iz teske tacke obesene
na nit , koja je provucena kroz otvoy tako da se duzina klatna moze
menjati.Ako 0s "ta promena duzine klatna spora, moze se u trenutku

vremena govoriti o definisanju perioda oscilovanja.
Promenijiva 3--^- pri tome ostaje konstantna,sto znaci da je

ona adigabatska invarijanta.

5«2,Adijabatske invarijante za visedimenziono

kretanje fazne tacke

I za sisteme sa vise stepeni slobode pri finitnom kretanju dejstvo

je adijabatska invarijanta.
Kod ovakvog sist^ma moze da postoji proizvoljan broj spolo'nih

parametara,ali se dokazivanje moze racli jednostavnosti,izvesti

samo za jedan od njih.

Neka se parametar K-t̂ ) menja sporo u vremenu.I ovaj put pri

kanonskoj transformaciji starih promenijivih /p,q/ na nove 3, Co

kao funkciju generatrise uzimamo Hamiltonovu karakteristicnu funkciju

W,ili sto go isto,zbog istih oblika izraza korji in definisu,riedu-

kovano Hamiltonovo dejstvo, koje je funlTOija q, D i A A/
odnosno r.//q, 3 ,
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Stara Harniltonova funkcija je H=E/3/ali nova TT^nece se u ovoin

slucaju poklapati sa starom.

A-X gde de: A -

Hamiltonove jednacine sada daju:

©to; 9>coi
Ovu jednacinu usrednjavamo po intervalu vremena,koji je velik u

odnosu na perijod promene koordinate sisteme,ali je mali_ u odnosu
.

na vreme u kome se parametar j( znatno promeni,pa je: A— X

Dovodeci -Q. na srednju vrednost moze se smatrati da se to

vrsi pri stalnoj vrednosti ^ i da kretanje ima pribligno periodican

karakter. W je nejednoznacna funkcija koordinate posto se pri

vracanju koordinate na pocetnu vrednost W uveca za

je jednoznacna funkcija zbog diferenciranja pri

"3t ~ const., pa clan 2tT3l koji je dovodio do nejednoznacnosti

tada izcezava. —
0A

Srednja vrednost -̂ -r. takve funkcije postaje jednaka nuli i odatle

sledi: /9A
\z prethodnog izraza sledi adijabatska invarijantnost degstva "Dl

Moze se zakljuciti da je osnovna osobina sistema,kod kojih se

promenljive mogu razdvo j it i,<j ednoznacnost integrala kretanja "Di

ciji je broj jednak brog'u stepeni slobode.

U opstem slucagu kod sistema cije se promenljive nemogu da razdvoge,

jednoznacni integral! kretanja se mogu pojaviti samo usled homoge-

nosti i izotropije prostora i homogenosti vremena /E,p,M/.

5.2a.Keplerov problem dvaju tela

Posmatracemo,zbog opstosti,prostorno kretanje,a kasnije demo kre-

tanje ograniciti na ravan.

Hacunajuci u svernim koordinatama: T= -?£" (r2 t Y & + ir^tw 6>Y /

Kanonski iinpulsi iinaju oblik:

pr - wr ; p^-mv2"^- i fy>= wvV^
Hamiltonijan sistema o'e:
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Pri k<0 orbita planete nlje ogranicena i kretanje nije ograniceno,
Uvodeci u racun karakteristicnu Hamiltonovu funkciju:

\
"" -*M =

Moze se pisati: \i to u posebnu jednacinu vidi se da sevpojavljuje saino

u nednorn clanu: . _ * _ / ̂ L}2-
r'-siM*^ I s>̂ p /

i jednacina za E je zadovoljena za svako f sarao pod uslovom da 33
-

Sada se moze pxsati:

Slicno kao i malo pre vidiino da se & nalazi u. clanu:

i postupamo kao i malo pre sa *f da bi jednacina bila zadovolj ma
za bilo koje ̂  .
.Sada se moze pisati: «

air
Zbog posmatranja kretanga u prostoru za tri stepena slobode imamo

tri Dromenloiva dejstva

Pomocu konstanti koge smo ranije uveli moze da se pise:

Prvi integral ako se integral! od 0 do 2 jr daje:
J Y — aty— p^»

Zakljucuoerao da je f ciklicna koordinata Hamiltonijana,
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J O

resava se metodom Van Pleka i dobija se:
Integral:

moze da se pise sada u obliku :
.dr

Ovaj integral se raoze dosta jednostavno resiti pomocu teorije

reziduma,kako je to prvi predlozio Somerfeld.

se:

U P
"

Posto se H javlja kao funkcija zbira "3ki !«,-»•

zakljucuje se da su funkcije ^Jy/ kT& i ̂ Tr J ednake, to .kretanje Je

potpuno degenerisano,sto znaci i strogo periodicno,a trajektorija

je zatvorena kriva.

• • • • • •
»

Ako kretanje u polgu centralnih sila 0---^ posmatramo u ravni

i koristimo polarne koordinate/Y, V /

yv\!

Zbog 'J-4.0 orbita je elipsa sa parametrom i excentritetora

^̂

Energija odatle ima oblik: T5=- — ,
z-i

Zbog adijabatske invarijantnosti "Ĵ - i "Dy pri sporog promeni

koeficijenta k ili mase m dobija se jos jedan integral kretanj.

Ocito JD da excentricitet orbite ostaje konstantan a njene dimenzije

su obrnuto proporcionalne m i k.
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5.2b. Bor-Somerfeldovi uslovi kvantovanja
U kvantn og mehanici promenljive dejstvo-ugao ne mogu da se kori—
ste u tako sirokom digapazonu kao u klasicnoj. Medutim mogu se vrlo
lepo primeniti u kvantnim uslovima Soraerfelda, i za proucavanje
kvantne teorije Borovog atoma.
Pri tome treba reseni problem klasicne mehanike vezan za kretanje
tela u centralnom polju primemiti i na kretanje u atomu i dodati
samo uslove kvantovanja,
Ako uslov degeneracije kretanja u polju centralnih sila napisemo
u obliku:

Mosemo formirati funkciju:

odakle se vidi:
OX,' ̂

^ . ,
Kako se i moglo ocekivati nove frekvencije ̂  i (jJ2 su jednake null,
Uvodimo nove

Hamilton! j an tada ima oblik:

Sistem promenljivih Co i 3 moze se iskoristiti da se odredi polo-
zaj orbite u prostoru a pomocu Di, moze se pokazati i razmer orbite
i njena forma / duzina glavne poluose i velicina excentriciteta/»
U kvantnim uslovima Somerfelda sponiinju se "prave" promenlgive, 3
koje imaju vrednost nh, gde ja h kvant dejstva, a n proizvoljan ceo
brod,/"Prava" promenljiva je ona cija sopstvena frekvencija mije
degenerisana i razlicita je od nule. Hoze se zakljuciti iz ranijeg

da ge to 3j /
Prema tome promen Ijive ^} su lisene rani j eg smislat koji su imale
u klasicnoj mehanici, i njihova veza sa nh moze se iskoristiti za
kvant ovanje.
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Posmatrajmo primer atoraa vodonika:

Energiga Ima oblik: £:*=- ĵ?{̂  gde je n glavni kvantni broj

U slucagu apsolutno degenerisanog sistema n je jedini kvantni broj,

Medjutim ako se u racun uzme precesija perihela u ravni orbite i
uvede popravka,tada ugaona proraenljiva (sdz odredjuje polozaj

perihela. Ona se menja sa vremenom a promenlgiva ~3z "prava" pro-

menljiva pa se moae pisati: Oa =•£&

gde jo •£ radijalni kvantni broj ,

Posto su sada frekvencije co2' i 6t)e. razlicite od nule,energio'a
zavisi i od 7 3 io<3 "3̂  »odnosno od n i k.
Da bi apsolutno otklonili degeneraciju moze se uvesti homogeno
magnetno polje,uperen o duz proizvoljne ose;na primer z.
Ravan orbite tada vrsi Larmorovu precesiju oko te ose i ugao CO^
se ravnomerno povecava.Sada ~3< postaje "pravo" promenljivo de-
jstvo i moze se pisati: "3̂  =• m-n

gde je m magnetni kvantni broj.
Sada energija zavisi od sva tri kvantna broga i kao rezultat toga
dobiga se cepanja spektralnih linija,dolazi do poo'ave poznate pod
im enom norraalni Zemanov efekat./Ukoliko se u obzir uzme i spin
dobija se anomalni Zenianov efekafc/
Proucavanje slozenijih sistema nego sto je vodonokov atom, pokasuje

da se pojavljuju mnogi dopunski uslovi usled dopunskih sila i
•

metod proinenljivih dejst¥o-ugao nije vise efikasan.
Medjutim moze se zakljuciti da u naj jednostavnijirn slucajevima
/kao sto ge atom vodonika/koriscenje degstava govori o tome da

je u kvantnirn procesima svako stance sistema adijabatska invarijanta,
posto spore promene spoljnih pararaetara ne dovodi do prelaska si-

stema iz gednog stanja u drugo.
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§6. Kretanje naelektrisanih cestica

Najsiru primenu teorija adijabatskih invarijanti nasla je u prouca-
vanju naelektrisanih cestica, u elektromagnetnim poljima, ciji se
parametri adijabatski menjaju. / Ha primer magnetno polje sa malom
prostornom nehoraogenoscu ili magnetno polje koje se sporo menja sa
vremenom./

Pitanja vezana za karakteristike kretanja naelektrisanih cestica
u ovim uslovima su od interesa u citavom nizu grana fizike; na
primeru u fizici plazme, elektronskcg i jonskoj optici, fizici jo-
nosfere, teoriji nuklearnih akceleratora, kosmickoj elektrodinamici
i fizici Sunca.
U svim primenama ove teorije radi se o skupovima naelektrisanih
cestica, i ukoliko je gustina mala mogu se u prvoj aproksimaciji
zanema,riti sudari izmedu cestica, to jest izracunati karakteristike
individualnog kretanja u spoloasnjem polju.
Ukoliko se naelektrisane cestice krecu pod dejstvom elektricnog

—*•
polja koje je konstantno : £= cons-t. ,
dolazi do kretanja jona i elektrona u suprotnim smerovima, zbog
razlicitih znakova naelektrisanja, odnosno do razdvajanja naelektri-
sanja,
Kada polje nije konstantno, vec je prosto periodicno: E = £0 C
kretanje se moze razloziti na dve komponente:
a, oscilatorno
b. jednako usled pocetne brzine
U mnogin prakticnim primerima u fizici plazme koriste se sistenii sa
magnetnim poljima. Takve pojave se mogu generisati i u ogromnom
rastojanju meduzvezdanog prostora.
Jedan od tipicnih primera je magnetno pol<je Zemlje, koje utice na
putanju kosmickih zraka i na gonski omotac^

6.1. Kretanje naelektrisanih cestica u statickom
i uniformnom magnetnom polju

Jedn acina Icretanja cestice u ovom slucaju ima oblik:

gde je^brzina individualne cestice.

Integracija ove jednacine daje:



Kako je: 1^-^-0^=. (foL f gde je Uoi projekcioa brzine na
0 "7

ravanoxy, tada je: (<}v>c!S-C.2) -t-(<J ^ & + c <<) •= KW^LTOI

sto je o'ednacina kruga sa poluprecnikom: y/=-J22—L.
sto je tako zvani Larrnorov radijus.

.yl Q |>

Oiklotronsku ucestalost mozemo definisati kao: f'1f
?

^ v
SI. 6. 1.1.

Trajektorija naelektrisane cestice prikazana oe na slici 6.1.1.
sa koje se vidi da je na kruzno kretanje superponirano jednalco
Icretanje u pravcu magnetnin linija sile, i cestica se krece po
zavojnici,
Naelektrisanoo cestici koja Io?uzi u magnetnom polju pridruzuje se
magnetni dipolni moment, definisan kao proizvod struje koja pro-
tice kroz orbitu, povrsinu ogranicenu orbitom,

• %. o*Za jednu cesticu: JL~~q?r , gde ae \^ vreme jednog obrta,

Zffm
I &

Moze se pisati: ./
9 *_*_!.

-i_..-Z^ _!__ Am^iji _ T sx/i

IB

gde je î energija cestice koja odgovara kretanju u pravcu norma-

Inom na & • Po&to je vOL= ~ *** (̂ t ̂ )•— ẑ î

izlazi da je u slucaju homogenog magnetnog polja orbitalni magne-
tni moment integral kretarga. ̂ iditcomo docnije da o'e u slucaju
nehomogenog i nestacionarnog magnetnog polja ova velicina ^jedna

adij abatska invarijanta.
Pluks m agnetnog pplja kroz orbitu je:

*«&-r-rf =
srazmeran sa magnetnim momentom
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Ako sa As oznacimo srednji slobodni put cestice, tada se iz
odnosa: -~- moze odrediti uticaj magnetnog polja.

Za p~»4 imamo jako polje i retku plazmu, te cestice naprave vise
sudara nego obrta.

Za —// iraamo slabo polje i gustu plazmu, i uticaj polja ge mail
Vi

jer izraedu bliskih sudara cestica prede samo jedan deo
orbite koji sa moze smtrati pravom linio'om.

6.1. Kretanje u magnetnom polju koj'e nije homogeno
i stacionarno

Ukoliko se cestica koja ge naelektrisana nalazi u nestacionarnora i
nehomogenom magnetnom polju, i ako ne delugu nikakve druge sile
tada se magnetno polje moze prikazati kao superpozicija homogenog
i stacionarnog polja B. i jednog proizvoljnog polja
Sada o'ednacina kretanja cestice ima oblik:

Ukoliko se dopunski clan ecrx&'(r,-t) f koji se javla'a u odnosu
na gednacinu kretanja za homogeno i stacionarno polje moze moze
smatrati za malu perturbaciju, moguce je primeniti metod sukcesivnih
aproksimaciga, i tako naci adijabatske invar ij ante.
Pod tim uslovima iz jednacine se vidi da kretanje cestice vrlo
malo odstupa od kretanja u homogenom i stacionarnom polju.
Ukoliko se magnetno polje 6' veoma malo menja na rastojangu reda
velicine Larmorovog radijusa u polju Ŝ , i u vremenskom intervalu
reda velicine ciklotronske rotacije, to jest ako su ispunjeni
adig'abatski uslovi:

ili napisani u obliku:
\l

mogu se pri proucavanju kretanja cestica dobiti izvesne konstantne
velicine.
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6,2a, Kretanje u nestacionarnom magnetnoni polju

Vecina velikih plazmenih masina koriste vremenski promenjivo ,
magnetno polje i zbog toga ge proucavanQe kretanja naelektrisanih
cestica u taltvim poljima vrlo zn acajno,
Ako se magnetno polje vrlo sporo menja u odnosu na ciklotronsku
ucestanost, zadovoljen je uslov adijabaticnosti i magnetno polje
se malo razlikuje na pocetku i na kraju kruzne orbite.
Kretanje je tada u ravni normalnoj na magnetne linije sile, malo
pertubirana ciklotronska rotacija, odnosno ima karakteristike
priblizno periodicnog kretanja,
Zbog promene magnetnog polja dolazi do indukcije elektricnog i zbog
toga do promene energise cestice.
Tada integraciju u Maxvelovoj jednacini:

vrsimo po jednoj orbiti u pravcu kretanga cestice. _^
Promena energise cestice po jedno<j orbiti iznosi: A £i. =' ̂L <4> £ "*•

Izgednacavange ovih gednacina pokazuje da <je:

Vrseci integracigu po povraini ogranicenoj orbitom izraz -£-^-
za vreme g'ednog obrta smatramo konstantnim i pisemo:

Zbog togasto de malo u poredenju sa intervaloin vremena u koine se

B znatno -oromeni: _^ -*-

" dt

Moz'e se sada pisati,:

— _

Od ranije ge poznata relaciga: £j.-=u^ , cige diferenciranje daje:

Uporedivange daje:
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Kao zakljucak moze se konstatovati da je pri sporim promenama
magnetnog polja, orbitalni magnetni momenat adijabatska invarijanta,
Znaci da se energija cestice menja u istom odnosu kao i magnetno"
polo'e.

Fluks magnetnog polja kroz orbitu je proporcionalan magnetnom mo-
mentu, zbog cige konstantnosti i on u toku vremena zadrzava stalnu
vrednost. To znaci da se pri povecargu polja poluprecnik orbite
smanjuje da bi fluks ostao stalan.

6,2b. Kretanje u nehomogenom magnetnom polju

Poznavange trajektorige je znacajno u slucajevima kada je energija
naelektrisanih cestica dovoljno velika, tako da je njihov Larmorov
radijus uporediv sa karakteristicnioi promenama polja, kao na pri-
mer u fizici kosmickih zraka ill u elektronskoj i jonskoj optici.
U fizici plazme cestice se najcesce krecu pod dejstvom vrlo jakog
magnetnog polja i njihov Larmorov radigus je vrlo mali.
Tada nige znacajno poznavanje trajektorije , a kre-tanje o® vrlo
slozen-o,
Cestice se krecu po Larmorovim krugovima ciji se centri sporo
pomeragu kako uzduz, tako i popreko magnetnih linija polja.
Takvo kretanje predstavlja superpoziciju rotacije i driftnog
kretanja cigi se vodeci centar pomera.
Zbog to^a takvo kretanje mozemo rastaviti na tri periodicna kompo-
nentna kretanga,koja cestica vrsi istovreneno.
Prvo: Cestica se krece u krug oko linija sile sa brzinom Itr i sa

o'Ti*7
periodoin ̂  nj-r .To je ciklotronska rotacija cestice.
Drugo: Vodeci centar se slobodno krece duz linija sile,sa brzinom

"uj, i periodom t,. cestica osciluje izmedju magnetnih ogledala.
Trece: Vodeci centar se sporo pomera normalno na linije sile,pri
cenm se cestica u magnetnom polju vrti po citavoj konfiguraciji
sa brzinom Ui i periodom ti
Obicno a'e t-^tn^-ti.
Sa ova tri kretanja povezane su i tri adijabatske invarijante.
Na sl.S.2b, ova tri kretanja su ilustrovana.
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6. IE,

Neka je rnagnatno polje slabo perturbirano, odnosno neka je slabo
nehomogeno u pravcu X-ose,a neka linije sile imaju pravac Z-ose:i -*
Jednacina kretanja iiaa oblik: yy\ - a \ x "

Odnosno: iU JL (&

2- O

Treca jednacina ge neinteresantna o'er opisuge prosto uniformno
kretan je duz Z-ose,
Druge dve su: &

u =

gde a'e <^^-^-^
Ovako dobijene jednacine su slabo nelinearne i mogu se resiti
sukcesivnira aproksiinacijama po malom parametru £ / <*L je malo/.
Pomocu uvedenog malog parametra £ mogu da se povezu Larinorovski
padijus sa karakteristicnim prostornim velicinama magnetnog polja
ili ciklotronski period sa karakteristicnim vremenskim velicinama
polja.
Mnoge dinamicke velicine mogu se razloziti u red po parametru 6 .
Tri napred pomenuta kretanja: -sa brzinom W po Larmorovskom radi-
jusu, i sa brzinama UM i Oi uzduz i poproko magnetnih linija si-
le pri malim perturbacijama u prvoj aproksimacioi su nezavisna i
odgovaraju trima stepenima slobode.
Pogodnom kanonskom trans formacijom mogu se uvesti generali-sane
koo3™dinate i odgovarajuci irnpulsijkoji karakterisu kretanje cestice:
(̂ Li ; Pi) kao kanonske promenljive povezane sa rotacidom,(^<^a. , pz)
koje karakterisu brzinu Un i odreduju polozaj vodeceg centra pri
kretanju uzduz magnetnih linija sile i(£^4/f.p1) povezane sa brzinom
Ui. ,kojom vodeci centar driftuje popreko na magnetne linije sile
polo a B.
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Postojanje triju adijabatskih invar ijanti povezanih sa tri kompo-
nentna kretanja moze se dokazati usrednjavanjem Hamiltonijana.
U prvom koraku ako se izvrsi usredngavanje Hamiltonijana po brzim
rotacio'ama cestice,kao rezultat se dobija Hamilton! jan,koji opisu-
<je kretanje sa dva stepena slobode.Oni odgovaraju uzduznom i popre-
cnom driftu vodeceg centra, a u Hamilton!;] ami kao parametar figuri-
se magnetni moinenat |M «

Ako se zatira izvrsi usrednjavanje po uzduznom kretanju sistema,dobi-
ja se Hamiltonij'an sa jednim stepenom slobode,koji opisuje srednji
poprecni drift vodeceg centra i sadrzi parametre ̂  i "3 .
I na kraju pri usrednjavanju po poprecnom driftu, kao Constanta
kretanja dobija se magnetni fluks (p obuhvacen trajektorijom toga dri
fta, i-* \~*

•~° dfi ~? oC
Ako se uvedu oznake: ̂  ~ ~ L

J-T, —

gde je r/, radijus orbite a c vektor polozaja centra obrtanja.
U i c ne zavise od vremena.
Ako se uvedu generalisani impulsi i prostorne koordinate :
PK, -pul̂ tt̂ tl] i ^KL ~ ̂nl̂ -Cfc) ,tl ,tada je ̂  povezano sa
frekvencijom obrtang a, periodicno zavisi od vremena i vrlo sporo se
menja. g

Integral degstva tada moze da se pise u obliku: 3 - y LJ7*- "â jrJ
Vreme t se moze smatrati svugde gde se pojavi explicitno,kao kon-
stantno.

Za malu promenu Z«J iU" za jedan period:
"3̂ , vn Ur2-̂ -̂ co iAi-

t-4.-gde ne period obrtanna po Larmorovon orbiti
mi.i2-

PoSto e u= sledi: ^"

Vidi se da magnetni momenat ima konstantnu vrednost.
Posmatrajmo kretanje kada se rotirajuca 6estica krece napred i na-
zad,duz magnetne linija sile,vracaouci se posle perioda tf| gotovo
u prvobitni polozaj.Drugim recima,predpostavimo da su Larmorov ra-
dijus i period obrtanja po Larmorovskoj orfeiti veoma mali u odnosu
na karakteristike polja.Rasfeooanje izmertu dva polozaga u kojima se
ô stica nalazi za vreme t,, treba da bude poredka Larmorovog radijusa.
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Ako JU mozemo smatrati za konstantnu velicinu, pri cemu ju & ima
ulogu potencijalne energise, posmatramo uzduzno kretanje kao kre-
tanje sistema sa koordinatarna s i p\\ m uii -= m (— - )
Ocigledno ge da H „ - - rn U treba da ima mininmm za polozaj

— -

-
u nekoj tacki S na magnetno^j liniji.
Integral dejstva moze da se pise u obliku:

"3'» = $>&tî ||].t.dS'1| = i>Yi$ °» dScy const
i naziva se longitudinalna invariganta»
Ako u integral dejstva uvrs^bimo izraz : On - -77- dobî ja se:"

.
gde oe <Uii> srednja vrednost uî  za vreme perioda tn .
Na kraju moze se videti da se pri usrednjavanju poprecnog dri-
ftnog kretanja moze dobiti jos jedna konstantna velicina*
To kretanje moze se prikazati kao priblizno periodicno, tako §to
cestica za vreme -fci izvrsi punu rotacî 'u unaokolo konfiguracije
i vraca se u blizinu svoga prvobitnog poloSaja.Pri tome u nizem
poredku po parametru £. usrednjenje poprecnog drifta moze se opi-
sati pomocu promenlg ivih : <?t-£{>^ ± fa- £ < i .
Integral derjstva sada ima oblik: "Dj_—
Za bilo koji vektor moze da se pise:

— > ~* ~~

i za V-^^O mozemo uzeti da Qe A vektorski potencijalJ & = v-ot A
Sada se moze pisati: Di-^Ad^ <̂t"̂  Con si.
Znaci da cestica kooa se krece periodicno unaokolo konfiguraci-
je sa brzinom UL i periodom ^-L ,svojjom trajektorigom obuhvata
konstantan fluks, ako su promene magnetnog polja za period ti

male • B a
Ako o'e jU konstantna velicina tada je promena ui srazmerna sa ~-
Ako posmatramo slucaj kada magnetno polje duz trajektorije ce-
stice mozemo aproksimativno da pisemo u obliku:

gde je za -t=° I r= /"0 , a CA konstantna velicina razlicita
od nule.
Tada je - i poprecna brzina drifta (J]_ srazmerna sa — i

Za slabo asimetricno magnetno polje U-L se ne menja mnogo sa

vremenomc
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6»2c» Magnetno ogledalo

Da bi odredili adio'abatske invarijante za konstantno '
magnetno poaLje, posmatrajmo polje oblika kao na slici 6»?c. ko-
je se rnoze realizovati pomocu solenoida ciji je broj namotaja
po jedinici duzine veci na nj ego vim krajevima nego na srediniv

Takva konfiguracija magnetnog polo* a
naziva se magnetna klopka, koja se
sastoji od dva magnetna ogledala,

z ili magnetna boca sa zapuSacima.
Posmatramo staticko magnetno po

Ige u pravcu z-ose sa slabim per-
turbacidama* Komponente polja su:

B B , B .xr y* z
Intenzitet ukupnog magnetnog polja ê:

x j o z
Kod magnetnog ogledala imamo slucaj kada su promene

magnetnog polda: ^ ̂
_jc , ...̂  J, » _^a
dx dy o&

Predpostavimo da je magnetno polje, kako smo gore na-
pisali, u pravcu z-ose malo perturbirano i trazimo odnos izme-
dju aksijalne / uzimamo da je magnetno polje akaijalno simetri-
cno / i radijalne komponente polja.

1 dB™
Bp_ - 15 r dz

Na cesticu koja kruzi oko linija sile polja BQ , zbog
postojanja radijalne komponente magnetnog polja delude sila u

z-pravcu: F
z

tako da se dobije:
y

gde je r radijus orbit e,
Posto je:

sledi:
P — -iz ] dz
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Odavde se moze zaklouciti zbog cega se ova konfiguracida inagnetnog
polja naziva magnetno ogledalo, jer ako cestica ide ka krajevima
sistenia, -^-z raste po«to o'e pol^e postalo jace i cestica biva yra-
cena prema centra.

Pri pomeranju cestice pod dejstvom siie F za A z

Ovakva promena energise aksijalnog kretanga povlaci sa sobom i pro
menu energies u normalnoj ravni. Uzimajuci energiju cestice kao ko
nstantnu / u stacionarnom polju /:

A W + AW = 0 =̂  A Wi = *"-~ A Z

za A z -»• dz sledi:
dB_„ z

dz r dz
£5a druge strane posto jet Wi = ju(B 4- B ) diferenciranje daje:

dB_
s= const./dz

f> U

Uporedoivande daje 7[Z~ ° =^ jU=const,

Magnetni dipolni moment cestice je konstantan a to zna
i da je i fluks magnetnog palja kroz orbitu:

Q

U gotovo svim eksperimentima magnetna ogledala rade sa
promenljivim magnetnim polo em koj'e se malo promeni za vreme de<inoS
Larmorovskog perioda.

Moze se tada uvesti i longitudinalna invarijanta obras-
cem:

0- f U||ds
c

gde je c kriva po kojod se krece vodeci centar izmedju kradnjih
tacakaŜ  i Spf u kojiaa se cestica vraca nazad. ds je element pu—
tanje vodeceg centra, a u produzna komponenta brzine.

Energina cestice ge : ^ -.1
I P 12 I,, . ~\ 2-

=̂  u,, =
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P
je : 3= J [| ( W - ds

Ako gornju granicu integrala uzmeno za pokretnu, posmatramo in-
tegral: S AS

J
s

D(w,s,t)= (w -JIB)]

treba dokazati da o
dt = o f

. , a ds _n
d t " " d t d ¥ ' d t d s d t ~ U

Imamo posebno

dt
^1

s
A*1 i f To
£4=i \
d¥ m ] (m

•i
T

ds

ds B=B(g,t) .

fl«3

PoRto oe §i=Uji, sledi:

d ^ _
dt

:

= ~\(W
dB

m
ds 4-

s.
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s

Sl

U tacki S=S2 kada se cestica reflektuje u,,=0,

f g(« -,B)j4(£il) „,£
c< '— —I \ q

Sl

•^ se moze izvuci ispred prvog integrala zbog male promene mag-
netnog polja u intervalu vremena, koji je potreban cestici da pre~

j "1

dje put od S,-S2 • Sledi: ^^O* odakle se zaklgucuoe da g'e
adijabatska invarijanta.

Moze se pokazati da energija cestica, zahvacenih magne-
tnim poljem raste, ako se kragevi ogledala sporo priblizavaju.
Taj porast energije ge osnova objasnoenja nastanka vrlo brzih cesti-
ca u kosmickom zracenju prema gednoj od aktuelnih teorija /Fermi/,

6»2d» Kretange naelektrisanih Sestica u Van Alenovim pogasima Zemlje

Magnetno polje zemlje prikazano na
slici 6.2d, pribliznog o'e oblika kao
i magnetno polje dipola.
Neka se vodeci centar cestice krece
duz magnetne linije sile. Oko polova
magnetne linije sile su guSce, sto

Sl. 6»2d. znaci da je u tira oblastima magnetno
polo'e 3*ace. .Zbog toga u odredjenim tackama S. i S^ dolazi do re—
fleksije naelektrisane cestice, Ovakvo oscilatorno kretanje se na—
ziva ^termerovim oscilacioama.

Zbog zakrivlo'enosti magnetnih linija sile dolazi do poja-
ve jos jednog kretanja vodeceg centra /centrifugalni drift/, usled
koga on prelazi sa jedne magnetne linije na drugu, tako da se ces-
tica krece oko Zemlje ako je pozitivna od zapada ka istoku i obr—
nuto ako je negativno,

Kada ne bi bilo ovog dopunskog centrifugalnog driftnog
kretanga, kretanje cestice bi bilo skoro periodicno»
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§ ?. Zakljucak

Moze se zakljuciti da se problem adijabatskih invariganti
moze definisati sledecim redom:

1. Za sistem koji vrsi periodicno kretanje moze se uvesti
izvestan broj promenljivih dejstava J. , koji su u ne-

perturbiranom stanju integral! kretanga*
2. U jednacinu kretanja se uvodi dopunski parametar, koji je

funkciga vremena.
3. Tada se definisu uslovi adijabaticnosti, kogi dozvolgavaju

takve promene dipunskog parametra, koge su beskonacno male u poredje-
nju sa periodom kretanja i karakteristicnim velicinama sistema,

U prvoj aproksimacioi po parametru adijabaticnosti /po^to
se dinamiclce velicine razlazu u red po- parametru E /, mogle su se
dobiti konstantne velicine, koje se u tim uslovima pajavlduju kao
konstante kretanja,

Medjutim i u tacnigim analizama adijabatskih invarijanti
dokazano je da se izvesne velicine pojavljuju kao invarijante sa
tacno^cu do clanova viseg reda po parametru 6.

Za harmonijski oscilator sa sporom promenom koeficijenta
elasticnosti dokazano je da se adijabatske invarijante odrzavaju do
cXana bilo kog reda. Analogne rezultate dobio je Kruskal za cestice
koge izvode ciklotronsku rotaciju.

Adijabatska invarijantnost moze da se narusi, na primer,
pri rezonantnoj vezi izmedju Larmorovskog kretanja i uzduznog osci-
lovanja* Tada se pojavlouge i veza izmedju odgovaragucih stepeni
slobode, tako da se ta kretanja ne mogu prouoavati kao nezavisna.

Moze se zakljuciti na kragu, da dobijanje adijabatskih
invarijanti za odredjene sisteme, da,je niz podataka o kretanju
tog sistema «to i predstavlja znacaj ovih velicina.
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