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Primedbe

(1) Pod pojmom vektora se podrszumeva velilins
V=8V + 8V + &V + eV .

Ona ims jednu vremensku i tri prostcrre komponente. Skslarni
proizved Jje definisan sa '

V¥V = ve sv = Vg v = VYV .

U ortogonalnim (lokelno-geodetskim) 1
koordinatama g <e biti: g = -1

(2) Skup komponenti, to je V definisano preko V=%°vY .

Skup "projekeija", to je V defirniseno preko v = Te .
»projekei ja” e zato ped znecims naveda, 3to stvarns geometri jeks
projekeije ima metriku I 1

& =

L? , 8 @i redimc ss tskvom
projekeijom " ", koja pre nqgo Sto stverno projekfics ". " Zet-
vorni vektor V, prvo ge kenjugira u V' {ns tekav paéin, da proe-
tornu k@mponentu vektors precbrati u negativnu), pe ga tek onda
projektuje u obifnom smislu redi:

VY = .7 = (V-V)(V+¥) = vV -V .

(3) Ni "trenspezicije"™ nije ona uobilejens tranepozicija keds
se matrifni elementi tronsponiraju okelo dijegonale matrice.
Iransponirans matrica je definisens se

¥ = gug tie M= g ¥ g = U .
ovo je u sludaju g = (+++) stverno samo prosts transpozicija
elemenats, 21i za g = (+-=) stvar je malo sloZeni ja. Ako metrié-
ki tenzor 3sk ni dijegonslan nije, transposzicija Jje najopStije.

(4) I "rotaciju" trebs shvetiti uslovnc. Ogrenifimo 1i se ne
% o dvodimenzioni prostorno-vremenski d4ijsgram,
-7/ vektor V pri Lorentzovej trensformaciji prelazi
s fff u ¥V = e®V,s to je "rotecija" za hiperhelIi¥ni

=, ugeo € . & je perameisr brzine tghé = x/t =




(5) Loventzove transformascije su definissre prvenstveno izmedn
inercionih sistena. Ali keda Jje prostor zakvivijen, tj. keds
posteji grevitacions interskeija, tads ne postoje inercioni sis~
temi koji bi se kretali prsvem linijom. Npjreveije putenje, to
¢ putanjs slobednog peds, tzv. gecdetsks putsnja. Slobhedno pa=-
dajucl kooxdinetni sistem je lokelno recdetsXki sistem. U7 lokal-
no geodetskim sistomina evi zokoni fizike va¥e ns isti nadin,
kno &to e to slala) =a inercionir sistemims. Lokalno geodetski
gisiem je direktno uopiterje rojme inercionog sistems. Izmedu
dve lokalno geodetsks sistems tekode mofewo definissti Lorentzo-
ve transformeei je, koje su,z2 razliku od Lorentzovih transforma-
cija inereienih sisiexs, prostorno-vremenski promenljive. To Jje
1zko uvideti, Jer dva lokaluo geodetsks sistems =tslne menjsju
svoju uzejampu brzinu,

fovkretno, razwolrimo dvodimenzioni sludasj, keds se dve
sistema krecu jedsn u odnosu na drugi dul x praves. U sludsju d
ds se kredu konstauinom brzincom v jedsn u odrosu ns drugog,
Lerentzove transformoeije iz Jednog w drugi sistem bice obliks

L=e¢® , T =£7 the = v .
Fretpostavine, de dogedaj V ziruje u sictexu X, i ds je ovej sie-
ter vel deleko odjezdioc nepred u praven x+ ose {pezitivan smer).
I neks z¢ Lamo polre osedsti dejstve grevitecicnog peolje duZ x
ose. Ulefene iz necleg sistems K*, sistem K ce poleti da sé krade
ubrzeno, ps <¢¢ psreselar brzine tskode ds resste sz promencm vre-
mens i grostorne koordinstes € = &(t,x) . Lorentzove trensforma-
cije visde nede biti konstantne, vel ce biti promenljive.

(€) U Lventnoj mehariei pod pojwon skeslarnog proizveds vektors
etenjas podrazumeve se integrel . po celom prosioru. ¥i Cemo
skalarniz proizvodon zvati ved 1 sasm umnolak y Jer u opitem
sluésju moZe biti n-komponentns funkeijs

¥oja ima Tormalno-vektorsii kasrskter.



(7) Pod kompleksnim vektorom se podrazumeva vektor u kompleks-
noj reavni -

E = ek + ek
koji pr.datsvlja kompleksni broj k = Re(k) + i Im(k) .
Kads se e i @ poklspaju sa reslnom i imaginasrnom oscm, tads
operator od;nngiranga u matriZnoj reprezentaciji ims oblik

R = 1 _1"

Kade g deluje na k , dade kompleksno konjugireni vektor k :
k = g k kK = gk o

(8) Unitsrne/gsuge transformacije imaju znatnu fizifku srodnost
(8) s& Lorentzovim trsnsformscijsms. Fretpestavimo da moZemc da
merimo kompleksnu fazu © vektors stanje ', gli¥no keo &to moZemo
de merimo Brzinu/psramebsr brzine § Jjednog dogadsjs V .Ako rems
interskeije (elektromsgnetne,slabe ili jeke), feza tog vektora
stanja bide ista za svsku tazfku prostors i nece se menjati u wvre-
menu. Isto tsko ni psrametsr brzine nece se menjsti u vremenu i
bice isti u me kojoj tafki prostora. Ali sko postoji gravitascions
irtersieija, svejstveni sistem u kojem dogedsj Y miruje, trpede
rezlidits ubrzenja u rezlifitim talkems prostora, te ‘e naranetar
brzine verirsti od jedne do druge talke prostora. Isto tako, sko
postoji elektromsgnetna interskeije, foza © ée varirati od jedne
do druge talke prostors. Fromenu faznog ugla moemc protuma#iti
kso posledicu raszmene fotona, koji je nosilac elekiromsgneine in-
terskei je, ® opisan je fetvornim potencijalom A . Fromenu param-
metra brzine € moZemo protumaZiti kao rszmenu grevitcna opisanih
tenzornim potencijslom . . Lokalno geodetska metriks = (4===)
se menjas u metriku zekrivljencg prostcoras g , preme formuli g =
=, + /K7 ubliZoj okolini lokelno geodetskog sistexa,.Ali dok
fotoni ne intersguju medusobno, dotle gravitoni ' iaterasguju i
medusobno, pa za vele rezdaljine dolazi do nolinearne superpozi-
cije gravitona, i g viSe niksko nele hiti moguce jzreziti pomofu
tenzornog potonciaola . « Zbog toga su Einsteinove Jjednadine, ze
razliku od Mexwellovih, su¥tineki nelinesrne. Talka. Pri lokalnim
gsuge transformecijams, .ie(x)’ fetvorni potencijal se menja u
A — A= A +4d 6 ;pri lokelnin lorentzovia itrsnsformaci jeme
e® (X) tenzorni potenci;al semenjsu /— U= /+d8+d86.

SIiénoat je porsfevajuce, kake bi rekso Utiysma. 15-8.32



PREDGOVOR

Einstein je tefio ujedinjenju fundamentalnih interskci ja.
Keda je postavio taj svoj program, bile su poznate gravitacions
interakeija (koju opisuje teorijs gresvitescije = op3ta teorijs
relativnosti),i elektromagnetns interskeija (kojs je obuhvacena
Maxwell-Lorentzovom teorijom elektromsgnetnog poljs). Einstein
i mnogi drugi nsu®nici, na primer: Weyl,Ksluzs,Klein i drugi,
nisu uspeli da ostvere tu vrlo primamljivu ideju, 2 u meduvre-
menu otkrivene su jo3 dve fundamentalne interskeije: slaba i jaka
nuklearna interakcija. U ono dobe nije bilo nikakvih izgleds za
ujedinjenje sve fetiri interakeije.

U poslednjih dvadeset,i deset godins doZlo je do velikog
napretka. Pofele su da se uoblifavaju gauge teorije slabe i jake
interakci je. Weinberg i Saleam su 1973 godine objavili ujedinjenu
teoriju slabe i elektromasgnetne interskeije. Kventna hromodins-
mika je desle teorijski model jake interakeije. Postoje realni
izgledi zs ujedinjenje kvantne hromodinamike i Weinberg-Salamove
teorije u veliku ujedinjenu teoriju elektromagnetne,slabe i ja-
ke interakecije. Poslednji korak u unifikeeijama bilo bi jo3 uje-
dinjenje sa fetvrtom preostalom interakeijom, sa gravitacijom.

Specijalna teorija relativnosti je Lorentz-invarijentne
teorijs. Lorentzove transformascije su globalnog karskters, i u
sustini predstavljsju ‘rotaciju’ koordinatnog sistems u prostor-
vremenu. Op3ts teorijs relativnosti je lokalno-Loréntz-invari-
jantna teorija. Kao 3to iz zahteva zs lokslnom gsuge invari jen-
cijom sleddb postojesnje interskeije, tako i op3tes teorijs rela-
tivnosti implicitno sedr?i u sebi gravitacionu interskei ju.
Izmedu Einsteinove teorije i savremenih gsuge teorije postoji
izvesna srodnost.



PREGLED SADRZAJA

U ovom radu bide prikazsni mstematiZki ocsnovi op3te teorije
relativnosti i U(1) lokslne gsuge invarijsnecije. D2 bi esnalogijs
bila sto uo¥ljivija, lokslna gesuge invarijaneijs bice formulisana
u duhu Einsteinove teorije. Za to je potrebno uvesti nojam zak-
rivljenosti kompleksnog prostora.

U uobiZajenim prikazime gsuge teorija, afins koneksija se
uvedi zahtevom da Legran¥ijenska gustine bude gsuge invarijantna.
Ovde ¢e afina koneksija biti uvedens pomocdu zskrivljenosti komp-
leksnog prostors. Afina konekeijs u sultini znadi vezu izmedu
dve susedna vektora, Jjedan u tedki x , drugi u tefki x + dx .
¢Cna nam je potrebna da bi smo gradijent/izvod vektora mogli
jednozna¥no definiseti i u zakrivljenim prostorime. Kovarijentni
izvod realnih vekiora obraden je u odeljeima 2) i 3) » kovari-
jentni izved kompleksnih vekiors u peralelnim odeljcims 2" )1 3" Yo

U zskrivljenim prostorims dve nekolinearre translecije u
opStem sluaju ne komutireju. Zbog toga komutstor komronenti
koveri jentnog gradijents nije raven nuli, veé¢ je proporeionslan

meri zekrivljencsti prostors. To je prikezano u odeljku 4) za
realne prostore, i v odeljkn 4" y 2@ kemplekene prostore,

U 5) i ) ) konstruisene su op3te kovarijentne i gauge in-
varijentne funkcije dejstve, i uveden je fizi¥ki uzrok zskriv-
ljenosti reslnog i kompleksncg prostore: meterije se jedne i
elektriéni naboj sa druge strane. Varijacijom funkeije dejetva
dobijsmo Einsteinove jedna¥ine gravitacionog poljs i Maxwellove
jedna¥ine elektromagnetnog peolja.



l) Geometrijs_Riemsnnovog prostor-vrewmens

Oblik klssiZnih zakona mehsnike zavisi od izbora koordi-
natnog sistema. Newtonovi zeskoni vaZe samo 28 inercione sistenme,
dok u proizvoljnim koordinatnim gistemima poprimsju drugu formu.
Sa fisto geometrijskog gledista, i jedan i drugi opis su potpuno
ekvivalentni. Zbog toga bi dobro bilo, d= oblik fizi&kih zakona
ne zavisi od na&ina opisa. Drugim relima, poZeljno je da radimo
sa prostorom u kojem pojam vektora nosi objektivno znafenje ne-
ovisno od izbore koordinatnog sistema.

Ovo je u stvari zshtev za opStom kovari janei jom,i ispunjave ge
metridki grostor.12°14‘1 (referenca-poglavlje.odeljak)

Osnovne osobina jednog vektora u metriZkom prostoru Jje ta,
da skelsrni proizvod ne zavisi od konkretnog izbors koordinatnog
sistema, Stoga M =V V" speds u jednoznalno merljive veli&ine.
(U specijalnoj teoriji relstivnosti etvorna rszdesljina dva do-
gadaja, gz = x X = ¢ 2 - ?2, zadovoljava ba¥ taj uslov.)

Ksda radimo u najop3tijem,zekrivljenom prostoru Riemanne
(od sada i nedslje pod pojmom "prostor” podrazumeve se "prostor-
vreme"), tads jedan pravi vektor ( "prostorno-vremenski vektor™)
mors imeti dve reprezentscije. Kontravarijentna reprezentacija
je skup komponenti vektora, 2 koveri jentna je skup projekeija
tog vektora u istoj bezi. I koveri jentni vektor moZemo protumaé&
giti ds je skup komponenti, ali skup komponenti u drugoj kovsri-
Jentnoj bazi,koja je ortogonalna na prvu kontravari jentnu bazu.

U dskvom jednom metri¥kom prostoru ofito je, da kontra-
i kovarijantne komponente jednog vektora nisu nezavisne Jjedns
od druge. One se jednoznalno mogu preobratiti iz jedne u drugu
reprezentaci ju, posto su obe reprezentacije ekvivalentne.
Prelsz iz jedne reprezentacije u drugu omoguc¢ava nsm tskozvsni
metridki tenzor g :

!i v.“ - g_levv‘ i vq s 8“‘ v\ y
iz Zega dalje direktno sledi
v)“ . B,u}gMVA tj. g/rv g” " I:' x

Drugim refima, g je inverzni tenzor od g



Ds bi smo Lorentzove transformscije,koje skalarni proizvod
ostavljeju nepromenjenim (tj. ne naru¥avaju metriku prostora),
mogli prikszeti 3to prostije, tade V obele”imo prosto a§ v,
s V obele?imo sa V . Lorentzovu transformaciju

L =;_:_‘_ ( v =a_§_ v , vidi jo¥ 10-83)

prosto obelefimo s8a L ( ¥V
sa L.

LV ), & njenu transpoziciju

Vektor V u jednom drugom koordinstnom sistemu (koji se
translatorno kreée u odnosu ns prvi) imace oblik

v= LV ,

s iz zahteva za invarijantnost skalarnog proizvods sledi

u=vv~=7v
M=V =TV iV =TVILV =VvV

pod uslovom 1I1L=1, tj. L= 1~! . EKs¥emo da su Lorentzove
transformaci je ortogonalne. One u stvari predstavljsju "rotaci ju’
vektora u prostor-vremenu.

78 Lorentzove transformacije se podrazumeva de su globslne,
to jest, da ne zavise od Zetvorne koordinate x . To je moguce
u nezekrivljenim Buklidovim prostorima gde je g = const .

U najopitijem slufaju zaskrivljenog prostor-vremens, niksko
ne mo?emo izbeéi zavisnost g  od x , te stogs i Lorentzove
transformecije obavezno zavise od x . Zekdni fizike vide nisu
Lorentz-inverijmtni, ve¢. su samo lokslno-Lorentz-invari jantni.
(tj. op3te-kovarijentni). Medutim, i z8 L = I(x) waZi relacije
IL = I , 5ta zna¥i ds Lorentzove transformescije i nedalje pred-
stavljeju 'rotaciju koordinstnog sistems,tj. vektors, koja ostav-
1je skalsrni proizved nepromenjenim, uz tu rezliku das Jje svsko]
taiki prostora pridruZens druga Trotacijal



1 Geometrija_kompleksnog prostora

Osnovne merljivs velilima kvantne mehanike Jje gustina
verovatnoce stanja, tj. skslarni prozved vektora stanja

+ o® A L
L': =¥V =Y

gde je "= U’r,'u potpunoj snalogiji sa Lorentzovom trensforma-
cijom, i analogno vsZfi relacija

ruU=1, tj. U=UT

gde oznaka * zna¥i transpozieiju i kompleksno konjugiranje, i
to zovemo adjungiranjem. Vidimo de U-transformacije ispunjavaju
tzv. uslov unitarnosti U = U-l . Analogno ortogonalnim trans-

formaei jema Lorentza, unitarne trensformaecije vrie rotasciju
vektora stanja u kompleksnoj ravni.

Unitarng transformecijs takode moZe biti globalns, to jest
nezavisns od prostorne koordinste x , & moZe biti i lokalns
U = U(x) . U oba sludaja skelarnes gustina verovatnoée stanje
ostaje nepromenjenom.

Kvantnomehani¥ki zshtev zs JjednoznaZno merljivom gustinom
verovatnoée zadovoljava kompleksni metridki prostor

L': N=Kk=kk .

Keo 3to vidimo,i kompleksni vektori k imaju dve ekvivelentine
reprezentaci je, a prelaz iz jedne u drugu omogucave nam tzv.

operator adjggggragja q :

M K¥=qk i k=qk ,
iz Zege direktno sledi
K=qqk tie ggqg=1I .

vidimo de je q inverzni operator od q .

( U metriZnom pisenju relacijs kompleksne ravni koristili
smo se sledeéim konvenei jama:

k=k, ¥=k , q=q° 1 =4,



2y Pojem_kovarijsntnog izvods

U koordinstnim sistemims Buklidovog prostors sa g = const
izvod skeslara S dac¢e kovarijentni vektor V.

wl

%6}

:v}" v o

Ako diferenciramo proizvoljni tenzor, dobicemo nov tenzor koJji

je ze red veéi. Teko na primer izvod vektors dsje tenzor drugog

reda

2V
ox = T

Ali ovakve definieije izvoda nije dovoljno opSta: U krivo-
1linijekim koordinatams (a to posebno va?i za zakrivljene Riemsn-
nové prostore, gde drugefije koordinate nisu ni moguce), obi¥ni
diferencijal neée dati novi tenzor. Na primer

M dvr=‘d(5F_V’) =dg V + g, av - .

Vidimo de zasvisnost metri¥kog tenzora od koordinats, dg, # 0 ,
narusave metri&ku osobinu diferencijslno melog vektors av, ,
tj. univerzalna relscija metri¥kih prostors M viZe ne vaZis

\ e

%d?' !
A to zns¥i da ned prostor ili nije metri¥ki,ps time niti postoje
pravi vektori u njemu (zs koje vaZi pravile vektbrskog ssbiranja
za vektore u bliskim ta¥kems, tzv. afins koneksije), idi previ
vektori ipek postoje bez obzira na nadin oaiaa, te stoga uobila=
jena dérivacija.nijo ispravna u generalisanin sistemime, ved¢ Jju
treba uopstiti. 12-14.2

To je rszlog de na mesto obiZnog uvedemo kovarijantni
diferencijel sa oznakem D . U skladu sa definieijom vektors, -
ova operacija treba dati

MM : DV, = DgV) = g DV, tJ. Dg,=0 .

,us’

Stoge kovarijantni izved D definiSemo relacijom



2y Pojam_kovarijentnog izvoda

U koordinatnim sistemims Euklidovog prostora ss g = const
'\\)
jzvod skalars S daée kovarijantni vektor Y

S _
] %1 -

Ako difereneiramo proizveljni tenzor,dobidemo nov tenzor
koji je za red veé¢i. Tako na primer izvod vektors daje tenzor
drugog redes

I«

= To o

v

¥

0

Ali ovakva definieija izvoda nije dovoljno op3te: u krivo-
linijskim koordinatama (2 to posebno vaZi za zakrivljene Rieman-
nove prostore, gde drugadije koordinate nisu ni moguée), obitni
diferencijal neée dati novi tenzor. Na primer

M dv = d(g %) = dg v'+%dw .
” Fad o v

Vidimo da zavisnost metri&kog tenzora od koordinata, dg 0,
narulava metridku osobinu diferencijalno melog vektora 4V, ,
tje. univerzalna relecija metrilkih prostora M viSe ne vaZi:

av = av !

» v

A to zna¥i da na3 prostor ili nije metriki,pa time niti postoje
pravi vektori u njemu (za koje vaZi pravilo vektorskog ssbiranje
za vektore u susednim takema, tzv. afina koneksija), ili pravi

vektori ipak postoje bez obzirs na nadin opisa, te stoga uobila-

Jjena derivaeija nije ispravna u generalisanim sistemimg, veé ju
treba quétiti.12'14'2

To je razlog de na mesto obi&nog diferenciranja uvedemo
kovarijantni izvod sz oznakom D . U skladu sa definiei jom vek-
tora, ova operacija treba dati

MM DV, = DgV) = g DV, ti. Dg =0 .

e

Stoga apsolutni izved D definiSemo relacijom

D: Dg =0 i Dgw =0 o

ay



+

27 Kovarijantni_izvod kompleksnog vektors

U uobilajenom kogpleksnom prostoru, gde je operator adjun-
giranja q jednostavno definisan da vektor k kompleksno konjugira
u k ,nema problema sa izvodom

s': 2% = y (W=k ).

2% w

U daljem pretpostavimo da i operator ad jungiranja zavisi
od fetvorne koordinate x. Tada ¢e obilen izvod narusiti operse
eiju adjungiranja !:, (koja bi morsla biti op3tevaiela za sve
kompleksne vektore, makar oni bili i infinitezimalno mali):

| Y a¥ = d(qk) =dgk + gdk .

To je razlog da na mesto obiZnog uvedemo kovarijesntni izvod sa
oznakom D . Ovaj izvod treba dati

Dk.':D(Q'k):q'Dk N tj. Dq‘-‘o .

Znadi, koverijentni izvod kompleksnog vektora definisan je eo

+

D 3. Dg =0 i Dg=0 =«

) Christoffelovi simboli

Poito skalar M (na primer M =YV V'), (vi3e) ne zavisi od
jzbora koordinatnog sistems i nije hste¥lgen metri&kim tenzorom
g , to koverijesntni izvod skalara mobs biti jednak obi&nom iz~

»v

vodu:
DM = d4dM , i1i

DV V- + VDV' = AV V- + VAV .

Ova relseijes je zadovoljena ako pretpostavimo sledecu vezu
izmedu ta dva izvoda:

C, : DV = av* + @ V' dx’ ,
C.: DV, = av, - G V, dx’ ,

gde su G-, diferencijolni koeficijenti, tzv. Christoffelovi
simboli. G- nije tenzor, podto je dodat obi¥nom diférencijalu
koji prema jednaZini } takode nije tenzor. Tek zajedno (prema
pravilims C_ ) oni ce dati tenzor, 1271442



Da bi smo pokszali ds su Christoffelovi simboli eimetriZni
po donjim indeksima, pretpostavimo ds je vektor V = stveri gra-
dijent skalara S,

= ad o
Y=ot as .
Tada ce biti 2
PR - ST
= oXs g%~ d,v, ’
i uz pomoé¢ C_ dobicemo
D,‘Vy - D'V/ = (G;"‘G‘“)v .

Kako je u pravolinijskim Koordinatnim sistemims Euklidovog'pros—
tors kovarijentam izvod jednsk obiZnom,leva strana ove jednafine
bice revna nuli.1978% posto Je DV~-DV tenzor, on ¢e morati
i u svim proizvoljnim koordinetnim sistemime biti ravan nuli,
Iz toga sledi

G, =G .

» Van

'Za dobijanje veze izmedu Christoffelovih simbola G, s i
metrike prostora g,, koristicemo definiciju kovarijantnog izvoda
Dg,= 0 i pravilo C. .

1?55\»“1&'3;8,_.“%8 =0 ,

LA 4

iz %ega sledi
o

Cikli¥nom permutscijom gy, y indeksa dobijamo jo¥ sledece dve
relacije:

q; g.‘v - /-Gvf + 46,‘.!@ ’ (,.ler - G:r gr;..‘. ) %

b) q\ g = -’q‘u - {G.‘,. L
) 45“:,*.(;“ *.9 -

Nefiniéemo zbir b + ¢ - a , i iskoristiti simetriju G, po ..
indeksims. Rezultat Je

2(6" = é 8,@ + d’ %-dg‘, -

Pomno¥imo jo3 sve sa g° , da bi smo prvi indeks vratili na
njegovo pravo mesto. Za vezu izmedu Christoffelovih simbola
i metrike kona&no dobijamo

c: G.=3€(4sg +dg -dg, ) .
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+

37y Cetvorni_potenecijal A
Posto je N = K k skalar, njegov koverijantni izvod
mora biti jednak njegovom obifnom izvedu
DN = dN , ili
Dkk + KDk =dKk k + Kdk .

Ova relascija bice zadovoljena ako pretpostavimo slededu vezu
izmedu ta dvs izvoda:

H Dk= dk - iAk ,

3

»

3 DX= 4k + iAk .

?

b 4

c

S1li%no Christoffelovim simbolims koji nisu tenzori, ni koefiei-
jenti A nisu vektori kompleksnog prostors, Jjer to ni obiZni
jzved d.-k nije (!L). Ali po3to je taj obiZni izvod vektor met-
ri&kog proatora, tada i A, nora biti reslni vektor.

( Nepouena: iz Qﬁ_nn sledi C _;, jer operstor sdjungiresnje q , koji
je primenljiv ne levu strenu dveju jednadins nije primenljiv ns
sabirke desne strane pojedins¥no, a nije te¥na ni relacijs qi =
= - iq , koja va¥i u nezaekrivljenim kompleksnim prostorima.
Druga napomena: ik = ki jer je re¢ o obi¥nom mnoZ¥enju vektoras

k sa kompleksnim brojem i. )

Da bi smo dobili vezu izmedu &etvornih poteneijala A i
metrike kompleksnog prostora q', poficemo od prav1la C i rela-
cije X'= qk .Posle ¢emo iskoristiti pravilo QL, i ne kragu
definieiju Dg'= 0 .

DX = dk +iAK

i

d(qk) + iA.qk =dgk + ¢d k+iA gk /:qiAk

(d,q + iA q'+ qiA) k + ¢ (d. k - iA k) .
i isto vreme Je
DK =(Dq)k + q(Dk ) , te za tra¥emu vezu sledi

+

€z Do = 4 q+iAqd+ qgiA =0 .
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Sa ovom poslednjom relscijom moZemo pokazati kako (e se
transformissti A keda kompleksni prostor podvrgnemo unitarnoj
}b

transformaci ji
U= eie(x)

x— k*= Uk
k— k'= Uk (=Uqk=UqUUk=UqlU Uk=gq k"
g— @¢'= gl .

1z zahteva da relacija g: va¥i i zs zarotirsni sistem prim,sledi

d gt + iK q° + q*‘iA:‘ = 0
I}‘(U'q'U')+iA:‘U'q'U’ + UqUix = O

QU qU+ U4 q U+ Uqd U+ isUqU+ Uq Uik = 0
-id e U'q U+ Udq U-UqUide +iAUqU+ U'qU'iAt = O
U (d q + i(A:_-d”O) qQ + q*i(A';,— a e) y U= 0

izraz u zagradi bice ravan nuli jedino pod uslovom da se A
trsnsformie u
A/‘._$ A; = A + d 9 ©

P .

Ako imamo slo¥enu velilinu W , koja je vektor kompleksnog
i vektor realnog prostors u isti mah (a to je ba3 Dk ), teda
¢e koverijantni izvod biti kombinseije koverijentnih izvoda real-
nog i kompleksnog prostora:

c": Dwr= aw'+ (G -3AI)W ,1
cos DW = aW - (G +iAI)W .
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4y  Riemennoy tenzor zskrivljenosti prostors

U Buklidovom prostoru redosled derivacije nige biten:
ddv = 44V .

Nesuprot tome, u Riemannovom prostoru D D V u opZtem

slu¥aju nije jednsko D D V. Zbog ove osobine,razliku ts dva
izveda uzimemo za meru zakrivljenosii prostors:

DDV -DDV = R, .V .

‘Tenzor zakrivljenosti moZemo izradunati iz gornje definicije
uz kori3cenje praviles za kovari jentan izvod C _ »

DDV - DDV = D(4Ve+g V) - D@V+GE V) =
(D d - D d) v + (GD - Gj”D) v + (D/ G““ - Dv G:" Ve =

(=

= (86, -46 +0GG -GG)V == (3G, -BC)V .

Ovde smo uveli skracenu oznaku P  ,kojs samo gornjem indeksu
pridrufuje Christoffelov simbol (ostali se ionsko potiru),.
Tenzor zakrivljenosti bice tako

B-:- R;z-" = ”,b G;' - pv G:l o

Zna¥sj Riemennovog tenzors postaje nam jessen, kada vidimo
da on zavisi semo od Christoffelovih simbola i njihovih izvoda,
i stogs preko njih zsvisi iskljuZivo od metrifkog tenzors g,.1
njegovih izvods, tj..R..zevisi semo od osobine metrilkog polja.

U Buklidovom prostoru sve komponente g  mogu biti trans-
formisene u konstante (pravolinijske koordinate),Christoffelovi
gimboli (e i3%eznuti za ceo prostor, te ce stogas i Riemannov
tengor biti identi¥ki revan nuli R, = O . Keko je re¢ o ten-
zorskoj jednafini, ona ¢e vaZiti i zs proizvoljne krivolini jske
koordinatne sisteme Euklidovog prostora.

Nesuprot tome, u zakrivljenim Riemsnnovim prostorime R .
niksko nece neststi, ma kako birali koordinstni sistem (jer nije
moguce konstruissti ni jedsn pravolinijski koordinatni sistem),
pe Jje FRiemannov tenzor objektivna mers zakrivljenosti prostora.

Kontreskeijom Riemannovog tenzora dobijsmo tekozveni
Riceijev simetri&ni tenzor
RS: R, =R =R, .

pp

Kontrshirajuci ge delje se metridkim tenzorom, dobijemo
invarijantu zakrivljenosti

RL: R=R g™ »
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4+) Tenzor_zakrivljenosti kompleksnog prostora

U sludaju obi&ne kompleksne ravni redosled derivaecije nije

biten:
ddk = ddk >

Medutim, u sludsju da je sveko]j tafki fetvornog prostora
pridrufena kompleksna raven sa drugom zakrivljeno3cu: q = q(x),
teda D D k nece viZe biti jednako D D k . Razliku ta dvs iz-
voda moZemo uzeti za meru zakrlvlaenoati kompleksnog prostora:

DDk - DDk = F, k .

Ovej tenzor mo¥emo izra¥unati iz gornje definieije, koristei
pravila koverijsntnog izvods g[ icre.

DDk - DDk = D(dk -iAk) - D(dk -iAk)
(pd,-Dd )k -i(AD -AB)k -i(DA -DA)Kk
-iDAA - D A )k =-i(dA-dA)k , ti.

R : F, = -i(d A-4d414) .

vidimo da je zakrivljenost kompleksnog prostora &isto imaginarna,
da zavisi od prvih izvoda poteneijsla, i de nije uslovljena zas-
krivljeno3¢u realnog prostora ( D A,-D A = 4 A -4dA ).

Za kompleksne prostore sa q = const. A, ¢e iZeznuti.
Zakrivljenost kompleksnog prostora identiZki ¢e biti resvna nuli,
i tekvom ¢e ostati i za proizvoljne koordinstne sisteme istog
tog prostors.

U slu¥aju kade q nije konstanta i A,= A.(x) , zskriv-
1jenost kompleksnog prostora razliite je od nule, nikako se
ne mo¥e ukloniti, i ista Jje zs sve reprezentacije tog prostora.
Uniterne trensformacije Jju ostsvljsju nepromenjenom, Jjer

dA'-d,A = daA + d.4de - dA - d4.6 = 4A-dA4A .

1z ovog vidimo de je F.. objektivna meras zakrivljenosti
kompleksnog prostora.

Simetri&ni tenzor daje kombinacija

RS’ : F.F .= ¥, ,
inverijentu zakrivljenosti dade
RI': y..Pr=2 .
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3y Einsteinove jednaZine gravi tacionog polja

Dosada3njim &isto geometri jskim razmatranjime sade cemo
dati fizi&ku sedrZinu. U mernpom sistemu ¢ =.h =1, brzina i
dejstvo su bezdimenzione veli¥ine.Prostor i vreme imaju dimen-
zije duZine L , pa_iz togs eledi da impuls i energija (masa)
imaju dimenzije -1 (da bi dejstvo bile bezdimenziono). Sila
ime dimenzije L-z, elektri¥ni nsboj @ je bezdimenziona velidina,
te stoga ja¥ine elekiromagneinog polja takode ima dimenzije

Jedna¥ine gravitacionog polja jzvescéemo iz principa najme-
njeg dejstva.Fosto jzvorom gravitacionog polja smatremo materiju,
postavicemo zahtev da varijacija dejstva gravitscionog poljs S8
i dejstva materije S bude ravna nuli: 1?-9’

cs(sg + Sm) =0 .

Integral dejetva gravitacionog polje trebamo konstruisati
iz opite-kovarijantnih elemenats { jer ¢e tada i jednatine kreta-
njs i jedns¥ine polja biti opste-kovarijsntne), tokvim, da bude
skelar (eve do sada poznaie funkei je dejstva su bile skalari) .
Funkeije oblika

§ g, as" 1 §c.av
otpadaju, Jjer Jje verijacija na grenicama oblasti ravna nuli.
Izrez :
% G:.z dx"

bi mogeo do¢i u obzir, sli nije i op3te-kovarijantan (Christof-
felovi simboli nisu tenzori). Jedina moguénost koja nem preosim-
je to je integral 10-93

-Uk.’;ﬂdw ,
gs aw = /- ax’ax'dx ax = /=g dw

( g Jje determinanta metri¥kog tenzora, k je konstanta gravita-
cije i ima dimenzije L?).

Dok za nalaZenje jedna&ina kretanja veriramo samo trajek-
torije (ili svojstvene funkei je qV(x) u kvantnoj mehanieci) ,
e polje smatramo unapred odredenim (time pretpostavljamo das
testica svojim kretanjem semo neznatno utiZe na polje), dotle
za nala¥enje jednalina polja treba varirati samo pcl,)’e.m"30
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Varijacija Sg svodi se na varijaciju g , 5ta daje
S(Rg/=8) = (R, g/ + R 3g" /€ +RE& /€
Prvi &lan pri integraeciji otpada jer
SR _g"= $(BGC. -2G) 8"

@ lokslno-geodetskim oblastime ( 4 =0, G.=0, D=4d)
prelazi u
s(4 6, -4 G dgr= 4 ¢ g - G g = adz .

Pri integraeciji cve tetvorne divergenecije moZfemo primeniti

Gaussovu transformseciju u povrdinski integral lokalne oblasti ‘W.

Zbir tih lokalnih povrSinskih integrals se unutar oblasti W

uzajemne potire, s varijseijs rezultujuceg integrala ns granica-
1 "95 v 11"12.4

ma oblesti ravna je nuli.

vz 5/8 = -1/2 /=g g_Jg" =e varijaciju S, konalno dobi jemo

s,= -1k §/% (R, - V2g R) ‘g dw .

Funkeija dejstve msterije bice integrel S, = }E’dw,
gde je P(x) gustine sveukupne energise/mater1ge. (ref. 14 )
Varijacijs po g ¢e dati

" — ) def
3/'_8 T, og” daw é%z-"-l = /=g T..) »
S g

T, Je po definiciji tenzor gustine energlje-impulﬂe,lla iz zah-

tevs ds ukupns varijacijs bude ravna nuli, za jednaline gravi-
tacionog polje dobijamo
R, - 1/2g, R = kT, .

7

5+) ¥exwellove Jedna¥ine slektromagnetnog polja

U op3toj teoriji relativnosti zvu®i mslo &udno, Sto gravi-
taeiju zamenjujemo zakrivijenodéu prostora. Ali to je zbog toga,
to je Newtonova teorijs aproksimetivna, pa nsm daje pogresnu
predstavu o tome 3ta je grevitacija. Maxwellova elektrodinasmika
je od samog potetke bila egzskina: od samog pofetka koristils Je
tenzor zakrivlaenoat; kompleksnog prostora, naravno pod drugim
imenom,nazivajuéi ga jafinom elektromagnetnog polje.RedefiniZimo
A, u e, F u -ieF , pa ¢e sada A, i F, ta¥no da se poklapaju

sa uobilajenim &etvornim potencijalom i tenzorom Jja&i
magnetnog polja. v je¥ine elektro-
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Mexwellove jednadine dobicemo iz varijacionog prineipa,
zahtevajuéi de integral dejstve bude op3te kovarijsntan i gsuge
invarijentan., Pored &la=na g:ainvarijanton zekrivljenosti [ F 4w,
figurissée i ef.

'8&8!“;

jer za rezliku od Christoffelovih simbola koji nisu tenzori, A
je tenzor, i mads nije ujedno i vektor kompleksnog prostora,
varijseije njegovog integrala bice gsuge invarijantna usled

$/aeax =5fae = 0 .

Freko ovog &lsna C(emo uvesti izvor elektromagnetnog polja,skalar-
ni neboj Q , definiluéi dejstvo nselektrisanjs sa

SQ = e Q ’{‘“ dx’ -
e je konstenta elektiromagneine interakeije, analogno gravitaci-

onoj konstanti k . Naelektrisanje Q , koje je u sistemu mirova-

nja dato preko gustine nselekirisanje
Q=4Pav ,
u nekom drugom referentnom sistemu imace oblik

[oav = [jvav, ,10°%
jv Je gustina struje. Preko nje izraZen, integral SQ bice:

Sq=e [Jrav [aax = e /A jraw  (av ax'= I'dW).

Zs funkeiju dejstvs kona¥no moZemo napisati
- S | :
s =§ (e o -3 EFI A ,

i njena varijaeija po poteneijalims dace
55 =ftpi-3A - F FUF,) W =[R6j3A + FIEDA) a¥

iz kojeg uz primenu pareijslrne integraeije u lokslno-geodetekim
sistemims (D ~— 4 ),sledi

A8 =.ﬁej» - D F») éAﬂ v = 0, tojest: DF =@ §".
Ovim smo dobili Maxwellove jedna¥ine elektromagnetnog polja.
Izrafene su u op3te-koverijantnom obliku. U ovom obliku nisu

ni one reSive, jer zahtevaju poznavanje metrike prostora .
Metriku bi smo dobili sko bi refili Einsteinove jednadine gravi-
tacionog polja. Ove jednadine postaju linesrne diferencijalne
jedna¥ine za slufaj slabih elektromagnetnih poljs &ije gustina
energije ne menja zakrivljenost prostora, 2 u nezakrivljenim
prostorime prelsze u proste linearne diferencijalne jednaé&ine,
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ZAKLJUCAK

Paralelnim prikazom op3té kovsrijantne i lokalno gasuge in-
varijantne "logike", neposredno vidimo sliZnosti izmedu ove dve
oblasti, ali isto tsko u samom korenu uofavame i razlike izmedu
gravitacione i elektromsgnetne interskeije:

- Prva rezliks izvire iz &injenise da je gsuge invarijencija
pojem kventne mehanike, tj. elektromagnetna, slabs i jaka inter-
skeije su u svom osnovu kventni fenomeni, dok pojem opsZte kova-
rijancije pripade isklju®ivo klasidnoj fizici. Usled toge metri-
ks, kovarijsntni izvod, i tenzor zakrivljencsti nose razliZito
fizidko znadenje u ove dve oblasti. Sematski prikazano

FIZICKO ZNACGCENIE

GAUGE GRAVI-
TEORIJE TACIJA CAUGE TEOR. GRAVITACIJA
kompleksna,
refizidka oblast
oblast "metrika"
gf;ggﬁi kovar. setvike EM=-poten- gravitagioni
merljiva izvod cijel potenci jal
oblast .
"zakriv-  kover. _ "sila®
ljenost”  izvod Etf-sila gravitascije
zakriv-
ljenost

Mada su gauge teorije i grsvitacijs slifne po tome da se pogod-
nim izborom gaugea i pogodnim izborom koordinstnog sistema,
xoefieijenti u koverijentnim izvodime, A i G, , mogu snulirati,
njihovo fizi&ko znaZenje je sesvim rezlifito:

ay sa A, =0 mi smo semo promenili potencijal zs konstan-
tan iznos, ali elektromagnatna sila ("zekrivljenost” kompleksnog
prostors) ostasla je nepromenjena:
F,=dA-dA .

b) sa G =0 mi smo eliminirali silu (!) gravitacije
(slobodno pasdajucéi 1lift), pri femu Jje zekrivljenost prbstoras

ostala nepromenjena:
R'_‘w= d G' i dv G .
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- Ka ovo se nadograduje druga osnovng razliks izmedu gravi-
tacije i gauge invarijantnih teorija. Dok tenzor zekrivljenosti
kompleksnih prostors (koji je nezavisan od izbors gsugea) za-
visi od prvih izvods pctencijsla, dotle Riemsnnov tenzor (koji
je nezavisan od izbora koordinatnog sistema) zavisi'od drugih
izvode metrike. Ako bi smo ssda u konstrukeiji Lagran¥ijana, po
ugledu ne F = F P, koristili invarijente R'= R R" ili R" =
=R R ytadse bi pri verijeseciji déjstva dobili takve jednadine
polja,koje sedr¥e i tetvrte izvode metrilkog tenzors. A to nije
poZel jno, po3to su svi dosada¥nji zakoni fizike prvog i najviZe
drugog reda. Ako bi jednafine bile Xetvrtog reda,tad bi za ppis
evoluci je metrike,pored podetnih i graniZnih uslova,morali zadati
i potetne vrednosti drugih i trec¢ih izvode metrike, 1774

A bad ta ¥injenica, #to invarijantu zakrivljenosti kompleksnih
prestora moZemo konstruiseti iskljudivo tekvom de bude najmanje
kvadratna pe F , daje osncvnu kerakteristiku elektromsgnetnom
pelju. Dobro bi bilo de je i Legraniijen gravitacionog polje na
neki nsdin kvedratian, jer iz ilskvog LagranZi jana direktno sle-
di linearnost jednaline polja, a iz toga prineip superpozieije
("zbir dva resenja je tekode redenje Jjednatine™ '0'?7) koji Je
fundamentalni prineip kvantre mehanike. Tu le#Zi csnovni razlog
poteskolama u kventizaciji teorije gravitacije, poZto Jje ons,

za razliku od geuge teorijs, sudtinski nelinearna.

Ali pri vrlo visokim energijams ( 1olgeev), i kod gravitscione
interskeije morsle bi doc¢i do izraZsje fundsmentelns kveantna
OGSObina see

Preostaje nam jedino da se nadamo u uspe¥nost super-
simetriénih gauge teorija,kod kojih se interna gauge simetrijs
meXa sa prostorno-vremenskom simetrijom, ali:

"we shall come back
to this point of view lster.”

A.Einstein, The Mesning of Relativity
(ﬁfth ed. Pe 56 )
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PARALEINI PRIKAZ
ELEKTROMAGNETIZMA I GRAVITACIJVE

(usmena odbrans diplomskog reda 7.12,1983. u Novom Sedu,
napisens ne zshtev ispitne komisije)

U sledecem izlaganju bice"ns prste” nabrojane osnovne
osobine Maxwellove elekirodinsmike, i parslelno se2 njom i
osnovne osobine gravitseionog polje. Koristide se najpogodnije
simplifikacije, @ nit izlsganjs bice viSe intuitivna negoli
deduktivna. Kso osnovni postulst koristiée se ssmo Coulombov
zakon za nselekirisanje, I Newtonov zaskon gravitaecionog priv-
laZenja. Izvore elektrinog ili gravitacionog poljs smatracemo
prostim, te ce se ma koji nestotifki slu¥aj pogodnim izborom
koordirstnog sisteme lsko meci prevesti u ststidki oblik.
Specijalns teorija relstivnosti ce biti moet izmedu te dvs
slufaja, slgoritam prikeze bice: A: "kako tc vidi posmatrad
koji miruje” i DB: "s keko to vidi posmetrs® koji se krecde?" .



14  Elektrodinomike
Az Coulombev zsken elekirostatifkog privleZenja glsei:

= 'SLE’? il div¥=n
4dur

u diferenecigjelnom oblikuj; n je gustine npelekirisanje sza
Q= ndvV .
Jalinas elekirilnog peljs se job meoZe izreziti kao

E*'gl’adé,
gde A predetsvljs elekirestetitki potenci jal, Isto to napi-

sene preko f&tvorovektors jo obliks
R‘HG\A -d A (=E )Q

pri texu Je
d = {4 ,-gred) i A= (a4 ,0,0,0)

B Iz sistems Roji se krede mi vidimo da pored nsslekirisa-
njs n* (z2nsk pxim Jje zato, Etc se eleXtron spljeiti u praven
kretanju,~tc je relotivistifki efekst), imemo i struju J = n°'V .
Fissne Cetverovektorom covo u stveri zans®i ds n poprime i dodetne
koaporente n :

n n = {n*, n*V ) s 11i =likxovite:

-
- o v

; N

— L/
pri Zemu se koriztimo konveneijom éa jJe V<1 i e=1 .,
Foito u Coulomboveom zakonu
divE=n i1 4'E =n

n dobija jedan indeks ksda predemo ns nestatifki slufej, tade
isto tako i T mors dobiti taj dodstni indeks:

B

E ( % = a4 -aa )

A Ay Ay

te stoge Coulombov zskon u proizvoljnom sistemu ima oblik



§Esn —— dE =n ,

@ ovo nije ni¥ts drugo do MAXWELLOVE JEDNACINE ELEKTROMAGNETNOG
POLJA, Jjer gornje jedns¥ine prepisans klesilnim simbolims jeste

div ¥ = n*
mtn*iaz o

Trecu i Cetvrtu Maxwellovu Jjednséinu dobidemo keso identitete
ne osnovu ssme definicije tenzora jafine elektromsgnetnog polje

B" daA -d,As .

L

Na ovej nefin, prostom Coulombevom zskonu neposredno se
nadovezuju Mexwellove jednaZine, i vidimo, de gko postoji naboj,
onde se sasvin logi¥noc pored elektriZnog jevlje i magnetno polje,
~posmatfumo 1li ge iz sistems koji se krece u odnosu na njege.
FoXto je Newtonov zekon gravitacionog privlafenjs pendan Coulom-
bovom zskonu elekirostetilkog privls®enjs, nemece se veliko
pitenje: '

DA LI JE CRAVITACIONA INTERAKCIJA TOLIKO RAZLICITA OD ELEKTRO-
MAGNETNE, KOLIKO SU I EINSTEINOVE JEDNACINE GRAVITACIONOG POLJA
RAZLICITE OD MAXWELLOVIH JEDNACINA ELEKTROMAGNETNO. POLJA 7

? ‘z .
R\"%‘E_R = kT s diV? 2
o rot M+ E = 3

Cdgovor glsei:

la sledelim streniceme bide pokazans sliZnost gravitacionog
ss elektromsgnetnim poljem.



2y  Cravitodinamikd

A: Krenimo od Newtonovog zokons zs Jje¥inu gravitecionog poljas

E=k ;?‘E T, ili dgivE=km ,
b

gde o predstevljs gustinu meterije,(k Je gravitscions konstants)
¥ ==_;’f @ dv .

Je¥ine gravitacionog pcljs mo¥e se izreziti preko grevitacionog
potenci jals 4 :

E=-gred A ili E =dA-4d2 .

B: Prema teoriji relstivnosti iz drugog sistems mi to vidimo
ka0

| ——— m = (m"’ s" v )
' AT
— W

pri fewu dvostruki prim (urutre®nji krug) ukezuje nn to da telc
pored toge ¥to se eplo¥ti, pretrpi i relstivietilke uveésnje mese.
Za razliku od naboja Q koji je sksler, mesa M recte ss brzinom.

Keko Jje gustire msterije m usled trsnslacije debila dodat-
ni indeks. , istog mora dobiti i vektor js¥ine gravitscionog
polja E :

L — g
teze divE 2 km konsino ¢ obi jamo

dﬁ‘:mo———-’ dﬂ“kﬂi °

Zednje Jjednolina napicans u klseiZfnon formelizmu bice

div® = k o"
rot'ﬂ+§=kf (E=8"7V)

a to su tra¥ene “NMAXWELLOVE JEDNACINE GRAVITACIJE" .
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zod elektrons u pokretu dolzzi do transverzslne kolimacije
eilrice T-poljs, u isto] meri kso ¥to se elektron i spljoltio
u pravcu kretenjs. Ali to bi znalilo de se dve elektirona odbi-
Seju jafe ili slebije u zavisnosti od toga iz kog sistems ih
gledsmo, i zbog toge ¢e se jeviti masgnetno polje T koje e
rompenzireti jsle oébijenie (“"perslelne struje se privlale").
Prva skiea orikezuje Coulombov zskon, a druge slikovivo pred-
etevlje prva i drugu jednefinu Mexwells.

1 E i sbaERm N
Grovitscije se sssvim sli¥no ponala keo i elektrodinsmiks, i
ovde gravitsciono polje ¢e se relstivistiZki spljostiti, pes Ce
do¢i do kolimscije esilniea, koju ¢e onda kompenzirati pojava
gravitomegnetnog polja U . Ali kod gravitscionog polja javice
se i dodstne silnice (isprekidens linija) usled relativistifkog
povecanjs mese. Ukoliko je sve ove taZno, nemece se pitanje:

PA ZASTO ONDA N1JE DETEKTOVAEQ MAGNETNO POLJE GRAVITACIJE ?



Cdgovor Jje slededi:

Po3to su svskodnevne brzine dsleke menje od brzine svet-
losti, v° ¢ 4 cledi da jei ¥ m , te stoge drugs Hexwellova
Jedna¥ins gravitecije prektiZno ctpada, jer graviiomsgnetno po-
1je B je u potpunosti potisnuto prisustvom gravitestetikog po-
ije E. N

U elektrcdinemici je potpuro ista stvar, 3 n, 2li pesto
tu postoji i pozitiven i negstiven neboj, mi Cemo nspraviti sz
strujni provodnik koji je stetilki neutralan, a da u njemu tede
strujs. Na takev nalin eliminissli smo elekiroststilki efekt
prvoga rede, n* + n~ = 0 , i direkino meYeme meriti milionime
puts slabije relativistilke efekte |

Kod gravitseije tsko neito nije mogude (negstimns mass
bils bi u suprotnosti sa principom ekvivsleneije), ps smo pri-
nudeni de dinsmilke efekte grevitscije trafimec u senci neupo-
redivo jefih stetilkih efekata. Savremens tehniks vel je na
samom pregu moguiénosti de izmeri megrnetogravitacione efekte.

Takozvani [ENSE~-THYRRINCGOV EFECAT (e biti verovatno naj-
pre utvrden, podto ovde imamo enormne veliku rotirsjucu mssu,
Zomlju, k0jas na ts) naelin proizvedi grsvitomsgnetnc polje’
#lifno zstverenom strujnom krugu, ili idccarcvom esperimeniu
u koJjem se neposredno pokazsle de rolirsjuci npselekirissni disk
sivars wsgnetlno polje. Cravitomagnetno polje Zemlje pokszele bi
ge u otklonu putsnje satelite od one koju predvi s klesilns
Nawtonove teorijs. Ali da se utvrdi to odstupernje nlje ni naje
mgnje trivijolan zadatak, Jjer svi perturbirsjudi #iniocei kso
Hesee, “unce i druge plenete vtifu viZe ns putanju walelita
od samog magnetogravitecionog dejeiva.

Ps ipsk postoji Jjedan efekat koji je utvrden joE poletkom
prosloge veka, koji Jje po.intenzitetu ved¢i od mogudih perturbi-
rajuc¢ih efekata i koji se niksko ne moZe objasniti Newtonovom
teorijon. To Jje PRECESIJA MERKUROVE URBITE, i mofemo se upiteti
dsli ju moZds “Maxwellove Jjednsiine gravitacije”™ mogu objssniti?

Odgovor je: - NE = .
Raezlog za precesiju orbite je sesvim druge prirode:
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Fotoni koji prenose elekiromagnetno dejstvo su elektrino
neutrslni i usled togs nemaju razloga ds interaguju melusobno,
Ze rezliku od njih, grevitoni k¥cji prencse dejstvo gravitacionog
polje, samom ¥injenicom Zto poseduju izvesenu erergiju, nisu "ma-
Senc neutralni” te se i medusobno privlafe (jer energi ja je ek~
vivalentna mesi).

U deljoj snelizi zsmislimo dvodimenzioni ctati&ki naboj,
cnako keko je naerten ns prethodnoj strenici: 3te ce se dogoditi
ss lepezom eferno-simetriZnik gravitecionih eilnics, koje se
rmeduscbno privlsie? U prvi meh bi smo rekli de ne mo¥e nilte
da se promeni, jer priviadenje je isto keko n=s Jednu, tako i
na drugu astrenu. Ali zamielimo de Je papir elestitean, i mede
teZi ds bude rsven, pod dejstvon suvi¥e jake privis¥ne sile
medu grevitonima, on ce se skvrfiti i iskriviti isto keso ksd
na rezspetu gumenu rsven stevimo Jednu olovnu kuglu. Cdnos
prefriks (od centra udubljeria) i obims kruZnice vile nece
biti 27, veé ¢e biti utolike manji keliko je udubljenje
dubl je.

Pe istom prinecipu posteje i trodimenzioni prostor zskriv-
lien, obujam kru¥nice i broj * postaju menji keko se pribli*s-
vame Suncu, te stoge i Newtonov zskon gravitaed jo

E=k Ig;g X =

ne walim wdeljencstims od Sunce dobija oblik [oZ

B‘ P k E - ".‘,‘!:f_:; -~

_:’f’ . Z Sﬁnce
tje usled - 7 sils privlialenje je jaés od efekivane, Merkur
biva ja¥e privuden i melo duZe zadr’sn u blizini Sunca, i zbeg
togs, umesto da opiZe eliptiZnu putanjn;, on pravi rozetn

- precesirajucu elipsu .



5y  Geuge invarijsneije elekirodinsmike

Da bi smo sve ovo doveli u vezu ss gsuge inverijoneijom
kako u teoriji elektromagnetizma tako i u teoriji greviteeije,
treba se prevazici slededs grubas eproksimecija koje Je bila u
osnovi dosadesnjeg rszmstrenje:

"POLJE DELUJE NA CESTICU, A SAMO CE PRI TOM NE WENJA™ i
"PROSTCR ODRESUJE INERCICNU FUTAKJU,A SAM SE PRT TOM NE MENJA"

Ove dve tvrdnje refene su pod pretpostavkom ds je izvor poljs
daleko vefi od probne festice,te ms kakvo dejstvo cno izvriilo
na festicu,potencijal pelje cstsce prakti¥no isti.U stvarnosti,
pe izvr3enoh dejstvu S, potencijal poljes ¢e opasti es A na A
( jednostavnesti radi posmetramo iz ststilkog sistema):

A === AR A =By

isvrieno dejstvo je S = R, dt , ili K ,=d4S ,
te teko mofemo pisati;
A emees AM = A -4 8, iM

s o« A&‘ - e ﬁ‘ &= A e q S

kada interskeiju posmatramo iz sistems koJi se :reé¢e u odnesu
ra polje. Pri tom se talssna funkeijs elektrons koji je pretir-
peo dejstvo transformisale prema

W - . = e & °

L=ko Jje uveriti se da su Maxwellove jednsline invarijantne
na gauge transformaeiju, podto tenzor js¥ine elektiromagnetnog
polja pri tom oetaje nepromenjen:

E =44 -44

B =44 -2 4 =
=¢A -4ds -ap +4ds = B .

Na ovaj nséin vidiio de Maxwellove JednaZine

4B =§ <= aF =y

ssdr’e u sebi i samu interskeiju, i de su taZnije nego Zto smo
pretpostavljali.To nece biti uéoj i sa "Mexwellovim jednalim
nama zg grsvitaseiju”.



%)
Maxwellove jednafine napisacemo preko fetvornog poteneijele
koristeci Lorentzov uslov d A=0,41i dds=0 ;

dB =j§ —_— daa=J4 .

d & zemenicemo uobifsjenim simbolom U , i napisacemo Maxwell-
ove Jednafine u blizini eoscilirsjuée struje J prve, = onda dale-
ko od nje u praznom prostoru

:K’3 ’. :’1’0 w

Cseilirajuéu struju.cemo prikezati Jednim dipclom, koji de,
prems prvej jednsdini primorati i elelrtromsgnetni potencijel T
€a oseilirs

©, V' oe

J3 = (x w = (i......,
Cseilirsjuc¢i elektromagnetni potencijsl se "odlepljuje™ od evog
izvora, i resprostire se kroz prostor Lrzinom ¢, u skledu sa M
Kexwellovim jednséinamas ze vakuum, -F = 0 u stvari predstavlja

talsenu Jjednsdinu fotona, koji je spin-jedan Zestice,

Podto eu "Maxwellove Jjednaline zo gravitael ju™ jadnaske as
Jednz@inong eleltromagnetnog polja,mogli »i smo olekivati de Je
gravitacions interzkeije 2nalogna elekiromagnetnoj, i da je me-
hanizem negterks grevitecionih talses ieti. Ali roluXsveiudi de
kopstruiZfemo ceeilirsjuéi meseni dipol, suolidemo re c» nepre-
mostivin teSkoceme, Yads au "Mexwellove Jedrefire 7o greviteeiju”
ta¥ne i primenljive zs postojene i neprorenliive materi jalne
gtruje ¥ ,nikoko ne mo¥emo proizvesti cscilirsjudu struju mete-
rije, jer NE POSTOJY NECATIVNI GRAVITACIONI NAROJS (neg. mssa).

Izlez Jje jesno u kvadrupelnim oseileei jems,21i pre nego
Sto predeno na njih, "Maxwellove jednaline zs gravitszeiju® zame-
nifemo sa to¥nijin jednsliname koje neprotivreXnc csdr¥e u sahi
i relativistifke povedanje mase (cheleXeno unutrsinjinm krugom).

Ze rezliku od mese, neelektrisenje Xestice istec je kako u
mirujucem tako i u pokretnom koordinstnom sistemu. Masa u stvari
nije skelar poput naboja Q, veé je nulta komponens Zetvornog im-
pulse P,. To je i sultinska rezliks izmedu graviiscije i elekiro-
magnetizma: gravitaecijs Jje za jednu dimenziju slofenijs teorija,
poEte njen nosilae nije skalar ved je vektor. Zbog toga "Maxwell-
ove jednafine za gravitaciju" trebe ds dobiju jo3 Jjedan indeks
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preme algoritmu: ’

¥ snzm- P o= (M,¥V)

m zmzes m (=T )

!\. IRIB=. s!

aﬁs.zk‘ = d‘é’, =k 7 e 3 e ’iddg =k 7T ’
‘g =0

pri femu smo odmsh postevili i lorentsov ualov na grevitecioni
potencijal g ,i tiue dobili linesrizovane Einsteinove Jednafine
gravitacionog poljs. Ze male rezdaljine,one ve{ sasvim te*no o=
pisuju mehanizax gravitescione interskeije. No vedix distancans
Zak ni ove Jjedneline nece biti taZne, Jer de dodi de nelinesrne
superposicije gravitona.

6%) (ehenizem grovitseione interskeije

Neko superelsetifno tele neka vwrii kvgdrupolne osecilsei je:

lg =k 7T & =0 s
' v e
. T 'R E e e v

Kvadrupelne oseilaeije indukuju eaciliiséuéi gravitacioni
potenecijel koji se “odlepljuje’ cd izvors i brzinom svetloeti
prostire kroz prostor. Znak “"pribliZno nule” u Jednséini zs
vakuum, znafi da se gravitoni medusobno privlisie, i to ¢e biti
put ka dobijenju taZnih Binsteinovih jodna&inn gravitacionog
polje, asko za sludaj vakuuma napilemo ‘'8 =kt , gde je t
gustine napona energi je-impulss samih gravitona. Primenom ite-
rativnog postupks dobijesmo skelarnu krivinu proacora R, kojs
Je u stvari Lagranijen grecvitacionog polje, pa iz nje slede
Einsteinove jednaZine gravitacije.

€y  Geuge trensformascijs grevitacije
Precsteje nem jod de vidimeo kekvo zns¥enje insju gauge

trensformeei je u grevitseiji.Keko geuge transforuaei ie elekt~
redinamike imeju formu

A A = A¢d9 N (e=-0)

gauge transformacxje grnvitncionog potenci jels mogle bi imati
oblik

g weve= g = g +de+de .
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MoZemo se uveriti ds ovskve transformeecije odgovaraju prostorno
-yremenskoj translaciji

X W e e o :“,‘

= X+ 8 1

pri tema je € parameter tronslacije. Ovo je snslogno kvantno
-~mehanitkinm transformecijema, kod kojih se telssns funkeija (ko=-
ordinsta) elektrona menje prema

“1J W' ot
- 2 i = T h

~ A P )
ksda deluje operetor B ra slerje o rY =7, tex speeci jal-

now slutsju ds Jje operator E unitaran, ove trasncformeeijs post-
tzje geuge trarsformzel js pogodna ze opie elekiromegnetne inter-
akei Je;

I o
!

i } ’ ~

PRI CISTO GRAVITACIONUJ INTERAXCIJI (slobedne pedsnje)
parsuetar translseije bice . g
& = 6dx = /e.dx
pri Zemu je €. santisimetri¥ni generstor lokelnih lLerentzovih
trencformaei ja, 2 integrali se po geodetsko] putenii. Za tako
dobijene trenslseije (slobodno padenje duZ geodezije) ve¥i re-
laeijs

ae =8e. ¥

usled #ije sntieimetrije direkino sledi 4.8 +46 =0 ,
tj. gouge traneformaecije duZ geodeszije ostevliasju grevitacioni
potencijal nepromenjenim! Mo¥emo napisati

- g.* &, i
v Vo= Ga'"\’, ;
gie g . 8 predstavlje lokalne Lorentzove trencformacije, u

potpunoj snelogiji sa lokslnim szsuge transformseijsms elektro-

dinemike U= 919 + Z8 infinitezimalne rotscije bice
x* = X + 8'x ~ Ve {+ i87Y .
ZAKLJUCAK s

eee ima neks Zudne VezZs see
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