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U V 0 D
<

/

Ovaj rad ima za cilj proucavanje XY-modela u teoriji i

magnetizma. iModel spada u rede proucavane i stoga cemo se

ograniciti samo proucavanjem niskoteraperaturskih osobina:

energije osnovnog stanza, energije elementarnih eksitacija

i devijacije magnetizacige u osnovnom sistemu (T = OK).

Posebna paznja je posvecena primeni bozonskih reprezentacija.
^

Prva glava posvecena ge teoriji faznih prelaza.

U drugoj glavi su proucene razlicite bozonske reprezentacije

spinskih oporatora kojo ne koristo u teoritji ITailaonbcrnovor;

fo^omagnetika. Treca glava Je posvecena XY modelu i u rgoj

se iznose rezultati koje daju razlicite bozonske reprezenta-

cije.

. . . .
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I G L A V A

F A Z N I P R E L A Z I

Mnoge eksperimentalne cinjenice koje se odnose na

fazne prelaze i kriticne pojave, poznate su jos otprilike

prije 50 do 100 godina, dok su neke zapazene u posljednira

godinama. Fazni prelazi raogu relativno lako da so definisu

i razvrstaju. Za ncki termodinamicki sistem kazomo da ima

fazni prelaz n-tog reda (n - 1 ,2, . " > , . . . ) , za ono vreclnosti

ivirojiuvlira aa kojo Odgovara^u6i torraotlinnminki poinvu; i , - j fO ,

ima ii-l noprokidnili iavoda, a n~ti :i..?;vod diverc.ira.

j'oriKi volilvop broja faanih prolaaa ko.ji nu u o n o n i , u L v i x i i l o

;;o da n ja'irodi podLo^o U[';lavnom J'nr.nl pj-oln'/.i ju-vor; 1 t l . L ' i i j ' i o ,

reda. Medutim danas govorimo o faznim prelazirna prvog reda

i kriticnim pojavama, gde su u kriticne pojave uklguceni

fazni prelazi drugog reda.

T e c n i . s i s t e m i

Uzmirao tecne sisteme kao primer pomocu kojeg cemo

razjasniti osnovne pojmove u vezi faznih prelaza.

.I'odimo od funlcci.ie ctan^a: .

l ',o, -) / ) . |)ovc."/u;jo teiinodlnamiSko pax-aniotro r ; -Uon, j0 : pr i t i r .nk,

// .MpT. 'oi i i in. ' iku rnar.u i 'tomporaturu i ovl jiarornotri oc l rocTu. iu

povrsinu u prostoru sa kordinatama P,j°,T. Povrr-inu sa kordi-

natama P,/3,'!1 mozemo da posmatramo preko projekcicja na ravan

PT, P j O , p T . Semaski prikaz svih pro^kcija dat je na

(l.l),(l .-2) i (1.3).

'
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£a aliko (1.1) vidimo da projakcijo na rnvnn VT obra-

TIUJO tri ponobno oblaoti kojo odgovara.iu nr:ror;at,niin ,",l,mi,1:ima

(fazaina) mnierijo: cvratom (1), tocnom (.11) i ^acovitoia (:ii:i).

Cvrsta i gasovita faza nalaze se u. ravnotesi duz krivo subli-

macije, cvrsta i tecna faza dui?, krive topljenv1a, a tecna i

[jasovita duz krive kljucanja. Svaka tacka ovih triju krivih

odgovara ravnoteznom stanju u kome mogu da postoje dve faze,

a trojna tacka je Qedino ravnotezno stanje u kom mofu posto-

jati sve tri faze.

p

PC t

Sa slike (1.1) vidimo da kriva kljucanja zavrr.ava u

kriticnoj tacki, znaci da je moguce prevesti tecnost u pas
/ /

bez prekida tj. ne presecajuci liniju faznog prelaza, kao ^to

je pokazano tackastom lini^om na si. (1.1). Odavde vidimo da

neraa su.stinske razlike izmedu tecne i gasovite faze u okolini

'kritiicne tnoko.

La si. (1.2) i cl. (1.5) so vidi, da jo razlika izmctJu zo.pro-

rainskc mase tecnosti _f> i gasa ĵ  pri niskim temperaturama dovo-

Ijno velika, ali ukoliko se pribli?avamo kriticnoj tacki,



ova razlika tezi null. Razlika j? - f>Q se naziva parametar

uredenosti u sistemu tecnost-gas. raranetaj? ureSenosti u

opstern slucaju ,je velicina ko.io ,je u jednoj fazi razlioita

©4 r.

M a g n e t n i s i s t e m i

Iz metodskih razloga obicno se istice analogica izmedu

macnetnih i tecnih faznih prelaza. Evo te analogi;)®' Ako tocn-

onti povccamo pritiaak, tacla co n^ona Gustina porncti. Jcto

U.-iko nko feromagnetni uiotom poutavimo \ mnRnotno poljjo U, tndn

I'M n- l r . ( i ; (n 'n magnetisaoltlti M n« poivuvlo.

j:.:i ovi>ti' tOuoa^ja vidima aa JH poljB 31 armlagftQ pritislcu P

maenetizacija M - z.masi p , a ravnoteana povrsina Pp'-1-1 tecnos

sistema odcovarace do izvesne mere povrsini HMT magnetnog

sisterna.



Projokcijo povrfb'.no JIMT ria rnvnn IV\\M i i / i 1 r,u prikn-

• x.ano ria alikama (l. '0» (1.9) i (1.6).

It' H

M

.Si. 1

Kao sto postoji analog! ja napred pomenutih parametara, isto tako

postoji analogija izmedu izotermske stisljivosti tecnosti

Kr » jo"4 (̂ p)r i izotermske supsceptibilnosti XT Sl3M/5HJr. Velicina

X" takode tezi beslconacnosti u blizini T ?.to se ogleda u "por-o

avnavanju" kriticno izoterme (T S rfc) na slici (1.5)«

•
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K r i t i c n o p o n a n a n g e i k r i t i c n i

e k s . p o n e n t i

Poslj,ednjih godina pri izucavanju kriticnih po,java sve

veca paznja se poklanga odredivanju vrednosti kriticnih ekspo-

nenata, koji opisuju ponasan^je parametara uredenosti, stinlji-

vosti i supsceptibilnosti u blizini kriticne tacke. Navest

cemo dva razloga zbog cega se poklan^ja tolika paznja ispiti-

vanju till eksponenata:

Prvi razlog Je taj da postoje odredeni odnosi izmedu

eksponenata .koji se dobijaju iz osnovnih termodinamickih i

statistickih razmisljanja i. zato se tjavljaju kao op.sti za cvaki

od razraatranih delova sibtorna;

l)ru[j;i razlog jc da innof;e flzicke j^ooavo odsustyu.ju kada r;e

sistem nalazi daleko od kriticne tacke (npr. korelacija neobicno

dalekog dejstva, koja se prostire na bilione cestica) .

Posto nas interesuQU termodinamicka stanja u neposrednoj

blizini kriticne tacke, umesto stalnih termodinamickih pararne-

tara uvodimo velicine koje mere ostupanje od kriticnih vrodnocti

parametara. Za kriticne tacke tecnost-gas definisemo sledece

velicine :
T - T P - P V - V

C C C f-\~>\ = . - :r p = . -- v = • - (1-2;
rn p I/-
ic ĉ ;c

c;do -]o T , I\ i Vrt kriticnrx temperatura, kritican prit:Lr,nk
C O C*

I !; . i- . i 1, i ; ;rm i' .aiiXMini n.'v. Sn krl i ici to tnoko roroina

r,;i.:; L o i n niOiiomo op;i,nnl;;i pomo6n volicitux :

T - T M /4H
• 0

I1
c

:
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gde je M*»maksimalna raagnetizacija koju sistem moze da ima,
\ /

/* - intezitet elementarnog momenta sistema, a k - Bolcmanova

konstanta.

Nastajanje razlike u zapreminsko^ masi Izmedu tocx,no i

C'jaoovite fasso i tomporaturnko sr/Aviononti nulto mn.f;no1/i '/n.r/i , - jn

i'i(; f ' l 1 ) :l ( i o/ilnof.1; (,j od nod imon f/ionofO^orornucinotiku u n ta lnom

raagnetnom polju II = 0, u blizini kriticne tacke rnox.emo opicati

pomocu stepene funkcije:

'

2- o

Mo(T) (1.5)
Mo(0)

gde je P kriticna zapreminska masa odgovarajuce sup stance",
C

a~ se naziva kriticna amplituda, a/3 - d© kriticni eksponent

i one su pozitivne konstante. ̂} ifi ima^ju razlicite vrednosti
\a tecnosti "i razlicite za magnetike.

Na slikama (1.2) i (1.5) prikazane su izoternie r(V) i

H(M) za tecne i magnetne sisteme. Nagib ovih izotormi propor-

,-—"'" cionalan je inverznoj velicini izotermske stisljivosti K̂ "̂  i

—]inverznoj velicini izotermske supsceptibilnosti Xm • lako K^

i yC, divergiraju kada T—»»T treba praviti razliku izmedu
_;_' C

.priblizavanja kriticnoj tacki sa strane visokih i niskih tempe-

ratura. Zbog toga odredugemo dva eksponenta J~ i -̂' (ko.-ji nisu

uvek isti).

1) Za tecnosti:

M . _
(1.6)

rc , p = jofr;̂ - p -

'
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2) Za magnetike:

T CTc , H ~ 0

T >Tc, H-^0 (1.7)

•ovdo ,jo Kg -

Kriticna amplituda V'i ¥ zavise od supstance do supstance,

dok je jf skoro za sve tecnosti iznosi 1,2, dok kod magnetika

•y je nesto veca od 1,3.

Promena termodinamiokih parametara du2 kriticne izo-

terme opisuje se u slucaju kriticne tacke tecnost-gas relacijom

-4 =

Pored kompresibilnosti i susceptibilnosti i toplotni

kapacitet divergira u blizini kriticne tacke pa imamo:

CLIO)
, T>TC , pa

Za ma^netne sisteme:

/* t^t *\~A T / Tl . W a O
(1.11)

, T

Kriticne amplitude %! i "ft zavise od vrste supstance. Kriticni

indeksi /' i JL su male i pozotivne velicine.

.
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Pretpostavimo da je funkcija f(t) pozitivna i neprekidna

za dovoljno male pozitivne vrednosti t, onda mozemo napisati

definiciju kriticnog indeksa x velicine f(t) data ^e relacijom

Ova definicija uKljucuje sve gore navedene slucajeve a i
.

mogucnost da ova velicina logaritamski divergira (x = o).

M o d o l i z a f a z n c p r o l a z o

Pocetkom dvadesetog veka bili su po^stignuti veliki

uspjesi u teorigi magnetnih prelaza pri cemu teorijske aprok-

simacige nisu imale bitne razlike od klasicnih radova Van der

Valsa za tecne sisteme 1907 godine. Posle radova Kiria, Hopkinsa

i drugih, PJer Vajs ge dao teori.lu f eromagnotizma u ko,-jot1 ,je

da olornontnrnl luftf'inotini. inoinoiit;!. modiino'bno (Icnl.vu.hi

rcionalno crednjoj magnotiaaciji. Pp.Rle nekoliko godina pojavili

su se konkretniji model! medusobno destvujucih magnetnih momn-

nata. U njima eo protpoatavljalo da ou nuignot-ni moiuonti lokuli-

zovani u odredenim cVorovima kristalne resetke i da njihove

interakcije imaju parni karakter, pri cemu energija izmene dosti-

2e minimum - I, kada su momenti medusobno paralelni.

U tablici (1) se vidi nekoliko specijalnih model/a sistema

koje je moguce resiti za jednodimenzionu i dvodimenzionu recetku.

Do sada nije se uspelo naci tacno resenje za trodimenzionu renc-

tku. I pored toga ovi modeli protstavl.-ja.iu razurnno toori;inko
/ •

opiaivan^o odrodehih fizi&kih elstoma i pomrr/,u pri ehvatanju

rnagnotnih faznih prelaza.
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Tablica modela hamiltonijana

Hamilton!̂  an Naziv modela Sistem

1.

2.

&i

Model Iziriga

jlodel ravnog rota-
tora (Model Vaksa-
-Larkina)

Elasicni model
Hajzenberga

Sferni model

Jednokomponentna tec-
nost, binarna legura,
mjcsavina

A- prelaz u boze-
-tecnosti

Feromagnetici i
antiferomagnetici

Ne odgovara fizickim
sistemima /

Parametar, D - dimenzija spina

Tablica (1)

II a rn i 1 t o n :l. t] a n o p n t o i t; 1; o in a

Mi vidimo da se hamiltonijan (1.13) svodi na cetiri pose-

bna slucaja odnosno na cetiri opstepoznata modela. Slozenirle

interakcije mozemo izucavati pomocu sistemaskih rnodifikacija

tog hamiltonijana. Modelni hamiltonijan mozemo napisati u obliku:

(1.13)• Sr
gde je spin S- - P - dimenzija jedinicnog vektora, a J - ener-

gija interakci^e para najblizih suseda <̂ ij > s paralelnim spino-

vima, koji su lokalizovani u cvorovima i i o resetke. Tacla su

(C,,, i.;, ,,, .,, !',.,,) - dokartovo komponontio voktora >'-.^ i

= 1 za 1 i W, a Qkalarni proizvod u jednacini (1.13)

. ,,

ln

oznacava velicxnu in
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Ako uzmemo da je parametar D = 1 onda taj spin prestavlja

za sebe prostu jednodimenzionu "strelicu" koja moze imati dve

diskretne orjentaci^e +1 (gore) i -1 (dole). Tada se model harnil-

tonijana (1.13) svidi na prosti model Izinca (s polucelim spinom)

lako je model Izinga bio prvi uveden kao grubi model feromagnc-

tizma, on je posluzio za kvalitativne praktiene modelo za rnnoco

sisteme. Npr. za jednokomponentne tecnosti i binarne legurc.
X

Za D = 2 hamiltonijan (1.13) opisuje sistem izotropno

medudejstvujucih dvodimenzionalnih jedinicnih vektora i obicno

nosi naziv ravni model Hajzenberga, model ravnog rotatora ili

klasicni ravni model. Njega zovu jos model Vaksa-Larkina zato

sto su ti autori primenuli ngega u kvalitativni resetkasti

model za superfluidni prelaz u boze tecnosti.

I nn, ]{;rn;]u 7,0 nlu^o.j trodimQneionalnog r.pnrui hmn:i 1 r.on'i ,inn

(| •"!•;)) Od nvofll Tin 'klnrrltfnn in or To 1 Hn.j^nrj'hnT'f'n. n.nn.i *u n i rfiod.o]

Ilajzonberga moguc'e je takode pocrnatrati kao granicrii nlucaj

\g modela Hajzonberca kada S-*0** . Prerna tome

Hajzenbergov spin ima konacan broQ (28 + 1) diskretnih orjenta-

cija i mi cemo smatrati da su te orjentaci,je stalne u prostoru.

Medutim vazno je napomenuti da oak i kvantnomehanicki model

Hajzenberga nepodesan za vrlo velik krug realnih magnetnih

materijala.

Heophodno je obratiti paznju na taj faktor da na^jnize

energetsko stanje, opisano hamiltonijanom (1.13) zavisi od znaka

promenljivoc parametra J. Znak minus je uveden u (1.1?) kao matc-

mnti'Sko i'.vi.'n'/.nvnn.io UH'LOVM: Ako t'io pnvnmt^t;nr .'i por.itlvrui i M - i , i c

00 .lavlja pnvMloliiM cvr.ltvivli-fusl.iu M.p:i nn. Dbx'unto nko ,!>• pax'nmotnr

J negativan to sus^edni spinovi teze da se orjentisu antiparalclno

1
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To jo rnoguce, ako su spinovi 'raspored'eni u resetki G nokornpakt-

nim pakovanjem tj. u resetki koju mozemo prestaviti u vidu dve

uzajamno prodirujuce resetke, tako sto se svi najbli2i susedi

datog spina jedne podresetke pripada drugoj podresetki.

Za D>J hamiltonigan (1.13) nastavlja opisivanje za

odredeni sistem, mada je prikazati sliku rasporccTonocti spina

jako tesko.

U tablici (2) dat je kratak popis faznih prelaza i

parametara uredenosti za svaki od njih.

PRELAZ

tecnost-
-gas

£ eromagnetik

ant if oromag.

i l ; i , l L ' i O n h n r i ^ ^ v
J l l O - i l i i I .

f eromagnetika

• Izingov
model
f eromagnet.

superprovod.

superfluidna
•fcecnost

f eroelektrik

PARAMETAR
IJRELENOSTKr

i

P-Pc

magnetizac.

M

magnotizacij
podrosetko

M

i i ini ' in ivt i .U' .Mu:! , , ]

M

S .a

4
(parametar
praga)

OP>talasna
funkcija
kondezata

polarizacija

resetke

MOGUGKOST ZA
IZBOR <"]:'>

P>0 (tocnost)
P <CO (gas)

.

2. mogucnosti
izbora

2n mogucnosti

2n mogucnoFiti
• • : : •

I ' l - M V M o , M ( H U M MIC o j j t *
li 'fibratl i',n M V M . U » I
Lnciku no, povrsini
sf ere)

2. raogucnosti

faza A

f aza<y> .'

konacan broj

mogucnosti

TERKODIHAMlOi:?
VEL. VEZANE«*CF>

/x

magn. polje

IT

vozan:i h vcli-
c i inM v i iMiu ' i

1 1

11

nema

/
nema

elektricno

pol,je

a'ablioa (2)

.



U ovom radu bavicemo se kvantnomehanickom verzi,-jom

nekih raodela sa strane 10. U torn slucaju, komponento cpina su

operator! sa odredenim korautacionim relaci'jama. OvaJ problem

,10 olozeniji .i za nj'epa r,u rasvi,;joni ponobnj. motofH o<l !

como i i 'Hvu 1 Dpioatl u nnrodno;] c;lavi.
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B O Z O N S K S R E P R E Z E N T A C I J E

S P I N S K I E O P E H A T O R A

'
Analizu osobina f eromagnetika i magnetnih dielektrika

vrsimo nagcesce u okviru Hajzenbergovog izotropnog modela.

Hamilton! jan sistema spinova je dat sa (2.1)

~0 C2.D

gde su IDM, i £>U spinovi u cvorovima n i m. Ako jc £ erornagnctik u

vnnjslcom raagnetnorn polju ̂  tada kod hamiltonijnna imarao Jon
4

gedan clan,

gde je^/x magnetni moment atoma izrazen u Borovim magnetonima.

Spinovi se orjentisu duz polja i zsC ovu osu orjentacije spinova

ili cesce osu kvantizacije uziraa se z-osa Dekartovog sistema.

Osnovna, postavka- kvantne teorije f eromagnetizma je u

tome da su svi spinovi na apsolutnoj nuli paralelno orjentisani

i da 54 a z-projekciju apinova uzirna maksimalna vroc'lnoct npina ;>.

Tada magnetizacija kristala ima maksimalnu vrednost M(o)=/'NS

gde je K broj atoma u kristalu. Porast temperature dovodi do

otklanjanja z-projekcije spinova od njihove maksimalne vrednosti

S, a ovo izaziva sman^'enje magnetizacije, tako da ona na terape-

ralAn-i G, (Kiri.-jova temporatura) ;pon1:a,in ,"iocinnlc;i null 1 Perotna'-
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Znamo da operator! S+ =*. Sx+iSy povecavaju z proj/fekciju

za jedinicu (delujuci na vektor stanja [Sz>prevodi ga u \£z+l»
— Y TT

a operator S = S - iŜ  je smargen za gedinicu i uzimamo da

S kreira pobudena stanja (pobudenge se sastoji u smanjivanju

Vektor L> rnozemo napisati u sledecem obliku:

(2.5)

i kako spinski operator! na razlicitim cvorovima resetke komu

tiraju tada (2.1) postage

a ako' uvrstimo clan (2.2) tada hamiltonijan ima oblik

,

Qpilta komutjaaione roldcijo spinnkih oporatora r.u:

2-G)
odnosno

Sobzirom da je ( S * j ( S y J i S = S4- t

dobiaamo jos jednu relaciju koja Je vazna pri analizi spinskoc

si sterna

Iz ovih relacija se vidi da operator! koji se odnose na razl i

cite cvorove kristala komutirao'u, a za dozvoljene vrednosti
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2 projekcije spina -S, -S+l,\... S-l, S, operator S-£z ima kon

.can skup svojstvenih vrednosti: 0, 1, 2, ... 2S.

Iz gore navedenih razloga vidimo da komutacione relaci^e za

spinske operatore nisu ni bozonskog ni fermionskog tip,a.

Bas abog toga se vrse razne aproksimacije preko Boze-operatora

i Pauli-operatora.

P r e l a z sa s p i n s k i h n a r a u 1 i

- o p o r a t o r o

Za slucaj spina w = « umesto oporatora npina rnop;u ne

koristiti tkz. Pauli-operatori P-» i P-», a veze izmedu Pauli-

-operatora /̂ / i spinskih operatora date su relacijom (2.9)

SSr.B? .;'s'ff..-.fti. ; -fc-sV-,.̂  (2.9)
Pauli-operatori zadovoljavaju sledece komutacione relacije:

a operator- P̂ P-. irna samo dve svo^ntvono vrodnosti i to 0 i 1.

Dircktnora ^amonoin (2.9)u (2./t-) hamiltonit1an dobi.ja novi oblilc.

H = S ;2.ii)

B l o h o v a a p r o k s i m a c i j a

Spinske operatore u Blohovoj aproksimaciji /4/ zamenju-

.jemo Boze-operatorima na sledeci nacin

Ova aprokcimacioa jo utoliko bolja ukoliko ,je spin S veci odno-

sno ukoliko je manji broj pobudenja B^Bg, a to znaci na niskim
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temperaturama. Fizicki smisao aproksimacije je u tome da se

zariomore interakcije spinckih talasa tj . zanemaruju ce svi

proizvodi tri ill vise operatora.

Tada haniiltonigan postage

H = (2.1?)

Ovde su B-» i E-- Boze-operatori Icoji opisugu kreaciju i anhi-

laciju pobudenja na n-tom cvoru kristalne reoetke. Nj'ihove

Furije-transforme definisemo na.sledeci nacin:

(2.14)

I liaiiiilfonijan (2.1;5) posle dijagonaliaacije Pufijevom

ormacijom j3oze^-operatora dobijamo oblik

(2.15)

H o l s t a j n - P r i m a k o v a

t r a n s f o r m a c i j a

U ovoj transforiflaeiji W Mpinuki oporalori uo izra-

zavaju preko Boze operatora na sledeci nacin:

rn, om = Bfi^^ : ̂  = ̂ -" (2'16)

n =3

P o t o nam ;j

razvi^emo :

odiaosno da ; i i O ' . ' i > n i o Cla
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Kad zamenimo vrednosti za n = B-B- dobijamo sledcce spinske

operatore izrazene preko Boze-operatora.

(2.18)

Za spin S = Holstajn-Frimakova tran'sformacija ima oblik

(2.19)
Ova transformacija ima osnovni nedostatak £tc» uvodi tzv. nefi-

zicka stanga. . Kada deluje u dvodimenzionom proctoru stanza,

rozultati r;u tacni, all Icinoinaticka intorakcija prouzrokuje

"izlazak" iz ovoc prostora, tako da vise ni^jo ocuvana relacija

(sa)2 '. o.
/

\^ a D - a o s o n -

s"

-. M a Ij e j e v a

Kao moguce resen^e Dajson Je predlozio neermitsku repre-

zentaciju /6//?/ gde je spinske operatore zamenio na sledeci

nacin:

= S- n (2.20)

Za spin S = dobijamo:

s Bm ^BSiBrtBm; S« * Br*; STfta4r-8fi8* (2.2D
1_>I * I •—» / ' x>

Sa ovorn trahsformacijom ;]o ur.pio da ir.pj.ta niskotomperatursko

i • . > | i . ' i N . M ' H i i " i i ' t , j t ' r - n h i - i ' i ' ; o v < i i ' ; i 'n I ' l V i i i M i ' i t ' H ! !.:] k : i , I'nkO , ] ' • n OVOH1 : • I 1 1 > ' ' . ' i , i 1 1

dolo dobr© :i.'o^u'l,1,nto o i K i n i , i c 3?iwioniva u o ' ^ o l : i n l t'nano rol

'



- 19 -

A g r a n o v d ' c - T o s i c e v a

t r a n . s f o r m a c i j a

Transformacija Agranovic-ToSic /B/,/9/ je prvobitno

formulisana za slucaj dvonivoske seme eksitonskog sistema,

stim sto je spinske operatore zamenjivao na sledeci nacin:

(2.22)

i ^" /•* Qvv Dv
za b = 5 iraamo da jo /f? - /_av Ov! O« (2.25)

Zbog konvergencije reda i uclova S;>S~ + S-C- = 1.. ii n n n
f ~ 1 V

dobijamo da ^Q CXys^-^ (2.24)
t V * 4.) ,

Ovako definisani operator! zadovol^avaju sve komutacione rola-

ci^e, n ;jodan od probloma ovo teorijc Jo nepogodn'ost rada ca

kvadratnim korenora operator skoc rcda.

akooriciont ̂ t (2.25)
x L - ' ' 1C '

'N .

Ako uzneino vrednosti za prv^e clanove reda b
1

i a =1, a =-1 tada za 3 = ̂  dobijamo transformaciju:

(2.26)

Katriel /10/ je clal;]e eeneraliso Agranovic-Tosicevu trannforrn-

. • j o : i . . a /,o. o.y;i;i ; ;f ; in rm ;;;l.oclo<;i naoin:

00

&
Vstf

de Yfr ima vrednost Vk= J y ? B
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Za-clanove a i b uzimarao sledeci red

v— o

Za

najveci ceo broj nianji od izrasa u
J

transformacija ima obiilc

= B*n f/2S

(2.32)

>n- ')!
Pri ovim preslikavargima se javljaju novi clanovi bozonskog

hamiltonijana, koje ne vode poreklo iz dinamike problema vec

su posledice razlicitih komutacionih--relacija spinskih i

Boze-operatora. Ove druge interakcije se nazivaju kinematicke

interakcije.
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' TTTIII G L A V A

X Y - I'f 0 D F; I,

:
•

XY-model se koristi za odredene tipove feromagnetizma

i antiferomagnetika, kao i za kvantni fluid. Definisemo ga kao

sistem hamiltonijanom

""*". (3-DH*-2j£(9t"sf + s;$}-
Cde su S? i S? dekartove komponente spiiasko^: operatora, J je

paramctar interakci^e mou,u spinovima, Q o/.nacinvu I.andeov

faktor,̂ 6(8 Borov magneton a ?5f je spol^asnje magnetno poljc koje

je upravljeno duz x ose.

SI. (3.1) Transforrnacina ::ordinata 6:,v u kordinate- (x',y',zO

Pogodno je izvrriti tj?ansf ormaciju kordinata (x,y,s) u novo

kordinatn (x^yia1!) kao na sl.CJ.l), take da na;; bamiltoni.lan
»

i i i Q , MI > J I M { ' I ; i M I . i n o i t ' l i ! i ! ^ 5 '» H ) ' *
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-2J r (s?'s;-
Venice se da model trpi fazni prelaz na dovoljno niskoj

ctemperaturi Tvtada .se komponenta spina u xy ravni

-R.
c*~jL) c* (3.3)^ i , / <^j i

U7Tt '*:J- Sr

uzima kao parametar urecienosti.

Srednja vrednost ( SJ" operatora (3. 3) ima vrednost

razlicitu od nule kada jo icpod temperature prolaza ')A i izcoc

ir.avci :L'/,nad ova toniporaturQt Rotaciona r.:uno1;ri-]a hamiltonljana

oko K-OL'.O ;jo' narusona urodivanjem i pararaotar uredenosti (3«3

ne komutira sa hamiltonijanom modela (3-1)

Pararaetar ureaenosti u novira kordinatama iraa oblik (3-2-0

Zelino da proucirno niskotemperaturske osobine osnovnog
x

stanja odnosno onerciju osnovnog stanja i devijaciju para.rnotra

uredcnosti. Koristicomo razlicite bozonske reprezentacije i

zanimace nas -atica^ clanova cetvrtog reda po Boze-operatorima,

t^. zajednicki uticaj rase^anja sp'inskih talasa i kinematicke

interakcije.

Prvo prevodimo si stem na operatore 5 » S (jde je

.a.sSLSF' s^s~f£-sl] ^-^t *J L. •J »--> *-• t-/

Spinske operatore izrazavarao na sledeci naciii preko Boze-

o-p orator a



(3.6)

nt u;u'- i now | v r c U ! . l , ; i k ' M V ? u i , j a IIHV/, cmo ;i <won , i t:l t

Uiw .i'orttrulaina, a t in kra,iu dobil.i p o t u t l m o

C N> _L ' /O •? £ . ^HP

C ~±.' l
3 " 2 • «^HJ°

I
a za Agranovic-To sic evil /8/ transformaciju imamo :

^> -i- • J -S. ) *^AT '
(3-8)

•-'•*•: ^A rt? 1 % r rr i "
I ' iocomo koriotiti roprezentaciju DaJoon-Maljojova AV,/?/ /,ato

£to ona daje noormiski harailtonijan, i ne noze so trotirati

,j eclnoobrazno kao ove c;ore.

Zamenom transformacija (3-6) u (3-- r-) dobijamo harailtonijan O«

- 2SB? Br *Bf fl?"8r

(.3.9)



(3-9) smo podelili na tri dela

(3.10)

ovcie HO prestavlja enerpiju osnovnog stanjaO

Bt-Bt Br+^ j/i{ 8

+ (3.15)

0

Prvi clan u lip je ener^ija i-tog cvora. \j obzirqia da se energija

prenosi sa cvora na cvor, bice potrebno JOG transform! sat i .

Hamilton! j an (3.13) se sastoji iz dva dela: Prvi deo je dinani-

cki, koji vodi poreklo iz polaznog hamiltoni;jana, a d.rû :i d.eo

;jo kinernaticki i vodi poreklo iz razlicitih kornutacionih

relacija spinskih i Boze-operatora.

Dijagonalizaciju hamiltonijana vrsimo pomocu LTurijevih

transformaci^a (2.1̂ ). Posle sredivanja dobijano dijagonalizo-

vani hamiltonijan:

V?

u ovoiu luu i i l l ton : i . , )Mnu pO£vbo^]i kvadratni c i c - o po Bo?,o-oporatorima,

zatim clan r;a nooclr:;an;iom kvazic-osticn, a clan H, , opi.v.u.jo ca.no.-

^anjo opinskih talaea (kinornaticlci i. dinamicki deo).



gde Je icH« K, + i?t-i5 c" £„

J'rvl cil;j narn ;jo do u hsmiltoni^anu (^.l ;i-) ollnri . i i inoin

dr;o J;oji no odr/.ava ukupan broj kvazicestica, a to pooti/,emo

priraeriorn tcorijo Bogoljubovlgeve. U teoriji Bocoljubova so

hamiltonijan dalje dijagonalizuje kanonicnom transformacijom

na nove Boze-operatore C^, Cg- na sledeci nacin:

(3.16)

\e su [Me i Vfe parne i realne funkcije.

UK = u-a ; ir^ - r^ ; 0 * = u.v?;
J2» /"* "̂  xs

Uslov U«~l^-l sledi is zahteva da operator! Lie i Ci? zadovo-

Ijavaju bozonske komutacione relacije

(3.1?)

Ova transformaci ja mesa kreacione i anhilacione Boze-amplitude

i dovodi do toga da norrnalni produkti vis eg reda u operatorima

E, prestaju da budu normalni produkti u novin operatorima C.

Svoderge novodobijenih formula na normalne produ:;te po opera-
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\a C, daje nam dodatne clanove nizeg reda po tim opera-

tor iraa.

Zamonorn (3.16) u hamiltonijan (3.17!-) dobijamo sledeci di,jap;o-

nalizovani hamiltonijan (3-18)

|.18'

Funkcije UK ± V2 se raogu odrediti tako da cetvrti clan u (3-18)

postane jednak null. Time hamiltonijan postage dijagonalan i

odr^ava se broj cestica/_^Cjc C? • Iz uslova eliminacijo cetvrtor

clana iz (5.18)

>W)U*1te4

se

Posle uvrstavanja (3-19) u (3-18) hamiltonijan sr,o dobili



r G? (5.20)

(3.21)

Za S = ̂ , ̂  = 1 .1 ̂  = 0 dobijamo sledoco vrodnor;ti:

- 2

(3.22)

Z a S = ^ , -i = 1 i ?P = 0,Holstaon-Primakova i Agranovic-Tosiceva

transformacija su jeanake i sledi

gde jc

Ova;j roKultat oe tno;"o u;porod:i.ti sa reaultatora iz /ll/ i rasJli

kuie se sarao za faktor 2, zboG drukcijec defiriisanja sumirand

po najblizim susedirna.

Ako izvrsirao Furije-transiorm (2.14) tada hamiltonijan (3-1

postaj e
"

T^- rV
***
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Earailtonijan (3-25) srno poclelili u tri dela

(1)

(3.26)

(3.27)

\)

Has cilj Je da odredirno popravke na kvadratni hamiltoni^an,

koje postaju od clanova cetvrtog reda.

Svaki od ova tri harailtonijana cemo posebno analizirati. U hami-

Itonijan ;(3.25) corno uvrntiti .formula (3.16) tnk;o como dol)iti

operatore cetvrtog reda i njih odbacujemo, all pre neco ilto

ih odbacimo, svedeoo ih na norrnalni poredak. Operatore C'C

ostavljamo, a sve ostale odbacujemo. I'oSto imarno cetiri opera-

tora, doprinos nam daju dva kreaciona i dva arihilaciona opera-

tora koji nisu u normalnom poretku jer dva kornutiraju i daju

krorieker, a druga dva daju CO. Ako sa + oznacimo kreacione,

a sa - anhilacione operatore tada imamo 16 kombinacija:

+ + -h +, + + -+, + + --, _ _ +

IZE3 E
7,a nao rsu intorosantni ovih pnt lvO, i i IniM.lu mor;u6nor,t dn < i ; i ; i u

operatore c'1 a ill korurl;tait.nc! popx-j ivko (uokvironl).

Ako u bamiltonioan (3.26)uvrstimo (3-16) clobijarno sledeoe
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clanove u normalnom poretku, bez operatora cetvrtog reda

a) V^U^U^U^JC^

flfe, tfSfc to?, THS,

o/J

f Ci C J?a S?3, «, •»- Ci C-^, Sir* *

Tad. a harniltonijan (3-26) dobija sledeci oblik:



gde nam Je *:,, = iCi •*-K4+Kj

Posle sredivanja' i skidanga sume po jednora k hamiltonigan (3«31)

postage

«,7k\

Ako u^rnorno da :Je

ITS;

G?,

(:;>. Sg)

dobi.iamo ( 3 - 3 3 ) '

-»•

(3.33)
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\o sino radili i za hamiltonijan (3.2?) kao i za hami-

Itonijan (3.26).

Posle uvrstavanja smene (3-16) u hamiltonijan (3.34) srno dobili

(3.35)

4

ovde je icu = Jc,4ica-Jc, .

Posle srediva.nja i sniraanja surne po k dobigamo (3.36).



-f

J*
OM '

•~JPtf«rtBj +

«^ J
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•f
(3-37)

43:7$ + .WfSjJ- wa w wj ̂  H* (l (

Sve isto radimo za (3-28) kao "to smo radiii ?.a (3.<°7)

Posle uvodenja smene (3-16) u (3-38) i sredivanja na normalni

poredak i posle odbacivanja svih clanova cetvrtog reda dobij>mo

'(3-39).

c;

e) ̂ IT̂ KẐ  (Ĉ  CjS,,5ic3r>c*

vcH * C-4 C-TS, 5V»^



ovde nam je kTv ts k!, +

Fosle sredivanja i skidanja sume po Jednom k dobijamo

X

\ 1

. 40)

- Za ic i *4.~cf dobigamo sledeci hamiltonijan

+ klto UtVeljvf

a w?££i$«j +.2 w?£D®»jur+,,
*. 3-

4-

i;or>rinos u kvadratni hamiltonijan, od operatora I-I/

EvjUj-i- 87^l^Uv5-ffEl^+

k a u j

r-



\

* E
5 2

i;dc nam jo

Ic
f i-

(3-42)

(3.43)

8.

^^v^̂
 1? *

2.7(12 -Jj ^ 2.7<o; (3.;'4)

2 ( wS 4- i^j r&w 4r r wj ̂

U hf
5.

9-
- 8 ua v2 if <y- e



\n

rosmatrarno slucaj bez polja 7f =; C?.

(3'"5)

*

(3.4-6)

- 4 (u!
Ire nego sto preclemo na izracunavanje energise, definir.ali cno

-^

vrcdnosti odredenih suma:



v
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r V

JT T - x ;

, w » T- i
/ J

Raznatramo za slucaj S > , tada je 1-aYls , jT=O i ener-

r;ija (3.46) postage

(3.49)

, HplataJn~Prima.lcova i Agranovic-'i'oSicova transformaci^a

r,u if? to, i alco uvratimo (3-47) t; (5-/|-9) tada siuo dobili pno:i'r;i-iu.

iwa it.vLu v.i.'odiioot /,n o'bo transformacijo 1 iznoci yS=f-v»j -i- .' - 2

(3.50)

'.. osjnatrajmo okolinu ic-»o- U torn slucaju vidirao da se sve veli

cine ponasaju na isti nacin:



OncLa (3.50) dobija vrednost.

.

slucag spina'S.=

nijan (3-^3) postage (3-53)

1, V" i /3 su razliciti, a hamilto-

-;?)- (3.53)

vrodnosti u (3-53) clobijamo (2.i>'0

U Holstajn-Primakoyoj transformacigi

•pa dobi j amo (3 • 55 )

za S =

~ *'
(3.55)
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Al:o uznorno protpostavku (3-51) dobijarno:

£*>-
Jfoj

(5-56)

^i /o/ aa 0 » j, Je ^ATs 1

=-i, uvrstavangem ovih vrednosti u (3«5Z0 dobijano (3.57)

\o uzin 01:10 -protpostavku ('$. 01) tada onorfija (3. '"7) d o l v i . ,-ja

oblik.-(5.58)

(3.58)
:?opravku na energigu osnovnog stanja (3.Z-J0 smo podjelili sa

J(oj pa dobijamo (3-59) ,. /

^

gde nam d

Za S > -L *

= O . .

t "a O pa dobi-jamo



\)

ê
Uvrstavanjem izraza (3»/i-7) u (3.60) i posto nam Je

isto za Eolstajn-Primakovu i Agranovic-Tosicevu transf ormaciju

clobili smo sledeci izraz za popravku energije osnovnog stanja.

Za S = ̂  uvrstavanjem izraza (3-22) i (3-4-7) i hamiitonijan

(3.44) postaje:

:;a [lolutaJn-Priraakovu transformaciju /$/ inmmo da ;io

• (5'65)
A za Agranovic-Tosicevu transf ormaci^u /8/. imamo cia je'V^l,
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- i i iaraz (3-6P) postage

Ukupna energija osnovnog stanza sa popravkom za S

• data Je izrazom (3-65)

(3.65)

Ukupna energija u Agranovic—Tosicevoj reprezentaciji za S = ̂

,io dobijena.

7 71/a C2-— «4 vJ AV 2r O

[JJcupna oiTox\';i-)a osnovnoc; otanja joa Li = p u tiolr.tajn-Primnkovo^

reprezentaciji je data sa (3«6

c

* rt- - ) -i-rjr»- ii*f J+ (3.57)t -
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Zboc kvantnomohanickog efekta tacnije zbog toga 5 to

operator cija srednga vrednost prestavlga parametar ureOeno-

sti lie komutira sa haniiltonijanom i na apsolutnoj null para-

metar ureaenosti 4rJ~{£$) ne dostize svoju maksimalnu vredn-
WV '

ost 1:1. Zbog to^a -je zaniml,jivo prouciti koliko ,je to ostupan.je

dru-^im recirria .izracunati na T = OK.

Ostupanje dobijamo na sledeci nacin:

(3.68)

• \_ * - i>-\2 "** n *" r> O (~Z> £^Q}

\ ~»

j osle uvrstavanja smene (3.16) dobijamo:

iv. ) - ('/̂^ a? * i& Cu j( Utf ̂  -»- '̂  c-s )>

C| f j
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\n u l .

d.obi(1anio

(3.72)

(3.7?)

Vz. =

•h jLT-.. ,r \*> _
ljL.UZV£) >

u (3.7't-) dobijarno ?,a ostupan-jc

- S-

uvrfrfcavanjera izraza

= -

'Vldirno da dobijoni rr;/,ultat ( / 3-7^) roprorj,uku,-ir ; roau'ltat :i./ /:i.l/

stirn ,;;to c.mo mi dobili popravku, koja potico od clanova Sotvrtog

reda.

12
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Z A K LJ 11 C A K

Gilj ovop; rada ;je bio da se prouco niskotemperatureke

onobj.no X'Y-modela i to onor^ija or.novnoc; t-tanja, onor{';i^ja olo~

niontarnih pobudoii'ia i dovi'jaci'jo magnetizacije u o;;novnom

ctanju T = OK. Pokazano je da clanovi cetvrtog reda po Boze-

-operatorima koji su posledica kinematicke interakcije i imaju

znacagan doprinos, ali da oni u ovog aproksimacigi divergiraju

za raale talasne vektore. To je osobina kanonske transforrnacije
/ /

Bogoljubova. Stoga bi bilo pozeljno da se ovi proracuni izvedu

i nckom drugom metodom, npr. metodom Grinove funkcije.



] E I L 0 G

£ v o d e n J e o p e r a, t o r a c e t v r t o g

r e d a n a n o r m a 1 n i p r o i z v o d

Opsti postupak: Lvaki izraz ima 4 operatora. Doprinos

rnogu dati samo oni sa dva kreaciona i dva anhilaciona kof]i

nisu u nornialriorn poretku Jer dva kreira^u i daju kroneker,

a druga dva aagu C ' G . Ako sa + oznacimo kreacione, a sa -

r"

Za nas su interesantni ovih pet uokvirenih kogi imar'u

mogucnost da dau oeratore C C ill konstantne popravke

) Co Cb C^CJ = Co*(5i( o

C)

4-

Co C4* Cc C/ - ( C4Va ^ Si.
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