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1. U Y 0 D

1.1. S - matrica

Ljudska saznanja se stalno prod/ubljuju. Nove tehnike i naucne

metode omogucavaju izvodjenje novih i sve preciznijih eksperimen-

ata, pa je potreba predvidjanja rezultata eksperimenata sve .neo-

phodni'ja,

Gledano najopstije svi rezultati fizickih eksperimenata mogu

se opisati S-matricom, koja medjutim u opstem slucaju nije po-

znata.

S-matricni elemenct je amplituda prelaza iz nekog stanja i u

stanje f . I i> je pocetno stanje (Sredingerovo) , a tf> je konacno

stance,

Posmatra se udaljeno 1I> , Inicigalno (Sredingerovo) stanje

(t= -oo ), gde su cestice medjusobno dovoljno daleko i interagugu.

^Kako vreme raste (t~o) one se priblizavaju, medjusobom intera-

guju, pa se te ili proizvedene cestice detektuju posle interakci-

Q"e (t^-s-^3). Konacno stanje lf> koje se posmatra (t^a+oo) dato

je sa U(t, -oo))i>.

.lituda nalazenja konacnog stanja \ > data Je preklapanjera

<i I S \ > .

Izraz za matricni eleraenat 3"e

Sfi = <i I S I F > = <i I S I f >

Cdavde se vidi da ako je poznata S-matrica moze se izracunati

1.2. Fermijevo zlatno pravilo

Problem verovatnoce prelaza iz jednog stanja i u drugo stanje

f, racunate na jedinicu vremena, resavace se teorijom perturb:--

cija.

Posraatrace se kvantna stanja, blizu jedno drugora,

se matricni elementi vrlo sporo menjaju u funkciji od bro'ja J'/|̂ ;



jim je obelezeno kvantno stanje. Sa 51 (f) obelezava se gustina

konacnih stanja u odnosu na energiju E, dN brog stanga u inte}-va
lu dE.p.

dEf

odnosno

dEf

Verovatnoca prelaza se obelezava sa P. Dva bliska kvantna sta-

nga (E^—E.p) daju verovatnocu prelaza po vreraenu, izrazom

ty _ verovatnoca prelaza P

gedinica vremena t

Jednacina (1.1) se inoze pisati i

= -

Uopstavangem moze se y (f) oznaciti sa F. P predstavlga faktor

kog'i ge funkciga energige i mase pogedinih cestica u konacnom sta-
ngu. Jednacina (1.2) dobiga izgled

^N,> j

Ova Jednacina je cuveno Fermijevo pravilo kvantne mehanike ce-

sto se naziva i Fermijevo zlatno pravilo, pa i zlatno pravilo
kvantne mehanike.

Jednacina (1.3) daje verovatnocu prelaza u jedinici vremena iz

nekog pocetnog stanja I i> u konacno stance if>. Vazns je u teo-
ri,ji kvantnih prelo.ze, kvantnog zracenja itd.

bi se pronasla verovatnoca prelaza, iz (1.3) sledi, da se

mora naci kvadrat matricnog elementa.
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Matricni elemenat je u opstem slucaju nepoznat, jer je interakci-

.3 a izmedju cestica nepoznata (narocito ako su u pitanju jake int-

erakcige), Interakcija predstavlja dinamicki aspekt u opisu vero-

vatnoce prelaza, ostalo iz te jednacine (1.3) ae kinematicki fa-

ktor. On se moze konkretno izracunati.
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F A Z N I P R O S T O R

"2.1. Klasicna definicija faznog prostora

bi se prikazalo ste J sisteira, uvodi se pogodni visedimenzi-

onslni Euklidov prostor i to takav da svakom stanju sistema od.ro-

vera izvestan deo ovog prostora koji se moze svesti i na tacku.

Ako se uoci neki sistein cestica sa n stepeni slofcode ,dinamicko

stance sistema geometrijski se moze prikazati uvodjenjern Euklido-

vog 2n-dimenzionalnog prostora. Tacka se predstavlja skuporn svih

generalisanih koordinata i iiripulsa sistema.-

qn,P1,P2i

Ovako definisan Euklidov 2n-dimenzionalni prostor naziva se FA-

ZNI PRCSTOR, a svaka tacka ovog prostora PAZNA ill REPPJ3ZENTATI-

VNA TACKA.

Trenutno dinamicko stanje sistema predstavlja se jednom gedinom

tackom u faznom prostoru. Kretanje sistema, u trodimenzionalnom

prostoru svodi se na kretanje odgovarajuce fazne tacke u 2n-dimen-

zionalnom prostoru dajuci FAZNU TRAJEKTORIJU.

Stanja se ponekad mogu definisati samo polozajem ili impulsima

cestica. Tada se moze uzeti Euklidov n-dimenzionalni prostor u ko-

me se pod tackom podrazumeva uredjeni skup generalisanih koordina-

ta (q1 ,q2, q )» KCNFIGURACIONI PROSTOR,od.nosno skup generali-

sanih impulsa (p1?p0, p )= IMPULSNI PROSTOR. Ova dva sistema

se smatraju podsistemima faznog prostor?. U dalg'em izlaganju upo-

trebljava se uglavnom impulsni prostor.

Definisano stance kretanja, posmatrane cestice (koordinata polo-

zaja (x.y,z) i impulsa (p ,p ,p ))moze biti predstavljena sa tack-y
om u 6-sto dimenzionalnom faznom prostoru. Svakoj cestici u faz-

nom prostoru odgovaraju odredjena stanja za kretanje cestice.

U klasicnoj mehanici prostora ne ogranicava se gustina prikaza-

nih tacaka. Data vrednost za x moze se kombinovati sa makojom vre—

dnoscu p.TJ principu je moguce istovremeno, sa beskonacnom tacno-
;cu, poznavati koordinate ikolicine kretanj;., te tako ograniciti

;c?cku u faznom prostoru.



c.

IJ klasicnog fisici stance slstema se definise preko vrednosti

(na primer energige) kog'e se mogu kontinualno mengati. U kvan-

tnog fizici neke fizicke velicine imagu niz diskretnih vrednosti.

Govori se o faznog celigi a sta ge ona ustvari?

Za stance sistema uzima semail elemenat faznog prostora fn, gde

jf iraa dimenzige dejstva, proizvod kocrdinate i impulsa , a n pred-

stavlja brog stepeni slobode. Ovako definisen elemenat faznog

prostora naziva se ELEMENTARNA EAZNA 6ELIJA. Najmanja moguca vre-

dnost fa^zne celije na osnovu relacije neodredoenosti iznosi h (h

Plankova konstanta, n broj stepeni slobode).

Izraz za faznu celiju je

. l

Fazna celija predstavlja deo zapremine faznog prostora koju is-

punjavaju fazne tacke sistema. Svakom stanju odgovara izvesna fa-

zna celiga u faznom prostoru i obrnuto, cime je uspostavljena ve-

za izmedju stanja sistema kao fizickog pogma i faznog prostora.

Broj cestica u konacnorc stanju bice IL . Stance sistema kretanja
v. z

odredjeno je elementarnom celijoin velicine (2fln) . Broj cestica

se moze dati kao

ili

n

n
(23TH)-

dx dy dz dp dp dp:: :

d-p

Ako Qe granica cestice geometriska zapremina V. Pisace se

.

Za cestice ukupne energije E (ili mange energije) i mase m, N-,
j'e brog celig'a u sfernog zapremiiii impulsnog prostora



'2
Py +

2' ?
"

Posto je odredjen ukupan broj stanja, gustina fasnog prostora se

definise kao broj stanza po jedxnici energetskog intervala.

dE
(2.1)

Ova jednacina se kratko naziva FAZNI PROSTOR za jednu tacku.

Mosda je interesantno napomenuti da se rustina faznih tacaka
u faznora prostoru nemenja u toku vremena

= o
dt

(2. a)

to ge Liuvilova teoreni .

Uopstavanje na sistem sa n cestlca je jednostavno. Broj konac-

nih stand a Nn jednak je sa produktom broja konacnih stan.ja svake
cestice,

n
n

(2JTn)- ^X. d

Posto su u praksi sve cestice ogranicene istom geometriskoi
preminorn V 7± j d5x. , moze se pisati

Nn -I V nn
i=l

n-

Data formula daje broj raspolozivih celija u konacnom stan.ju za

sistem od n cestica. Moze se napomenuti, da ako cestica I ima
spin gednacina (2.P) ce se umnoziti zr.

n 1)

'3no se mose ukljuciti i izotopni spin



"Vidi se da faktor geometrlske zapremine, spinski faktor i drug!,,

mogu biti ukljuceni u konacnu normalizaciju integrala faznog pro-

stora, ovde ce se ti fsktori zr-nemariti i prosto izrsziti.

:
dN _d_

dE dE
d5p- pi

1=1

Integral trefcc. da obuhvati sve moguce vrednosti p.. Zbog konzerva-

cije zakona kolicine kretsnja (P ), kolicina kretanja poslednge
sistema, n cestice ni^e ne relacij'om

E ?i -? - °
1=1

Uobicajeno je da se ovo ogranicenje oznacava izrazom.

dE

n-1

1=1

koji ne obuhvata n cesticu.
U ovorn radu, dato ogranicenje obuhvatice se uvodjengem Dirakove

funkcije (za definiciju vidi dodatak !.)•

Po definiciji 8 funkcije

n-1

ako se uzme u obzir

n-1

1=1

dobija se

n -



Ovo je zakon o konzervaciji Lolicine kretanja. Isto ge i sa ko

nzervacijom energije.

n

E, - E = 0

Pa se na osnovu funkcije

C r IL
\( )' E. - E) dE -

<—/ l_ ^

Posmatrana gustina ce se izracunati pornocu odrzanja energije i

kolicine kretanja, ako j'e poznata relacija

n n

— C<b( E. - E ) dE = &( Z E. - E )
d.E J i=l x i=l

Znaci da se °̂ — moze izraziti preko funkcije, pa je gustina
dE

n n n

To je opsta formula za neinvarijantan fazni prostor, ona ge sime-

tricna u odnosu na sve cestice i zakon konzervacije je eksplici-

tnod dat ( I za E I za p ).

2.2. ITeinvarijantni i invarijantni fazni prostor

Fermijevo zlatno pravilo dato j'ednacinom (1.3) nioze se izracu

nati na dva nacina

W =

w = 25L |M"|C R(E)

M'je matricni elemenat Lorentz - neinvarijantan (kao slucaj za



matricni elemenat nerelativisticke teorije). M" ~ie Lorentz-invar-

ijantan (matricni elemenat proracunat u relativistickoj kvantnoj

teoriji).

W ce biti isto u oba slucaga posmatranja. R(E) if(E) se medju-

sobno razlikuju.^ (E) je Lorentz neinvarirjanten, a R(E) ge invari-

j ant an. Matricni element! M' i M" su razliciti i u opstern slucaju

nepoznati, narocito za prelaze jakih interakcija.

Najprostiji slucaj se moze ovako predstaviti. Izaberu s^dva bli-

ska kvantna stanja, njihova amplituda prelaza |S~.| je zanemarlji-

vo malo promenjena. Uzima seda o'e matricni elemenat konstantan.

Znaci ako je

M'= const, dobija se neinvarijantni fezni prostor

ili

M" = const, dobija se invarijantni fazni prostor

Fermi je koristio neinvarijantni fszni prostor. Invarigantni faz-

ni prostor se vise upotrebljave, zbog tacnijeg a i lakseg izracu-

navanja.

2.3« Neinvarijantni fazni prostor

U (l.Ja) interpretaciji Fermijevog previla ako se predpostavi

M'^ const. , dobija se nenvarijantni fczni prostor. Klasicniin pu-

tern je ii::::-;cuncto P (E) i ono iznosi

n n L

j>n(E) = ( f d3p. S3( Z. p± - ? ) M ̂  Ei - E )

(2,4)

ito predstavlja izraz za NEINVARIJ;:' " " FAZNI PROSTCR. d^p-, a©

faktor faznog prostora.

2. 3. a. Neinvarijantni fazni prostor za dve cestice

Pocmatra se sistem od dve cestice u konacnom stanju |f>, date

su njihove mase i odgovarejuce kolicine kretanja m , m0 i p-, ,

pektivno. Posmatranje se vrsi u sistemu centre, mase. Poznata
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o p p
je Jednacina (4.2) i israz E^ - m" = pr pa ce gustina za kcnacnl

slucaj iznositi

E -E)

IntegralgenJem preko p0 dobija se

( ,3 <\,-.. - \ p-, o \ E E

Ceo izraz se radi olaksanja moze dati u polarnim koordinatama
?! p

d^p-, = p^r dp., d-Q.-,

dil-, = d ( c o s 6 n ) d$>-,
_L J~ _L

d p-i Pn" dp-, dcjj/, d(cos 0 -| )

Integracija preko cos 6- i <& daje f?ktor A!-1r (0<9<2jr, 0<f <Jr). Izraz

za 9^fE) izeleda ovako

gde ge A dato

V ^ ~\2
mi + pi + V111?- +v \ "i-i

za konacan izraz potrebno je da A=0

= P= I + 2 = i gde Je E = En
d , -, 0 n

_L _L CL J_

i za uslov za A dobija se

PE

Integral Jen Jem po p-,

E
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Trodimenzionalni zapreminski element u prostoru kolicine kretsng'a
,̂

d^p nige invari g antna velicina, ni funkcig'a : nige invari g antna

funkciga, all efikasan presek ge invar ig antna velicina.

Dokaz :

Raseg'ane cestice leze u intervalu Q , 9+ d.0 , za d$ odgovarajuci

brog dogadgaga ge

dN = f ( 8 ) dO
efikasni j jresek'ima izgled.

d6 - f ( e )

Ukupan efikasan presek se nalazi integralgengem i predstavlga in-

varigantnu velicinu. Efikaeni precek ge funkciga ugla 9 pa ge i

d5/dS invar ig antna velicina.

Da bi desna strana g'ednacine (2. (6)) bila invari g antna trebe ge

podeliti gednom invarigantnom velicinom tako da cela strana bude

g'edna g' edina invar ig antna. velicina. Kaprimer desna strana se po-

deli sa E, gde ona ima vrednost

E = (|p |2 + m2)1/2

To j'e invari g* antna velicina tako da se dobig'a d^p/2E

+ m2) 6(E) d"p = d?P

\

Integraciga sa leve strane ge invarigantna zato Sto ge svaki

ktor unutar intervala & funkcige, a argument

(E) = ( I ZS E^C

V. C za E< 0

•• p (= ) d-p dE

B == ( dE & (p~ + m'-) 0 (E)

na osnovu integralg'enga & funkcige dobig'a se
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3 . I N V ^ R I J A N T N I P A Z N I P R O S T O R

3.1. Opsta formula

U predhodnoj glavi je dat izraz za neinvarijantni ijnva Ijantni
ŝ

efikasni presek. Pokazano je da. se d p u neinvarijantnoj formi
z

zameni sa d"'p/2E i postage invarijantan, (efikasni presek i ve-

rovatnoca prelaza su povezani) pa se moze pisati

w - .'-K \' i - o CF^ f- "I s)
n ^n

P;rr f ^ n n ^ n
d^Pi b^( E ?, - ? ) $/( .E Ei - E)

1 J n i=l

dp—>-(d p-/2E.) i uz Fermijevu anplitudu M" = const

2 ̂ n«"i'j r
n

, O ^ ,—j

M"|c \ î o-( ) PJ-̂t-i z—i

da se to izrazi u oblilm jednacine (1.3"b

n -7 n n
E, - E ) (3.2)

/__, " ̂  L-i
Rn(E) .

koji je Lorenc invarijantc-n.

Paktor 2E4 ge pocetak normalizacije za talasnu funkcî 'u. Uno-

seci normolizacijii u (3.1) nioze se pisati

W = £JL j M ' | 2 o
n J

M

1=1

'|2 ( [I 2E ) ( JH -i. ) n(E)



W = | M" | . R(E) . const.

znaci

R(E) =

n
:

:

const. =
2Jr
1

Formula invarijantnog faznog prostora R (E) moze biti date u

nekoliko simetricnih formi. Preko uopstenog kvadri vektora

Integral jenj em preko & funkcije, dobija se

5 dEr
d ' Q b ( q -

- (p m ) ) za E>C

Svaka realna cestica mora zadovoljiti uslov E = p + m (ne

vazi za virtualne ) i zato svakoj pogedinacnoj odgovara jedna b

funkcija, pored one za ceo sistem.

Negativne korene treba eliminisrti (od p1 + m'~) I to inter;

cijoiu preko E, E- je ogr nic mo pozitivnim vrednostima.

se ise

Q -

"

-

Unosenjem ovog izraza u (p. 2) dobij'a se
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n

Rn(E) = m?)]
n

(3.3)

Jednacina (3-3) se cbicno u literaturi oznacav:. ] , LORENC IITV RX

JANTAH FAZN R( '" :R.

Invar ijantni izraz (3*5) daje ukupnu razpolozivu zapreminu za

n cectica datih mesa i ukupne energise E u :mpulsnon prostoru.

Jasno je da ta zapremina R zc datu energiju je broj. Poznavanje

tog bro^ja je potrebno za procenu efikasnih preseka i relativnoge

prinosa.

3.2. Invarijantni fazni prostop za dve cestice

U odelj'ku (2.'3.a.) posmatrane su dve cestice u konacnom stanju

.1 "• j n^invarijentnog faznog prostcra. Sada ce se razmat

ti za invai. ' ' ;;ni fazni prostor.

Posssetraju se dve cestice sa od.redjenim mcsama rn-, 1 m0, koli-

cinaraa kretanja. p-, i p, u sistemu centra mase. Akc u jednacinu

(3«3) zamenite poznati obrazac: n 2, :'-;._^»m-i i m,-. dcbija se

-^ 1̂ f }\ - m-:) <<> "(q, + q? - Q)

zna se da je q^" - E^ -

jednacina (3--'-) glasi

2

x -

z
! ^-,

m + p

Upotrebom pravila integraljeng'a za funV.ciju dobija se

- E

Integraljenje po p0 daje



1?

Rp = \ . . ^P, 8 ( E, -f E0(R) - E )

2
d p-

dobija se

'-/:.

Sredjivargem j d-flL daje fs.ktor W\ jednacina glasi

-r? v -n i ̂  ' - - *
J.J-l -i_'/̂ , f_ -1 V..' ̂  -1—1i

El
odnosno

=JL [Jjf.
LO

2E

Ovo je invarijantni fasni prostor za dve cestice.

Uporedjivanjem izraza (2.-'ia) za neinvarijantni fazni prostor d

Cestice i israza (3.3s-) z& invarijantni fazni prostor dve cestice

dobija

1

3.3« Rekurentna formula

Izraz za Lorentz invarijantan fazni prostor n cestica sa poce-

tnir ' ^.jein kvadri vektora Q - ("?,E) je poznat i glasi

~

| |

oentru mace za n cestica pi^e se ( poredeci ss izrazoin za fa: i L

s tele ) .
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1 — 1
_

2E..

n-1

-»
, •

1=1
n-1

2Ei

1=1

18

(3.5)

1=1

n-1

- (- F

1=1

U oednacini (3.5) poslednji integral je integral faznog prostora

n-1 cestice sa ukupnora ^olicinom kretanja ( -p" ) i ukupnom ener-
( E - En ). Pa se dobija

Rn(o,E) = - n)]

Oznaka i izraz R je invarijantan, R -, ne mora bitin-1

R

n-.

& ' / ̂
2E. L L^

1=1 1=1

n-1
—̂r

n-1

•,

1=1
- En>

En_l predstavlja integral faznog prostora sistema sa n - Icesti-
com ciga je kolicina kretanja nula (P* = 0) i gde se ukupna ene-
rgija daje kao

c E - E-

pa izraz Rn_-] dobi^a oblik

= Rn-l

'airentna formula izmedju n i n-1 cestice Lorenc invar iiantnog



faznog prostora izgleda ovako

13,
n

J '^Ln

R(0,E) = ?n R_(0,e ) (3.7)

Ona se koristi za dobiganje izraza faznog prostora. za tri cestice

3.̂ . Invarijantni fazni prostor za tri cestice

Do sada je izracunat fazni prostor dva tela. Za fazni prostor tri

cestice (tela) koristi se rekurentna formula.

Posmatraju se cestice, odredjena je ma.sa i Izolicina kretanja za

sve tri m-, ,m0,m-,, i pn ,p0jP^ respektivno, u centru mase. Jedna-

cina (3» 7) data u novim podacima izgleda ovako

n * 3

R,(0,E) = f d-̂ 3 Ro(0,£) (3.6)

2
gde se iz jednacine (3«6) odredi i

o o 9
f - = fl? _ T? ̂  _ -n^-C 'v.J-1 -c'>' Px

0je odredjeno jednacinom (3.̂ -a) • Moze se napisati

E'

pa izraz (3«8) ima oblik

R,(0,E) = \)

gde je p'momenat svake cestice u sistemu dve cestice sa energijom

E' u njihovom centru mase. Pise se

E' = _,



odavde <je ocito da £ = E, dato recenje za p ' j e

2E

Zamenom vrednosti u jednacimi C^.0) dobila se
(5.10)

+

O *"">

x \£ + •

OTTT? •/ rn ^c" 1• Cl-Cjj-'^ ^lii-, UlQ ^

- c- J

1/2 1

Integral ce biti uset izmedju p^(min) i p^(max), minimalne i ma-
'J 3

ksimalne vrednosti p-,. Ako je p^(min) cestice 1 1 2 emitovane su
> '̂

antiparalelno sa istom kolicinom kretanja, maksimalni moment tre-

ce cestice bice dobijen ako se druge dve emitiju paralelno I istom

brzinomndobija se

V "\
mz + P^(max) + Vmz + P^(max) + V(mT+ m^)^ + p7(max)

Jednacina se resi po p7 i dobi^e

p^(max) =

U opstem - slucagu gde tri cestice imag'u razlicite rnase (in-,

jednacina (3.10) je elipticki integral.



4-, U G A 0 N A R A S P O D E L A

4-.1. Opsta formula

Posmatra se n cestica, one se mogu sudarati ill rasejavati, ngi

hov polozaj posle sudara ill rasejanga moze se predstaviti ugao-

nom raspodelom.

Primenora gednacine (3«3) dobija se Izraz za ugaonu raspodelu

izmedju makoje dve cestice sistema od n cestica. Ugaona raspodela

se dobija u centru ma.se tlh n cestica.

Naprimer: posmatraju se cestice n i n-1, ugao0 je ugao izmedju

te dve cestice, a definisan je

cos0 = pn* Pn-l

pn pn-l

R se moze posmatrati kao funkcija svih kolicina kretenja p1

PT-J...P . Kada se Izrazi u funkciji cos 6 izgleda ovako

Rn = Rn( 0, E, cos 6 )

a funkci^a ugaone ra.spodele Iznodrju dve cestice je

d(cosO )

Primenom postupka za izvodgenje rekurentne formule, dobija se

n \? ov n-;
2in ^ n-1

R (0,E,coŝ  ) = ^ — pn -̂pn-l H (0,B. (4.1)

gde je

n

-i- m _ ^ - »2(EEn

se to predstavi u polarnim kordlnatama, sa 9 ^-^^ dobija se

EEn-l - EnEn-l



oirektno rt» "$ i 0 direktno daje p~5_-) . Sa procenom

ku 1) moze se ~isati
(vidi sli-

Slika 1: Uglovi 0_n i <3> ̂  daju prostornu orrientaciju n cestica. U

9 i 4> da.je relativnu orjentaciju za cestice n i n-1.

dpn-l = n-l d(cosO

Integraljenjem preko d£l - sin0. c1 6 T C145 dobi.ja se faktorii n n n
/'-' , a integraljenje preko d.4> daje 2/r ,tada se jednacina (A'-.

pise

dR (0,E,cosQ 2= 2 Jv
d(cos9 )

Pn-l
E E ,n n-1

-•

integral. i dp -, zavisice od cos 6 . Uopste za sve no-
II IT""' J_

guce vrednosti COG 9 } granica integraljenja za p iraa ist ili ve-•
5u vrednost p (min) i istu ili manju vrednost od p (max), gdc je

Pn(min) = 0

(max) = il£ i _-

-, - Eln-1



Odgovaraguce ogranicenje za pn_1 dobija se smenom n sa n-1 u

rredhodnoj jednacini. Vrednost p (max) predstavlja izraz, gde je

svih n-1 cestica emitovano istom brzinom all suprotnog smera u
odnosu na n cesticu.

Ako se integral! prvo preko dp , traze se granice za odredje-

no Pn i odredjeno cos & . Lako ge pokazati da ce p , imati maksi-n— j_
malnu vrednost ako je kolicina kretanja (p̂  + P~_T) zamengena sa
•nekora masom M.

n-2

M = m + m + ...... J^ = mi

Recenje za rnakeimalnu vrednost p -, , odredjenog p ' ' I cos daje
pozitivan koren i doblje se

n-2
^ o i/o r~ \> o o

E ' \ / - f 1 ^ r' I 7 *-
+ (m -, + p , ) ' ' + \ I m. ) + ' cos© = En v n-1 vn-l Lv i-A ^n-1 pnpn-l '

odavde

- ap^cose + (E - E ) Va2 - ̂ m2 nb
*n-l —̂ î—2b

ako su n-2

B - (E - ̂  ' £ mi)2 + <-l - P!
1=1

(E - E.̂ )" - pn cos &

Gornja granica p za odredjeno cos moze u principu bit! odre—

djen ako se zameni p,n sa p _1 u Ĉ -.:;) i odredi vrednost za P~>_-i
ako se zna da ge

o Jr-i^ r~\ pn-l



'•

'-.":, Ugaona raspodela tri cestice

Posmatraju se tri cestice.-Primenom jednacine (4.2) dobija se

ona raspodela izmedju cestica 2 i ;, fp.znog prostora tri cesti-
ce

dR.(C,E,cos6 ) ~_ f P2 P2

%) -

gde je

- (E

Prvo se nadje P(o,t) i orio iznosi

^(p) 6(E
Jl

Integraljenjem preko p̂  ± E dobija se

__ / \ x —. ''' ^'N.

dR ?(0 ?E,cos6 ) T p^ p^ Q r , 2
d(cos 9-) J E^ 7?-^

4 dp2 dp, i[(E - -Ep -

A =

-Integracija po p je laka zloog o funkcije. Froracun daje p za A=0

d(GOSe) J - ". 2P2(E- E,) + 2p5E2cos%

P2 ge dato jednacinom (4.3) u. iimkciji od p^. Konacno integraljenje

po p:x ne no5e biti izvrsena analiticki za slucaj gde su sve tri ce-

stice razlicitih masa i sve su razlicite od mile.



;. E T1 E K T I Y H A M A S !

5.1. Definiciga i specigalan slucag"

Do sada g'e bilo reel o raspodeli kolicine kretang'a, ugaonog ra-

spodeli, a o raspodeli efektivne mase sada ce biti reci.

Opsta definicig'a efektivne mase data g'e M- ., za cestice oz-i... g
nacene i...g.

Mf .
-L . , . J

E,)" - (p. n
-L

,^? >

Invari jantne mase se koriste za utvrdjivanje rezonanci u. fizi-

ci cestica tj. cestica koje se raspadagu po jakim interakcijama,o -?
u karakteristicnima vremenima raspada 10"' sec. rezonanci j a se

pokorava Ere - Wigner - ovoj fornruli.

Ako se odabere k cestica od mogucih n moze ce predstaviti efe-

ktivna mas a kao PM^.

Nagprostiji slucaj ge uzet za pocetak. Posmatragu se dve cesti

ce odredgenih masa m-, i in0, ng'ihova efektivna masa g'e data izra-
zom

Razmatrang'e ce se vrsiti u odnosu na efektivnu masu sistema

cestica, Efektivna masa dve cestice u prvog" metodi proracunava

se u faznom prostoru tri cestice.

Poznat g'e diferencigal g'ednacine spektra kolicine kretang'a u

sistemu centra mase, za fazni prostor tri cestice.

+ m2 - (m, + m0)2 E2 - 2EÊ  + m2 - ( m, - m0
2 ir ~- 2 ii — f'
E2 - 2EÊ  + m.2

2 2
(5.?)



Primenom uslova odrzarga energige i kolicine krctarga u (5.2)

2. T?- . . -n12 ' "y

= E2 - 2EE, + m 2
3 3

dif erenciranjem se dobija

K12 dM12 = - E

p^ se mose upotrebiti u (5»3) i eksplicitna funkcija u zavisnos-

ti od M- De

'

je raspodela efektivne mase za cestice 1 1 2

dR, dP̂  dp^ Mno E, dR,
_ . *\r - *~) - =- •*) ~ — dLci - O -

dM., dp . „ E p dp,
x p a. 1 1-, p p y

primenom jednacina (5.2) i (5.3) dobija se

dR, Ji_
? ~

PIT M£!£) i l-i /-,
J_n

Diferencijal raspodele efekti^/ne mase u faznom prostoru tri

cestice. Granice za M.p temelge se na granicama za p^ kcge su da

te jednacinom (3.10) dobi.ja se

M-, 0(min) = m-, + m-, 0-, 0
-L

M10(max) = E - m,

Ovo se uvrstl u (5.'0 dobija se karakteristicna opsta formula



-3 = (2M
.
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x * - (n, + H1?)2] [ E2 -(n, - H12)2j]
E

ova formula je sg.stavl^jena iz dva razlicita Izraza za

dR? YPM 1 R f n M ni m ^ T? f o "̂  n Mp^ W j pj - j j up^ ivpN J "~: 5 "^5
<^_;~ . '^y l_ii- ~--' i£Clii-, /-, ~^<^ , — ^v—

D C

D je faktor u -feznom prostoru. dve cestice, cestica m, i m^, a uk-

upne energije M-,0; C je faktor sistema mase m-, i M, 0 sa ukupnom

energijom E,

pSta formula.

Poznat je izraz efektivne mase sa odrzanjem p i E

n n n

; =(E- EI)

Izabere se prvih k cestica (1,2,....k,k+l,....n) od n

ff u~\ ii^n - S P r P Ei(, /M ; : nr,ri?. L •> lj' • • • • » m r i ;nN 1,

f( (̂  ) De verovatnoca efektivne mase prvih : cestica, ̂\t

mase prvih k cestica. R $e fuiikciga svih rnasa n cestica. Ako se

R piSe po jednaclni (3«3) dobija se

n
p

• - m2-)]
(5.6)

0
« n 2

Q, V" = • . M
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Transformaciji (5.6) pomoci ce ranige izvodjenje formula F; in
rekurentne formula, Foznato je

n

1 =1

= 1

n

1=1 1=1

.

o, -Q)
i=l+k

k
n

1=1

jednacina se moze pisati

-

i=k+l

Q )

-
••

q. -

1 = 1

E *
i=k+l

+ n
k

1=1

i=k+l

x &/!Y •

.--•." ~'

4i

odnosno

f ( ^ ^ ) = Rk(



PQ

To o© opsta formula verovatnoce efektivne nase faznog prostora

i tela. Rfe daje verovatnocu da prvih k cestica ima ukupnu energi-

DU (M u centru mase. En_k+1 daje verovatnocu da svih n cestica ima

energiju :: a istovremeno prvih. k cestica ima energi-'u/^ . f(/-r~)

je ustvari verovatnoca da svih n cestica ima energiju E, a isto-

vremeno prvih k ima energiju .

5.3« Oblik raspodele efektivne mase

Moze se lako pokszati da sve raspodele efektivne mase (verova-

tnoca nalazenja za efektivnu masu ̂  izmedju ̂  ±£\+ d>l ) mogu

klasifikovane u nekoliko grupa raspodele. Svaka grupa. ima

karakteristican oblik odredjen preko vrednosti n i k. Opsti izgled

Lh raspodela efektivne mase moze biti upotrebljen zaposebne pro-

racune raspodela efektivne mase. Uporedjivanje razlicitih konacnih

stanja mose se nagovestiti ako se dobijena kriva smanji za ocekiva-

nu pozadinu faznog prostora. Opsta raspodela efektivne mese ima

vrednost nula, a za dve vrednosti efektivne mase M̂.
k

M̂(min) = ffil + m, , + ̂

= E -

Tangenta krive n-te tacke (min imax) bice od vrednosti za odredj-

ivanje oblika raspodele i postoji odredjena karakteristicna kriva

bilo da su te tacke tangente horizontalne ili vertikalne.

Nekoliko ilustraciga raznih oblika

n= 5 ''
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1

n > 4 k=n-l

n ? 5 i n-2

Odstupan od raspodele efektivne mase date faznim prostorom ukazuge

na postojanje jedne li vine rezonancija koje se pokoravaju B.

Winner-ovoj formuli*



6. II ' I C A J R E Z C N A N C I J E ..A R A S P O D E L U

E F E K T I V K E M A S E

Posmatra se sistem sa n cestica u konacnom stangu gde su pozna-

te rezonancije izmedju k prvih cestica, to se obelezava VM = M"?

Jasno ge da ce na proces rezonancije izmedju nekih cestica uticati

raspodela efektivne mase izmedju svih parova ili grupa cestica u
V

sistemu. Sta je raspodela efektivne mase izmedju makog broja nss-

umce uzetih cestica konacnog stanja? Problem se razdvaja u tri

slucaja saglasno metodi proracuna.

1, Proracun efektivne mase za grupu cestica od kojili nijedna ne-

ma udela u rezonanciji. U torn slucaju se upotrebljava raniji razvoj

formule za fazni prostor (n-k+1) cestica konacnog stanja, gde se

javlja n cestica mase MiT

R -, -, ( 0, E, M, m, T . .... m )n-k+1 v k+1' ' n'

2. Efektivna masa za grupu cestica kada sve imagu udela u rezo-

nanciji moze se izracunati pomocu formule faziiog prostora za k ce-

stica, S3. totalnom energijom M

0, M,

o, Efektivna masa za grupu cestica gde spadaju i one koje imaju

udela u rezonanciji i one koje nemaju. Ovaj problem se ne mose re-

siti preko 1. i 2. vec se uvodi rekurentna formula.

Ova razmatranja ce se posmatre.ti na slucaju dve i tri cestice.

6.2. ®E£C cestice

Izrez faznog prostora za tri cestice izgledo ovako

l 2 -E)
,

(6.2)
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Kako se posmatraju tri cestice, prvo se moze izracunati efikasna

mesa za cestice 1 i 2," (dR̂ /dM, p) u torn slucaju kada su cestice

i 3 vec u rezonanciji,

Prvo se moze uzeti da amplitude rezonancije ima sirinu mula i

masu M. U torn slucagu se vrednost jednacine uvrsti u (dE

pa integraljenjem po p7 se dobija

8 (El - E)

* § (Mp7 - M)
<~ j

a integracija po uglu daje

r^
^ ^ - - ^2-2 — d(cos9
,M12 dM12 J E1 ^ E^(PlP2)

re 0s!
V. D • ̂  /

sada za p, I p^ konstante postaju za odrzanje kolicine kretanja

dp - nj.

PT;

(6,2) se moze pisati

•^ U.Jip U^iip^

dR, 0 dM-,^ J
LcL LcL

odrzanje energije I kolicine kretanja dobija se zavisno od
o O O

—
O

E, - E, = E - E, - " 2--3 = ̂ -±-12 -- = 3 - E,
-1 9 2E 2E

(6.3)

ako je E-, konstantno

dobija se iz (6.3)



l - '-

znaci

MIO c, -\- 6( V! - ZEE,

integraljenjem po E- dobi3a se

-M12 B 2E

Treba izracunati max. i min. vrednosti za MI?. Prvo je rezonan-

cija za neku energiju E] ( E2 + m^ M2)///2E jednaka Mox I-f
Yidi se da

-~i o-^ ^~

ge minimum za cos 9= 1, a dobija se i vrednost E

/" I i - UT." O 1 J-, .-, -̂  J^_M12 -L EI - PI 2

""'2 ^2

izraz

P2 - -2 PI

ml

koji daje

o p o
M ("mi n ^ — m 4 rr\'~ j- P O-^T^P \tuj-iij • c. —C- ^**l "" -t-'l ^ = \~\,

jasno za c o s ^ = -1 se dobija

O O rn ^ O

m2 + 2 -2 (
m.,

= m + p

";

fl (E2 + m 2



6,3« Cetir cestice

)ze seiaci raspodela

57;= M i da je amplituda jednaka null pise se
za slucaj gde postoji rezonanci-

dR,

,

x S(E1 + E2 + E, + E^ - E) S (Mo. - M5

Integraljenje po pz, daje

dR/L

dH,
LJ?i
E, E- ^1 iJ2 ' LJ3 Ej

x 8 (

za ravnoteznu kolicinu kretanja. Ka grafiku 2. (slika 2)

p : PI + P2

X

uvode se polarne kordinate i ( jd-CL-> -': 5T )

dR.
*~"

12
,

P! 2

-
: ~

z, E) (6.6)



J.

za odrzanje kolicine kretanja postoli

P

_

= (PI + Po + ' + P^ + Spp^cosO

ko su p^ p7 i cos 6 konstant

z.

Supstitueija i integraljenje preko EL daje

dR, ' •

E1 E
d ( c o s f r ) £53^.3

P'

r,Q
_ 17 _

^

o o /\/ + PT; + 2p^p'cos0

ill

7

= f E
*/

,
-*-

- m
1

cos (E - EI - K 2 -
1 1
- p'2 - p

(6.7)

gednacina (6,7) ce se upotrebiti za reserge granice integralgenja

za E

M

o
ml

ako su p, i pp konstante

M-, d(cos6

2E3E2 ~

ako Je dp1/(B1/p-L) dE.^ odnosno

dM, -JLc:

dEn dE0 dE,— 1— 2 3
P'

= l̂

pl

, M)

ltd.

*
M .. _ M7

X



Integral;] erg em argument a za delta funkcirju dobija se

M2j

= mi; + m^ + 2E,E0 - 2p,,p_,cos6 „,
<— J _, I— .'.'- J l^J

gde je B 07; (prostorni ugao za p^ i "̂  ) funkcija 0^, 0 7 i
'-y ^- 9-7. 3

specijalnoj geometriji.

cos ^ o- ; cos 6" 2 cos 6--r + sin &-~ sin 6% cosj^7
^3 , 3 2 3 3

4> .5 dato je sa (6.7) a 0 p ce se piseti

m~ + m^ + 2E E0 -I'-L p + 2p
P Po ' "• '

i-'- P Po "—P Po

(6.8)

"1) f" l-'i
Ako se v "23 *' y nadje itraz funkcije bice procenjen za<̂ >

i daje

M, - T T = 0

cos &•, .

g i ̂ -^, jednacina (6.7) i (6.8), izrazena ge funkcijom za

E-. s Ep, E7> i MLp , Dobijaju se tri integrala, a oni se mogu nume-
J_ i— ^) —t—

ricki odrediti eko se znaju granice. Za odredjeno E-, i E0, E-2.(max)
_L _̂ __x

i E7(min) je opisano sa M̂ ,-, = M sa cos 6" ̂  = -1 i cosO^.-, = +1
2 <- ̂ ' c-~>

Ogranicenje funkcije (6.7) De -1̂ * cos% ̂  C +1

Granice za S9 sa E-, odredjeno je

O O 4,

M,0 = m^ + m0~ + 2E-,Ep - 2p1p,_ cosQ zp cosO * _1

vrednost funkcije (6.8) je u intervalu -1̂  cos



Granicc sa E opada I raste , a data je izrazcm

E-, (rain) -̂ m-.

S,(max) $' \



28-

D 0 D A T A K 1

Dirakova funkcija:

1. Dirakova o funkcija data u obliku definici^e

b (x) = 0

lim o (x) -P

za x j£ 0

i £> (x) dx = 1

2. Integral proizvoda kontinualne funkcije i funkcije

ili

f(x) 8 (x) dx = f (0)

f(x) S(X - a) dx =
f(a)

ili a '>

uopsteno dato

J f(x) 6(x - a) dx - j
V-

i. Trodimenzionalna funkcija

Integraljenjem preko zapremine V dobi.ja se

X]L < a < x2

a< x-, ili a > x,-,

(̂rQ) ako

0

Dirakova funkcija od funkcige

S

x = \S(y)
J

dx =

,

dx = x
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D 0 D A T A K 2

Pregled form-ale

1. Fermi jevo zlatno pravilo :

W = — iM'l 2 T?- 1 ^

r. He invar ij antni fazni prostor

n

3» Inva.rijantni fqzni prostor:

n n n

1=1 2Ei
T? - "Fl")

•
1=1

4. Neinvarijantni fazni prostor za. dve cestice

"

5. Invarijantni fazni prostor za dve cestice:

R2(E) = —
E

m
•"> T.r]

6. Rekurentni izraz:

rn "̂ ^ -\v i^)
du

E

1

n n-1
[ r_-
L

7» Invarijantni fazni prostor opsteg izgleda:

- Q)
1=1



1=1 1=1

. Invarijantni fazni prostor za tri cestice:

n TT̂  - \",Ji; i —
^ 1̂

' J J

! 1f rr fE'- m- • PEE
Jl ̂  L̂  m3

_
L

)2J

2 E + 2EE-,

9. Ugaona raspodela:

d(cos 6- ) Vn-l
I n-< IL-d'

10. Efektivna mas;

M? + a.

- t%

11. Verova^noca efektivne mase

Bn_k+1(o, E,
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