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Transpoft naelektrisanja kod metalnih i poluprovodnickih
materijala ima(%%ﬁedniékih crta. Pre svega; kada se posmatra idealni
sistem /$to podrazumeva idealnu kristalnu resetku/, prostiranje
elektronskih talasa moZe da se opiSe u kvaziklasiénoj aproksimaciji
Njutnovim jednadinama, ali se uticaj kristalne resetke uzima u obzir
uvodjenjem tzv. efektivne mase namesto mase slobodnog elektrona.

Medjutim, postoji i veliki broj veoma bitnih razlika izme-
dju transporta naelektrisanja kod metala i poluprovodnika, To je pre
svega &injenica da se transport kod metala vrsi elektronima dok kod
poluprovodnika ravnopravno u transportu udestvuju elektroni i Suplji-
ne. Druga veoma bitna razlika vezana je za veoma jaku temperatursku
zavisnost koncentracije elektrona i Supljina kod poluprovodnika. Po-
red ovoga mehanizam transporta kod poluprovodnika moze biti i difu-
sioni i driftovski /potide od uticaja elektrinog polja E/ dok je
kod metala uglavnom driftovski.

Glavni cilj ovog rada bio je da se dodje do transportnih
jednadina za prenos naelektrisanja u poluprovodnicima pod dejstvom
elektricénog polja. .

Ovom cilju prisli smo polazeli od ravnotezZnih funkcija
raspodele za elektrone i Supljine /I deo/.

akon toga dali smo nadin na koji se dolazi do Bolcmanove
kinetidke jednadine, koja omogucava da se dobiju 1 neravnotezne funk-
cije raspodele /II dec , § 1 - 4/.

Smatrajuéi da je perturbacija usled dejstva elektricnog
polja mala, resili smo Bolcmanovu kinetidku jednadinu u aproksimaci-
ji vremena relaksacije i na taj nadin dosli do izraza za struju elek-
trona i Supdjina /II deo, § 5/.

Poznato je medjutim, da time jo$ uvek nije resSen ﬁéoblem
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transporta naelektrisanja, i da se jo$ moraju razmotriti efekti ge-
neracije i rekombinacije elektrona i Supljina u poluprovodniku, sto
je uzeto u obzir pomoéu jednaline kontinuiteta date u § 6.

Najzad je celokupna teorija primenjena na izralunavangje
naponsko-strujne zavisnosti kod P-N spojeva /III deo/.

Ceo rad predstavlja osnovu za proudavanje naponsko-strujnih
zavisnosti kod poluprovodnickih elemenata /P-N spojeva, tranzistora
itd./. Savremena elektronika sve viSe koristi poluprovodnicke sas-
tavne delove, pa jt ova teorija §a neophodna za razumevanje njihovog

rada.



-3 -
I DEO

RAVNOTEZNE STATISTICKE FUNKCIJE RASPODELE
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§ 1, BROJ KVANTNIH STANJA U KVAZIKLASICNOJ APROKSIMACIJI /9/

U statistidkoj fizici u veéini slulajeva posmatra se Ces-
tica koja se krele u nmakroskopskim zapreminama, a takodje i ponaSe-
nje makroskopskih tela, koja sadr¥e ogroman broj Cestica.

7a ovakve sisteme kvantne pojave igraju relativno malu ulo-
gu, ali one se nikako ne smeju gasvim zanemariti. Zato se ove pojave
posmatraju u kvaziklasicnoj aproksimaciji. Naime, mo¥e se pokazati,
da uopitem sludaju proizvodjnog sistema, koji ima f stepena slobode,
u ovoj aproksimaciji kretanje sistema moZemo posmatrati kao i u
klasidnoj mehanici, ali stavljajuéi na moguéa stanja ogranmcéenje:
svakom kvantnom stanju sistema sa f stepena slobode u kvaziklasic-
noj aproksimaciji odgovara delija u faznom prostoru, koja ima zapre-
minu hf-

VaZan pojam predstavlja broj kvantnih stanja koja odgovara-

ju energiji sistema izmedju ¢ 1 &t +a&at koje ¢éemo oznaciti sa

Qorac .
Za proizvoljni sistem koji ima f stepeni slobode moZe se
napisati: "
-2 ag (4. 1)
2 U= 73
gde Jje AV element faznog prostora, po definiciji jednak:
Tdd;d
l i : o s
dP= N9 dp § i=1,.. ] A
gde su q 1 pikoordinate i impuls. Prema tome broj stanja je:
CrienSeey = BL -, 8%
LLe)dle) = ) —\3- (4.2
ili | .
Q=J9 = 4% (1.4.)

Velidina N (&) je sustina broja stanja koja se odnosi na

jedinidni interval promene energije.
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§ 2. KVAZI NEZAVISNT StsTEMI 7%/

Posmatrajmo jedan makroskopski sistem, koji se sastoji iz
veoma velikog broja destica. Predpostavimo da se kretanje svih des-
tica odredjuje zakonima kvantne teorije, tj. svako stanje Cestice
odredjeno je kvantnim brojevima. Akxo ovaj sistem izdelimo na skup
podsistema, tako da njihovo uzajamno dejstvo moZemo u prvoj aproksi-
maciji da zanemarimo, dobilemo delove tog sistema koji se kretu u
prvoj aproksimaciji nezavisno jedan od drugog, tJj. dobijamo kvazi-
nezavisne podsisteme. Odevidno je da su podsistemi kvazinezavisni,
ako je energija njihovog uzajamnog dejstva u proseku mala u poredje-
nju svakog podsistema.

Neka svaki od podsistema, koji ulaze u ceo sistem ima ve-
1iki broj delova /atoma, elektrona/ i predstavlja makroskopski sis-
tem., Tada ée ukupna energija kretanja pojedinih delova predstavljati
energiju podsistema i bice proporcionalna ukupnom broju ¢estica ko-
je ulaze u podsistem. Uzajamno dejstvo medju razlilitim podsistemima
uslovljeno je uglavnom silama interakcije izmedju Cestica, koje se
nalaze na povrdini svakog od uzajamno dejstvujuéih podsistema. Pre-
ma tome energija uzajamnog dejstva izmedju podsistema proporcional-
na je broju estica koje se nalaze na njihovoj povrsini, tJj. velidi-
ni same povrsine.

Na osnovu ovoga, energija podsistema = proporcionalna je
é? , gde jegi linearna dimenzija sistema, a energija uzajamnog
dejstvat  ~ & . Njihov odnos:

B o KDL WS (2. 4)
E R LN
je dovolno mali pri velikom N.

7Za energiju svih kvazinezavienih sistema moZemo uzeti da
je Jjednaka zbiru energija pojedinih delova te.

F = iZj &1 (& 2.)

L
gde znak » izraZava Cinjenicu da smo /2.2./ zanemarili energiju
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uzajamnog dejstva izmedju podsistema, koji obrazuju ceo sistem.
Izdvojimo u mislima iz celog sistema jedan proizvoljno
izabran podsistem. Prema ranijem, energija podsistema nije strogo
konstantna, veé se stalno menja u granicama T usy gde Je £ .4 ener-
gija uzajamnog dejstva sistema sa njegovom okolinom. & .4moZemo za-
nemariti u bilansu energija, ali ona predstavlja uzrok prelaza sis-

tema iz jednog kvantnog stanja u drugo.

§ 3. STATISTIOKE RASPODELE U KVANTNOJ STATISTICI /9/

Ovde osnovni znadaj imaju dva osnovna principa kvantne
mehanike:
1. postojanje diskretnih stanja energije sistema

2. princip nerazlicivosti elementarnih Cestica.

Posmatrajmo jedan sistem, cije se gestice mogu nalaziti
u pojedinaénim kvantnim stanjima sa energijom T, %, .00 Dalje iza-
berimo za kvazizatvoren podsistem sve Sestice koje se nalaze u pro-
izvoljnom kvantnom stanju s & energijom Ei‘. Sve ostale cCestice,
pri ovom obrazuju termostat.

Kao rezultat sudara destica koja posedujm energiju & »
prelazi u drugo stanje. Obrnuto, blagodareéi ovom istom mehanizmu
u ovo stanje dolaze druge Cestice, koje su ranije imale energiju
razliditu od €, i koje su prema tome pripadale termostatu. Ako je
broj &estica koje ulaze ili izlaze iz podsistema mali u poredjenju
sa brojem Cestica koje se u njemu nalaze, to se moZe smatrati, da
je uzajamno dejstvo izmedju podsistema i termostata slabo. Ovaj us-
lov ée biti ispunjen ako su sudari dosta retki tj. kada je gas ko~
ga &ine ove Cstice dosta razredjen. Kako vidimo izabrani podsistem
predstavlja podsistem sa promenljivim brojem Sestica, Emergija na-

Seg podsistema je jednaka:
E—: ig'\(\'& &5. 1.\,
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gde je N, broj Cestica u podsistemu. Velidina & menja se zajedno
sa promenom Vi, .

Da bi potpuno okarakterisali stanje izabranog podsistema
moramo znati srednji broj destica koje se nalaze na izabranom ener—
getskom nivou. Srednja vrednost broja Sestica u podsistemu izraZava

se formulom

1.——& Le

Toaariay | \ 0
e 7 E e % VLW & 2.)

Zbog principa indenticénosti stanja sistema, koja sadrie
proizvoljan broj destica O & N £ o , su nedegenerisana, pa je broj

stanja sistema, koji sadrzi \\_. destica jednaks

Sty =4 (5.3
Stavljajuéi /3.3./ u /3.2./ nalazimo:
0 & \n_

1 =T (t o (5.4

nt g

Sumiranje se vrsi po broju destica u stanju sa energijom
%+ Pri sabrisanju moramo razlikovati dve vrste Cestica; Cestice
koje se ne potéinjavaju principu zabrane i Zestice koje se potlinja-
vaju ovom principu.

U prvom sludaju na broj destica koje se nalaze u pojedinad-
nim kvantnim stanjima, ne stavljaju se nikakva ogranicenja. Njihov
broj moZe uzimati sve moguée vrednosti izmedju nule i celog broja

Cestica u sistemu. Prema tome:

- 3 . { “Ee Yc
.\T\‘::CT-;‘— Q’VLT ‘QIQ?:-F)\ (5.5
P ,

Zamenjujuéi gornju granicu zbira sa beskonadnoséu dobijamo:

n ".‘.0 ' 73___‘
g ()

Q
% ‘l;—b
Zamenu gornje granice smemo izvrsiti jer se radi o veoma velikom bro-

(5.53)

ju Cestica, a time matematicki dobijamo izraz koji se veoma lako



asimtotski odredjuje.

Ako vazi nejednakost

2 Ex
€ «T L4 (5.6.)
zbir u /3.5 a/ predstavlja beskonadnu opadajuéu geometrijsku pro-
gresiju o o2
ST ¥ite \\Y\&
1, (e ] = 42
nxo RTEe
odakle je 1~ €&
) [ 4_ \. 4’
3 —
:KT-JMK — = — (5.2.)
Sl R, & k
9% 1-e% | efeF -1

Formula /3.7./ daje srednji broj &destica idealnog gasa
koji se nalazi u stanju sa energijom £, , ako se destice ne poddi-
njavaju principu zabrane. U ovu klasu &estica spadaju sve one koje
imaju celobrojni spin. Raspodela /3.7./ naziva se Boze-AjnZtajnovom.
Primetimo da zbog /3.6./ mora da vaZi nejednakost

4
kb A | (3-8.)
Nejednakost /3.8./ pokazuje, da kod destica koje se poddinjavaju
raspodeli Boze - AjnsStajna, fK Je sustinski negativna velidina
L 40 (5.9.)

U sludaju cestica koje se podéinjavaju principu zabrane,
broj destica Y\, , koje se mogu jednovremeno nalaziti u individualnim
kvantnim stanjima ne moZe da predje jedinicu. Znadi, moguée vrednos-
ti Y ogranidene su dvema W,=0 i N, = 1, Zamenjujuéi gornju grani-
cu integriranja u formuli /8.2./ nalazimo:
\Y“Lv\:\’:v %L\QKT)';K‘T_D_\MM...Q :Et\——

2y e

Raspodela /3.10./ predstavlja raspodelu po stanjima ideal-

(5. 40.)

nog gasa, u slucaju kada se Cestice poddinjavaju principu zabrane.
Raspodela /3.10/ dobila je naziv Fermi-Dirakova raspodela.
U svim slucdajevima koji se sreéu u praksi, rastojanja iz-

medju nivoa energija toliko su mala u poredjenju sa toplotnom ener-
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gijom kT, da se energetski spektar moZe smatrati neprekidnim. Tada
umesto srednjepbroja destica na K - tom energetskom nivou potrebno
Jje uvesti srednji broj éesticawﬂVLsa energijom koja lezi izmedju
& ié+ 4%z ., O8evidno dn=tu ‘—3-3 , gde je %% broj stanja, koja od-

govaraju energiji u intervalu € i £+ A% « Stavljajuéi W iz

/3¢7+/ i /3.10./ nalazimo:

L
dv‘(’\_z . ..(.'_\._K.f 50 i_
o= +4 W AB-AL)

Potencijal %, s koji ulazi u Bozeovu i Fermijevu raspo-

delu odredjuje se iz uslova normiranja

&géjl = Y“ (3,&2\

koji izrazava konstantnost Cestica koje se nalaze u datoj zapremini.

jor
§ 4, VEZA IZMEDJU KVANTNIH I KLASICNE MAKSVEL-BOLCMANOVE STATISTIKE

Gasovi koji se podéinjavaju klasidnoj statistici naziva-
Ju se nedegenerisanim. Obrnuto, idealni gasovi, ¢ije se ponasSanje
daje kvantnim zakonima, nazivaju se degenerg#sanim. Nas zadatak je
objasnjenje pitanja u kakvim uslovima je gas degenerisan ili druga-
¢ije govoreéi, kada je klasicéna statistika primenjiva, a kada je
neophodno uzimati u obzir zakone kvantne statistike. Pri resavanju
ovog pitanja, mi éemo polaziti od toga, da su pravilni i tadniji
zakoni raspodeli Boze - AjnStajna i Fermi - Diraka, Prema tome,
zakon Maksvel - Bolcmana, moZemo koristiti samo tada kada je razli-
ka izmedju njega i kvantnih raspodela dovoljno mala,

Znajuéi da je Maksvel - Bolcmanova raspodela data sa:

; ~-'E
e %; _ f—_af: (4.1.)

i uporedjujuéi je sa izrazima /3.7./ i /3.10/ iz proslog paragrafa

vidomo da one u opstem slucaju imaju razlidit karakter.
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Medjutim, ova razlika iSdezava ako je ispunjena nejednakost:

s oD
/ s - (4.2.)

|-
35

\ ;

£

Sl. 1. daje tok sve tri krive. Njihovo nepoklapanje pri velikim &
vezano je sa tim, Sto tim krivama odgovaraju razne vrednosti '%/

Na taj nadin nejednakost /4.2./ sluzi kao uslov primenljivosti kla-
sicéne statistike. Za ispunjenje nejednakosti /4.2./ pri energiji

& ae’V /pri Ef>Kq7eksponent brzo raste/ potrebno je da je€£3$5>i.
Ako predpostavimo da je poslednja nejednakost ispunjena tada Je

pri svim energijama

L o=
i gt Sy o s R L4.5)
e £ 4

Iz uslova normiranja /3.12/. nalazimo:

. 5 " T
“GT S S
W\ (2w A eé& \dc’c\vi = M

I =
_ﬁ-\] ( a“YW¥:Y) €1€¥

pt. oi iy feg
N:&\dv d_E._Lg_.E“i\Z dp: o

odakle je:

i R‘\‘ :_—’ \ ('\\\ W\KT) ‘L}‘L‘..\

Prema tome, krlterlaum zakonitosti primene klasicne meha-

nike je ispunjenje nejednakosti:

- T PR R
o Vo EN 2 e
e k QL(\ ) >>i &

Vidimo da kriterijum /4.5./ sadrzi nekoliko parametara.
U njega ulazi masa destice W\ ; ukoliko je veéa masa time je vecla

leva strana nejednakosti. Dalje u nejednakosti /4.5./ ulazi gustina
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gasa 1 njegova temperatura T. Kao Sto je trebalo océekivati posma-
trana nejednakost je ispunjena pri viskim temperaturama, jer se pri
niskim pojavljuju kvantni efekti. Ispunjavagu nejednakosti /4,5./
odgovara mala gustina gasa. U opstem slucaju, kada je

nastupa degenera01ga gasa. Prema tome, degeneracija moze da bhde

uslovljena sledeéim uzrocima:
1. velika gustina gasa
2. mala masa Cestica
3., niske temperature,
U sludaju elektronskog gasa velike gustine degeneracija

ne postoji i pri relativno visokim temperaturama.

§ 5. RAVNOTEZNA FUNKCIJA RASPODELE ELEKTRONA I SUPLJINA U
/11; 12/

POLUPROVODNIKU

U jednoelektronskoj aproksimaciji uzajamno dejstvo medju
elektronima dvrstog tela izradunava se samo posredstvom samosaglasSe-
nog polja , u kojem sc¢ svaki elektron krele nezavisno od drugog.

Sa statistilke tadke gledifta 3to je bitno u ovom slucaju jednoelek-
tronska aproksimacija odgovara modelu idealnog gasa. U stanju sta-
tistidke ravnoteZe idealni gas elektrona podéinjava se statisticil
Fermi - Direka, koju smo mi proudili u § 3. U statisticko] ravnoteZ
sredqi broj elektrona u odredjenom kvantnom stanju 1 sa odredjenom

energijom &£, pri temperaturi T je jednak:

4 q
Loed) = 22— (54
e 22 4
Ovde Je k' , hemijski potencijal obradunat na jedan elektron, k-Bolc:
manova konstanta. Prema tome, *0&33 predstavlja ravnotezZnu raspodelu
elektrona u poluprovodniku. Verovatnoéa da kvantno stanje sa energi-

jomEie  ne ispunjava elektron, tJj. verovatnoéa za pojavljivanje



4 11 =

Supljine Jje:

Yoy = 4-foea=t- - =t (5:2)
= 65*:?“-3. :
gde Je¥ (& \ravnoteZna funk01ga raspodele Fermi - Diraka za Supljine.
////////,/,///
] 1

____.._._____1.____-__

C"’/////’/”[.w»/l’!

Ako radunamo sve energije od najniZeg kraja zone provodnos-
A

o

L .\’

ti, to encrgija elektrona u zoni provodnosti je jednaka &= na

donorskom nivou t=-tg , N& akeetorskom nivou t=-£,1 u valetnoj zoni
S

Bk ¢, gde Jec'ﬁ:& kinetidka energija Supljina, a &4 Sirina zabra-
e
njene zone, Sve ovo je prikazano na slici 2.

Ako uvedemo hemijski potencijal éupljinaél-io-s, to funk-
cija raspodele za Supljine /5.2./ mo%e se napise®*i u obliku:

\ Y 1

& (er) = — (5.5.)

et s’ +4
§to je potpuno analogno “funkciji raspodele /5.1./ za elektrone.

Predstavimo grafidki funkcije raspodel » Maksvel - Bolcmana
i Fermi - Diraka u funkciji energije i temperature kao parametra.

Znajuéi da Jje funkcija raspodele Maksvel - Bolcm~na data izrazom:
-

¥MB - R ew (£.4.)

gde je A parametar koji treba odrediti kako je dato u /43 5/.

ral®) P&
& \ 1

/
-
v
O
P




& 12 a

; o )
Sa slike 3, vidi se da se #:0 za >0 vige ne menja skokovito /kod
Fermijevog n1voa,d/, ve¢ kontinualno, ali opet vrlo brzo. Pri g-t»é?
t.js u oblasti "repa" imamo da Je~¥w%~inn

..&' z __i; ‘za_/

bep2 €7 _ &% oF (5.5)
Ovo je veoma vaZan zakljudak za teoriju poluprovodnika, Stvarno,
ma, da je u principu za elektrone i Supljine u poluprovodnicima po-
trebno primenjivati Fermi - Dirakovu statistiku, veéina elektrona

Jje daleko energetski od 73 u odnosu na kT, pa praktiéno za njih va-

zi Maksvel - Bolcmanova klasidna statistika.
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IT DEO

KINETIGKA JEDNAGINA ZA ELEKTRONE I SUPLJINE U POLUPROVODNIKU

- - /14.)
§ 1, POJAVA PRENOSA I BOLCMANOVA KINETICKA JEDNACINA

Pored statisticki ravnoteznih stanja, ¢éija je najvaZnija
osobina, da svojstva sistema koji se nalaze u takvim stanjima ne
zavise od mehanizma uzajamnog dejstva, medjutim postoje i neravno-
tezna stanja. Ovde Ce biti posmatrane pojave vezane za kretanje elek-
trona i Supljina pod desjstvom spoljasnjih polja i to: elektricinog,
magnetnog ili temperaturnog. Procesi koJji su vezani za kretanje
elektrona i Supljina, nazivaju se kinetickim efektima ili pojavama
prenosa.

| Kad velidine, koje opisuju prenos: gustina elektridéne stru-
je, toplotni tok, jadina elektriénog polja it?. ne zavise od vremena,
tada pojavu nazivamo stacionarnom. Da bi pri czjstvu elektricnog po-
lja, koje ubpzava elektrone struja bila staci..ara~; neophodno Je
da se elektroni ppovodnosti sudaraju odnosno rasejavaju na nghomo-
genostima reSetke kao na primer na oscilovanju atoma ili defektima
kristala. Pri ovim sudarima oni gube energiju dobivenu od elektricé-
nog polja. U velikom broju slucdajeva sudara oCnosno rasejavanja elek-
trona ovde praktidno moZemo smatrati elasticnin zbog slabog elektri-
énog polja.

VaZna osobina neravnoteznih procesa Jje ta, da oni bitno
zabPise od mehanizma interakcije u sistemu.

Kao $to smo videli u I delu elektroni v stanju termodina-
midke ravnoteZe u kvaziklasidnom sludéaju opisuju se ravnoteZnom
funkcijom Maksvel - Bolcmana A e%ég', gde je t:ﬁgfo“x\ukupna ener-—
gija elektrona, alhy\potencijalna energija, ovde obicno jednaka nuli.

Za elektrone u neravnoteZnom stanju moZemo uvesti neravno-

te¥nu funkciju raspodele. koja ima takev cmis~~ A= izraz:
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L (FF4)d ™ (1.4)
daje broj elektrona u trenutku t u tadki ¥ i zapremini d°v sa brzi-
nama izmedju U, i Ux +dU, itd. Takve elektrone mi éemo nazvati
v-elektronima, Opisivanje elektrona posredstvom jednovremenog zada-
vanja koordinata i brzina /impulsa/, mogule je samo u toj meri u
kojoj se njihovo kretanje poddinjava zakonima klasiéne mehanike.
Ako je poznata funkcijai(fr’.?’\{\ tada moZemo izradunati

gustinu struje u tadki T u trenutku t.
A uxc'&h‘ro

>,

X

58,4

Na slici 1. je nacrtana jediniéna povrsima novmalna na ravan crteza
i osi x, i cilinder visine D’xd{ paralelno na ovoj povrSini.

Broj v-elektrona unutar cilindra je J(i(‘(?}’p\:\\)tdsb dt "
Svi ovi elektroni za vreme dt pomere se u pravcu X za veliéinul}xd't,},
§to znaldi preseku povrsinu. Ukﬁpni broj elektrona svih brzina, koji

presecaju povrs:l_nu za vreme CH: je:

dt { d> o 1[(52 7k
Podto svaki elektron ima naelektrisanje /-e/, gustina struje u prav-
cu x bile jednaka: +
3 L\ U Ux gk\),—\f‘,‘t\ (4. 2.)
Uzmimo neravnoteZnu fu.n}*c:Lju raspodele u obliku:
Q—(G’,F,{\ = &o(ﬁ\ * QL (Te)
Kako jeQO\‘i\ parna funkcija Uy /zavisi od Uy, 5oAa inbegral /1l.2./
0 80y 0d da(e) Uyjednak je puli 1 /1.2./ daje:
j,\*_ejd oy Jy () (1.22)
Osnovni zadatak teorlge kinetidkih pojava je odredjivanje neravno-
teéne funkcije raspodele%{(t‘)’,?ﬁ)) koju éemo mi odrediti pri kraju

ovog dela.
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Sada izvedimo Jednaﬂn.:nu7 koju zadovoljava funkcija <£(1> = ).
Posmatrajmo promenu broja v-elektrona za vreme dt s kao rezultat
njihovog kretanja u obidnom /geometrijskom/ prostoru. Na slici 2.
predstavljen je element zaprenine &Br:o‘\xé.\éo\?:@ Izracdunajmo promenu
broja v-elektrona unutar ove zapremine, koja nastaje na radun ula-
zenja elektrona kroz levu stranu cix(&o’z i izlzZenja elektrona kroz
desnu stranu d.\‘gd-:; /predpostavlja se da je U,>¢ /: broj v-elektrona,
koji pridolaze za vreme dt kroz levu stranu iznosi{Z(fﬁv?) d‘vdxédtmdt
broj v-elektrona koji odlaze kroz dcsau stranu za vreme c\‘\:jednak

je %Q‘L_)’:,x+dx ‘\13\7;,‘{\ d”udlé = Dt

Poveéanje broja v-elektrona u zablu_lrﬂ(irna racun ovog
pocesa jednako je:
(T, xya ) dPodydavadt = L(Fnodx,y2, {0 dy datidt=

:-m@i r‘xc\ﬂ dy Fyot (4.3
DK -

Povelanje broja v-elektrona w zaprew’ w 4 rna radun kreta-

nja elektrona kroz Sest strana zapremine 3 v s Jednako je:

(\} *’ U‘-\ B{,%S*U E—%) A%y air-di =

o e (1. 4.
(T-9-d)Protvdt = - T 22 o™ d o dt
" dY

Analogno promeni broja v-clektrona u geometrijskom prosto-
ru mo¥emo posmatrzti promenom broja v-elektrons u zapremini = Auxévadg
koje nastaju kao rezultat njihovog "kretanja” u v-prostoru sa "br21—

nama" U,)U\d i L& o« Porast bro;c v-el-T+ror~ nri kretanju u Va;p;'osi;o—

N
e



= ee=

ru jednak je: . . 1
-(Fovg{)dvdirdt = - T 2 drdv dt =
_a. (L‘\a..
= -4 (F v\?wk\dz’vo\"r dt )

vy

jer ubrzanju odgovara SJ\%"’:%\\E’(F’.{\ , gde Je l—:»u:’,w‘_) sila koja deluje
na elektron u tadki T u momentu t.

Osim zbog gornjeg broj v-eclektrona menja se kao rezultat
sudara sa oscilovanjima recSetke /fononima/ i defektima kristala.
Svaki sudar v-elektrona odvodi ga iz zapremine dslrjer se pri sudarm
o8tro menja njegova brzina. Dalje éemo mi posmatrati elastidne suda-
re, pri kojima se menja samo pravac brzine, tako da je posle sudara
intenzitet brzina jednak tj. |F|=\9"| .

Neka JG\W(U’U” d W dt verovatnoéa da se v-elektron za vreme
dtelastidno raseje u elementarni prostorni ugao d X oko pravca B .
Posto je verovatnoés bezdimenziona velidina to WIT, ¥'lima dimenziju
reciprodnu vremenu {(xec ).

Broj v-elektrona koji u rezultatu sudaru iSdezavaju za vre-
me d+t jednak je:

- UTEY) dPodd W) dtd .

Sa druge strane, broj v-elektrona ¢ée da raste, zbog pret-
varanja svih moguéih vLlelektrona u v-elektronec kao posledicu sudara.
Ovaj porast za vreme ot biée jednak:

Q\cw Y570 &0 a0 Ww, ok,

Posto su sudari elastidni tj.\ff"\:\ﬁ\to se integraljenje po
dVsvodi na integral po SU' .

U konaénom bilansu porast broja v-elektrona zbog sudara

za vreme di,j e

d*-d> dtJdnH Ty Wi o)~ Sy Wims)  (L.ab)

Porast broja v-elektrona za vreme d.‘}:jednak je:
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?v'“}?;ﬁ‘} +d{:)d5?)d5r~-a}i(‘}\\?",£\/O\Bl}dg\r: ’—%%O\Bvd)’r‘dt (1.‘3.)

Izjednadujuéi sa /1.5./ zbir /1.4./, /l.4a./ i /1.4%/ dobijamo:
5 s - L ; ~ . L] ' =~ e e j i s | — =7, i
—%:3')(:_ _.-—(UV?%)—%JF\/);#) +Jd§\ E‘F(vl rT{)W(U‘,’U’) —<£(v—,v',-t) \/Y/(U',U’ﬂ U_())
Ova jednadina je traZena Bolcmanova kinetilka jednadina koja zadovo-
ljava funkciju raspodele {a:\‘?,E*%L

U ovoj jednadini moZ%emo razlikovati dva ¢lana i to: clan

koji nastaje usled polja /&lan polja/:

(%%\_?Oa: ~(Te ) ~ 4 ( ¥ vsd) (4.%)

ia

odredjuje brzinu promene funkcije raspodeleﬁkoja je rezultat nepre-
kidnog kretanja elekbtrona u T-i v-prostoru, a ¢lan sudara:

@) e {EeaWEN-fEEgWET)] (4.%)

2t ) <wa, s _
odredjuje brzinu promene ‘unkcijc raspodele <L koja nastaje kao re-
zultat sudara odnosno rasejanja elektrona.
U stacionarnom sludaju koristeéi /l.7./ i /1l.7a/ mozemo

napisati Bolcmanovu kineticku jednadinu u obliku:

D4 o4 pazl; A
—8_%:&%5'%\ polia -\_Ké% Su&.— O \L%.\

ili eksplicitno napisan@

(Toed)+&(Fosd) = gd el i Wiy - ) WOF 7] (4.85)
Kako sa desne strane /li,J8a/ stoji integral od nepoznate funkcije
%{‘3"}, to je kinetidka Bolcmanova jednacina integro-diferencijalna.

7a njeno reSenje neophodno je znati silu-_Y‘:> i verovatnoéu prelaza

za jednu sekundu u jedinici prostornog uglaW(iﬁﬁ"). U ravnoteznom slu-
gaju, kako smo videli u I delu funkcija raspodele u kvaziklasicnog
aproksimaciji je i e’a% , sde je T  ukupna energija tj. jednaka
zbiru kinetidke energije wL=V!§Li potencijalne energije Uy U tom

sludaju leva strana jednacine /1.8a/ jednaka je nuli. U stvari iz-

radunavdi pojedine &lanove tj. za ovaj sludaj dobijamo:



« IB =
T Ve da(n+1) =L PV (e = & (T F)

LFo ey = T = (5 F).

Na taj nadin iz jednadine /1.8a/ koristedi gornje rezultate dobija-

%%\«,ua & O‘W[‘Q (&) W (% Lv)—ﬁe(aW(‘e:,ﬁ’,ﬂ =

1.3.
= QO(Q dﬂ’[\)(/(l}’;ﬁ’)—w/(ﬁ?,)}?)] )

Jer po ranijoj predpostavci je &'=€ .
Iz relacije /1.9./ zakljudujemo da pri proizvoljnoj brzini
integral moZe da bude jednak nuli samo ako je ispunjen uslov da
je:
WE ) =W (T3, (1. 40)
Poslednja jednakost je posledica opSteg principa detaljne
ravnoteze saglasno kojoj su verovatnoée direktnog i obrnutog procesa
Jednake. Pri izracunavanju verovatnoée prelaza u kvantnoj mehanici
jednadina /1.10./ je direktna posledica njenih zakona.
Ako na elektron deduje samo elektridno polje f?upravljeno
duz ose x, tada se popravka funkcije raspodele mo¥e predstaviti u

obliku: ) L0 : , ;
L i Q}‘; JAC IS AL

tj. u vidu proizvoda neke funkcije od cnerglgeﬁ(“Q/S-” c i T G
mnozitel] -%éﬁuzima se radi olakSanja u daljim proradunima.
Stavljajuéi /1.11./ u /l.7a/ i smatrajuéi sudar elastidnim

/&=t / i uzimajuéi jednakost /1.10./ u obzir dobijamo:

_3: é-—“Dr S&S\" W) (- o) (1.42)

Ovde Jech}=2£ , 8de Je Vv ygao skretanja elektrona od prvobitnog
U
pravca kretanja zbog sudara sl.%. /gde je osa x izabrana paralelno

brzini elektronaiﬁ,do sudara/.,



R

V=0
|
A ,///53///7 X

V= -\),‘ %\i- %‘ bxto}ﬁ'
PoétoVVﬁ?EQ)ima dimenziju obrnutu vremenu pogodno je uvesti vreme

relaksacije Ct stavljajuéi:
o J W(‘O’ k"* K S va\ d SP (L.&é.\
iz jedna01na /1.12./ i /1.13./ proizilazi vrlo va¥na jednacdina za

L (4.44)

5’\:\ 0 <3

Odigledan smisao vremena relaksacije moZemo pokazati, pos-

kineticke pojave:

matrajuci uspostavljanje statistilke ravnotefe u homogenom sistemu,
u kome je u pocdetnom trenutkuﬁt=6 raspodela po brzinama bila nerav-
notezna i na koju ne deluju sile. Stav13a3u01‘7a¥-0 1*T 0 , imamo
na osnovu izraza /l.6./, /l.7a./ i /1.14./:
e
D% | sua o

Integraljeéi posebnu jednako§g, dobijamo:

'\)“Q“:(%-Qo\»t:o Q_:: . (L.\‘«.\
Mi vidimo, da je “C vreme, u toku koga razlika {Q~¥o) pri iskljudi-
vanju spoljadnjeg polja smanjuje se c puta. Posto teZnja ka ravno-
tezi u sistemu proizilazi kao rezultat sudara elektrona /sa vibra-
cijama reSetke ili defektima kristala/, a pri ovom Jje dovoljno neko-
liko sudara da elektroni predju u ravnoteZno stanje, to je vreme
relaksacije cT’reda vremena slobodnog puta elektrona. Mi éemo defi-

nisati srednju duZinu slobodnog puta elektrona kao:

) - v (L.15)
Iz definicije /1.13./ proizilazi da je ‘U funkecija brzine odnosno
energije(t(v)ilict(&\ « U svim za praksu interesantnim sludajevima

popravka ravnoteZnoj funkciji raspodele je¥i<<£.. Prema tome sa



=

tacnoséu do velicine prvog reda»¥ﬁ‘, mozemo u levu stranu jednacdine
/1l.8a./ staviti umesto % ravnoteznu funkciju ‘%0. U prisustvu samo

elektriénog polja iz /l.8a./ i /1l.14./ dobijamo:

£1 3_{6‘~~F {_ (4. 46,

\
QVx
Ako nam je poznato vreme relaksa013e ‘T , tada po formuli /l.2a./

mozemo odrediti gustinu struje. Istovremeno vidimo da funkcija

ima oblik /1.11./, gde smo dobili i eksplicitni izraz za:(ﬁA:’eE;T:

. . . st
8 2, KINETICKA JEDNAGINA ZA ELEKTRONE I SUPLJINE U POLUPROVODNIKU

U proslom paragrafu predpostavili smo, da se kretanje
elektrona poddinjava zakonima klasiéne mehanike, pa se njihova sta-
. . . - . —_— " 2
nja opisuju u r- i v-prostoru i smatramo da je

dir o A%
ey o (?..L.)
Ova jednadina je ispravna i u kvaziklasiénoj aproksimaciji, ako je
energija elektrona L-"& & gde je \n* efcktivna masa, a};—%kg Ako
T yn*
energija &’hJ elektrona ima navedeni oblik ili mozZe da se svede na

taj oblik, tada su primenljive sve formule iz predhodnog paragrafa
pri zameni W\ saW\™*, U ops$tem siudaju proizvoljnog zakona energije
¢&brzina elektrona u poluprovodniku Jje:

U= *\\7& u‘b T 93%_““’ (.2

i nije Jednaka'ﬁ ; pa prema tome pojavljuje se pitanje kakav ob-
ok

1ik ima kinetidka Bolcmanova jednadina /l.8a./ u tom sludaju? U kva-

ziklasidnoj aproksimaciji elektronu se moze pripisati trajektorija,
po kojoj se on krele sa brzinom /2.2./. Talasni vektor elektrona
karakteride njegovo stanje, i zadovoljava u kvaziklasidnoj aproksi-
maciji Jednadinu:

ak _ ¥

at B (%)
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Posmatrajuéi elektrone u T= i ﬁlprostoru, uvedimo funkciju raspo-
deled(W\Fit) tako da je:
ey )
{4 E = t} dgjm (2.4
- LS
broj elektrona u momentu t u tadki T u jedinici zapremine sa kompo-

nentama talasnog vektora od Yz,\ do X&X e Q&x itd /d%;dﬁ,dﬁadﬁt/.

U stanju statisticke ravnoteZe kako smo videli u prvom delu Je
funkcija raspodele:

\ i t
e (w5
==
e v + A
gde Jet\sq zaﬁ funkcija odY .
Sada umesto jednacdine /2.1./ ovde imamo jednadinu /2.3./
pa kineticka Bolcmanova jednadina /l.8a./, ako na elektrom deluje
elektric¢no i, magnetno polje EiH tj. spoljasnja sila bice

%=€ﬁi*%tﬁgjx pa jednadina dobija novi oblik:

\TV‘-;%E Kt_ -\-3-\1)— RI\V" = )wd (1.6)
gde je av i ¥, odredjena izrazima /2 2./ i /2.5./. Clan "sudara"
K?g\ moze se izraziti analogno tome, kao $to je udinjeno u pred-
hodnom paragrafu. Neka JeVK%ﬁEHerovatnoca da elektron za Jjednu se-

kundu predje iz stanja Qk u stanje &{ ; tada analogno /l.7a./ dobi-

jamo izraz:

ey (WED L@ 1-WED [a- L@ @

Bipd

gde je uzeto u obzir i Paulijev princip, tj. verovatnoéa prelaza
Q;*F?proporcionalna jetfwgﬁial/verovatnoéa da je stanje E? slobodne/ .

Iz principa detaljne ravnoteZe proizilazi da su u statis-
tickoj ravnoteZi fluksewi elektrona.kf>g i obrnuti jednaki tj. do-
lazimo eksplicitno do izraza:

: Yo - 2 .

WEDR O e =Wl D ko Te-de@l @y
Koristeéi eksplicitan izraz za funkciju raspodele Fernija dobijamo

iz /2,785 o o U
e W% L) :\)(/(%ME‘\ e = (2. Fa)
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Pri elasticnom rasejanju je ¢'=€ pa dobijamo da je ispunjena jedna-

kost:
WET)=W (&, &) | &%)
Koristeli jednakost /2.7b./ iz /2.7./ dobijamo u ovom sludaju izraz

Q -3 s Z\W(W@N@‘)-W(E.ﬁwm
wa Ty LU - ¢ PN, .3

tj. ¢lan "sudara" je isti, kao i bez uzimanja u obzir Paulijevog
principa. Ova okolnost vezana je sa tim da pri uzimanju u obzir Pau-
lijevog principa poveéava se za Jednu istu velilinu i brog elektro-
na koji prelazi iz stanja E; %k tako i obrnuto iz %3 ‘ . Ne~-
ravnotezna funkcija raspodele moZe se predstaviti u obliku
= . Pl = —
}((ﬁ\:¥a(’t\+¥« (%:-%iom _%{{ c)(.?(iﬂm (2.8.)

gde je;ilg)nepoznata vektorska funkcija koja zavisi od energije
elektrona., Kao S$to vidimo neravnotezni dodatak funkcije raspodele
ima oblik:

it e -

%(Q«\‘;—%‘% A (e b (2.30)
Kako u prisustvu elektricnog i magnetnog polja, tako i u prisustvu
gradijenta temperature, ako je E'\% i ©C zavisi samo od energije.

Posto je pri elastidnom rasejanju €= t tada je:

DLk =fo(e) - %% X(@&—%‘o(a!%% Teey b =

— -_\‘> \ L a7 ( 2\.'.&_0
:'D—%“(X(i)&k EL— X@J_l:&t(g’k) %:%‘_3— 9 \
P 4 %1_ %J&
gde je v'«.x' projekcija TE na vektor X i AQ\ 1; ll « 12 [2.8./ i
/2.10,/ dobijamo:

(uﬂ :_J;Lm,_gwﬂ ©)a- x

__1 . CLAL)
-5 Qz
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Kao i u predhodnom paragrafu i ovde Cemo uvesti vreme re-

laksacije q?7stavljajuéi:

A= W[ _.z]»-%w_” oka

5. 425}

ot

Aw%&)(;-. oy )

] ) e
gde je analogno /1.13./ Y- , ugao izmedju talasnih vektora hi 2?
koji karakerisu kretanje elektrona, do i posle rasejanja. Na osnovu
toga jednadinu /2.1l./ moZemo napisati u obliku:

&)

i
Ovaj oblik kinetidke jednaline najéeSése se srefe u primeni na polu-

provodnike.

: Ako je povrs3ina konstantne energije jednaka konstanti
/%i%k const/, ali ne sferno tj. na primer elipsoidna, tada strogo
govoreéi neophodno je uzimati u obzir anizotropiju sredine tj.
angzotropiju rasejanja elektrona, i u tom slucaju vreme relaksaci-
je ‘U , ako se moZe uvesti, nije skalar veé tenzor drugog reda.

U sludaju sloZenog zakona disperzije energije E(Q)na pri-
mer takvog, kao za Supljine u P-Ge i P-Si, uopSte nije moguce stro-
go uvesti vreme relaksacije, pa je za to u ovom slucdaju teorija

kinetidkih pojava vrlo sloZena i mi je nelemo u ovom radu razmatra-

ti.

§ 3, VREME RELAKSACIJE ZA ELEKTRONE T SUPLJINE U POLUPROVODNIKU

Vreme relaksacije igra veoma vaznu ulogu u teoriji kine-
tidkih pojava. Kao 3to smo videli u drugom delu § 1. 1 § 2. vreme
relaksacije za klasidne Zestice definisano je izrazom:

LSRR o e mmaase {
e T(v) Sdﬂ\X/(v)o-)(i C-USU') (5._.\

a za elektrone u kristalu izrazom:



- Tl

T L W) (4- o) (2:2.)
Kako neravnotezne procese karakteriSe mehanizam raseja-
nja, u teoriji kinetickih pojava zavisno od tipa rasejanja naila-
zimo na razne izraze za vreme relaksacije. Ako su ekvienergetske
povréine<i(€szerne onda vreme #®eme reclaksacije predstavlja skalar.
Medjutim, ako su ekvienergetske povrsine E(@Belipsoidne mopa se
uzeti u obzir angzotropnost rasejanja elektrona Sto se ¢ini na taj
nac¢in, ako se uopSte mo¥e govoriti o vremenu relaksacije’uvodjenjem

tenzora vremena relaksacije. Kao Sto smo videli u II delu, § 1l. jed-

nad¢ina koja predstavlja proces uspostavljanja ravnoteZnog stanja

je: 82- - _ Y _ —¥o
AW = 5%

e

Integraljeéi dobijamo: L

$.=(£-4),.e™ (».4)
ako ‘U ne zavisi od vremena. Prema tome, vreme relaksacije je vre-
menska konstanta procesa uspostavljanja ravno*eée sistema, kad se
ukine pobuda, i ne treba brkati vreme relaksacije sa vremenom Zi-
vota nosilaca.

Ako je zakon disperzije E(ZSsloZen, nije ni sferan ni
elipsoidan, kao $to je sludaj za Supljine u Ge i Si P-tipa, strogo
govoreéi ne moZe se uvesti pojam vremena relaksacije.

Da bi pokazali izraze za vreme relaksacije s obzirom na
tip rasejanja daéemo tabelu l. koja je uzeta iz /17./

fomraus
Kao opSta iza vreme relaksacije moze se uzeti:

) = o (%Y—‘% (.5.)

gde izloZilac ima razne vrednosti za razlicite mehanizme rasejanja



Tabela 1.

- LB

a

Tip rasejanja ' T Primedbe
Ktomski polupro- g%{rwxf‘{¥* —A V, =brzina zvuka
vodnici /akustid- | ) = 30
) CE T ™M -masa atoma
. . L] N
ka oscilovanja/. o ¢ -Blohova konstanta
Jonski poluprovod- 3 W, - granicna frekven-
nici /visoke tem- | { Ve Mol (%‘Wal 5_‘1/1 cijglopétic‘ikih
=y oscilovanja.
perature/. AT zoe“m* T ovERIE
Jonski poluprovod-
- SN 3 (L '_'3/;_ _%\\0 ie_ . . .
nici /niske tempe--vl '%[E F«fx {EWh) Eiz;q S ek
: e e
rature/. AT 2tet witn
. 3 il o
Rasejanje na NS X- g~ = d%Je%ektrlcna kon~
. e - : stanta
primesnim jonima. e ng Q)(YL\ Q - koeficijent ekra-
> B ‘ v niranja kulonov-
W (b(n\—-&k(L+W)— ;&;L skog potencijala
* n; - koncenzracija pri-
YL=.§2¥L.t— mesnih Jjona.
> 2
Rasejanje na ne- '
i .J ] w2 o2 n.,- koncentracija neu-
utralnim prime- %/ oo g ~ tralnih primesa.
sama. ¢ W0 % °

§ 4. ODREDJIVANJE NERAVNOTEZNE FUNKCIJE RASPODELE

U SLUCAJU SFERNE

FORME POVRSINE KONSTANTNE ENERGIJE

/14/

Odredimo neravnotezni dodat

ak ravnoteznoj funkciji raspo-

dele elektrona uz predpostavku da je energija elektrona:

X

gde je

£ =

- talasni vektor i wh?— skalarna efektivna masa.

Wk

wvn*

U tom sluéaju brzina elektrona je

II delu, paragraf 2e

(4. 4.

kao Sto smo videli u
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~— \
3.0 se razlikuje odizi samo konstantnim mnoziteljem (é%%\.
Uzmimo da je neravnoteina funkcija raspodele za elektrone

data izrazom ;

%(—[\:&(E\ +£L(E) (4.2

gde je kao Sto smo videli

a I
go(i\ = ol i (4' &a,\
GTG‘- + 4
Kao $to smo videli u I delu, § 2 kinetidka jednadina za elektrone

e | (f\
- - T1lR
¥ Vs % ([E+L 17 1v* W )
Da bi nasli ekspllcltno £ (L)moramo 1zracunat1 lev1 deo kineticke
jednadéine /4.3./. IzraCunavanje kinetidke jednadine sa tadnoféu do

prvog Clana u £_, dovoljno je staviti<£=—£o . Prema tome imamo da

je:
\ 1 ¥ | 52 2. _
VF*¥,-\C\/‘;‘J’-O :Ba& {%‘VT Vé} * \44\
Ovde je uzeto da je:
A s "Zk .L\&.
—:3:?-&- == . Le, T +11 (4 )

gde je§7:-u opsStem slucaJu primenjuje na velidine T i‘h s koje zavi-
se od prostornih koordinata.

Koristeci /4.l1a/, dobijamo:

el xvh = 24w Y
Odavde se vidi, da u aproks1mac131.¥ ~?° sadrzano magnetno polje u
levom delu /4.%./ ispada jer je ([j03¥\j\7\::6 . Na taj naéin, za
slaganje u /4.3./ koje sadr¥i magnetno polje, treba izradunati i
iﬁg’&% u sledecoj aproksimaciji: »

o ok e ‘ s

Toh=-Up {3 Lot} = -2 o - (KK 2, (2 THT

/stavljajuéi %%’ X =K i 1zracunavs1 QoIT \P\(‘L\ W) /.
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Tako za sabirak sa magnetnim poljem u /4.%./ dobijamo:
(wmx\@%’ = QC_ ELE H o (4.6
gde smo iskoristili 01kllcno svoastvo mesSovitog vektorskog proizvoda.

Koristeéi /4.2./ i odredjujuéi\&(&qiz jednadine /4.%./ do-

bijamo: e _EL_
o\ = - 23= Te-wm* 28 7. 2 2
bd=-geTal--0" 2% Qo ¥-
B W (3 T v (n - ebro T 1.
-Cta%\g?_a{?ﬂ V(- + A E TT ey

gde je E}v;v‘e /\P je elektrostatidki potencijal/. Pri izracunavanju
ovog izraza koriSéene su relacije /4.la/, /4.44/, /4e5./ 1 /4.6./

Uzimajuéi u obzir /4.2./ i dobijenu relaciju /4.7./ dobijamo izraz

(?'\5)‘( e o T Y -2 TRX.T.

(8= = =™ i. “¥eV +v (e~ = | § wS(A.%.

gde indeks n oznadava da se odgovarajule velidine odnose na elektro-

ne. MoZe se pokazati, a mi smo udinili u I delu, da je statisticko
‘:uﬁl_\bm.

ponasanje Basvim ekvivalentno ponaSanju elektrona, ako im pripiSemo

energiju ¢ i hemijski potencijal % , jednake:

e (4.9)

W

1&) _ - E@,“% (4\.‘38..3

gde Jje Ei% §irina zabranjene zone. Tada za Supljine, umesto /4.8./

dobijamo izraz:

‘)((a\-- EQ\ % Crteri T g (- eﬁ\*" PRy EX—\ Xp}\ (4. 10.)

Pri demu je u poredjenju sa /4.8./ promenjen samo znak zbog naelek-
trisanja.

Da bi /4.8./ i /4.10./ odredjivali neravnoteZne funkcije
raspodele za elektrone i Zupljine, neophodno je da vreme relaksacije

‘In_ifiP bude daleko manje od srednjeg vremena zivota elektrona od-
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nosno Supljina u odnosu na rekombinacione procese.
—
Ako je magnetno polje ¥ =0 iz /4.8./ i /4.10./ neposred-
— sl —
no se dobijaju 'Xwi 7(\(; , Sto je za nas vazno. Medjutim pri + F o
moraju /4.8./ i /4.10./ da se rese po‘X“,i Xp $to dovodi do kompli-

kovanih izraza koje mi neéemo ovde izvoditi.

§.5. STRUJA ELEKTRONA I SUPLJINA U POLUPROVODNIKU/g/

Driftovska brzina elektrona ili Supljina u poluprovodniku,
usled uniformnog elektricnog polja E: je proporcionalna jadini elek-
tric¢nog polja E samo u granicénom slucéaju kxada E —» 0.. Varijacija
pokretljivosti nastaje usled povecdamja srednje kineticke energije
1znad‘7&K71 , gde je TV, temperatura resetke. Zavisno od polja
srednja kinetidka energija moZe da se izrazi kaoleWKE\l tada je
temperatura elektrona veéa od To i tezi toj granici kada B~0 ,
Razlika izmedju T i T, je odredjena uslovom da u stacionarnom
stanju provodjénja brzina kojom elektroni dobijaju energiju od po-
ljaiﬁ'mora biti jednaka brzini sa kojom se energija prenosi od elek-
trona na reSetku sudarima sa samom resSetkom. Pokretljivost elektro-
na odnosno Supljina tada ée biti funkcija elektricnog polja'f'preko
zavisnosti od T.

Koristeéi Bolcmanovu stacionarnu kinetidku jednalinu, ko-
ju smo mi izveli u ovom delu § 1i§ 2, za raspodelu elektronaﬁitﬁx\
u prostoru brzina i koordinata. Kao $to smo videlu u ovom delu § 2
Bolemanova kinetidka jednadina u jednodimenzionalnom sludaju ako je

prisutno samo elektriéno polje f?je:
E¥E jgéé -9y ?i%; Ei§;\<$4 = (5.4

* ¥y
gde su oznake odgovaraguce kao ranije. Ako uzmemo da funkciju raspo-

dela elektrona i Zupljina moZemo u ovom slucaju da predstavimo izra-



- - T

zom .?_(E_)X\:Qc'(i;)q + ﬁl(&)x\ (S.Z.\

koji je analogan ranijem, gde je ]&o(’i,x)ravnoteéna funkcija elektrona
odnosno Supljina, a <L(&lx\ neravnotezni dodatak u prvoj aproksimaci-
Jie

Stavljajuéi /5.2./ u /5.1./ dobijamo koristeéi Bolcmanovu

stacionarnu kinetidku jednadinu u aproksimaciji vremena relaksacije

tje da Je: ‘
(é%\) N ‘Ex ()
& Jeud T ()
Jednadinu /5.1./ u obliku:
et vl v 2k e —o (5.5)
AT DX TR)
Iz ovako napisane Bolcmanove kinetidke jednadine izradunajmo

neravnotezni dodatak {g.lki\i tako izracunato #L(E\ odnosno {(&) stavi-
mo u izraz za gustinu struje koji je kao Sto je poznato dat sledeton

formulom:

jo-ew [Foudm =g [Fr vl Gy

e | — . ov- . . . ; e
Prelazak sawg (o) na—.gs_('\y} smemo da izvrdimo jer Jje integral )@o(l}) "
jer je parna funkcija y ' ’ *. jednak nuli.
Izradunatu vrednost za QI(E\_ 12 /534/
L(&S‘—' ekEv ?’a—%’_cﬂa —v%%: T(e)
stavljamo u /5.4./ i dobijamo gustinu struje u obliku:
] o f\) \
. L
__ e, Kb PCovre b 28, T - | Pvor 4. Uy
=M ot DX
2 - J
5 0
Sprovodeéi integraciju &lan po ¢lan i uvodeéi oznake

I5.%u) s S5aB4) A U7 T BE Jui
{3
W :)dﬁv QOW‘ (5.5)
koncentracija elektrona

Mm=-%8 Sdiis”*(ﬁ&\%%/gdit"’-h :“ew‘;*<‘(i&i\Y_L*i‘- d(e'“m]>(5.(>.)

=

S ERSITAR A

()
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pokretljivost elektrona. Zagrade { )oznadavaju srednje statistidke

vrednosti uvedenih velidina, a u ovom sludaju su definisane kao

@> oy S»‘%(x\fdx
_— _.-V.S.Q(X\ax. T
gde je fu%¥01aa¥01ga se trazi srednja statisticka vrednost.
JAEE " Te) () :
D: g = CZ(ES : E / 5.3
{ot o ea X 7 53]

difuzioni koeficijent elektrona.

Konadno, dobijamo trafeni izraz za gustinu struje elektro-

na odnosno Supljina u safetom obliku, koristeéi uvedene predhodne

oznake Jje:
T ' d
3 = €\ ™ (ME + e X(V\D(T\\ (5.8

gde quM(TW i D(T) pokretljivost odnosno difuzioni koeficijenti za
elektrone ili Supljine, ali poznate funkcije temp rerature T, odre-
djene iz Bolcmanove kineticke jednacline za odredjeni mehanizam ra-
sejanja elektrona odnosno Supljina. Sam mehanizam rasejanja uzet je
u obzir oblikom odnosno funkcionalnom zavisno$éu vremena relaksaci-
Jjee.

U sludaju malih poremeéaja ravnoteZe moZe se smatrati daie
gas nosilaca struje u termodinamickoj ravnotezi sa kristalnom
resetkom . Tada ako ne postoje temperaturski gradijenti u krista-
lu /izazvani spolja, odnosno spoljasnjim delovanjem/, mozemo smatra-
ti da su velicine pokretljivosti ﬁL 1 difuzioni koeficijenti D ’
konstante pa jednadina /5.8./ u ovom sludaju postaje:

3"?: e“v,\g + €Dy oprad (5.9
Potpuno analogna jednadina dobija se za Supljine uz ista izvodjenja

tj. ona je oblika:

Tp = 2Pyt —eDp oradp (8. 10))
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§ 6. JEDNACINA NEPREKIDNOSTI ZA ELEKTRONE I SUPLJINE U POLUPROVODNI-
KU /165 18/

Posmatrajmo jednodimenzioni sluadj poluprovodnika kada se
koncentracija menja u pravecu X a polje ima samo jednu komponentu

Tx « Izdvojimo sloj debljine dx i jedinicnog preseka, sl. 1.
'Y

& )

e, >X

/
% +d X
SRR
V] e,
'T
TEERg N

Zapremina ovog sloja jednaka Jje dx , a koncentracija elektrona
N(xt) tj, broj elektrona u njemu jednak je Wu(xt) @X . Promena broja
elektrona za ok je Jjednaka:

W (x,& +dt)ax -\ (x ) dx = %”_—‘tdxdt (6-1)
Sada éemo navesti proeese koji dovode do promene broja
elektrona odnosno Supljina:
1. elektroni nastaju pod dejstvom svetlosti ili drugih jonizujuéih
agenasa. Za vreme dt stvori se qq dxd"c elektrona gde je % broj
parova koji se stvore za 1 sec u 1 cma.

2. Broj nosilaca se menja usled toplotne generacije 1 rekombinaci-

je za 1 sec u l c:m3 promena broja nosilaca u sloju dx za vreme dt

3e 3
- il ‘ :
——:—o dtdx (6'&\
L
gde je ° vreme ¥ivota nosilaca /elektrona/.

3, Kroz granicu sloja X za vreme ¢t u sloj utide XWU&\‘\:\ elek-
trona gde jel,\& Xt} fluks elektrona, tj. broj elektrona koji prola-

zi kroz jedinidnu povrSinu za 1 sec. Za isto vreme kroz granicu
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% +dx istide ]:w(x*d*\ at elektrona. Promena broja elektrona us-

led razlike ovih flukseva jednaka Je:

Tt =T, (erdnioe = - 3L dxdt (6.5)

Na osnovu svega ovoga ukupna promena elektrona jednaka je:
—B—-}Q‘ ' — -Blw V=l
Bﬁdxd‘h—( = he - )dx dt (6.4.)

Skrativii sa dyxydt dobijamo jednadinu neprekidnosti u obliku:

oW bt e Dlw o % V=V ((3.443.\
a‘t 2D A e
Znajuéi da je gustina struje elektrona data izrazom:

T (6.5.)
dobijamo iz /6.4a./ za trodimenzionalni sluadj jednadinu

S = & diwk ]
e e e T (6.6)

koja predstavlija jednacinu neprekidnosti za elektrone.

Sasvim analognim postupkom dobija se jednadina neprekid-

nosti za Supljine koju éemo mi ovde napisati samo u konacnom obliku:

R LA A :
2% g B e+ Q- e xS
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IIT DEO

PRIMENA TEORIJE

g5 -5 4§ _$

§ 1. PRIMENA TEORIJE NA IZRACUNAVANJU NAPONSKO-STRUJNE ZAVISNOSTI

KOD P-N PRETAZA /163 18/

Nadjimo gustinu struje koja tede kroz elektronsko-Supljin-
ski prelaz u zavisnosti od primenjenog spoljasnjeg napona \& « Da
bi ovo izracdunali nuZno je poznavati, kako se menja koncentracija
ubacenih nosilaca na granici zaprednog sloja pri promeni spoljas-
njeg napona \K. +Posto je stroga analiza veoma sloZena i prevazila-
zi nivo ovog rada mi uvodimo niz predpostavki koje nem uproSéavaju

resavanje ovoga zadatka, a koristili smo ih u ranijem radu:

l. P- i N-oblasti imaju beskonadnu protegnutost.
2., U P- i N-oblasti primese se raspodeljuju ravnomerno, a na grani-
ci spoja umanjuju se skokom do nule.
—

3. Spoljasnje elektridéno polje E je malo. U tom slucdaju gustina spo-
rednih nosilaca sastoji se od difuzionog i driftovskog tj. konkret-
no izrazeno bice:
[p= € MpPE - e D, dp
P
; | ax
%h_=-fi§x“V\¥i-v e_X)“_dgg

Adx

gde je (xp 5 Pu g gy A Dw =~ pokretljivost i koeficijenti difuzi-

(4.1)

je Supljina odnosno elektrona.

Kako je elektricno polje E'malo, driftovski deo gustine
struje, koje zavisi od njega, je zanemarljive u predhodnim jednaci-
nama pa dobijamo izraze u ovom sludaju za gustine struje Supljina

i elektrona:
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fp =P ge,
OX
. i ek B
é\v\ <~ € PD\,\ CSV\ . \
dX
4, Gustina sporednih nosilaca veoma je mala u poredjenju sa gusti-
nom osnovnih nosilaca. Znadi u ovom sludaju odgovarajuée gustine

struja biée odredjene osnovnim nosiocima.

5. U P-N prelazu nema generacije i rekombinacije Supljina odnosno

clektrona.

Uzimajuéi u obzir navedene predpostavke jednadina nepreki-
dnosti za Supljine u N-oblasti i elektrona u P-oblasti dobijaju

odlik, kao &to smo ranije videli u § 6, II deo:

—?_EzL Pi%"ﬁ"r P—P\w
DT g 39X T
) (£.3)
, : 1.5,
—%‘Q’: ‘Aé B__A_"\ P | Wpo
<t DR T
gde Je CYP i Q. vreme zivota nosilaca naelektrisanja; P-P,., 1

N~YVs, koncentracija neravnoteznih Supljina odnosno elektrona.
Pri nalaZenju naponsko-strujne karakteristike P-N prelaza
neophodno je re$iti jednadinu neprekidnosti za sluaclj kada se kon-

centracija sporednih nosilaca ne menja u vremenu, tj.

1 I L (4.4)
DT 2t
Jednadine /l.3./ uzimanjem u obzir jednadina /l.4./ pos-

taju stacionarne jednadine neprekidnosti, a one uzimanjem u. obzir

jednadina /l.2./ postaju:

Z ;

s b, =0

d x* A (4.3
d\f\ ex ‘(\—\(L~° 1z O .

X* A T gy g g
gde su uvedene oznake \:}=N35€Tp i LWFAVDQLK a predstavljaju difu-
zione du¥ine Supljina u N-oblasti i elektrona u P-oblasti.

Refenje jednadina /1.5./ i odredjivanjem konstanti koris-

éenjem polaznih predpostavki dolazimo do resenja .oblika:
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= X

'?(X\:Pm’ +(PY\L’P‘“° e /[—p

A.G.
L ( G\

X
V\'(X\:Y\\Oc +(Y\,PL—V\.\C‘,\ 6 /

gde je"F’,\L - koncentracija Supljina u N-oblasti na granici P-N
prelaza /x = o/, a Vkpl - koncentracija elektrona u P-oblasti na
granici P-N prelaza.

Pri upotrebi spoljasnjeg napona W koncentracija sporeda

nih nosilaca na granici P-N prelaza biéde:

FV\L: Pho eu/PT

]

W/
WPL:V\PO e le'r (i,-Z.\

gde je fr= \%— , temperaturski potencijal.

JednacCine /l.2./ primenjene na izraze /l.6./ i uzimanjem
u obzir jednacina /l.7./ daju Supljinsku gustinu struje u N-oblasti
i elektronsku gustinu struje u P-oblasti u zavisnosti od koordinata

P-N prelaza:

W -
/}F(X\: -—-————————e®PP% (Q /ﬁ_ ) e Lo

Le 4.8)

: My X
}r\ (X\ 2= e—’b"\‘\go (Q/ﬁ'_ \) e /L""\

Ukupna gustiﬁ% struje koja tede kroz P-N prelaz sastoji
se kao 8to je poznato iz gustine elektrona i Supljina. U stacionar-

nom sluadju suma ovih gustina mora biti konstantna u bilo kom prese-
ku poluprovodnika:

400 = 400+ 4000 (1.9)
U samom P-N prelazu po predpostavci 5 nema generacije ni rekombina-
cije nosilaca, pa ne moze da se smanjuje gustina struje i znadi ona
ostaje konstantna.

Ukupna gustina struje koja prolazi kroz P-N prelaz po

cetvrtoj predpostavei odredjena je samo gustinom osnovnih nosilaca



PR T

i mo%e se odrediti iz izraza /1l.8./ koriSéenjem jednadine /1.9./
ako u njih stavimo X=0 :

W ;
'& AF(O\+AV\LO\ (@_,E__ + QDL,VLF'% (e/ﬂ'_ j_\> ) @..LO.\)

WX

Kako vidimo, jednadina /1.10./ odredjuje gustinu struje,
koja tede kroz P-N prelaz u zavisnosti od spoljasSnjeg napona.

Ako je povrsina prelaza $>, to je ukupna struja koja
prolazi kroz prelaz jednaka .I=A(5 . Tada naponsko-strujna karak-

teristika P-N prelaza moZe se napisati u obliku:
“er
=1 (e i\ (444
VelicCina,
n N
15 (,.___E—- Eo\)% (iia\

n
naziva se struja zasiéenja P-N prelaza.

Naponsko-strujna karakteristika idealnih P-N prelaza data

je na slici 1. =
e

N

k. 1.
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ZAKILJUCAK

Statisticka mehanika i kvantna teorija nasle su svoju pu-
nu teorijsku primenu kod proudavanja problema fizike dvrstog stanja,
posebno problema fizike poluprovodnika. Isto tako osnovni principi
ovih teorija u ovoj oblasti su i potvrdjeni.

Cilj celokupnog rada bio je da se primenom STATISTICKE
MEHANTKE dodje do relativno zaokruZene teorije, koja bi omoguéila
da se razmatraju problemi vezani za nadin rada poluprovodnidkih
elemenata /P-N prelaza, tranzistora itd./.

Interesantno je, medjutim da se rad najveleg broja elemena-
ta, moZe opisati teorijom koja je veoma bliska ravnoteZnoj /prvog
reda po poremelajima/. Zbog toga, prvi deo rada posveéen je razma-
tranju ravnoteznih parametara sistema koji se nalaze u statistidkoj
/termodinamidkoj/ ravnoteZi. Kao osnovni sistem posmatran je elek-

: IS o . .
tronski gas koji W ravnoteZi sa kristalnom peSetkom, Bitna osobina

poluprovodnika je da elektronski gas moze da bude nedegenerisan i
degenerisan, dok je kod metala elektronski gas iskljucivo degeneri-
san, U radu su date statisticke raspodele w za oba sludaja, Maksvel-
Bolcmanova za nedegenerisan gas formula /4.3./ i Fermi - Durakova
za degenerisani gas formula /3.10./, I deo, § 3 i 4.

Pored toga izvedene su u paragrafu 5 na osnovu statistic-
ke raspodele za elektrone odgovarajuée raspodele za Supljine koja
je data formulom /5.3%./.

U samom radu dat je kriterijum prelaza sa degenerisanog
na nedegenerisani gas u I delu nejednadinom /4.5./. Iz ove nejedna-
dine zakljulujemo da je gas nedegenerisan ako je ispunjeno :

1. mala gustina gasa
2. velika masa cCestica

3. visoka temperatura.
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Posle toga razmotrili smo sisteme koji nisu u ravnotezi,
ali smo smatrali da je perturbacija mala za koju navedena teorija
i vasi. Da bi odredili razvitak sistema u vremenu potrebno je odre-
diti osnovne kinetidke perametre. ReSavanju ovog problema prisli
smo preko kineticke Bolcmanove jednadine, koja je izvedena u IT de-
lu, § 1 i 2. Samo ponaSanje elektrona opisali smo jednoelektronskom
aproksimacijom odnosno elektronski gas posmatrali smo kao idealni
gas za koji navedena teorija i vazi.

Uzimajudi da je perturbacija elektriénog polja E mala
resili smo kinetidku Bolcmanovu jednacinu /2.13,/ u aproksimaciji
vremena relaksacije &ije smo tumadenje dali u 5§ 3.

Na taj nadin doZli smo u § 5 do izraza /5.6./ za pokret-
1ljivost elekfrona odnosno Supljina i izraza /5.7+/ za difuzione
koeficijente koje figurisu u jednadini /5.4./ za gustinu struje
Supljina odnosno elektrona.

Da bi opisali ponasanje nosilaca struje u poluprovodnici~
ma dali smo izvodjenje u § 6 jednacina neprekidnosti za elektrone
i Supljine, formule /6.6./ i /6.7./, koje uradunavaju procese gene=
racije i rekombinacije strujnih nosilaca.

Najzad celokupna izvedena teorija primenjena je u IIT de-
1u na odredj@vanje funkcionalne veze jzmedju napona i struje kod
poluprovodniékih N-prelaza. Na ovaj nadin dobijena je naponsko-
strujna zavisnost jednadinom /1.11./ koja je veoma znacajna za ra-

zumevanje rada poluprovodniékih elemenata,
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PRILOG I

EFEKTIVNE MASE ELEKTRONA I SUPLJINA U KRISTALIMA /%5 6/

U drugom delu u § 2 uveli smo pojam efektivne mase, a sa-
da ¢emo dati bliZe tumadenje ovoga pojma.

Elektron u kristalu ponasSa se kao da ima masu razliditu
od mase slobodnog elektrona /moZe biti veéa ili manja od slobodne
mase, kao i pozitivna, a i negativna/. NajvaZnija ¢injenica je da
se elektron u periodicnom potencijalu ubrzava relativno u odnosu
na resetku, u primenjenom elektric¢nom polju fi tako kao da mu Je
masa jednaka efektivnoj masi. Uvodjenjem efektivne mase drugi Njut-

nov zakon ostaje u vaznosti i za kretanje elektrona u kristalu.
I W

Koristeéi izraz iz talasne optike za grupnu brzinuUét
i znajuéi da je frekvencija W povezana sa talasnom funkcijom ener-

g
gije c(M)na sledeéi na

acin \V= _&_dobijamo da je:
= A dt
V9= £ 5% & 4

—

Rad elektricnog polja E, izvrsen na elektronu u vremenskom interva-

1w dt Je:

de =-e EU% Jdt (T-2)
Koristeéi /I.2./ dobijamo da Je

dg:d_%d‘ﬁ v d‘« (T.5)
Sada izvrsimo poredgenge [Is2./ 1 7/1.3./ 1 dobijamos:

dh=-¢ E)t (L.4.)

—_—

—
odakle nalazimo da Jje * an\ QE ili po¥to je —et =F

dt



y ok _F “
Ees (I.5)
Ovo je vazna relacija i mi smo je koristili E’kvaziklasiénom prila-
zu u IT delu, u § 2. Iz nje vidimo da je %K %;é jednaka spoljasnjoj
sili koja dejstvuje na elektron.

Relacija /I.l./ daje:

O\\" i |2 d Q
— 3 == O € :.é:- ( = Q.):\) 1.6
g*x €. akdt % A d+t (I.6.)
Koristeéi /I.5./ za %?g dobijamo:
t
= i A
Jt ok £
odnosno ako malo preuredimo biée:
da-_&: ¥, oefgts N (1.%)
Ocigledno iz jednadine /I.7./ zakljudujemo da iL igra ovde

A%t [ol&*

ulogu mase. Tu veliclinu nazivamo efektivnom masom i obelejavamo je

sa YWW" . Prema tome je:

LR

. I.8.
e[k L)

Sada jednacina /I.7./ je oblika:
wm* 2V _ (1.2)

—=

Ako je energija kvadratna funkcija od Q& mozemo Jje kao
sto smo ranije videli napisati u obliku ¢ = %E%“ %? .

U sludaju anizotropne energetske povrsSine mesto /I.8./
uvodi se reciprodna vrednost tenzora efektivne mase jednacdinom:

(__;3" ek

)T R gt ok (T.40)
gde su L i } Dekartove koorélnate.

Konadno mozemo zakljuditi, da smo uvodjenjem efektivne ma-
se omoguéili da opiSemo kretanje elektrona bez uzimanja u obzir

dejstva kristala, jer se ono veé sadryi u ovako uvedenoj efektivnoj

masi.
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NEKE VAZNIJE QZNAKE

gustina broja stanja

Bolcmanova konstanta

apsolutna temperatura

hemijski potencijal /Fermijev nivo/
funkcija raspodele

brzina

naelektrisanje elektrona

gustina struje elektrona /Supljina/
spoljasnja sila koja deluje na elektron
verovatnola

masa elektrona

ukupna energija elektrona /kinetilka energija/
vreme relaksacije

jadina elektricnog polja

jadina magnetnog polja

brzina svetlosti

Plankova konstanta

talasni vektor

efektivna masa

pokretljivost elektrona, Supljina
koncentracija elektrona

koncentracija Supljina
fluks elektrona

difuzioni koeficijenti elektrona, Supljina



difuzione duZine elektrona, Supljina
spoljasnji napon

temperaturski potencijal

struja P-N prelaza

struja zasicéenja P-N prelaza
povrsina P-N prelaza

frekvencija
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