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P K E D G O V O B

JDiplomski rad je posvecen prob .eiau singularnih
4ednacina sa slozenira (multisingularnim) jezgrora.roznato oe da
su singularne jednacine sa obidnia jezgrom nasle veliku primenu
u praksi;i to u kinetickoj teoriji ga3ova,astronomiji i u novi-
^e vre/ne u raketnoj tehnici.Raiavoj fizike i arodnih diseiplina
inicira istraaivanje singularnih jedna ina sa slozenira Jezgrom,
,jer se na ovakve Jednacine svode mnodi problesii vezani za super-
fluidna stanja fizickih i bioloskih siatema.Osim togafcitav nis
problema klasicne fizike i astronomije^koji sa se svodili na
komplikovane difIrenelvalue jednacine,moze isto tako da se sve-
de na mult i singularne J8dna-1ine,ko.je je ponekad laktla resiti.



UVOD

taraatidki opis amogih fi^ickih proicesa dovodi do
linearnih dif erenci.j alnih. i integt-alnih tjednacina,ili oak do
integro-diferencijalnih jecina inu..

Linearne diferencij ~lne jMna^ine dnigog reda (na
koja se uglatmom svode aateajatidki formulisani fizicki profe-
lemi) svrstavamo u tri grupe:

1. hiperbolicki tip, Na primer Jednacina oscilova-
nja ozu ^

j ^Tt r *te 6? ^<»</U) — 9d -f Af/, ry

2, parabolicki tiptkao ato je jedaacina difu^ije

'*>. elipticki tip,kojem pripada j'edna
noati

staeionar-

I N T S Q R A L M S J S D H A C I S S

Befiaici^ai J--j..lna-^ine u '/.ojiflia se rie >oznata funkci-
,ja n.ilazi ^od znakora integrala,naaivaju se integralne Jeclnaci-
ne,pri 5emu u intagralu nema takvih operacija^jco,;!© aogu uki-
nuti operaciju integraljenja.

I1 O H n I R A H J E

a.) iz diferencijalnih jedna-5ina prvbg reda sa datim

etnim uslovima

=
'•

fcIS *«nyji«?f;
IS N9BM ES;' I

NL»



Diforencijalna Jectna ina prvog reda,sa datio pocet-
uslovimajsvedana je na integralnu jednaSinu.U opiitem slu-

ca,ju ovakve .jednacine su;
1. linearne»,jer Ja pod integralom linearna nepozna-

ta funkcija
2. gorn.ja oa integrala .je cromenljiva^to Je

posledica primene pocetnih uslova

3. podintegr^lna velioina ne zavisi od (x),vec samo
od integracione promenl^ive (t),ato je posleaica naatanka
integralne jertna. ine,od dif eronci,j alne jedna-ine prvog reda.

b.) iz difereneijalnih jjednacina drugog reda sa da-
itft po-'etnim uslovi

treba priaeniti .uiriclat-ovo pravilo za promen^t granice inl

x

Mr *
' *

3 GO = 30 1 (*- n; 3; + /. ̂; //•/,



Ova integralna Jednaeina ae r̂ zlikuje od prethodne,jer israa
pod integralora zavisi i od (x) i od (t).

1» jedna-ina je nelinearna
2, gornja graniea integrala je promealaiva»sto

posledica primene pocetnih uslova,

c,) iz diferenci,jalnih jednacina
tim granionim uslovima

;og reda sa da-

ct=a.
t

e

uvodimo prekidnu funkci.ju

uobili siao nelinearrm lategj-alnu ,3 iau.
1. pod integralom se rsojavljuju i (x) i (t)
2, gornja ga Lnttsgr^la je

lea primene granicnih uslo^- .

d») iz lineamih diferencioalnm
reda sa datim gr^ni-nim uslovima

tito je pos

;ina drugog

- , * )
je linearna intcgralna Jodnacina. K(xft)b(t) * jesgro li-

nsarne integralne jednacine.
Granica inteer.••la je kon.jt..aitna,

primene granicnih uslova.
| .l.sdioa

j



K L A S I F I K A O I J A

sdholra-<1, Jednacine Fredholra-ovskog tipa
a.)nshomogena fredholaova jedriajina

a/>e

~ KLx,
j

a,b - konstante
K(x,t) - jezgro
0(x) -neposin^ta funkcija
f(x) - nezavisna funkci.ja
x,t - realne pro?aenl?jive

/. . Uslov da jednacina bude frsdholmovs
1 a

e vrste

ka

Ovakva ^ednacina uvek ima rssenje.Uslov aavisi I od oblika ,jesp:-
ra K(x,t) i od grtmica.

b.) i'redholaiova jednacina druge

0

c») nehotaogen^ Fredholmova jednacina prv*e vrste

a
d«) horaogena ?rediiolaiova j ina prve

toista s© ne rnenja ako je x = £ x^ , t= ̂  t^ ,
racije a tb postaju oblast A.*

u^/ -fkt*J)m4)dt =
uslovl

A

<0^ |Jm| <00

fl

vrste

vrste

a graniee integ-

(V

2, jednaaine Voltera~ovog t
su integr%lfie ^ednacine sa proiae

a*) nebomogena jeclaacina drut^e vrste
X

nl.jivom gorngoro

i
- KU^

J

z: t*)
b.) homogena drugs vrate

a



c.) nehomogena jednaoina prve vrste

= /<*;
a.

d«) homogena ,jedna.5ina r-rve vrste

la sosebnih uslova da integralna jednaaina bude Voltera-
-ovog tipa,nego se odredju.je ta tipu probleaia .Jednacin©
¥oltera-ovog tipa p:rvo vr-sta se obicno recavaju proko jedna^i-
na druge vrste.

3* Intog;raln,a r1 ,ina sa alabim singular-it a torn

4, J?r@dholiaovski tip sa difererieriim jeagrom

5. Voltera-ov tip sa diforencnin jê grom

.

to.) c
— c»e>

6« je<ina;in8 infcegralni'o transforaacija
a«) kompleksaa Furije transforrnacija fredholmovslce

cine orve vrste,

b.)

y

e' V- -
transforoiacioa

c.) sinusna traasformacija

d») Laplace-ova transform aeij a

.) Melin-ova tronsf oraiaclja



7* jednacina Viner-Eoff-a

U(x) ~

8* abel -ova rlednaoina
x

a
f
}
9. singularne infcegralne
opsta singularna integralna

L -
5̂) ~ jezgro fredbolmovskog tipa
glatka zatvorena fcriva u koripleksnoj ravni
bt) karakteristicna singui:ax*na integralna jednacina

r-* * /IT? I
c ' **

10* nelinearne infeegralne jednacine

a.) Haraeratein - ova integralna jadnacina

SI
b») Urison - ova integralna jedna;'-ina

Poato je tema ovog rada singularna iritegralna jocina-
je potrebno izn :ti neke po.jmove iz teorije funk-

ci^a kompleksnih proraenljivih,prvenstveno integrals Ko§i tipa
i Hitman- ov granicni problem.



I N T E G R A L K O ^ i l T I P A

Kosijeva teorerca, integral analiti 'ke funkeije po
kosspleksnoj ravni.

Pretpostavimo da ^Je funkcija analitioka u posmatra-
noj oblasti tj. da |̂e u svakoj taeki posmatrane oblasti funk-

ex^ definisana i difer@nciaabilna,odnosno u svakoj tadki va-
ze uslovi Kosi-Riraana.

Isamo funkciju analiti<5ku u oblasti D,koju rnozerao
pretstaviti kao

f(z) = u + i v da » dx * i dy
Uocimo u kompleksnoj ravni neku glatku»2atvoreau i

ori.lentisanu krivu L i potr.x,,i :o integral po toj konturi.
v dx

/
f(z)
rAko je za j) u dy -*- v dx

vi ualov
Ako ,-je za ju dx - v dy || - -
to je drugi uslov koii- xi t$n&«

Integral totalnog diferenci,jula ne zavisi od puta,a
poato ,je jjutanja aatvorena kriva,n,jen integral ce biti jednak
nuli, A

if(z) dz « 0
LJ

k̂ko je funkcioa f (z) analiticka u oblasti D,kô a
obuhvaoena konturom L,i na saiaoj konturi,onda je i njen integ-
ral po to«j korituri ^ednak nuli,

f

- y
U oblasti analiticnosti fuiikcije f(z) ,iaozemo sienja-

ti konture i deformisafci ih, na proizvol.jan no.cin.

Ko^ijeve forraule
Prvi- .jevu formula

y ^—v 'imo neku satvoranu konturu L,i

anutar obuhvacene oblasti i a,
irunkeija f (z) je .< i izraa

takodje e da i



8,

Pustirao da se krug sulava t,j. Lap ocnik tali null i pot-
•iuo ovog integrala

IC I r J ~M '
kad poluprecnik te£,i nuli,tacka z ae priblizava tacki a f a
funkcija f(z) tezi f(a),pa ceo izraz posta.je jednak null,

Prema tome dokazali srno da je integral po zatvorenoj
konturi tips

pri cemu ^e funkcija f(a) analiti ka po konturi L,

fl) J^~ djt = JiiTt' J(Q} prva Kosijeva fcra formula

lz prvo f'-o::.;i;jeve formule aledi

jL/7t z -a

gde ^e j

Bruga

kao operator.

formula
.mo zatvo3%enu konturu i funkcija

f(z) ,je .utulitidka van oblaati oivile-
ne konturom.Oontar kruga
u oblasoi

dopunski uslov f(cx3)»O.Za konturu .DCB&D integral ,je jednak
nuli,j r Je funkci^.t avuaa analiti :ka.

J */*/*/*^v

|*-a|

ne mora biti

Integral po konturi i,, jc fankcirja van koature i. is-Seaava

u beskona;;noati.
•ni oblil

jeve forsnule



Opatiji oblik Kosijeve foraule

1̂0 ;,latku satvorcnujorijentisanu
konturu L, kao na slici.

runkcij* f(z? analitieka
u oblasti D* i neprekidna po konturi
i u D* onda je z& tacku 2 u 1)"*"

ff (z) u B*

u D

D~ i neprekid-
na,kako

Ako je funkeija f(z) analiticka u oblasti
i na saaiOjj konturi L,oada jo

formula rê ava.ju grani.-ni problem anali-
tickih f uakcij ft ,

I M T E G R A L K 0 o I

Integral oblika

integralom

I P A

tipa

sr̂ - jezgro integrala.
Integral Ko i tipa 0(z) pretstavlja :funkeijutkoja

je analiticka u celoj oblasti kompleksne prornenljivetiz;uzev
tacaka saaa konture L.

Ako je L-otvorena kontura, ̂ (z) 6e biti analiticka
fuakeija po celoj povr^ini linija osobina L (dopunimo samu
konturu do zatvorene).

Ako je L-a^tvorenu kontura,koja deli svu povr^inu
na unutra^nju oblast D* i sooljaunju oblast D"* (podS?a.aumevu o
uobioajeni sraer obilaska konture) ftada se 0(z) raspada na
dve 3-*:;ostalne- funkcije ̂ (zj odredjenu u 13 i 0~(z) odredje-
nu u D"".Funkcije 0̂ *(z) i 0"(z),nazivat1u se pareijalne aaali-
tick© funkcije.

Heleder-ov uslov
Uslov Heldera se koriati da bi se velik broj nepre-

kidnih funkcija rassbio na klase,u zavisnosti od reda velicine
modula neprekidnoati.^ama je najvaznija klas-a funkei,jav,-i5i



10,
je raodul neprekidnosti stepena funkeija priraStaja argumenta,

ieka je L-glatka kriva, ¥(t)-funkoija tacaka ove krive,
Pretpostaviiao da funkcija *f (t) sidovoljava uslov Heldera ea
neke dve tacke krive.

^
V
J(t) - A t2 - t-

A,<? - raoraju biti pozitivni brojevi.A-Helderova konstanta
r) - Helderov eksponent

Ako bi Helderov eksponent bio veci od jedinice, morale bi
biti J (t)=0 odnosno 3 (t)«Gonst,zato mora biti

v
su

Ako je «1» uslov Heldera prelazi u uslov Lifsioa.Ukoliko
i tp blizu,a uslov Heldera Je ispunjen za neko A* , to

on biti ispunjen i za svako d < ̂ 4 .Obrnuto ne vaxi. Ha ovaj
nacinfm:mjeia pripada sijpa klasa funkcija; najuaa je klasa
funkcija ko,je zadovol.javaju uslov idfaica*

y> \0
Okoliko funlcc;.]e J n(t) i Jp(t) zaaovol^avaju uslov Hal~

dera ( sa eksponentima A, i^,- ),onda Se i njihov zbir.Dî oiz-
J, c_

vod i kolicnik (ukoliko .je imenilac / 0 i ne te^i nuli) zaclo-
vol,javati uslov Heldera sa eksporientoa

Dalje ceao razaafcrati sluna^ kada Je uslov Heldera ispu-
m svuda na konturitizuzev nekih datih ta;aka»3m .tracemo da

je uslov -leldera ispunjen u torn sMslu da su isfcljucene tacke
na kraju konture.

Glavna vrednost integrala

a - f(x) dx « _ l i m -
R

V ^_ « .^ *

iy—I&O'It® Dio l*

. o . no nesvojstven integral
b. beakonaeno nesvojstven integ-

ral (nema srnisla).

U tacki G,nasa podintegralna funkcija teai nuli,a tacka Q
me nalazi unutar intervala integracide.Ise ;.eiao okolinu ta-'ike G
i integralimo po ostatkufa aatim prelaziiao na limes ,kada duai-

na izrezanog intervala ( to3i nuli*



11,
ovaj liraea postoji,n.:iziva se nesvojstvenim integralom

neogranieene funkcije f(x) po intervalu (4,D).Bitno je da se
izrezana okolina bl svim proizvoljnotsaa5O da nj'ene razme-
r© te&Q nuli.anaei da i^ i £^ teXe rmli po bilo kakvoa aako-
nu,neaavisno ,jedan od drugog*

ovajstveai integral postoji jJ:o je

koja
Poataatratimo fuakci,ju specijalnog tipa

sadovoljava gornji uslov

-̂ - - fa»

4

x-c

£<-*°
l-c
C-fl C-A

U ops tern slucaju ^, i £p su medjusobno nezavisni, integral j©
potpuno nsodrecijen.Odredjene vrecinosti cemo njii6i,ako iaauno
neku funkcioaalnu s..,vi3noat ^,« f(^0),ko,ju moSemo sa i izabra-

g . A 45

•fci.Ako ,je ^T* c onda je ln^-«0 i takvu vrednost integrala
f\

nazivarao glavna vrednost i obelezavaiao sa J /

b'amimo opitiji slucaj
•1e ̂ f(x)-neka funkcija,ko;ja zaaovol.java uslov Ueldera u Ia~

tervalu (a,b) i potraiimo glavnu vrednost ovog integrala,

o fVft^y^^ff t.o-yw^ ̂  fto p r J*-
J - - J /-<:x-c.

Zbog uslova ilelderri

I x-c
prvi integral na desnoj atrani postoji kao ne$vo|stveni,a glav-
nu vrednost drugo;;; srno vec iara-iuriali.Zbog uslova ( ̂) mora
biti |l-̂ |<l pa prvi in. 1 na deanoj straai iaia konaenu a
ne glavnu.vrednoat, „

f=
A



Inte j.'nl u koi.rpleksnoj ravni

., -,voroau kzdvu u kocjpleks-
noj ravni i uocimo dve tacke t, i tp»
Pretpostavlja'ao da funkcija ̂?(X) sado-
voljava uslov aeldera na otsecku (a»b)

L L L
olicno prethodnora,prvi integral na
desnoj strani je konaSan tj» nema
glavnu vrednost.

4-/

-iteki koaspleksni
<r*

L L
Ako je kontura L jos i zatvorena tj» a=b,f;-lavna vrednost integ-
rala po satvorenoj koaturi ce biti

.
Ovo Je integral singulariteta prvog reda,gde OG,U opatera slu-
ca,ju, integral neodredjen -̂ o slngularitet izolujerno.

_? ̂  _.. ;̂  ivna vr-ecinost infcesrala,ak:o je y=l

Qsobine integrala Ko >i tipa

Integral AO i tipa -poseduje osobine obi L ,'a
la?integral abira jednak je zbiru integrala, u proiavodu mo/e-

mo konstantu izvuci ispred integmla,kao i druge osobine o ko-
jima 6erao neSto detal^ni^e roci.

rravilo :l.jive
fVA,ko fankcija 2- in.-t neprokidaa pr-vi izvod



nigde nije nula i preslikava konturu L u L'uaajaano
no,bice

Integraljenje po da lo vim a

Ako je !?(£")-.: ; -«:^>idna,diferenci4ab;ilna Xunkcija i
taeka t no pripada kra.jevima koriture L (a i b),vaii sledeca
formula integracig'e po deloviraa,

Za prvi clan uaifflamo znak -«-,ako je presek,koji spaja tacku t
sa beskona ;no udaljenoa taakom (pomodu kojeg se dobija
anacna grana In(t'-t) ) provedea sa desna od L i snak - u
suprotnom slucaju.

Graniona vrednost integrala
2a analiti -ku fuakcijUjOdredjenu Integraloia KoSi ti-

pa»kontULra iategracijs je posebna lini^a.Vafino JQ razmotriti
ponasanje integrala Kodi tlpa na ŝ .- j.1( ;ranioi) konturi inl
raciJe»Vide6emo da integral Kooi tipa ima nepr̂ ikidnu granicnu
vrednost pri pribli£avcmju konturi sa svake ajene stranejali
su o?e grani«5n@ vrednoati razlicitejpri prelazu preko .konture
nastaje skok»?azno ,je da pri torn gustina intQgrala zadovoljava
uslov H@ldera,kao potencijal dvojnog sloja,! neprekidna je*

Ako gustina *?(̂ ),aadovol Java uslov Helddra,i tacka
t s® ne podudara sa krajeviaa konture,tada 60 funkei^a

pri prelasu kroz tacku (z=«t) konture,prolasiti kao neprekidna
funkoija tj, iraade odredjene granione vrednoati pri pribliiSa-
vansju s ka t sa svake stran© po svakom putu,

Postojanje gicaniane vrednosti funkoije ̂(a) je lo-
kalno svojstvo tj« savisi od oaobina gustine ¥(t) u okolini
dat© tack© t. I-ri dokasivanje S-JJQ ner;osx*edno ;procen.jivali in-
tegral uset po proizvoljno iaalom luku kontur§ oko t^cke t, Ka
ko,ji Je ispunfj@n uslov Heldera.Za neprekidnoat funkcije T (z)
u tacki tfnitj0 potrebno da f(t) zadovoljava yislov Heldera i
na ostaliffl deloviina konture»tamo ona biti prekidna uko-
liko su ssadovoljeni uslovi integracijo.

Mferenciran.le integrals



*ed same funkcije i njsn isvod mora da sadovolja^a uslov Hel-
dera.Lfkoliko I funkeija i njsn n-ti isvod gadovoljavaju uslov
lieldera bice

<*«

je kriva zatvorena bice

Sahockog

P

Kontura jj moze bitl i otvorena,ta
da je dopunirno bil6 kakvom krivoia
pri ce.nu ,je na dopunjenoia delu

Posnatrarao integral Kooi tipagral

pri cemu funkcija i (t) zadovol;javu u^lov Heltera,

ispitivan^e grgoiicnih vrednosti
t» U206enio vec poznatu furixciju

u nekoj tacki kontur©

i uvesti oanake
,

»lim 0(2)
tunkcija V(s) ne trpi skok pri prelasku tacke

,u konture.

dokazi

afkroz bilo ko^u

pustimo . ::u taoku konture

pri cenm poslednji integral na desnoj atrani Ihvataiao u smislu
ivns vrednosti,



1, da
15.-

dok 2 teai +tfta?:ka 3a u oblusti D* i siolemo primeniti K
ve formula .

2* puatirao da z tegi -t

fco Je tacka u oblasti D~" koristimo drugu K

^•4^ =•t*/ j F-*
L

3* Jednostavrio

oaijevu formula

V(t)
i 3. dobijamo

0*(t) - ̂ f(t) * 0~(t)
i dobiaamo prvi oblik formula o

0~(t) ukl.jui-ujuci i r®eultate pod 1,,2,

0(t) *• 1/2 ^(t) . 0""(t)

pri prolasku tacke z kroa t-.icku t n& konturi ,3.2 .D4" u o"% integ-
ral Ko:ii tipa trpi skoktkoji je .jofinak n^ogovoj gustini u too*
taSki (t).

II 0+(t) 4- 0~(t) * 2

Formula oahockog ae koriste i u drugom obliku

"̂'"(t) » 1/2 f(t) + 0(t) 0~(t)»-l/2 ̂ P(t) * 0(t)

Ako ^e L-glatkii kontura (zatvorena ill otvoi-ena) i
ove kontu,re,kô a zadovoljava uslov Heldera,tada

integral KO.JX tipa

iffla grfjuiicno vrednosti 0"*"(t) i 0""(t) u svim taok;.«aa konture
(osim krajeva) prilikoia priblig^vaaja konturi sa leva ill sa

.na po nokom pufcu.Ove granicne vrednosti se iara^avaju pre-
ko integrala 0(t) i njegove rjustine ^(t),^ skladu aa navede-
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nim formulama dahockog,
Sahocki je ove for--uule .formulisao 1873 godin© sarao

za zatvorenu glatku krivu.1955 godine je Trivalov ove formula
primenio na bilo koju glatku krivu,pod vac po&enutim uslovima.

Formula Poenkare-Bertran-a

, Proraena reda integracije u dvoatrukc&m singularmom
integralu,

Pretpostavljamo da je L~glatka,zatvor0na ili otvor©-
na kontura»Neka je dvostruki integral I (.jedaii obican»drugi
singularan)*

*.-/*• «••«'*/•
gde funkcija f̂(t, ̂) zadovoljava uslov iielclera po obe promen-
l,jive»a funkcija ̂  (̂ ,2) je integrabilna po ̂  za svako z.

c)2;nac:imo integral dobijen posle zaâ ne reda ial
cije sa I*

Pri navedeno j pretpostavci ( u odno$u na funk0iju
i konturu L)f integral I dopuat^ isinenu reda iatogracije

Posiaatrajmo par dvostrukih singulaimh integralaflco
i«uaju razlicite redove integracije

L L
Oba integi'ala su sinf̂ ilarna i intsgrabilna.RaslOEimo funkeiju
is drugog integrala na proste faktore

y f) _6_
*-t f t»-

B - A » 0

Posto po pretpostavci,funlcci
uslov Heldera, integral I, postoji kao nesvojptveni, Ovakvo

^
a2i za ave ta:ke,koje pxdpadaju kontu.ri»osim
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krajnjih tacaka,cije ponasanje bi trebalo posebrio ispitati.

Integral! I i 1̂  se ne razlikuju sumo po redu integ-
racijefve6 nisu jedno&i*

i. V

Da bi to dokasuli obraaujao I(z) i I-L(z),zamenfju<ju-
ci u integ-ralima l(t) i 1-^Ct) promenljivu t sa a,ko,ja se menja
po seloj povrssiiji.^'v^to ta^ka z ne pripada konturi L,integral!
I(z) i 1,(z) ce biti

i ^
Oni nisu singularni i isoasmo men/jati n^ihov red inbegracije
odnoaao

Ukoliko pustirao da 2 teii t iznutrata zatim spolja, i granicne
vrecinoati ova dva integrala ce biti ,jednake$odnosno

Koristeci drugu forraulu (prvi oblik) formula iahockog dobi^amo

2I(t) « I*(t) + I*(t) => I(t) . 1/2 /I

na osnovu formula trazimo

+

•o t u indeksu se
O PNJ

abog lira ta drugo Ito 2 a.irflenjmjerao sa t

Sada na funkcije pod 1, i 2. .^i^en.jujemo fonaule dahockog



18.

2. fyi, =- fi*,f,
£-/

rft- . -/-

-̂?~̂

Vo
I(t) » j(t,t) •+• I-^C*) formula Poenkare-Bertran.i

ill u razvijen liku,kad poiintegmlna funkcija zavisi
od 5®dnog argmmenta

roe,nkare-Bertrana,kad funkcij i aavisi saj:io od Jednog

Ako sa S ob«lo:;:imo

tada
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ili reciraa: kvadrat siagularnog integrala je operator,sto
posledica formule Poenkare-Bertrana.

priraer J
Imamo integralnu jsdnaiiinu^ko.ju treba ro$iti

y

Inu pomnoiimo sa

.



R I M A H 0 V G R A U I C N I P S O B L E M

Indeks funkcije

Ako j@ L-glc.itkat2;atvorena kontura i G(t) funkcija
njenih taoaka»ko,ja 30 neprekidna i nigde ne t«2i nulifindeksom
funkci^e G(t),po konturi L,nazivajao priraatâ  ngenog argumenta
(pri ophodu konture u poaitivnom pravcu) podeljen sa 2/7

Indeks funkci,je iaozemo izraziti preko

kao i preko integrala

*» Ind G(t) mf-ii arg G(t) •-—•/4 In G(t)

st
i Av

Ha osnovu neprekidnosti G(t),prirastaj arguaienta pri
ophodu konture mora biti deljiv sa 2/7

OsobtneX
1, Indeks funkci,je,neprekidne po zatvoreno,j konturif

koja nije nigde nulafbice ili ceo broj ili nula,
2, Indeks proizvoda funkci.ja jednak je zbiru indeksa

faktora,Indeks kolianika funkcioa jednak je razlici imioksa
bro^ioca i irnenioea.

3, Ako je G(t) granicna vrednost funkcija (analitisi-
ke unutar ili van konture),n<jen indeks 6e biti jodiiak broju nu-
la unutar konture ili broju nula van konture sa negativniia ana-
kom.

%. Ako Je funkci.ja G(a) analiticka unutar konture,sa
iskl^ucen^eiB konacnog broja tacaka (u kojima aose iiaati pol)
tada broj nula zamenjujemo razlikoia broja nula i broja polova,

Izracunavanje iadtksa
U opstesa sluSaju^izracunavanje uindeksa se aiole iavr-

iiti preko fonaule

$* Ind G(t) V̂ -A arg G(t) "/̂ A ̂  G('t̂

uvrstivsi d arg G(t)« d arc tg 4^) L

•3 su h i .M p-Arataetarslce jednaeine neke zatvorene krive

aa neke jodnostavniae aluSajeve postoji algoritam za izracuna~
vanje indeksa,

Primetimo dptako ;je G(t) graniona vrednost analitic-
ke funkcijo,konturu L moSeao a^n^ati n© monjajuci velicinu
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indeksa.Indeko co se svakako inenjati kada se kontura deformise
prolazi kroz null ill pol

problem

Hizaanov problem za t1ednostruko povezanu oblast

Data glatka,zatvorena koatura L,deli oblast komj&eks-
ne promenljive na unutraanju i/ i spoljasnju jf.Date su dve
funkci.je tacak konture G(t) i g(t),koje zadovoljavaju uslov
Helderatpri cemu G(t) ne te£i nuli.freba naei dve funkcije (ili
jectoa pareijalnu analitifku funkcio'u 0(z)) i04'(s)-analiticku u

zadovoljava.ju linearni uslov

- G(t) 0~(t)

« G(t) 0*"(t) + g(t) nehomogeni problem

G(t)-koeficiJ©nt Rimanovog problema
s(t)»slobodni clan Riraanovod. problema

Nalâ enje paroî alne analiticke funkeije ako je dat
skok na grauici

Funkcija G(t) na zatvorenoj konturi L je data i zado-
voljava uslov Heldera.freba da nadjemo parcijalnu analiticku
funkciju 0(E)»koJa isSszava u beskonacnosti i pri prelazu kroz
kontuâ u L trpi skok j(t),odnosno zadovolgava uslov

Ha osnovu formula .Jahockogfre..;ea,je problema daje funkcija

A I

Moiemo zakljueiti:i-roizvoljna funkcija I(t),data na zatvoro-
no,j konturi,koja aadovol.java uslov Held@ratmo£a se pretstavi-
ti kao razlika funkcija ̂(t) i 0~(t),koje su graniSne vrednos-
ti funkcija 0"*"(z) i 0""(z) ue dopoaski uslov 0*(oo) «g,

Ako odbaci^o dopunski uslov 0~(c*D) = 0, rê onje 6©

biti

homogenog problo,

Pretpostavimo da 0e hornogeni problem

G(t) 0~(t)
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fftiiti.fi da su funkcljo 0 (a) i 0~(z) njagova resenja*
OznaSimo bro,j nula funkcija 0*(z) i 0~(z) u odgovarajucim ob-
lastima JD ,D"" aa M* i N*%Ako uaraerao indeks obeju strana
^ednacine dobijarao

N* + HT a Ind G(t) -<#

Indeks koeficljenta Rim^movog oroblema nazvademo indeks prob«
lema.Posto je na lavoj strani negativan broj^mogu naatupiti
slede6i sluca^evi:

1* Da bi Hira tnov problem bio reaiv,pGtrebno je da
indeks problema (̂ <0 ) bude negativan,pri cemu funkoî e 0*(

po uslovu aadatka neaaju polova*
2» Ako je ()/ ,> res on j a probleraa, funkcijt 0̂ (z) i

t iaaju ukupno ̂  nula.
3* Ako je y « 0 resenje problema nemaju nula.

1. Ako J8 J/<(0 Htoisogeni ;ii/sanov problem Je nereeiv*
Resenje aahte^a za trazene funkcije 0̂ (z) i 0"*(z) jos ̂"4- 1
nezavisnih uslovatza odredjiviin̂ 'e integracionih. konstanti.

, Ukoliko $9 It/* Ojpretpostavirao da koordinatni po-
-;0tak leai u D+ i uzmimo dopunski uslov 0"{c>^>") » 0 pa ce ops-
te rssen̂ e problema imati oblik

• (y. "\ X f ^
= e

. ' /-

2na!-itako
nezavisnih

indeks problema positivan,iraacemo 1 linearno

' e

navedeno opste resenje saclrzi ^+ 1 proi$voljnih konstanti*
3. /» 0, U Qvom slucaju InG(t) je jednoznacna funk-

cija,a In 0~f(2) i In 0"*(z) su analiticke funkaije.Us dopunski
uslov 0""(°°) = 1 imacemo opata resenja

Ri)* e 0~(z) - e

Ako odbacimo dopunski uslov ̂ ""(ê )
konstante i i»e«enoe ce imati oblik

0 (a) as A Q A e

Okoliko ,je 0~(c>0) = 0 tada Je i A « 0 pa problem iiaa trivi,jalno



23,

aakijueiti: Do,ta proisvoljna fuakcija G(t) na

konturi L (G(t) aadovol^ava uslov I!eldera),koja ima indeks nu~
latmole se pretstaviti preko odnosa funkcija 0*(t) i 0*"(t)$

ko,]8 su graiiicne vrddnosti funkcija analitickih u oblastis;

i IT i neraaju nula u tim oblastima.Ove funksi,je su odrsd^ene
do na proiisv-oljnu konstaatu A,

Kanonifika fuakcija

Kananiekom funkcijoni hc> ,og Kiaanovog problama

nazivasao parcijalnu analiticku funkciju,ko5]a zadovolJava gra-
nic-ni ualov

il*(t) * G(t) 0"(t)

i ima nulti redtsvuda u konacnom delu prostora.U baskooacno
udaljenotj tacki njen red ce biti jf »±Ti <//̂  O kanonicka fuak-
cija ne*Ba polova i pretstavlja reienjs granicnog probleiaa -

kanonicko rê enje.Pri j/ <( 0 kanonicka funiccija ima pol u b©s-
konacnosti i nije ra^en^e horaogenog probleaa,

.micne uslove Rira«novog problema u oblikti

svaltom (H ,K,;monicka furikcija X(s;) ce biti

p.,. =
I*)

= e

Pri J/ /^ 0,opate re-senje homogenog problema izraieno preko kano-
ni-^ke funfccije ce biti

0 (z) - A (z) Pp(s)

nohoraogenog problt-

G(t) 0"(t) 4- g(t)

Zaiaenimo koeficijent G(t) kolilnikom &ranicnih vrednosti kano-

nicke funkcije homogenog problema
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. g(t)
I~(t) X*(t)

posledrgi clan na desnoj strani takodje sadovoljava ualov
aeldora.odredimo li ga jrema formuli za. odred^iv-m.^e parcijalne
analiticke funkeije po datom skoku,imaceiBO

R(t-) _
i*(t)

granicni uslov eje tada

diskusi^as

pol reda M ,tada
1» Ako ^Je <^0,funkci(ja -/^ ' ima u beskonacnosti

& * '

»

odakls reaenje

JL
JLFt

L
- a

j.^ -polinom stepena J^ sa proizvoljnitn koefioi^entima.Vidimo
da ovo re^enje sadrli i op^te ro-enje hoaiogenog aroblema.

2, c^<C 0 funkcija ^^z^- ima u beslrona^nosti nulu

reda ~ ̂  j odnosno jednaJvo je nuli.

U izrassu za funkciju >̂ "(a) prvi f^ktor ima u beskona nosti pol
reda -J^, a drugi kao integral Kosi tipa iraa u be3koiia:-nosti
nulu prvog reda; odnoano 0~(a) iina u beskonacnosti pol reda no
veceg od -Jf ~1, Zna-'i ako Je Jf<(-l»ne^ ^ 1 . ;;i je nere-
aiv,moSe se re.-;iti aamo aio slobodni -Ian za ' lava nek© do-
punske ualove
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r (t)
~ • 0

kojih ima -J'-l. Ukoliko su ti dopunski uslovi ispunoeni jedinst-
veno re-sen.je problema ce biti

0(z)
g

(a)

gde ^e potrebno staviti i'(z) * 0.

Ako uzmeoo dopunski uslov,da reaenj^ t©2i nuli u bes~
konaSno udaljenoj talki, tada morarao uzeti polinoai stepena^/-!
a ne Jf . Heaenje pri $ /? 0 ce biti

Ako 3e <̂  <T ̂  resenje 6e biti dato fornulom
pri ispunjenju -ĵ  us 1 ova re-ivivo-

o

gde Je P(z) = 0

X t < j • • • » *~c

Postoj'i i itimanov problem za viaesti^uko povezanu
oblast,koji moae biti tukodje homogen i nehomogen,ali ga n
iao poaebno razmatrati.

Singularna IP .-In,-., jodnacina i Hiraancv

Kao sto js prot'hodno navedeno,ooyta ainc:uldr-na inte
ralna jedna-.'ina je

f(t)
*- Ct

koja je horaogena ukoliko je f ( t ) * 0,i nehomogena ako

laraz

karakteristican deo, a k(t,?)yk(t,?) >y>(?)d1Z" -regularan deo,
Karakteristi ?.na jednacina ce biti

b(t) A Jf (7:)
' ^ i-t

K° - karaicteristi^an operator*Ako regularan dao oznaaimo sa



/k(t,?) rcn LIT
• •*/

moz&mo opstu singularnu jednaHnu operatorski napisati kao
/v A A

E V = K° ^ + k Y - f ^t-^4 . J * - ^ ) 1 J F ; J» \/

fransponovana .jednacina ce biti

*
K'-

K'^. a(t)
// :

trans ponovan opatratoru

26.

0

-Ti

arakteristicno jedna;;ino na iiiroanov problem

Karakteristicna singularna integralna jeelna ;ina
jednostavnija aa resav-aii^e od op^to,i sato cerao prvo n^u da

a(t) !f(t) f(t)

Uvediino parcijalnu analiticku funlcciju»datu integraloai Kosi
tipa tcija guitina je traieno reseiije karakteristi'.ne ,jednacine*

/,U; « TJJT / T±*«. // i J i. "

L
Preaia formulaaa Sahockog bice

0~(t)

3to tivrstirao u polaznu ;j©dnacinu (1) i re.jirao ^e po 0 (t).Dobi«
jeiio da Je parcijalna analiticka funkci^a ^(z) reienje kima-
novog graaienog problema

gde
G(t)

G(t)0~(t)

a(t) - b(t)

a(t) * b(t)

i'o --to 4® tra^ena funkclja 0(

s(t)
f(t)

a(t) -i- b(t)

pretstavl.jena integralom Kosi
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tipa,ona raora aadovol.javati dopunski uslov

- • :

a(t) - b(t)

a(t) + b(t)
= indeks integralne

** 0

<Jednaoine

Vidimo da je preobrazaj jedna.-ine 1 u 2 jednozna>:;an,sto znaei
da je relenje karakteristidne jednaeine (1) i re.enje iiimano-
vog problema (,•:) i obratno,

•iztnotricemo sluda.j kada G(t) no texji null,ill bes-
konaenostitsto za jedna^inu 1 odgovara us]

a(t) t b(t) X 0

da koeficijonti Jednacine 1 zmdovolbjavaju uslov

ako uHozemo lako sastaviti singularnu integralnu J
grariicne us love

uvratimo

G(t)

1/2

S(t)

I

r-

2/Ti T- t
r

dobi,jamo kar,,kteriaticnu singularnu integralnu jednacinu

- G(t)

Sa drug© strane resavaju^i ovu jjedaaoinu po formuli

0(a) . JL
2Fi - z

*

i
dobifjamo reuenje Kimanovog granianog p
se mole shvatiti kao formula oo kojo.j so lako
teristicna aingulaama integralna jednacina,

granicn -oblerau.

problema,Cornja j ednacina
postavlja karak-

ovara datomkooa

Resavanje karakteristicno jodnacine

Ako prema fov,-\ula;;ia oahockog izr^Juriamo granione vrod-

nosti odgovarajucih funkeijj



1 ;s(t)

2 A*

gde je r(t) singularni integral

(*> • em

proizvol,jni

Ako i

dobi^arao
JL(t) G(t)

ih +
G(t)

treba od uvrstiti

I -glavna vrodn st

K--I
b.) G(t) . aCt) - b(t)

a(t) * b(t)

c.) g(t) f(t)

a(t) + b(t)

pa dobijarao resenje

- a(t)

2

28.

r-t

<?) ̂ -

M̂4Pn(H)V/-

b(t) 2(t) P -:,

r«*j:t)
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29,

• - resolvent a, a. njene 3vo,jstvene funkei.je ce biti

b(t) Z(t) tk"X ,,

uzeti da ,je
fl f - a(t) f(t) - ̂X

e opste reoenje
. H f

resenja

1. Ako jeXvQ hoaiogena jednacina K
arno nezavisnih, re Jen j a

°

Z(t) k » !,£,..

2» Ako je r^ 0 homoy;ena jednanina je naresiva,imaaio
nulu Icao trivi.ialno resenje.

3« Ako je ̂ ^> u nehornogena jedna. infc o® re;;iva
svakoj yrednosti desne sfcrane f(t) i njeno 0pite re§enje aa-
visi od </f proizvoljniri konatanti.

4, ako je <̂  <C :-:s»n$ii mogena jednacin je resiva samo
tada,ako Je desna strana f(t) zadovoljila -J1 uslova

» 0 ima oV line-

k(t) f(t) dt * 0

Kegulariaacija

U opatem slucaju,reiien,je singularnift integralnih jed-
nacina mo2e se dobiti svod;jenjem na regularnu integr-alnu jedna-

•5inu (Fredholmovor tipa).
Hegularisacija je proces svodjenja singularne na re-

gularau (Fredholmovu) integralrm jcdna- inu.
H-^ulariaacija ae obisno sastoji u -fcome da se na singu-

larni operator primeni drugi,speci,iala& odabran singuiarni

operator,
A A

Neka su r i K0 singularni operatorj.

ID (t) -t



Neka je operator K dat kao
30.

Koristeei formulu proaiene reda integracije raamotridemo kurak-
teristicni dec ove jednaeine,pa konacno moaeiao pisati

A

V> -.lvi J * «*! it;

— |

pa 6e koeficijenti karakteristicnog dela a(t)

• biti igrazeni kao

a(t) « a2(t)

b(t)

b(t)

b2(t)

odnosno.karakteriaticnl deo K ne z.tvisi od regularnog dela i
A A, A «

poretka operatora K

vara op«ratoru
Izracunajiao koefici;}ent Hinanovog ]

NO

G(t) « G2(t) G1(t)

a-j^Ct) - b^

ax(t)

i b(t) operatora

tkojl odgo-

a2(t) - bg(t)

a2(t) -K b2(t)

sto znae-i da ^e indeks 1° Jadnak sumi indckaa K^ i

ill u razvî jenom obliku

r-

Regulariau,juci operator

Ako d© singularui operator K2 takav.da de operator
regularan ( u nje/att nema aingularnog integrala b(t)«0),

nazvacemo ga regularieujucim o eratorom ill re
Opati oblik refpilarizatora

gularizatorom.



K U(t)
i- t

1

dt

Ukoliko nema nikakvi; ;bm.h uslova mozemo dobiti
rsgTilarizator©,ako u gorn,ju jecinauinu uvrstimo

1,) U(t) = 1 k (t,?) » 0

2*3 a(t)WCt) -

2 t) u(t) - i k (t,

najceace se i upotrsbliav&ju ovakvi operator!

to

Sty* a(t)

<"VJ

pa operator! 1 . i K. ne koautirajufre$ularizaci;Ja se moie
siti sa desne i sa leve strane.

i^eka je data opata singularna integralna jeclnaHna

•-.

icemo

* f(t) 3.

1, Regularizacija sa lova

Uzecenio ee/;;.j.larizator u op. stem obliku

K, U(t)

i zameniao ZJ» Xj - f

K (iy- f) - IK^^K f
Po definiciji opei^tor KK 4e rsgularan,zna5i rsgxilax'iaovaii

o jednacinu ;5,,gde ^e ^f( t ) - neooanata f'onkcija.'Co &@I®ttG
nisati i -operatorski,Focetna ,jedna;Una (5)

.



a regul[arna

Poo to
Ijava

V

KK $ « K f

32.

e operator K a<Kio§entsvako rejenje ja-inacine rS'sadovo-
akodje i jednucinu 4j fiegularizaeija sa leva ne dovodi

do gubitka re;, en,] a.

2i Regulsxizacija sa desna

3,AJco
u
neka

singularna integralna jednaeina
Umesto trasene funkcij© f̂(t) uvrstinio KU^gde

nepoznata fuakci.ja,dobicerco integralnu jednacinu*nova

koja
li
cunati
ran, Regularizaei,j
i

takodje regularna.Kad regime jednac&nu 4-**in& po fornm-
imaao rewenje pocetne jednacine J.Potrebno Je s-a.iao izra-
dvoati'Uki integral,gde je jodan obican a ^edan singula-

a sa desna aole dovesti do gubljenja resenja
u slueaju/̂ . 0 je ovalcva jeduacina re Diva*

(pri
vim
lentnu

i ona ®

operatora
biti

K » f

KU

3• Ekvivalentna

Recsularig;aci,ja»uopsteno govorec5i,iao2© dovesti do
jednaci|ne»ko,5a nije ekvivalencna po ;etnoj,4io2e doci do zaatra-

a (pri regulacizaciji sa leva) ili do gubltjenja resenja
i-egularizaciji sa desna),Zato se posebno raamatra pri kak-

usloviina singularna j ina aioae biti svedena na ekviva-
regularnu,

oka je ne/:0mogena sin.;;ularna intagralna jednacina

tada ,je ona ekvivalontna jednacini
A A A

•J *-V A

re aiva,

t'(sT

0°~ lucna apscisa s -» t ; (T1 -> t (obicna zamena)
Postoji funkcija ̂(t) ko,ja aadovoljava jednacinu 1"
(abog homogenosti K") biti re,.,enje i jedna-line
Operator K" uopoteno govoreci, bi6e regularizator
E^sanio a^o .30 f< realan, ariaci ^ednacina 2** necc



JBDMACIBE 3A fWJLTIiUHGULAltflIM JfiZGfiOM

0 BuiQgiai probleraima fiaike i astronoraije pojavljuju se
integralne jednacine sa dva Hi vise singularniti jezgara.Takvi
su,na primer,neki nroblemi oscilovunja elmsticnih msmbrana,
probleffil ko<fi se pojavljuju u kinetickoj fceoriji ga,;Jova,a u mo-
de rnoj fizici proracuni energet skill "pragova" u teori.ji super-
orovodl^ivoati i u teoriji kvazicestidnih konglomerata^moraiso
upotrebljavati jednacine sa multisingularnim ^ezgrom.U astrono-

se proracuni kretaaja koiaeta svode na cliferencijalne jed-
naoine Hatje-a i Hila,koje se opet ino^u povesati sa singularniia
jedna«inama,koje sadrze viue sin^ularnih jezgara,

Orde nece biti iinalizirani konkretni fizicki ill ast-
ron.or;iskt problem!,koji dovode do integralnib Jedna«";ina sa siulti-
aingularjii>rj je2sgrom,ve6 6e biti predlozenc L metodi aa resa-

\je oyaicviii jedna^ina.

1, riultisingularna jsdna'Una aa konstantnim koeficijentima

Posmatracemo Jednacinu po realnoj osi
+ CX*

d'T
:- (t - b)

3taii b -realne konatante*
Pouto jednaf;ina ima dva jeEgra -re - r- i "

"
gde je ^̂ att - a i t->« t - b ,ne mozemo je reaavati svocLjenjen
na Rin.mov granicai problem, jer takav metod za ovu jednacinu (1)
ni;je prWenljiv i ns postoji u literaturi.Fokusacemo da je re-
irao kotristeci Furije trans forraacije.

T-

?°°
-J dy e1 f (t) rJ d' ?(y) e1^

•-t)
& — I TJ.fl , , V > > • _ . + "•t- a w/ z

-o"

Zamenoia jednacine (2) u (1) dobijamo
-»<=

•.



•lacina
too

-po

(5) postage
4<5>O 46>o

(y)

taa od -

pa ^}e re

Ireba
&ko iavr

dobi,jamo

7 F(y) e

(J?) pomnoisicefflo sa e""' ' i integraliti po t,u
do +<x> »Koriste6i cin.jenicu da tj

-c*>

(5) prevodimo u algebarsku -jednacinii

f (x)

jedna-ine (1) dato sa
M

f (x)

prona6i

.itx 7.

ci i fuakcit-|e r (x) i rl(x) da bi komplotirali reyenje,
.-iisio zaiaenu ̂  —1«= 2J , u relaciji

Y- "t ~ a
-o«»

Itooleoi
dobijamo

a^x; 227- / ?j-«- a

Pol to se
prekidna

ovu jednacinu sa e i integrale6i Js po U od do

men^a od - oo do -t-cx? ,o?,igledno J

.

da ce biti

funkci^a .;t-omenljiva x»
x<0 posmatracemo a -leksnoj E ravai integral

-1X3
dz

«.
kontura L ima slodedi oblik



2a datu
^

koaturu mo?
-«.-£.L » - f ••7 z + JW

2_s~

01 n
35.

.u iJP , v,
T V* ̂ 1 / •» *1 "V 7 0 i -V" i i.i*£i 1 T V
,4- JV **̂  ^*JU.^ft. ̂  C X « r , i ^ w i * *

> 1 >5 5 i i- Xc,^"
a / 2^4- a / ^ i ^«/„ J -a+£e

~CL4£. 7,

A-ixHcos ^ 0xl sin^ iH ei^ [

V if
.'i J. El

Za R -» oo integral po yelikom polukrugu postage jednak nulij^er
$0 x<0,i za Jc(0,^) je sinj)>-0,Ako Joa u^mtmo da <£-^ 0 dobijaiBO

•iwxe lax

Ako je x^>0 onda birarao konturu

pa
.:
-isx

25 * a

+
v/

/7

I-ixR cosY xH sin ^ , Qi* it^ e
fi e a

lada K ->ex= integral po velikom krun;u posta^jb jednak nuli,jer
x ^ O i sin^^O «a J^, (//,2/7^*Ptt8ta4u$i da£->0 dobijaao

x > 0

Ma osnovu (3)»(9) i (10) mozerao pisati
i _iax x

.iax x <0

x >0
12*

Dobidene reaultate (11) i (12) raolemo proveriti na sledeci aacins
,0 "—

10,

11,

itx dx dx



dx e1*̂ -1 - dx e-

i ; t v a -17

!{TT*

x' c5

36.

t + a +

2(t*a)
-O"

l....,^._ t ? » 1 2(t»a r t -f- a

2naci»alco stavimo t -> ̂  ~t dobicerao

dx VT eiCr~t)x a

sto je i trebalo dokazati.

U re^endu (7)tfigurisu funkcije V,,(-:*) iK,(~x).iJf
d. D

au u pitsmju prekidne funkci^e treba biti opre»an,(jer se prili-
kom aaraene x -̂  -x, menjaju i interval! protaene varij^ble x»
Prema tome

x< 0.- 4 e-iax
Va(-x) =

i ,,-iax+ ̂  e

Q
"2

ibx

x>0

x < 0

x>0

13.

V
i u obair (1J) i (!'•) ̂ resenje (7) se mo^e napiaati

o
fN

dx — 1
-: - '' s

1 0«

/1*°°
f (x)« ^-/ dt f (t) e""

- (X?

Uzmimo koakretan primer, Neka je

i f(t)» elct c

pa na osnovu Jednacino (13) dobijamo

itx

»f«0,

,1'Ooto je u prvora integralu x ^ O i c >0 to igl
mu .jednako null pa sledi da $e

ledfto ,je 0 (x-c) u

ict

sin ac
17.



resen^e jednaeine
+„

37,

iet c>0$F J t~ >.t J t- (t + a)

Dokaz iavodirao zamanom ,i ine (1?) u (1 ), i dobijoao
.ict- /°tict Jft.

' sin ac c > 0Tt̂ U r J T̂

Posto je c > Ojposiaatracemo konturni integral

19.

>=£e/y

d^f
R Q~J -(t~a)

Poato je c )> 0 integral »o velikora polukrugu postage jadnak null,
kada K -^cxo.rjer Je za l6(0»/7")» sin*̂  ̂ 0,Ako pustimo da£.->0 imamos

t-aj
-<xo

Ha oanovu ovog jednacina (19) postage

i/7eic(t"a) - i<7eic(t*a) •

20.

2 ̂ eictsin ac - 2-rei5tsin ac
Ukoliko je jednacina (1) homogena f(t)»0,onda aâ i ovag

postupak ne daje vredtiost trazene funkcij0,nego samo one vred-
nosti x~a aa koje jednacina (1) ima nstrivijalna reSenja J(tV 0

oanovu (6) moaemo pisatij

Kada je f(t)»0,onda Je i f(x)=0,pii kao uslov da jedna;-ina (1)
ima netrivijalna reaenja dobijaao

=0



sto se posle aamene
-X

±l)X

ft&c') svodi

.JL
fV

TrT

na dvs

x < 0

x>0

58.
i us 1 ova

21.

22.

Ako se zadrgimo na prifflftru uradjenom na str» 36.i uzraemo f(t)»0,
za rasliku od prethodnog sluoaja,onda se oba US!OT% (21) i (22)
svod© samo na ^jedan uslovs sin ax = O.Odavde sledi dâ sa'ao za

n a

jednacina od ko,je smo posli (1) raole imati netrivi^alaa reaonja
Woiemo generatlisati doaadaanju analizu.Ociglodno je

da se procadurom»kako je upruvo izlo2eno,rnoSe ,naci resenje «jed-
nacine

u obliku

f(t)

Yet).
~CX5

eitx dx

2, Polinom kao koeficijent u multisiiisularnoo
Prvo cemo analizirati .jednacinu

(At̂ B)̂ t) d? f(t) 24.

gde je Â 0,a zatim cemo resultat uop^titi na slucaj 3«ada uz
funkci4u'V>(t)1lkao koeficijent,stoji polinom stepena n,

Fre nego ato izvrsifflo Furi^e transformaoije u jadnaci-
ni (24-)fispitacerao kafeo a-2 rnoze izvrsiti Furi^e transforraacija
israza t^(t).Kao sto

25-ta eitx dt

Pretpostavicemo da Je j(-rc>̂ ')=0,3to je moguoa pretpostavka,posto
se radi o siagularnoj jaina'ini, ;ija su re^enja integral! Ko:..,i
tipa,

Posmatracemo sledeci integral



Ako izvr/j

^itxU.SSQ

dobijamo/r d?(

+ 00

/ ^p/ \^ dx c

imo parci,jalnu integraciju

f4«.2;i*.\y -s~- — 10 f ~\* A » (J U.W— ' 3

x). ^itx ^ /^N r tit/ QJC "TrS— • « - •>> \^y «
J

a»uzimajuci u obzir pretpos

U.JV V- 0 ^A.,/

x -it /dx "?(x) i

bc,vku xf(i°°)«0 i

/ , . d TQxJ iJdx ^ ' e —it J(t) ou ± j ^ -g^ -
- CX5 ~ <XO

Koristedi fonuulu (26) i Furije transfOCTiacij(

laolemo narjisati kao
+<>o ^ -too

39.

itx

formula (25) imisiriO

26.

d?
-00 -•+00 •too

Ova jednacina ae aa osnovu
400

i posle inTezrane Fur-i.le transfomacije svocii

[

-00

na

B 27,

Ako iskoristimo formule (15) i (I'O vidimo da se (2?) raspada

na dve nehoraogene linearne difereneijaln© jednacine prvog reda:

28,
«f(x) x > 0

fO

*f(x)

Uv© ^ediiacine se lake reSava^u.aaihova resenja su:

Bx 1.̂  ^~iax
dx

29.



40.

Bx
II

-ibx>

-iux f -ibx

If -IDXv 7*£• >}
+00

x\ f -x.
'4<T * Jdxf(x) e~

Znaci resenje jednacine (24-) treba tmziti u

30,

obliku

51.
-0° 0

,+pri demu konstant© C i 0~ treba odrediti taJto da (24-) bude
identiSki 2adovoljenatgto se postiae nepoareclnim racunom posl©
aamene (Jl) u (2'i).

Raziiotrimo konkretan primer,Neka ,j@ u (24);f(t)«0t
B*OXssl/2/ri,/^«l/2//i,A»l/a i b=-a.(ro zaa$i da .jednaoina ima
aledeci obliki

t^f(t) I » 0 32*
-00

a n^ena resenga su na oanovu (29) i (30)

i

-00

sinax ~

i(tx-sin ax - i

moaemo uopstiti closadasnja

( sin

sin ax •*•
34

gde je i-' (t) polinom n~tog stspena po t,t,j

-**• >x u

i-retpostavicemo da ge fun'RCioa V(x),takva da

null do n-1 -vog.

35.

56,

au joj izvodi .jednaki

0

-exO

pQSHiatrajmo integral

, , to / %,^ .itx itx

-00



Parcijalnom integracijom u 1 x civ=dx .

px%etpostavke (3?) dobijasso

-it

Foato 4© -W.1 ""-it; lo.̂  i*d.konacno dobijamo

pa se izraa tr (t) rnoae napisati u obliku:

^ ~ eitx

ffa osnovu ovog imamot
jx

^ y c

uvrstimo (40) u (35)»i izvrsitao odgovaraju
foraacioe»dobicemo posle iiworzne Furî je transformacije

N

41.

39.

trans-

gde su funkci^e Va (-x),na oanovu (1:0 i (la) vec date,pa se
Jednacina (41) raspada na dve obi ne diferencijalne jednacine
n—tog redaj

A, x>0

x<0

42,

43

-iAko ,je resenje (42)i"\ " i

(43)

onda se eeiienje jeciaacine (35) nioge traziti u obliku:
,0 £*•

itx -Tî /,,- I dx e e

, ,-+• ... .0 odre-pri cemu se 2n intogracionih konstanti C, ,..
djuju poole zamene (44) u (';-5),tako da ova poalednja bud© iden-
ti;;ki aadô olt;]ena.

Uzedcroo konkretan. slu'iaj jednacine (35)*ko,1i mo?,e da
•emi u aatronomiji i u teoriji oacilaoija.iieka je u jed-

na-'ini (55)



tada ona oostaje

42.

i f(t)»0

jednacina (42) i (43) sada poataju

ro

cos

- cos

0

0

A, H.-,
; h*

46.

47.

Dobijene jednacine su rlatje-ovo diferencijalne ^ednar'-in6,koje

au vej&ane za probleme oscilovanja elipticnih iraembrana,a u astro-

nofBij i»Ea problem poria.3cmja perihela Meseceve putvinje.

3. oingularne Jednacine s;i jeagrima

Posaiatracemo Jednacine

.

Ako (48) napi;,emo u obliku:
00

P̂ IV*

tipa i

48,

49.

-00 •00

i izvrairao prelaz t -> -t, iz (50)

50,

sto znaci da je resenje jednacine (4o) uvek parna funkcija

•t) - lf(t)
jedmtcine (49) sledi

•f-oo

-oo

51.

52.



pa ako izvriimo prelaz t -> -t,dobijaiBO

Y

45,

•0-=
a to snaci da reaenge jednacine (̂ 9) mora biti neparaa funkeija

53

Ako je^f( t ) parna funkci,ja,kakve posladljee to ima za
njen i'uri.je lik

sl-J*
"-00

-itx eitx
-00

Izvrsiaio li u poslednjem integralu zaraenu t
/> oo

/ dt

-t,onda sledi

.-itx dt Y(t) eitx

too

ria osnovu cega zakljucujecoo da ,je Furije lik parne funkcije
takod.je parna funkci«Ja,odnosno:

Analogue se lako mo&e pokazati da je Furije lik neparne fxznk-
cije»takod("je neparna funl-ccija,odnosno

ISJ

demo izvrsiti Furije transforraacije

i (49),

lf(t)

55.

u

iz(r+t)

Posle o¥Og jednacina (48) oostaje

56.

,-hxa

dz

izt 0

tako da posle inverzne Furije trans forroacije dobijamo

dx
.

x.
-

o(.
0 57.

Potpuno is torn procedurAm jednacina (49) se svodi na:



Posto u a u

m 0

zaklju-
oujemo da su Furije likovi gednaoina (43) i (49) identicni.tj
da 3® svode na jednu jedinu jednacinu

f ^ s+(-x) f T (ac)

naglasiti,da ako re.javaiao jednacinu (
samo parno resen^e jedna-iins (5"^)»dok ako
koristimo santo neparno re^enje (!>>0»

Furije likove

^ * e

a 0

moramo koristiti
Jednacinu

59.

60.

ledno moaerao dobiti iz forraula (11) i (12) stavljajuci a=

U

a odavde sledi

Pre dalje analize jednacine (5^)»dokazacemo ippravnost rezul-
tata (61)»Za funkciju V*"(x) neka imanio

•foo ,0

:V(x)

61

62,

0 «x=>r ^ f

-̂.l̂ 8 * 'MJ^
-oo

1 r-* e

cira© je dokazana ispravnost rê ultata(61) .
esnovu (61) i (6&) aakljuiujemo da

x>0 . V



45,

za x < 0 r (-x) » - -
c.

pa se Jednaoina (59) svodi na;

/3

Pa je 0

(x) - 0

Jednacina (63) ima za

cos

periodicna :

sin x V~ IT"

i sa?ao ova re^enja dopwstaju iaverznu Furije
Za -T- )• 0 reyenja su

transformaeiju.

ch sh x

a inverzne i'urije tranaformacije ovih funkcij
tj* ne postoje,

. osnovu ovog zalcljucuoemo da se
,jedna?;ine (^8) i (49) ne mogu uvek resiti,vec
tante o£ i ft r-i?!li.'.itog znaka,

Ako reiavoaio jedna-inu (^-i),gde su
funkcije,onda kao re,jonje (G3) sjorajno uzoti p

cos x ./dx eitjc

65.

a su besk-nacne

opisanirfi raetodoia
saaio ako su kons-

Ns

parne
arno partikularno

=03

^

Ako reaavarao .jednac-inu (;->-9)»sde su ^P(t) i ^f(x) ne-
parne funkcije,onda kao re^en^Je (&;'•) ^ ,-ramo ufeeti neparnu funk-
ci,1u tj.

aim
f+o°

«f| ; "f (t) . Jclx eitx - - 6 5 .
—

Dokaz da jo (5^-) re :'eaje jedaacine <|(i-';i).

-O«J -00
T-+• t fMrT̂* : o

Prva dva clana u poslecinjoj jedna-'ini au je-inaka nuli»jer su
f ~ •» J — I I—•• B.

za t ̂  ~}/-% .jod.na.k3 nuli delta funkcije.Za t- iW^?

postage jednak nuli izras oil
naka nuli,treba dokazati

.Fo .-'.to au pr-va dva -lana jed-



i»ada demo dolcazati da (65) zadovol:
46.

ava (49)*

- t dT ..- 0
•oo

Prra dva xlana da<ju milu aa osnovu istog r<33onovanja,kao inalo-
ostajs

A A 4
Or 0

reiaavatiovakvom is torn procedurom ..riogu se
gene Jednacine ovog tipa,s tim a to u (4-:.'0 na
ra stajati parna funkcija fg(t);a u
2?ada ^ednacina (63) za FuriJ© likove postage;

i nehomo-
deanoj atrani mo-

neparnaa funl<eija fa(t),

x) za gednaciny

x) . ,j3dnacinu
+ 00

5 Vx) - ̂T-/dt
— oO

(48)

(49)

fa(t) •"«

66.

67.

V
68.

4* Kosi-Jeira jednacina sa dva ainguflarna jesgra

Posmat rac mo j ©dnac inu

tt)

ade .1e I*-glatka zatvorena,kbntura u kompleksno;} ravni.A i B su
*

kernstante,a 1 i t tacke sa konture L.̂ unkcije ̂ Pi f aadovoljavaju
uslov Heldera*

Koristedi forumlu Poen.kare~Bertran-a,!>o kojoj je kvad-
rat singularnog operatora po zatvorenoj konturi Jedini.'ni ope-
rator", odnosno

70.

L' L
Transfonnisacemo jsdnacinu (69) primenjujuci na nju sa 1
operator

L

71.

72.



l/i

posto au taeke3 i t na konturi L;sledi:

47.

73.

74.

Jto znaci da se jednucina (69) svodi na karakteriatilnu aingu-
larxm .jednacinu:

B
77 elf . F(t)

Ako uvedemo funkciju 0(z) d-tu integralora Ko|i tipa

0(2) » ̂. <̂
»/

L
onda na osnovu formula oahockog mozemo pisati?

75.

76.

zamenoai (77) u (75) iobijomo

A [0*(t) - 0~(t)] + B f0+(t)

77.

ill
- G(t) j

_A ~ B
A 4- B

smo Jednaoinu (75)

g(t)

s(t)

i na Riraanov gr micni problem sa

- F(t)

78

nultita ind8ksom,Dal,je pretpostavljati da
j0 indeks funkci^e G(t) » Jonst, jodnak

Ind G(t) * a G(t) « 0 n-broj nula

3to 4© istovreraeno i indeks uimanovog problem

Hesiconso prvo odgovarajuci ho«o

ocinosno g(t)=- .

0*(t) * G(t) 0-(t)

Logaritmujuci (30) n&I&zimo

In G(t) * In 0+(t) - In 0"(t)

je A / B.Tada

u

jrobleia (78)

81.



Ako uvederao fun^ciju

Vs .d— r

onda na osnovu formula oahockog (77) siedit

In G(t) =P"(t) -

Poredjanjem (31) i (33) sakljucuo'orao da se u na^opstijeia slu-
caju rnose pisati:

85,

0~(t)

C r<*>

*<*)G e' i6B

da homogeni problem itioierco pretstaviti,kako je vec nave-
deno u prethodnoj p;lavi, u obliku

. 85,

->to ^e raauftljivo i iz orugih r-izloga., • > to je | (z) dato integ-

ralosi Ko;;>i tipa, a 0(z) ,ja r>.^ema uslovinia problema analiticka
i u D* i u If,onda je

,-r+(:e

0"*(z) e """"

analiti -ka funkcioa u

.maliti k:, funkci,1a u
ato je rnogruce samo ako je svaka od ovih funk;
konatanti C«

Vratirao se na nehomogeni probl-..

Koristeci relaciju P*(t)
G(t) - -2

neho-tioc;eni probl >o n u^iaati kao

uvedarno funkciju

D
jedna&a nekoj

86.



rj"— ?} — Zi

onda na osnovu formula oahockog mozemo pisati:

-Vet)r
ae jednacina (86) svodi na

o
e

49.

87.

88 *

89

Fojuva konstante GQ je rasumljiva na osnovu rsaonovanja slic-
nog malopredoasnjern.roato su funkcije I (z) i r(z) date int@g-
ralima Koai tipa,a funkcija 0(s) prema uslovima zadatka rao-
ra biti analiticka i u B*i u D*%to anaci da funkcija

/"(a) e"""1 -V"(a) analiticka u

0~(s) e" - V̂ z) analiticka u

ato J0 moguce aaaio kad su obo funkci^e Jednakfe nekoj Icons tan-
ti.

iia osnovu O9) nalaaimo

e
P"(z) ""

fco

90,

U naloa slu- aju (jednacina 73«)^funkcija 0(s) Ja da-
ta integraloffl Kosi tipa (76),pa roori biti 0""('oo)aO,ato zna$i

;je u ovorn slu.caju C =0,pa su reaenja (7S) data sas

%

Po§to G(t) » |~| dobi.jamo

PC.) 1t1 A-B d?
A-+-B T-z

91.

0

pa

A4-B





znaci da au:

pa je prema forrauli (97)
» 0

51,

Dokaz da (103) zadovoljava (96) dlobicemo soiaenom
(103) u (96),odnosno

Io2.

loj.

ill
AC BC

A-t-B "

BO ^
A+3 ,̂;'

a (A»B) :

ato se svodi na



Z A K L J U C A K

U radu su analizirane neke singularne jednaoine
aa sloaenira jezgrom.Koliko je autoru poznato,ov.i pokusaji,koji
su uslovljeni izvesnim problemima fizike i astronomijejprvi su
u STO^OJ* vrsti do danas. Diploraski rad ne pretenduje na koaplet-
nost u smislu reaavanja gornjih prQblema,ali u svakoffl slucaju
nacinje jednu temu,koj'a se razvitkoia primenjene matematike na-
mede kao imperativ.
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