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Uvod

Danas opsteprihvacena klasi¢na teorija gravitacionog polja jeste AjnStajnova (Albert
Einstein) teorija gravitacije. U njenoj osnovi leze AjnStajnove jednacine. To je sistem
nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina drugog reda po metrickom tenzoru i ova
Cinjenica je jedan od razloga zasto ne postoji njihovo opste reSenje. S druge strane, prilikom
trazenja reSenja koja ih zadovoljavaju one pruzaju izvesnu slobodu u slicnom smislu kao §to
Grinove (Green) funkcije pruzaju slobodu u izboru oblika iste u teoriji rasejanja u kvantnoj
mehanici. Ta sloboda ukljuCuje postavljanje uslova na komponente metrickog tenzora u
zavisnosti od problema koji je u pitanju, kao i biranje najviSe Cetiri proizvoljnih funkcija
koordinata koje mogu biti sadrzane u metrickom tenzoru. Upravo zbog ovoga su AjnStajnove
jednacine veoma moc¢no orudje pomocu kojeg se gravitaciono polje opisuje u terminima
zakrivljenosti prostor-vremena u prisustvu materije/energije.

Uprkos svojoj slozenosti, AjnStajnove jednacine poseduju nekoliko specijalnih, egzaktnih
reSenja. Jedno takvo reSenje je Kerovo resenje koje je Roj Patrik Ker (Roy Patric Kerr),
novozelandski matematicar, dobio 1963. godine. Ono je u sustini reSenje koje opisuje prostor-
vreme izvan rotirajuc¢eg objekta koji se naziva rotirajua Crna rupa i kao takvo predstavlja
prostor-vremensku podlogu u astrofizici pri prouc¢avanju ponaSanja materije u blizini rotiraju¢ih
objekata (ne samo Crnih rupa). Pored toga, isto kao i Svarcsildovo (Karl Schwarzschild) resenje
(koje je takodje egzaktno), ono se moZze primeniti i pri proucavanju unutrasnjosti Crnih rupa, Sto
je posebno zanimljiv aspekt Kerovog resenja. Implikacije Kerovog i Svarcsildovog resenja u
kontekstu Crnih rupa su dalekosezne. Ovaj rad je svedocenje o lepoti i mo¢i Kerovog reSenja
Ajnstajnovih jednacina i njegovom znacaju za astrofiziku i modernu fiziku.

Rad je podeljen u dva dela: prvi deo, koji obuhvata poglavlja 1 do 4, bavi se teorijskim
aspektom Kerovog reSenja. U poglavlju 1 je ukratko diskutovan pojam prostor-vremena, kao i
same Ajn§tajnove jednadine polja, prati ga pregled Svarcsildovog resenja i osnovnih pojmova
vezanih za Crne rupe u poglavlju 2, zatim je u poglavlju 3 predstavljena diskusija vezana za
izvodjenje Kerovog resenja, kao 1 vezana za jedno alternativno izvodjenje istog sa autorove
tacke gledista, a u poglavlju 4 je diskutovano samo Kerovo reSenje; drugi deo obuhvata
poglavlja 5§ do 8 i bavi se nekim primenama Kerovog reSenja u astrofizici, kao i njegovim
znaCajem za fiziku uopste. U poglavlju 5 su data dva primera nacina na koji se dokazuje
postojanje Crnih rupa u astrofizici, zatim u poglavlju 6 sledi diskusija primene Kerove metrike
na problem aktivnih galakti¢kih jezgara (AGN '). Poglavlje 7 bavi se nedavnom
eksperimentalnom potvrdom Lens-Tiringovog (Josef Lense, Hans Thirring) efekta, a poglavlje 8
je rezervisano za implikacije Kerovog resenja na fundamentalnu fiziku. Literatura je na kraju
rada grupisana u odnosu na pomenuta dva dela rada.

! Active Galactic Nuclei



I DEO

1. Prostor-vreme i AjnStajnove jednacine polja

U svakoj tacki neke cetvorodimenzionalne mnogostrukosti M mozemo definisati skup
koordinatnih linija parametrizovanih pomo¢u parametra A t(4),7(4), 6(1), ¢ (1) koje odredjuju
mrezu koordinata prostor-vremena®, tako da je parametar A u tom sluéaju sopstveno vreme 7 ili
jednostavno parametar s. U svakoj tacki tog prostor-vremena tada mozemo definisati tangentni
prostor, takodje Cetvorodimenzionalan. Tangentni prostor je odredjen bazisom koji je skup
jedini¢nih vektora® d;, 8, dp, 0y, a koji definisu odgovarajuce tangentne pravce na pomenutim
koordinatnim linijama. Ovakav prostor predstavlja koordinatni bazis u kome sve veli¢ine
predstavljamo kao funkcije koordinata. Na primer, ako potrazimo izvod neke funkcije f po

parametru A, imamo*:

df _dx* of
dd~ dA dxH

Posto je funkcija f proizvoljna, mozemo pisati:

d _ dxt 0
a(f) —Hm(f)

odakle se vidi da je:

d _dx“ 0 _dx“a (1.1)
dA~ dr axk " da M '

Sto mozemo smatrati vektorom d/dA razvijenim po ort-vektorima d,, pri ¢emu su dx*/dA
njegove komponente u tom tangentnom prostoru. Stoga skup {at,ar, ag,a(p} ¢ini bazis

tangentnog prostora. U tangentnom prostoru ovi vektori se nazivaju kovarijantni, a vektore
predstavljamo preko kontravarijantnih komponenti:

— Pl
vvaﬂ

Ovo sledi iz Cinjenice da je delovanje tangetnog vektora na (recimo) komponente vektora
polozaja

aux" = 6){

z Analogno kako se dvodimenzionalna povrsina Zemlje moZe opisati pomocu koordinatnih linija duz kojih merimo
koordinate 6 i ¢ koji predstavljaju mrezu meridijana i paralela.
3 0, su parcijalni izvodi po koordinatama x*.

Od sada pa na dalje, podrazumeva se Ajnstajnova konvencija o sumiranju: sumiranje po ponovljenim indeksima
sa iste strane jednacine se podrazumeva.



Osim toga, postoje i odgovarajuce veliCine u kotangentnom prostoru Ciji je bazis odredjen
skupom [-formi dx*, pa se i te veli¢ine zovu I-forme i razvijaju se u ovom bazisu pomocéu
kontravarijantnih diferencijala koordinata, a komponente su kovarijantne:

- 1
w wﬂdx

Za tangentni i1 kotangentni prostor se kaze da su jedan drugom dualni ili reciprocni.

U ravnom cetvorodimenzionalnom prostor-vremenu, element luka je u koordinatnom bazisu u
Dekartovim (René Descartes) koordinatama definisan metrikom Minkovskog (Herman
Minkowski):

ds? = d(ct)? — dx? — dy? — dz? = d(ct)? — dI?
koji se konciznije moze napisati u tenzorskoj notaciji kao:
ds? = n,,dx*dx? (1.2)
gde je n,, = diag(1,—1,—1,—1)metricki tenzor ravnog prostor-vremena®, u,v = 0,1,2,3 za

vremensku i tri prostorne koordinate, redom.

Kvadrat prostor-vremenskog intervala moze biti vremenskog (ds? > 0 = d(ct)? > dI?),
prostornog, (ds? < 0 = d(ct)? < dI?), ili svetlosnog (“null”) tipa (ds? = 0 = d(ct)? = dI?)°.
Sva tela koja poseduju masu krecu se kroz prostor-vreme putanjama vremenskog tipa, Sto je
ekvivalentno tome da se krecu sporije od svetlosti 1 za njih je element luka realan. Putanje za
koje je ds? = 0 su u sustini putanje fotona (ali i hipoteti¢nih gravitona).

Naglasimo da za ravan prostor vazi da za telo koje miruje (dI? = 0) sledi da poseduje
interval vremenskog tipa (ds? > 0).

U prisustvu mase, prostor-vreme vise nije ravno, ve¢ postaje zakrivljeno i opisuje se opstijom
relacijom od (1.2):

ds? = gpdxtdx’ = goodx®dx® + go1dx®dx+... + g1odxdx’+... +g33dx3dx®  (1.3)

gde je g, metriCki tenzor opSteg prostor-vremena i moZe posedovati meSovite Clanove i koji je
definisan kao skalarni proizvod odgovarajucih tangentnih vektora:

Juv =0, 0, (1.4)

> Postoji i konvencija N = diag(—1,1,1,1), ali mi ¢emo se drzati one u tekstu.

” o u

6 g P . . o o
Odgovarajuci nazivi na engleskom su “time-like”, “space-like” i “ I”.

null interva



U zakrivljenim prostor-vremenima metricki tenzor zavisi od koordinata, u opstem slucaju od sve
i — 0,1 ,2 .3
Cetiri - g = guy (x°,x%, x%, x°).

Za teorijsko otkrice da prostor-vreme nije ravno u prisustvu mase zasluzan je Albert
Ajnstajn. On je 1916. godine objavio svoju Opstu teoriju relativnosti (OTR) koja je zapravo
teorija gravitacije. SusStina ove teorije jeste da i materija i energija svojim prisustvom zakrivljuju
prostor-vreme, ili kako je to Dzon Viler (John Archibald Wheeler) sroCio “materija govori
prostoru kako da se krivi, a prostor govori materiji kako da se krece”. Pronaci na koji nacin
prostor “govori” materiji kako da se kre¢e znaci resiti Ajnstajnove jednacine polja (ovde date
bez kosmoloske konstante):

1 8nG
R,uv - Eg;wR = C_4Tuv (1.5a)
i ekvivalentno:
8nG 1
Ry = C_4<Tuv - EguvT> (1.5b)

gde je Ry, Ricijev (Gregorio Ricci-Curbastro) tenzor, R Ricijev skalar, Ty, tenzor energije-
impulsa, a T njegov trag. c je brzina svetlosti, a G univerzalna gravitaciona konstanta. Resiti
AjnStajnove jednacine znaci reSiti ih po metrickom tenzoru g,,,,.

Ric¢ijev tenzor je definisan kao kontrakcija Rimanovog (Bernhard Riemann) tenzora R* s,
(koji je antisimetrican tenzor Cetvrtog ranga) po prvom i trecem indeksu:

Ruv = Rauav = ROuOv + Rlulv + Rzqu + R3u3v (1.6)
dok je Ricijev skalar definisan kao trag Ricijev tenzora:
R =Rﬂ#=R00+R11+R22+R33 (17)

Ukoliko je Ricijev skalar jednak nuli, radi se o lokalno ravnom prostor-vremenu. U
suprotnom, prostor-vreme je zakrivljeno.

Jednacina (1.5a/b) je sistem od na prvi pogled 16 jednacina, ali njih i u najopstijem slucaju
ima makismalno 10, zbog toga $to je metriCki tenzor simetriCan g,, = g,,, a Sto je oCigledno
na osnovu (1.3), jer diferencijali koordinata komutiraju. Njihovo reSavanje je u opstem slucaju
veoma komplikovano zbog toga §to se radi o parcijalnim diferencijalnim jednac¢inama drugog
reda 1 to nelinearnim.

U jednacinama (1.5a/b) leva strana predstavlja “geometrijski” deo, opisuje gravitaciono polje
i naziva se Ajnstajnov tenzor, dok je desna strana izvor polja, u koji ulazi kako gustina energije
mirovanja, tako 1 gustina energije samog kretanja, otud naziv tenzor “energije-impulsa”. Stoga i
samo kretanje materije/energije predstavlja izvor gravitacionog polja (u principu svaki oblik



energije predstavlja izvor gravitacionog polja). Implikacije tenzorske jednacine (1.5a/b) su
dalekosezne, iako se joS uvek ne razume na koji se nacin ispoljava veza izmedju prostor-
vremena i materije/energije.

Veoma bitna Cinjenica sledi iz jednacina (1.5): kovarijantni izvod leve strane (AjnStajnovog
tenzora) identicki je jednak nuli,

1
D# (le - ngR) =0

a bitna je iz dva razloga: prvi je taj Sto odavde sledi da kovarijantni izvod desne strane takodje
mora biti jendak nuli, a to implicira zakon odrzanja energije-impulsa:

D#T,, =0
Ovo pokazuje da su zakon odrzanja impulsa i zakon odrzanja energije zapravo delovi
jedinstvenog zakona odrzanja; drugi razlog je taj Sto postoje Cetiri takve jednacine (izvod po
cetiri koordinate) i one kao takve daju mogucénost da pri reSavanju Ajnstajnovih jednacina

biramo proizvoljno maksimalno Cetiri funkcije koordinata, $to predstavlja kalibracionu slobodu.
To demonstrira opstost i Siroku primenljivost AjnStajnovih jednacina.

Analogno gradijentu gravitacionog potencijala u Newton-ovoj gravitaciji, ovde izvodi
metrickog tenzora po koordinatama predstavljaju silu koja uzrokuje ubrzano kretanje tela u
gravitacionom polju. Izvodi metrickog tenzora se pojavljuju na levoj strani AjnStajnovih
jednacina (1.5a) u Ric¢ijevom tenzoru i Ric¢ijevom skalaru.

Rimanov tenzor je dat sa:
Rupv = 0gT %y = 0,1y p + T8y =TT
i za njega vazi Jakobijev (Carl Jacobi) identitet:
R%gv + Ry + R, s =0 (1.8)
i slede¢e simetrije:
Rugv = 9V Ryupy = 9 Rpvyu = =9 Rugyu = =9 Rpvyy = =9V gppRPvyy (1.9
a Ricijev tenzor ¢e na osnovu (1.6) biti:
Ry = 0,T%, — 0,T% 10 + Tl —T%,e %0 (1.10)

gde su I'* ;,, Kristofelovi (Elwin Bruno Christoffel) simboli druge vrste dati sa:



1
M = Egaﬁ(avguﬁ +0ugpv — aﬁguV) (1.11)

Odavde vidimo da izvodi metrickog tenzora ulaze u Ric¢ijev tenzor preko Kristofelovih simbola
druge vrste. Prema tome, put ka AjnStajnovim jednaCinama bio bi da se prvo izraCunaju
odgovarajuci izvodi metrickog tenzora, zatim se formiraju Kristofelovi ovi simboli druge vrste, a
pomocu njih sledi racunanje Ricijevog tenzora (1.10) i nakon toga, Ricijevog skalara (1.7).

Analogno Njutnovom (Isaac Newton) zakonu, i u OTR se pojavljuje slican zakon —
geodezijska jednacina - koji opisuje kretanje tela u zakrivljenom prostor-vremenu:

d?x® , dxtdx”

@ e L
li
ou“
uf 5xF + F“[;yuﬁuy = uﬁDﬁu“ =0 (1.12b)

gde je u® kvadrivektor brzine, koji se moze predstaviti u tangentnom bazisu kao u(s) = x°9, +
x10; + %20, + %305, gde tacka iznad oznacava izvod po parametru.

Postupak trazenja Kristofelovih simbola i potom Ricijevog tenzora nije nimalo lak, osim za
neka specijalna reSenja koja poseduju par komponenti metrickog tenzora sa prostim
funkcionalnim zavisnostima od jedne, eventualno dve koordianate. Na srecu, za nalazenje
Rimanovog tenzora postoji jedan drugaciji metod, koji je znatno laksi i elegantniji, a koji nosi
ime po svom pronalaza¢u — Kartanov (Elie Cartan) metod, koji je detaljnije opisan u dodatku
D1.

U ovom radu ¢e se koristiti Kartanov metod za nalaZzenje Rimanovog tenzora (odeljak 3.5), a
interesovace nas reSenje AjnStajnovih jednaCina za vakuum, dakle za T,, = 0. Tada (1.4b)

postaje:
R,=0, R=0 (1.13)

Kerovo resenje AjnStajnovih jednacina spada u reSenja za vakuum, dakle reSenje koje
zadovoljava jednac¢inu (1.13). Ono je nesto komplikovanije od Svarciildovog resenja, koje je
takodje reSenje jednacina (1.13) i ¢iji ¢e pregled biti dat u narednom poglavlju radi uvoda u opis
opstije, Kerove metrike.



2. Pregled Svarcsildovog reSenja i pojam Crne rupe

Svarcsildovo reSenje je najjednostavnije reSenje AjnStajnovih jednaéina, koje je pronasao
Karl Svarcsild 1916. godine. Ono je iskazano metrikom:

2GM
rc?

ds? = (1 - )d(ct)2 - dr? —r?d6? — r? sin? 9 dp?

| 2GM
rc

s tim Sto ¢emo od sada pa na dalje izrazavati jednaCine u prirodnim jedinicama u kojima je
¢ =G =1, osim kada naglasimo drugacije. Ovakva konvencija je u neku ruku iritirajuéa i
zbunjujuca, jer se stice utisak da se gubi sustina i da jednadine dimenziono nemaju smisla.
Medjutim, ispostavlja se da je ipak elegantnije pisati jednacine u teorijskim razmatranjima OTR
po ovoj konvenciji, o éemu svedoéi i Svarcsildova metrika zapisana u ovim jedinicama:

T dr? —r?df? — r?sin? 0 dg? 2.1)
1-22
T

gde je M masa koja proizvodi gravitaciono polje opisano metrikom (2.1). Primetimo da je
dimenzija elementa luka [m]?. Stoga, vremenska koordinata u prirodnim jedinicama ima
dimenzije duzine, a koeficijent ispred njenog diferencijala je bez dimenzije, iz ¢ega sledi da je
dimenzija mase M jednaka dimenziji duzine [m]. Ako Zelimo masu u jedinicama [kg], prosto je
pomnozimo faktorom G /c?.

Navedimo jo$ i metri¢ki tenzor u matricnom obliku i njegovu determinantu:

2M
(1—7 0 5 \
am\ "1
aw=| 0 -(1-%) 22)
~ 2
\ 0 r 20_ , /
0 —r<sin“ 0

det(g,,) = —r*sin? 0 (2.3)

2.1. SvarcSildova metrika: simetrije i odrZane veli¢ine

Koordinate u kojima je zadata metrika (2.1) su sferne koordinate (t,7, 8, ¢). Primetimo da
komponente metrickog tenzora ne zavise ni od vremenske koordinate, ni od koordinate ¢, pri
¢emu je dvodimenzionalni deo metrike

do? = df? + sin? 6 dg?
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koji oslikava sfernu simetriju o¢uvan. To je i bila Svarciildova ideja — da pronadje sferno-
simetricno reSenje Ajnstajnovih jednacina, stoga je on i krenuo od opSte metrike oblika:

ds? = e?Vdt? — e?*dr? — r?(d6? + sin? 6 dg?)

(gde su v i u funkcije od r), pretpostavljajuci da je sferna simetrija ouvana, tj. da je izotropija
prostora ocuvana u gravitacionom polju. Dobivsi rezultat (2.1), dokazao je da takvo reSenje
zaista postoji.

Svaka kontinualna simetrija prostora u opsStem slucaju, po teoremi Emi Neter (Emmy
Noether), poseduje po jednu o¢uvanu veli¢inu. Geometrijski gledano, ako nijedna komponenta
metrickog tenzora ne sadrzi zavisnost od neke koordinate, onda postoji oCuvana veli¢ina u
odnosu na kontinualnu promenu te koordinate. Naime, u Svarcsildovoj metrici (2.1) nijedan
metricki koeficijent ne zavisi od koordinate ¢ . Stoga kretanje duz te koordinatne linije,
definisano tangentnim vektorom d,, u svakom trenutku, ostavlja jednu veli¢inu invarijantnom.

To je upravo ona koja se o€uvava zbog izotropije prostora - moment impulsa (ugaoni moment).

Takvi vektori, koji definiSu pravce duz kojih je metricki tenzor invarijantan, nazivaju se
Kilingovi (Wilhelm Killing) vektori i zadovoljavaju Kilingovu jednacinu:

Vily +V,¢, =0 (2.4)

i pomo¢u njih se mogu prona¢i odrzane veliCine. Naime, ako skalarni proizvod u*{,
diferenciramo po parametru s, koriste¢i se (1.1), imamo:

d(u“{ﬂ)_dx“
ds T ds

Va(u“Zﬂ) = {uVau* + u*uhv,g,

Prvi od ovih sabiraka je jednak nuli kao posledica geodezijske jednacine (1.12b), a drugi je
jednak nuli zbog toga Sto za Kilingove vektore vazi (2.4), iz Cega sledi da je V,{,
antisimetri¢no, dok je u“u* simetrican tenzor. Skalarni proizvod simetri¢nog i antisimetricnog
tenzora istog ranga jednak je nuli, pa je onda ceo gornji izraz jednak nuli:

d(u”(#) _
ds 0

Odavde sledi da se veli¢ina u*{, odrzava protokom sopstvenog vremena:
uhg, = const. (2.5)
Stoga je Kilingov vektor koji indukuje ocuvanje ugaonog momenta:
@ = (0,001 =9,
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a iz metrike (2.1) i na osnovu relacije (1.4) sledi da je

|6¢,| = 1I|g<p<p| =rsin6

Na osnovu (2.5) za ovaj Kilingov vektor ocuvana veli¢ina je
d
(o) _ . —2an2p2? _ —
u?q,)’ = ¢0d,0, = r*sin GE = const.= L (2.6)
§to je upravo ugaoni moment po jedinici mase (z-komponenta) u sfernim koordinatama.

Na sli¢an nacin se pokazuje da je i energija ocuvana veli¢ina, jer metricki tenzor ne zavisi od

vremena t, te postoji jos jedan Kilingov vektor { l(f) =(1,0,0,0) = 9;:

|0, | = vV |geel =

2M\ dt
t () — 1 — —_—— | — = = 27
uty, 0,0, (1 " )ds const.= E (2.7)

Ova veliCina predstavlja energiju po jedinici mase i u prirodnim jedinicama nema dimenzije, a
inace bi dimenzija bila [m?s™2]. Stoga energija kao ofuvana veli¢ina odgovara translaciji

. . - . t
sistema u vremenu, definisanom Kilingovim vektorom ¢ lﬁ ) = 0.

Cinjenica da metri¢ki koeficijenti ne zavise od vremena odgovara osobini stacionarnosti. Sad,
ispostavlja se jo§ da bilo koje sferno-simetricno reSenje mora posedovati Kilingov vektor
vremenskog tipa (kao na primer vektor d;), te da mora biti stacionarno, i jo$ koji je ortogonalan
na bilo koju trodimenzionalnu hiperpovrs koja se moze izgraditi od ostala tri tangentna vektora,
tj. na one za koje je t = const., i takvo reSenje nije samo stacionarno, ve¢ i staticno. To za
metriku zna¢i da nema me3ovite ¢lanove tipa dtdx?, poput metrike (2.1).

2.2. Pojam horizonta dogadjaja i singulariteta: Crna rupa

Primetimo jednu na prvi pogled kontradiktornu ¢injenicu: kazemo da je M masa objekta koji
proizvodi gravitaciju, a Svarcsildovo resenje jeste resenje Ajnitajnovih jednadina za vakuum.
Kontradikcija nestaje kada naglasimo da metrika (2.1) opisuje gravitaciono polje izvan objekta
mase M. Vezano za to, postoji jedna zaista cudnovata posledica Ajnstajnovih jednacina koja
postaje ocigledna tek njihovim reSavanjem, a sa kojom ¢emo se susresti i u Kerovoj metrici u
kasnijim poglavljima.

Ipak, do sada nismo uopste pomenuli prirodu tela ¢ija je masa M i koje stvara oko sebe
gravitaciono polje opisano metrikom (2.1), na primer od kakve materije se sastoji. Jedina
informacija koja proizilazi iz (2.1) jeste da je to telo sferno simetri¢no i da poseduje masu M.
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Sad, znamo da moZemo polje izvan sferno-simetri¢nog objekta opisati kao da potic¢e od tackaste
mase, ali takodje znamo da je to samo model. Medjutim, iz (2.1) svaka koordinata je merena u
prostoru izvan objekta, ukljucujuéi i koordinatu r, tako da bi to znacilo da (2.1) opisuje
gravitaciono polje koje zaista poti¢e od tackaste mase, tj. to bi znacilo da je sva masa zaista
skoncentrisana u koordinatnom pocetku r = 0. Sto je vrlo ¢udno.

Medjutim, ispostavlja se da mi to nikako ne mozZemo proveriti eksperimentalno.
Eksperimentalna provera bi se sastojala u tome da pridjemo toliko blizu tom telu (ma koje
dimenzije imalo) i da “vidimo” razmere tog tela, tj. da na neki nacin dobijemo informaciju o
tome.

To je nemoguce zbog toga Sto koeficijent g,, postaje beskonacan na jednom odredjenom
rastojanju r = 2M . To znadi da Svarcsildovo reSenje poseduje singularitet. Medjutim, ovaj
singularitet je koordinatni singularitet, $to znaci da je on defekt-posledica izbora koordinatnog
sistema. Ragunajuéi za Svarcgildovu metriku jednu od skalarnih invarijanti Rimanovog tenzora
koja je ista u svim koordinatnim sistemima (posto je skalar, pa time invarijanta) dobija se:

48M?
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RaBYS — (2.8)

RaﬁyS

odakle se vidi da se zar = 2M ne deSava nista posebno, te je dovoljno samo da napravimo
transformaciju koordinata koja je pogodna da otkloni prividan singularitet u r = 2M. Medjutim,
sfera r = 2M jeste specificna, zbog toga Sto je goo jednak nuli na toj sferi. Ovakve povrsi
nazivaju se “null surfaces”, ili u slobodnom prevodu svetlosne povrsi.

Da bismo objasnili $ta se deSava na toj sferi, pogledajmo metriku (2.1) za svetlost koja je sa te
povrsine pustena u radijalnom pravcu ka udaljenom posmatracu koji se koristi metrikom (2.1). U
(2.1) tada stavljamo da je ds? = 0, jer posmatramo kretanje svetlosti, i d9% = dp? = 0 jer
posmatramo svetlost puStenu u radijalnom pravcu. Tada (2.1) postaje

2M 1
0= (1-2) g - —L—ar
r 1

odakle sledi

dr 2M
=1-=

dt T
Sto zar = 2M daje

dar 0
dt

Gornji rezultat predstavlja radijalnu i jedinu komponentu brzine svetlosti, stoga odavde sledi da
je brzina svetlosti jednaka nuli! Drugim recima, daleki posmatra¢ u svojim koordinatama (u
kojima je i data metrika (2.1)) nece nikad videti svetlost koja je krenula sa svetlosne povrsi — za
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njega svetlost stoji. Za vrednosti r < 2M, brzina svetlosti postaje ¢ak i negativna, Sto bi znacilo
da cak i kada je pustena duz rastuc¢e koordinate r, dalje od objekta, ona ¢e svoje kretanje
nastaviti ka koordinatnom pocetku. Stoga niSta §to se nalazi unutar sfere precnika r = 2M
spoljni posmatra¢ ne moze detektovati — na njega dogadjaji iz unutrasnjosti te sfere nemaju
apsolutno nikakvog uticaja. Zbog toga se ova povrs naziva horizont dogadjaja, a rastojanje koje
je poluprecnik ove sferne povrsi, tj. rastojanje horizonta dogadjaja od koordinatnog pocetka se
naziva Svarcsildov poluprecnik, a nekad i gravitacioni poluprecnik ili radijus.

Spomenimo da kada bi sva masa Sunca bila sabijena unutar njenog Svarcsildovog radijusa,
Crna rupa koja bi nastala tom prilikom imala bi polupre¢nik od oko 1.5 km.

Za trenutak ¢emo vratiti konstante ¢ i G i pogledati $ta sledi eksplicitno iz go¢ = 0.

2GM
=0,

=1-
Yoo rc2

2GM
T

CcC =

ovaj izraz je onaj isti koji se na osnovu Njutnove teorije dobija za drugu kosmicku brzinu. Za
r > 2GM /c?, pa stoga i goo > 0, izraz sa desne strane je uvek manji od brzine svetlosti, tj. tela
koja se nalaze na tim rastojanjima mogu razviti takvu pocetnu brzinu da mogu pobeci
gravitacionom polju objekta mase M. Sad druge strane, sva tela koja se nadju na rastojanju
manjem od 2GM /c?, kada je goo < 0, moraju imati brzinu veéu od brzine svetlosti, jer desna
strana postaje veca od c, ali posto je to nemoguce, ona su osudjena da zavrSe u koordinatnom
pocetku i ne postoji nacin na koji bi se suprotstavili gravitacionom polju tog objekta.

Ovaj objekat radijusa jednak Svarciildovom radijusu se stoga naziva Crna rupa, s punim
pravom, zahvaljujuéi Vileru, koji je skovao taj termin 1967. godine.

Medjutim, koncept Crne rupe se pojavio jos u 18. veku, pre OTR, kada je Dzon Micel (John
Mitchell) 1783. god. tvrdio da svetlost mora biti privucena gravitacijom kao i ostali objekti, te da
bi svetlost pustena sa dovoljno masivnog i kompaktnog tela morala da se vrati na njega. Nesto
kasnije, 1795. god., je Laplas (Pierre-Simon Laplace) doSao do sli¢nog zakljucka, verovatno
nezavisno od Micela, izjavivsi da su najsjajnija tela u Univerzumu upravo zbog toga i nevidljiva
(jer je sjaj proporcionalan masi).

Takodje, metrika (2.1) poseduje i pravi singularitet u koordinatnom pocetkur = 0, §to se
vidi na osnovu (2.6) i njega je nemoguée otkloniti. U r = 0 zakrivljenost prostor-vremena,
okarakterisana sa (2.6), postaje beskonacna. Ovo je fizicki besmisleno, pogotovo zato §to bi jos u
tom istom singularitetu trebalo da se nalazi sva masa M, §to bi onda znacilo da je i gustina u toj
tacki beskonacna. Ovo je “zaglavljeni zupCanik™ opste teorije relativnosti. U Prirodi uopste ne bi
trebalo da postoje fizicki singulariteti (barem se tako smatra), a i na neki nacin, singularitet u
Crnoj rupi za nas ne postoji, jer nikakve informacije ne mozemo dobiti iz unutrasnjosti horizonta
dogadjaja, stoga nikako ne mozemo proveriti da li se unutra zaista nalazi singularitet i da li je
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celokupna masa skoncentrisana u jednoj jedinoj tacki ur = 0. Pravo je iznenadjenje da mo¢na
teorija poput OTR ima svoju primenu od zvezda, pa do celokupnog Univerzuma, a pri tom
predvidja i fizicke besmislice poput singulariteta u r = 0.

Postoje koordinate koje mogu preciznije opisati unutrasnjost Crne rupe na osnovu
transformacije (2.1), kao Sto su Kruskal-Sekeres (Martin David Kruskal, Gyorgy Szekeres)
koordinate, ali se njima ovde ne¢emo baviti.

Na osnovu resenog mozemo zakljuciti da SvarcSildovo reSenje egzaktno opisuje prostor-
vreme izvan objekta mase M, koji se naziva nerotirajuca Crna rupa, ili staticna Crna rupa, ili
mrtva Crna rupa, ili Svarcsildova Crna rupa.

2.3. Primenljivost Svarc§ildovog refenja

Uprkos tome §to Svarcsildovo resenje opisuje prostor-vreme nerotirajuée Crne rupe, metrika
(2.1) se moze iskoristiti i za proucavanje drugih objekata, koji poseduju sfernu simetriju ili
priblizno sfernu simetriju — zvezde i planete.

Ono $to metriku (2.1) ¢ini primenljivom na Sunce, ostale zvezde i planete je sferna simetrija.
Medjutim, ¢injenica da su sva pomenuta tela mnogo veza od svojih gravitacionog radijusa, pa se
stoga celokupna masa ne nalazi unutar istih, vez i izvan, govori da metrika (2.1) mora biti
modifikovana, konkretno, masa M mora zavisiti od rastojanja r, sve dok r ne dostigne
poluprecnik objekta koji je kod zvezda i planeta (kod tela koja nisu Crna rupa) uvek vec¢i od 2M.
Stoga zaklju¢ujemo da metrika (2.1) egzaktno opisuje prostor-vreme izvan planeta i zvezda, dok
se za opisivanje njene unutraS$njosti metrika (2.1) mora nadograditi uklju¢ivanjem modela mase
koja zavisi od rastojanja.

Kao takva se koristi i u astrofizici, primenjena na pomenuta tela. Upravo je metriku (2.1)
Einstein iskoristio da bi teorijski objasnio precesiju Merkurove orbite oko Sunca, prvu potvrdu
Opste teorije relativnosti. Slaganje i sa danasnjim posmatranjima je, moglo bi se reci, savrseno.

Medjutim, ono §to treba naglasiti jeste da je pretpostavka da sva ta tela na koja je metrika
(2.1) primenljiva ne rotiraju, ili rotiraju sporo. Pri “sporoj” rotaciji se podrazumeva da je njen
kvadrupolni gravitacioni moment (koji se obi¢no obelezava sa J,) razli¢it od nule’, ali priblizno
jednak nuli, $to znaci da je telo skoro sferno-simetri¢no - malo je izduZeno na ekvatoru u odnosu
na polove. Naravno, ne postoji telo u Univerzumu koje ne rotira, pa time ne postoji ni savrSeno
sferno simetri¢no telo. Zbog toga je Svarcgildovo reSenje samo aproksimacija jednog opstijeg
reSenja koje opisuje prostor-vreme izvan objekata koji rotiraju — Kerovo reSenje. Medjutim,
dovoljan argument koji opravdava traganje za metrikom rotirajuceg tela jeste taj Sto telo koje
rotira poseduje i energiju rotacije, a energija, u kojem god obliku bila, pa time i rotaciona
energija, utice na geomtriju prostor-vremena.

7 Gravitacioni potencijal nekog tela se najées¢e modelira pomodu sfernih harmonika, koji slede iz reSavanja
Laplasove jednacine po Njutnovoj gravitaciji — u razvoju po sfernim harnonicima, koeficijenti koji predstavljaju
njihove odgovaraju¢e amplitude se nekad nazivaju gravitacioni momenti.
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3. Kerovo resenje

Posto smo konstatovali da Svarcsildovo resenje nije adekvatno za opis rotirajuéih objekata,
upustamo se u potragu za metrikom koja to jeste. Istorijski gledano, ova potraga je trajala skoro
50 godina od objavljivanja AjnStajnovih jednacina 1916. godine i otkrica Lens-Tiringovog
efekta koji predvidja uticaj rotacije na metriku prostor-vremena — tek je 1963. godine Roj Patrik
Ker, novozelandski matematicar, otkrio ovo reSenje, koje po njemu i nosi naziv. Sama ¢injenica
da je trebalo da prodje toliko vremena dok se nije doSlo do reSenja ukazuje na kompleksnost
reSavanja Ajnstajnovih jednaCina za prostor-vremena sa manjom simetrijom u odnosu na
Svarcsildovo resenje koje je sferno-simetri¢no. Ipak, videéemo da postoje neke forme Kerovog
reSenja koje su samo neSto drugacije napisane, ali zato otrkivaju pravu lepotu i dubinu samog
Kerovog resenja.

Nacin na koji je Ker originalno doSao do svog reSenja zahteva uvodjenje novog matematickog
aparata, koji je dosta komplikovan, a koji se koristi nezavisno od fizickih argumenata i
neresavaju¢i Ajnstajnove jednacine na klasi¢an nacin. U ovom poglavlju ¢e diskusija biti
bazirana na skici jednog alternativnog izvodjenja Kerovog reSenja sa autorove tacke gledista.

3.1. Opsta forma metrike osno-simetri¢nog rotirajuceg prostor-vremena

Kako metrika za kojom tragamo treba da opisuje tela koja rotiraju oko jedne svoje ose
(recimo oko z-ose), najpogodnije je da iskoristimo sferni koordinatni sistem (7,6, @). Posto
koordinatni sistem rotira u vremenu u odnosu na posmatraca u inercijalnom sistemu reference u
odnosu na koji zadajemo metriku, infinitezimalni pomeraj ugla d¢ ¢e biti korigovan za vrednost
- wdt (uzimamo pozitivan matematicki smer), gde w ima smisao ugaone brzine (Slika 1):
de — dp — wdt. Stoga ¢e metrika (1.2) u sfernim koordinatama imati op$tu formu:

ds® = g’ dt? + g’ (de — wdt)® + g, dr? + geed6? (3.1)
z=z'
PO .

Slika 1: Rotacija koordinatnog sistema oko z-ose.
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Posto je metricka forma promenjena zbog rotacije, prave komponente metrickog tenzora
osno-simetri¢nog prostor-vremena zadatim u sfernim koordinatama postaju ocigledne tek nakon
kvadriranja promenjene koordinate dg u zagadi i grupisanja uz odgovarajuce diferencijale:

ds? = gy dt® + 2gp,dtde + gp,de® + g dr® + geed6? (3.2)

gde je ugaona brzina apsorbovana u odgovaraju¢e komponente metrickog tenzora. U matriénom
obliku, metri¢ki tenzor izgleda ovako®:

gt Yo 0 0
_[Y9et YGoe 0 0
Jw=l 0 0o g 0O
0 o0 0 Yoo

Ocigeldno je da rotacija koordinatnog sistema u vremenu indukuje pojavljivanje meSovitog
¢lana g;,dtdg. Smisao ovog meSovitog Clana jeste taj da je forma (3.1) invarijantna u odnosu
na istovremenu promenu znaka vremenske koordinate dt — — dt i uglovne koordinate dgp —
—d@. Ovo znaci da promenom smera vremena dobijamo koordinatni sistem koji rotira u
suprotnom smeru, ali niSta se suStinski ne menja, te metrika ostaje ista, Sto bi i odgovaralo
realnoj fizickoj situaciji.

Ova osobina se naziva stacionarnost i razlikuje se od pojma staticnosti koji smo sreli kod
Svarcgildove metrike — ovde koordinatni sistem ne miruje (nije stati¢an), ali metri¢ka forma
ostaje invarijantna u vremenu, pa komponente metrickog tenzora ne zavise od vremena, tj.
sistem ravnomerno rotira i pritom zadrzava svoju simetriju - stacionaran je.

S druge strane, posto tragamo za osno-simetricnim prostor-vremenom, metricka forma mora
biti invarijantna i u odnosu na kontinualnu promenu koordinate ¢ — dakle, posmatra¢ u
inercijalnom sistemu reference nece uociti promene prostor-vremena dok objekat rotira, Sto je i
karakteristika osne simetrije.

Na taj naéin, sli¢no kao kod Svarcgildovog resenja, ima¢emo dve o¢uvane veli¢ine: energiju
rotirajuceg objekta, koja ¢e se pojaviti kao posledica ocuvanja metrike prilikom translacije u
vremenu; i moment impulsa (ugaoni moment), koji se pojavljuje kao posledica ocuvanja metrike
prilikom kontinualne promene ugla ¢, tj. ofuvanja u odnosu na rotaciju. (Detaljnije o
simetrijama u odeljku 4.4)

Do zakljucka da metrika osno-simetricnog prostor-vremena mora sadrZati samo g, od

mesovitih komponenti metrickog tenzora smo mogli do¢i razmisljajuéi u obrnutom smeru:
uzimajuci u obzir samo osobine stacionarnosti i osne simetrije, za metriku treba da vazi da je:

Gtr = gto = 9ro = Gro = Gop = 0

8 Raspored komponenata metri¢kog tenzora u odnosu na indekse w, v = 0,1,2,3 nije bitan, bitno je da se oznake
postuju jednom kada se definisu.
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jer bi svaki taj meSoviti ¢lan dobio negativan predznak pri istovremenoj promeni znaka
vremenske koordinate i koordinate ¢, §to bi uniStilo invarijantnost metrike i njenu osobinu
stacionarnosti i osne simetrije. Stoga preostaje samo gy,

Na osnovu prethodno re¢enog, metrika rotirajuéeg, osno-simetri¢nog prostor-vremena ima pet
funkcija metrickog tenzora koje treba odrediti (g¢r, Grpr Gpor 9rrr 9o )> kao 1 jednu koja ima
smisao ugaone brzine (w) i sve one zavise samo od preostale dve koordinate r i 8:

Iuv = guv(r' )

w = w(r,0)

Na prvi pogled, izgleda veoma Cudno, pa ¢ak i besmisleno da ugaona brzina zavisi od
rastojanja od ose rotacije, a tako i od ugla 8. Matematicki gledano, w(r, 8) je samo jo$ jedna
funkcija koja se pojavljuje u metrici 1 ne postoji apsolutno nikakvo ograni¢enje na zavisnost od
ovih koordinata, stoga se u knjigama i radovima o Kerovoj metrici ni ne moze sresti fizicki
argument koji bi to opravdao. Medjutim, gledano sa stanovista fizike, zavisnost ugaone brzine
od pomenutih koordinata moramo opravdati’.

Naime, imajmo na umu da prisustvo mase utice na geometriju prostor-vremena, dakle na
rastojanja, to je sustina Einsten-ovih jednacina. Znamo da je ugaoni moment u klasi¢noj fizici
dat sa:

L=Iw (3.3)

(I - moment inercije) i Sto je najbitnije, znamo da ne zavisi od toga sa kojih koordinata ga
merimo, isto je i sa energijom. Sada izvrSimo jedan misaoni eksperiment. Zamislimo jedan krut
Stap zanemarljive mase koji na jednom kraju ima ucvrS¢enu veoma masivnu kuglu M, a na
drugom jednu mnogo manje masivnu kuglulo mase m. Uzmimo da je duzina Sapa [, i da je ona
nesto veéa od dimenzija kugle M i pretpostavimo da Stap rotira konstantnim ugaonim
momentom L oko ose koja prolazi kroz kraj Stapa gde se nalazi masivnija kugla. Klasi¢no,
njegov moment inercije ée biti, po Stajnerovom obrascu (Steiner):

I=IM+mlz

Medjutim, poSto veoma masivna kugla zakrivljuje prostor-vreme oko sebe (pretpostavimo da
je toliko masivna da je zakrivljenje primetno), duzina Stapa (koji se nalazi u gravitacionom polju
masivne kugle) ¢e posmatracu daleko od ovog sistema biti razlicita od [, pa ¢e time i moment
inercije biti drugaciji. Kako je ugaoni moment (3.3) invarijantan u odnosu na transformaciju

? Opravdanje direktno sledi vec iz specijalne teorije relativnosti gde pojam krutog tela nema smisla, pa stoga i
ugaona brzina kao veli¢ina nezavisna od rastojanja gubi smisao, a posto ovde govorimo o Lorenc-invarijantnoj
metrici (Hendrik Antoon Lorentz), opravdanje se samo prenosi, medjutim, do¢i éemo do opravdanja nezavisno od
toga, da bi smo stekli dublji uvid u uticaj prisustva mase na prostor-vreme.

1% ovakav sistem ocigledno nije osnosimetrican, ali to za trenutnu diskusiju nije bitno, $to ée se videti u daljem
tekstu.
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koordianata, to svaki posmatra¢ mora izmeriti isti ugaoni momenat, pa ¢e i w morati da zavisi od
rastojanja.

Sto se ti¢e zavisnosti od ugla 6, dovoljno je da uvidimo da se planeta Zemlja usled rotacije
deformiSe u rotacioni elipsoid, te orbitiranje duz polarne kruzne orbite (Sto je ekvivalentno
promeni ugla ) nuzno povlaci za sobom merenje slabije/jae gravitacione sile, Sto znaci da je
prisutno manje/veée zakrivljenje prostora. Ovo ima za posledicu uticaj na rastojanje koje ulazi u
moment inercije i time u ugaoni moment. Zbog toga ugaona brzina mora zavisiti i od koordinate
0.

Za dalju diskusiju bi¢e pogodno umesto ugaonog momenta koristiti ugaoni moment po
Jjedinici mase:

a=— 3.4

koja je konstantna veli¢ina (Sto se vidi iz formule) i ima dimenzije rastojanja (u jedinicama
¢ = 1 odgovarajuci izraz je prosto a = L /M, kakvog ¢emo dalje i koristiti).

3.2. Kerova metrika

Jedno izvodjenje Kerove metrike detalino je obradio Candrasekar (Subrahmanyan
Chandrasekhar) u svojoj knjizi The Mathematical Theory of Black Holes. Candrasekar polazi od
metrike (3.1) i na njega primenjuje jedan veoma moc¢an formalizam koji je razvio Kartan, a koji
je opisan u dodatku D1. Ovaj formalizam omogucava da se dodje do komponenti Rimanovog
tenzora na mnogo jednostavniji i elegantniji nacin nego §to je to opisano u prvom poglavlju, i to
nezavisno od koordinatnog bazisa (tangentnog prostora). Naime, sustina ovog formalizma jeste
da postoje izvesne 1-forme (dakle veli¢ine kotangentnog prostora) od kojih se mogu formirati
viSe forme koje su dalje antisimetricne. Ako su A i B 1-forme, formiranje 2-forme se vrsi
pomocu njihovog spoljasnjeg proizvoda'', koji je analogan vektorskom proizvodu, a koji je
definisan sa:

ANB = AQ®B — BQA
odakle je o¢igledno da je on anitsimetrican, kao i vektorski proizvod:
AANB=-BAA
Ova antisimetrija omoguéava konstrukciju antisimetri¢nih p-formi, medju njima i Rimanovog
tenzora. Koristi se jo$ i spoljasnji izvod, koji je analogan gradijentu, i koji od p-forme pravi

(p + 1)-formu. Za 1-formu A i 1-formu B spoljasnji proizvod je definisan sa:

d(ANB) =dAANB —ANANdB

" U literaturi se koristi naziv “wedge product”.
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Medjutim, od kojih 1-formi se moze konstruisati Rimanov tenzor, tj. koji bazis odabrati?
Koristi se bazis ortonormirane tetrade, gde je tetrada' naziv za skup od Getiri 1-forme, koje se
bukvalno procitaju iz metrike; naime, ideja je da se proizvoljna metrika, recimo osno-simetricna
(3.1) zapise preko ortonormiranih tetrada @* na sledeci nacin:

ds? = g’ dt?* + g (de — wdt)® + g, dr? + geed? = (@°)* — (@)% — (&%)* — (@°)?

i potom procitaju ortonormirane 1-forme:

®° =/ g'wdt
@' = |=g'pp(de — wdt)
@* ==g'mdr

Od ovih formi se, prate¢i postupak opisan u dodatku D1, moze do¢i do komponenti
Rimanovog tenzora u bazisu ortonormiranih tetrada.

Ono §to je bitno jeste to Sto se Ajnstajnove jednacine ne menjaju pri prelasku na ovaj bazis
(osobina kovarijantne formulacije fizickih zakona), tako da Ricijev tenzor, dobijen iz
komponenti Rimanovog tenzora na ovaj nacin, nije potrebno vracati u koordinatni bazis (osim
ako zelimo da pronadjemo njegove komponente u njemu), ve¢ je dovoljno postaviti Ajnstajnove
jednacéine u ovom bazisu (pri tome, u slucaju da trazimo resenje koje nije za vakuum, moramo
transformisati i tenzor energije-impulsa).

Candrasekar je koristio upravo ovaj metod primenjen na metriku (3.1) i dobio komponente
Rimanovog tenzora (po postupku iz D1) koje dalje daju nelinearne parcijalne diferencijalne
jednacine drugog reda po dve promenljive i koje ovde ne¢emo navoditi. Ove jednacine nemaju
jedinstveno reSenje, i veoma su komplikovane za resavanje.

Ono S$to nalazenje reSenja ¢ini moguéim jeste kalibraciona sloboda, koju smo spomenuli u
prvom poglavlju, jer bez nje jednacine uopste ne poznaju razliku izmedju koordinata r i 8 na
primer. Imaju¢i razliku koordinata u vidu, jednaCinama se namecu uslovi na osnovu
matematickih teorema i uvode se pretpostavke i smene koordinata i tek nakon toga se dolazi do
reSenja, tj. do metrike aksijalno simetri¢nog rotirajuceg prostor-vremena.

Metrika do koje dolazi Candrasekar u svojoj knjizi data je sa:

“y

12 NIRRT . seoe .. . . . . . ¥ we .. .
Za Cetiri dimenzije. Mogu se naci i nazivi “vierbein” ili “vielbein”, gde su obe nemacke reci za “Cetiri noge” i
“mnogo nogu”. Termin se koristi i u viSedimenzionalnim prostorima.
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2Mr 4Mra sin®
d52=<1— 7 )d 2 Tdtd(p
2Mra? sin? 6 2
_ <r2 ta?+ T) sin2 6 dg? — %drz — p2dp? (3.5)
gde su iskoriS¢ene sledece oznake:
p?=r%2+a’cos?@
A= 1% = 2Mr + a?
Metricki tenzor u matri¢nom obliku izgleda ovako:
2Mr 2Mrasin® @
P p?
2Mrasin? 6 , . 5  2Mra®sin®6\
_ |7 —|r'+a"+——7F——)sin“0
Guv = p p (3.6)
i N
0 A
0 —p?
dok je njegova determinanta:
g =—-p*sin? = —(r? + a? cos? )?sin? 9 (3.7)

Tokom izvodjenja, nikakav smisao nije dat veli¢inama M i a koje iz reSavanja prozilaze kao
konstante integracija odredjenih funkcija, ve¢ se njihov fizicki smisao dobija kada se posmatra
ponasanje metrike za r — oo i uporedi sa Svarcgildovim resenjem, a i razmatrajuéi polazne opste
metricke forme (3.1) 1 (3.2).

Konkretno, posmatrajuéi koeficijent ggq:

2 e s
72 + a2 cos? 6 — 2Mr rz<1_27M+acr;259> 1_27{\4 a crozs 0
Hoo = 2 4 a2 cos? - 2 cos? = 2 cos?
4+ a®cos* 0 762<1_|_acrozs 9) 148 Crozsg

i zanemarujuéi izraze proporcionalne r~2 (za veliko ), vidimo da veli¢ina M odgovara masi.

Dalje, vidimo da meSoviti ¢lan dtdg mnozi veli¢ina a i da se metrika svodi na Svarcildovu
metriku (2.1) kada je a = 0, tj. simetrija se podiZze na sfernu simetriju. Naslu¢ujemo da je ova
veli¢ina proporcionalna ugaonoj brzini u opstoj metrici (3.1), koja je uvedena upravo kao
mnozitelj meSovitog clana dtde zasluznog za naruSenje sferne simetrije. Zaista, tokom
izvodjenja Candrasekar dobija da je
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3 2Mrasin? 6
©= p%(r? + a?) + 2Mra? sin? 6

(3.8)

i fizicki smisao veli¢ine a jeste ugaoni moment po jedinici mase, kakvog smo obelezili u (3.4).
U odeljku 3.5 ¢emo videti kako se dobija izraz za ugaonu brzinu iz opste metrike (3.2).

Koordinate u kojima je data metrika (3.5) su standardne sferne koordinate (r, 8, @) plus
vremenska koordinata, kakve meri posmatra¢ iz asimptotski ravnog prostora. Ove koordinate
nose naziv Bojer-Lindkvist (Robert Boyer, Richard Lindquist) koordinate, po svojim
pronalaza¢ima. One se vrlo Cesto koriste u astrofizici i najpogodnije su za proucavanje putanja
kretanja tela u Kerovom prostor-vremenu.

Pogledajmo sada kako masa uti¢e na merenje koordinata u Kerovoj metrici u poredjenju sa
Svarcsildovom metrikom. Naime, kod Svarcildove metrike jedina prostorna koordinata na koju
masa ima uticaj jeste koordinata r i taj uticaj se vidi u odgovaraju¢oj komponenti metrickog
tenzora g,,. To znaci da ¢e, ako menjamo masu kao parametar, jedino koordinata r “osetiti” tu
promenu, a ostale dve (8 1 ¢) ¢e ostati nepromenjene i ako uzmemo da je M = 0, sferna
simetrija ostaje o¢uvana. To je i sutina Svarcsildovog resenja — gravitacija je centralna sila i
zavisi samo od rastojanja, stoga sferna simetrija u prisustvu staticnog objekta mase M ostaje
ocuvana (izvan tog objekta). Sada na isti nacin protumacimo Kerovu metriku datu sa (3.5). Ako
u njoj stavimo da je M = 0 (pri cemu parametar a gubi fizicki smisao jer je povezan sa
postojanjem mase, ali ovde ¢emo ga zadrzati), dobijamo:

r2 + a?cos?® 6

ds? =dt?> — (r? + a?)sin? 6 dp? — T 2

dr? — (r? + a? cos? 8)de? (3.9)

Prostorni deo ove metrike je identican metrici ravnog trodimenzionalnog prostora u
elipsoidnim koordinatama'! Ovo je jedna ohrabrujuéa &injenica koja nam govori da je apsolutno
opravdano da pretpostavimo da ¢e se simetrija koju poseduje ova metrika odrzati prilikom
ubacivanja mase u prostor — isto ono §to je Svarcgild pretpostavio za sfernu simetriju kod
staticne metrike. Dakle, ubacivanjem rotirajuée mase u prostor-vreme opisano gornjom
metrikom, dobijamo metriku koja poseduje istovetnu simetriju — elipsoidnu simetriju, jer
postojanje mase uti¢e samo na koordinatu r (koordinata ¢ je modifikovana rotacijom — da nema
rotacije, ne bi bilo ni tre¢eg ¢lana u zagradi koja mnozi d@? u metrici (3.5).

Cinjenica da se sferna/elipsoidna simetrija prostora oéuvava u okolini ubaéenog objekta mase
M koji ne rotira/rotira se objaSnjava, kao Sto smo rekli, upravo time Sto je gravitaciona sila
centralna sila i ne zavisi od pravca (koji je definisan koordinatama 6 i ¢), ve¢ samo od
rastojanja; menjaju¢i masu uticemo samo na meru duzine. Sve ovo vazi pod uslovom da
govorimo o prostoru izvan objekta i da je taj prostor prazan (vakuum), na osnovu Cega je i
dobijeno i Svarcsildovo i Kerovo resenje.

13 5.« .
Bice pokazano u narednom odeljku.
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Gornju diskusiju je veoma bitno naglasiti, jer Ker 1963. godine (niti iko posle njega) nije
dobio reSenje AjnStajnovih jednaCina za rotirajuci objekat traze¢i reSenje koje zadovoljava
elipsoidnu simetriju rotirajué¢eg objekta (kako je do svog resenja doao Svarcsild, trazeéi sferno-
simetricno resenje za sferno-simetri¢ni objekat). Naime, metod kojim je Kerr doSao do svog
reSenja se ne temelji na fizickim argumentima, ve¢ na strogim matematickim teoremama i
formalizmu koji su u to vreme poéinjali da budu aktivno proucavani'*. Tako taj metod ¢ini samo
reSenje (koje je inace egzaktno) veoma matematicki “stabilnim”, nas u radu trenutno interesuje
neki metod koji ukljuCuje vise fizicko rezonovanje, nego strogi matematicki formalizam. U tu
svrhu ¢e naredni odeljci biti spona izmedju Kerovog i Candrasekar-ovog nacina sa jedne strane i

jednog malo drugacijeg metoda sa druge, Ciji ¢e okvir biti predstavljen u odeljku 3.5.

3.3. Ravan prostor u elipsoidnim koordinatama sa uklju¢enom rotacijom
koordinatnog sistema

U ovom odeljku ¢emo pokazati do koje mere se mozemo na klasican nacin pribliziti
Kerovom resenju polazeci od ravnog prostora u elipsoidnim koordinatama, ¢ime ukazujemo na
vezu izmedju simetrije koja je zastupljena u Kerovoj metrici i elipsoidne simetrije. Vide¢emo da
ovaj postupak nije sasvim korektan iz razloga koje ¢emo naglasiti, ve¢ vise sluzi kao
demonstracija, ali je to i bitno pokazati i naglasiti.

Znamo da su sferne koordinate date sa:

Xx =rsinfcos ¢
y =rsinfsin @ (3.10)

Z=1rcos60

Traze¢i diferencijale koordinata, potom kvadriraju¢i i sabiraju¢i ih, dobijamo metriku
trodimenzionalnog prostora u sfernim koordinatama:

dl? = dr? + r?d6? + r? sin? 8 dp? (3.11)

Sferna simetrija implicira da je koordinata r u sva tri pravca ravnopravna. Sada poremetimo
sfernu simetriju tako §to ¢emo odabrati da rastojanje r merimo nesto drugacije u x i y pravcu, a
duz z pravca neka merenje ostane isto kao kod sferne simetrije, tako da ostaje osna simetrija oko
z ose. U sustini, ovime smo kod x i y koordinate u (3.10) koordinatu r zamenili nekom
funkcijom od r koju hoé¢emo da odredimo, tj.

x = f(r)sinf cos ¢

y = f(r)sinf sin ¢

“u pitanju je formalizam svetlosnih tetrada (“null tetrad formalism”) koji je veoma mocan i Cije se osnove mogu
pronaci u referencama ovog rada [3],[4],[6].
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Z =rcos0

Traze¢i diferencijale koordinata, potom kvadriraju¢i i sabiraju¢i ih, dobijamo metriku
trodimenzionalnog prostora u novim koordinatama:

di? = (f'? sin? 6 + cos? 6)dr? + (f2 cos? 8 + r?sin? §)d6? + 2 sin?  de?
+2(f - f'—1r)sin6 cos O drdb

Posto ova metrika sadrzi meSoviti ¢lan drd6f, a nama treba ortogonalna metrika, zahtevamo
da koeficijent (f - f' — r) i8Cezne, stoga:

f-f'—=r=0,
fdf =rdr,
f2=r?+c¢

gde je ¢ konstanta integracije koja moze biti manja, jednaka ili ve¢a od nule. Primetimo da kada
je ona jednaka nuli, funkcija koju trazimo je f = r i metrika se svodi na (3.11), tj. dobijamo
sfernu simetriju. [z geometrije se moze pokazati da za rotacioni elipsoid vazi da je ova konstanta
veéa od nule'. Ako obelezimo ovu konstantu sa @2, §to je uvek pozitivno ako je @ realno, tada je
f? =12+ @% i metrika dobija kona¢nu formu:

r? + @ cos?® 6
dlI? = ————dr? + (r* + @% cos? )d6? + (r? + a*) sin’ 0 dg”

dok je kompletna metrika ravnog prostor-vremena u elipsoidnim koordinatama:

r? + @%cos? 6

ds? = dt? — (r? + @%) sin?  de? —
s (r* + a*) sin 7 1 a2

dr? — (r* + a*cos? 0)do? (3.12)

Odgovaraju¢i metricki tenzor ima slede¢i oblik:

1 0 0
0 —(r?+a®*sin%6
I = r? + d?cos? 0 (3.13)
6 - TZ + aZ 0
0 —(r? + a%cos?0)

a determinanta je:

By stranoj literaturi se za ove koordonate koristi termin “oblate spheroidal coordinates”, dok se koordinate za
koje je ¢ manje od nule koristi termin “prolate spheroidal coordinates”, koje opisuju jednograni hiperboloid.
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g =—(r?+ a*cos?9)*sin* 6 (3.14)

Dobijena metrika je identi¢na prostornom delu metrike (3.9), koju smo dobili stavljajuci
M = 0 u Kerovoj metrici. Takodje je i determinanta metrickog tenzora iz Kerovog resenja (3.7)
identicna determinanti ravnog prostor-vremena u elispoidnim koordinatama (3.14), isto kao §to
je determinanta metri¢kog tenzora Svarciildove metrike (2.3) identi¢na determinanti ravnog
prostor-vremena u sfernim koordinatama.

Zakljuc¢ujemo da je simetrija rotacionog elipsoida za Kerovu metriku isto §to i sferna simetrija
za Svarcsildovu metriku, a koordinate su:

X =+/r?+ a@?sinf cos ¢

y =+/r?+ a?sin@ sin ¢ (3.14)

Z=rcosf

Sada mozemo da uklju¢imo rotaciju u problem, tj. da pustimo da rotacioni elipsoid rotira u
vremenu, tada metrika (3.12) postaje:

r? 4+ d@?cos? 6

ds? = dt? = (r? + @) sin? 0 (dg — wdt)? —————

dr? — (r? + a% cos? 6)do?

$to nakon sredjivanja daje:

ds? = (1 — (r? + a®) sin? 8 w?)dt? + 2(r? + a%) sin? 6 wdtdy
r? 4+ @2 cos? 6

2 ~2 2 2
—(rc+a*)sin“0de~- —
( ) ¢ r? 4+ a2

dr? — (r? + a% cos? 6)do?

Poredeci ovo sa Kerovom metrikom, koju prepisujemo ovde radi preglednosti u razvijenom
obliku:

5 2Mr ,  4Mra sin? @
ds? = ( ) dtde

r2 4+ a?cos? @ r2 4+ a?cos? 6
r2 4+ a?cos? 6

29d 2 _ 2
)sm O T oM+ a2 dr

2 f a2 4 2Mra? sin? 6
r2 4+ a?cos? @
— (r? + a® cos? 6)dH?

konstatujemo da funkcija w mora biti povezana sa masom i parametrom a i da parametar a
upravo ima fizicki smisao uganog momenta po jedinici mase (@ = a). Takodje vidimo da jedini
¢lan koji ostaje nepromenjen nakon davanja fizickog smisla funkciji w, te nakon ukljucivanja
mase u problem, jeste ¢lan koji mnozi d@?. To je zbog toga §to ni gravitaciona sila ne utie na
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merenje ove koordinate'®, niti rotacija koordinatnog sistema (vektor infinitezimalne rotacije d¢
je normalan na ort-vektor pravca merenja 6 koordinate).

Naravno, na ovaj nacin se ne moze i ne sme traziti Kerova metrika, jer Ajnstajnove jednacine
nisu ukljucene u problem, i zbog toga na osnovu gornje metrike, prostim poredjenjem, ne
mozemo dobiti ispravan izraz za funkciju w, ¢ak ispada da masa ne ucestvuje u koeficijentu koji
mnoZi d?, §to je neispravno. Gornja diskusija je samo na¢in da se u ovom radu ukaZe na to da
nije moguce prosto “prosiriti” ve¢ zadatu metriku, ve¢ se mora krenuti od opste metricke forme.

U narednim odeljcima ¢e se videti zbog ¢ega bi uvodjenje rotacije i funkcije w uopste moglo
da bude nepotrebno jo§ u metrici (3.1), i kako se metricka forma (3.5) Kerove metrike moze
iskazati drugacije.

3.4. Kerova metrika u najociglednijoj formi

Jedna od specificnosti Kerovog resenja jeste Sto njegova metrika poseduje jednu veoma lepu i
elegantnu formu koja dosta podseéa na Svarciildovo resenje, ali koja u literaturi nije toliko
zastupljena i razmatrana'’. Naime, metriku (3.5) je moguée preformulisati u slede¢u formu:

r’ —2Mr+a’ (r? + a*)?sin? 6 a 2
S 7-2 + aZ COSZZ 0 (2 gSIH (P) 7,.2 + aZ COSZ 0 ( @ T'z T a_z )
r“+ a“cos- 0 4
B mdrz — (r? + a® cos”® 6)d6? (3.15)

ili konciznije napisana:

2

A (r? + a?)?sin? 6 p
2 _ 2 2 2 2702
ds _p_ZdT - pz do —Kdr —p deo
gde su nove koordinate

dT = dt —asin®? 6 de

00 = d a p (3.16)
=dp ————dt

(T

Odgovarajuc¢i metricki tenzor, koga ¢emo ovde obeleziti sa G, jer je predstavljen u novim
koordinatama (T, ®,r,8), je oblika:

16 g . . v . v . . v aLs v,
Sto smo znali nezavisno od proucavanja resenja Ajnstajnovih jednacina.

17 . . e . . . . .
Primena ove forme i njenih osobina veoma je obradjena u referenci [7].
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A
o ’ i
0
2 2\2 cin2
0 _(r + a®)“sin“ @ (3.17)
G;wz p?
2
0 -5 0
A
0 —p?

Porede¢i ovu formu sa Svarcsildovom metrikom (2.1), mozemo formirati slede¢u tabelu koja
prikazuje odgovaraju¢e komponente metrickog tenzora za Svarcsildovu i Kerovu metriku:

dt/dT dr de dp /dd
. 2 _ 2
Svarcsild’® ﬂ - r? r2sin2 0
r2 r2 —2Mr
2 __ 2 2 2 2 2 2\2 in2
Kerr r*—2Mr+a r*+a”cos* 0 2 4 g2 cos? 0 (r*+a*)?sin“ 6
r2 4+ a?cos? @ r2 — 2Mr + a? r2 4+ a?cos? 6

Tabela 1: Poredjenje odgovarajucih komponeneti metrickog tenzora kod Svarcsildove i Kerove metrike (za
formu (3.17)) uzeto iz dodatka D3.

odakle se vidi da postoji identicna veza medju koeficijentima ispred “vremenske” i radijalne
koordinate kao §to je to slucaj u Svarcsildovoj metrici:
Goo = Gz_zl (3.18)

Dalje, iz ove forme je vrlo oligledno da se za a = 0, dobija Svarciildova metrika, kako i
treba, naime, nove koordinate (dT, d®) prelaze u standardnu vremensku i uglovnu koordinatu
(dt, do) sto se vidi iz (3.16), dok metricki koeficijenti u brojicu i imeniocu gube ¢lanove koji

mnoZze a i prelaze u odgovarajuc¢e metricke koeficijente Svarc§ildove metrike, odrzavaju¢i vezu
(3.18).

Takodje, ako pogledamo determinantu metrickog tenzora Svarcsildove metrike (2.3) i
determinantu metrickog tenzora (3.17)

g=—-%*+a*)?sin?6 (3.19)

videéemo da je njoj vrlo sli¢na — jedina razlika jeste $to umesto 2 stoji 72 + a2, pri ¢emu je

dimenzija determinante ista (m*). Dalje, vidi se da je determinanta metri¢kog tenzora Kerove

metrike (3.7) u koordinatama (t, ¢, 1, 8) koja je data u odeljku 3.2 razlicita od determinante u

koordinatama (T,¢,r,60) . Da li postoji metricka forma ravnog prostor-vremena Ccija je
determinanta jednaka (3.19)?

18 2M  r?-2Mr
1——= >
r r
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Ova paralela izmedju Kerove metrike u formi (3.15) i Svarcsildove metrike (2.1) se nikako ne
sme smatrati slucajnom. Njena specificnost i znacaj postace jos ocigledniji u narednom odeljku.

Napomenimo da se u literaturi navodi sli¢cna forma:

sin” @
2

P
A

A
ds? = p_z(dt —asin?0de)? — (% + a®)de — adt)2 ——dr?—p?de?
koja poseduje nesto drugaciji metricki tenzor i determinantu, ali ima iste osobine kao i ona koja
je data u ovom radu (3.15). Za M = 0 ocigledan je prelaz na odgovaraju¢u metricku formu za

ravno prostor-vreme.

3.5. Skica jednog alternativnog izvodjenja Kerovog resenja

Danas, nakon polovine veka od otkrica Kerove metrike, lako je zapitati se sa ¢udjenjem kako
to Ker nije uvideo da se sfera koja rotira, sastavljena od materije, deformiSe u rotacioni elipsoid,
koji poseduje osnu simetriju i na osnovu toga re§avao Ajnitajnove jednaéine (poput Svarcsild-a).
Medjutim, treba imati u vidu da nau¢na misao evoluira i tako je jo§ od starih Grka. Neki aspekti
pojedinih problema iz jedne oblasti fizike ranije nisu bili ni o€igledni niti poznati (iako su ti
problemi bili reSeni), dok danas oni to jesu i to samo zahvaljujué¢i napretku u toj i drugim
oblastima fizike i sagledavanju Prirode iz sve viSe razli¢itih uglova. S druge strane, danas
zasigurno postoji mnostvo problema cija ¢e sustina tek budué¢im naucnicima biti ocigledna.
Stoga nema osnova za “Cudjenjem” (iako je to “Cudjenje” dokaz postojanja pozitivnih rezultata
evolucije naucne misli). Ipak, svi ti novosteceni uglovi sagledavanja Prirode se oblikuju u ono
$to bismo danas mogli nazvati “naknadnom mudro$éu™", §to moze biti samo korisno, jer ta
naknadna mudrost je ona koja nam pomaze da prodremo u samu sustinu nekog problema koji je
ve¢ reSen, ali i da iz rezultata tog truda otvori vrata ka novim horizontima i potpomogne
evoluciju nau¢ne misli.

U ovom odeljku ¢e biti iskoriS¢ena “naknadna mudrost” u cilju pronalazenja jednog
alternativnog izvodjenja Kerove metrike na nacin koji koristi fizicko (i u pojedinim momentima
intuitivno) rezonovanje. Ovaj metod se zbog toga razlikuje od metoda koji je korstio Ker, a i od
metoda koji je koristio Candrasekar.

Definisa¢emo korake koji bi trebalo da nas na kraju dovedu do Kerovog resenja, imajuci u
vidu da tragamo za prostor-vremenom izvan rotirajuc¢eg objekta (planeta, zvezda, Crna rupa):

a. pretpostaviti oblik ekvipotencijalnih povrsi oko rotirajuc¢eg objekta, Sto bi trebalo
da sugeriSe simetriju i koordinate u kojima ¢e opsta metrika prostor-vremena biti
zadata

b. zadati opsStu formu metrike prostor-vremena rotirajuceg objekta;

c. naci eventualna ogranicenja i eventualne veze izmedju nepoznatih funkcija koje se
pojavljuju u metrici, u cilju upros¢avanja problema;

* po slobodnom prevodu prof. Tristana Hibsa (Tristan Hiibsch).
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d. na osnovu opste metrike izvesti formu koja nalikuje na Svarcsildovu metriku;
e. primeniti Kartanov metod za pronalazenje komponenata Rimanovog tenzora;

f. resiti AjnStajnove jednacine za vakuum.

a. pretpostaviti oblik ekvipotencijalnih povrsi oko rotirajuéeg objekta, Sto bi trebalo da
sugeriSe simetriju i koordinate u kojima ¢ée opSta metrika prostor-vremena biti zadata

Ekvipotencijalne povrsi (gravitacionog potencijala) sfernosiemtricnog tela su sfere. Ako to
telo pocne da rotira, ono ¢e se deformisati u rotacioni elipsoid 1 sferna simetrija
ekvipotencijalnih povrsSi ¢e biti narusena. Gravitacioni potencijal zavisi od rasporeda mase u
telu, stoga, ako raspored mase odgovara rotacionom elipsoidu, ekvipotencijalne povrsi ¢e biti
povrsine rotacionog elipsoida.

Na osnovu ovoga sistem koordinata koji je najpogodniji za zadavanje metrike jeste sistem
elipsoidnih koordinata (3.14) koje smo izveli u poglavlju 3.3. Primetimo da ve¢ uvodjenjem
ovih koordinata uvodimo i uticaj rotacije, ali koordinata ¢ ostaje nepromenjena.

b. zadati opStu formu metrike prostor-vremena rotirajuceg objekta
Metrika bi trebalo da ima oblik (3.1), uz sve argumente vezane za stacionarnost i osnu
simetriju koji su razmatrani u odeljku 3.1:
ds® = g'wdt® + g’ (dp — wdt)? + g, dr? + gged6? (3.20)
tj.
ds® = gudt? + 2g,,dtde + g,,de* + grrdr? + geed6? (3.21)

gde metricki koeficijenti sadrze simetriju elipsoida. Pri ovome ¢emo zahtevati da kada telo ne
rotira, gornja metrika postaje sferno-simetri¢na, tj. svodi se na Svarcsildovo redenje (2.1):

Jip = 0
2M 1% —2Mr
Gee 21 -—=—73—
Jpp = T2 sin? 6
(1 2M>_1 r2
->(1—-—— =
Grr r r2 —2Mr
Joe r?

a da se, kada je masa jednaka nuli, metrika svede na metriku ravnog prostora u elipsoidnim
koordinatama (3.12):
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Jio = 0

e = 1
9pp = (r* +a*)sin® @

r2 4+ a?cos?6

ﬁ
Grr r2 4 g2

Joo = 1% +a’cos? 6

Posto se radi o fizickom telu, parametar a mora imati fizicki smisao. Kako on govori o
deformaciji sfere u elipsoid zbog rotacije (ali ne daje informaciju da koordinatni sistem rotira),
ocigledno je da on mora biti povezan sa ugaonom brzinom w (koji pokazuje da koordinatni
sistem rotira). Tako smo zadavanjem metrike u formi (3.20) i uvodjenjem ugaone brzine w
objasnili zbog cega je fizicki sfera deformisana u rotacioni elipsoid. On takodje mora biti i
konstanta, jer je rotacija ravnomerna (stacionarna metrika), stoga ¢e u vremenu simetrija
rotacionog elipsoida biti o¢uvana.

Primetimo jo§ da komponenti g,, u Svarcsildovom resenju (na osnovu Tabele 1) kao da
“fali” u brojiocu ¢lan +a? cos? 8, a u imeniocu +a?, dok kod iste komponente u (3.12) “fali” u
imeniocu ¢lan sa masom. (Kako smo videli, u Kerovoj metrici je g, upravo ¢lan koji sadrzi oba
ova “nedostatka”, ali poSto ovde jos nismo dosli do Kerovog resenja, te ga “ne poznajemo”, ovaj
podatak nam ne moze pomo¢i i ovo je (za sada) observacija koja nema uticaja na dalje
izvodjenje.)

c. nadi eventualna ogranicenja i eventualne veze izmedju nepoznatih funkcija koje se
pojavljuju u metrici, u cilju upros$éavanja problema

Metrika (3.21) poseduje pet nepoznatih funkcija koordianta r i 6, kao 1 metrika (3.20).
Medjutim, prelaskom sa forme (3.20) na formu (3.21) dobijamo vezu izmedju ugaone brzine i
metrickih koeficijenata:

(3.20): ds?=(g's + g'(p(pa)z)dtz — 29 ppwdedt + g’ dp? + g, dr? + gged6?

(3.21):  ds* = gudt? + 2g.,dtde + gp,de® + grrdr® + geed6?,

Jee = 9'ee + gl(pqowz
Gtp = —0G pp
Yoo = 9 9o

Iz druge i tre¢e jednacine dobijamo da je:
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L)
Yoo

Sto ¢e nakon pronalaZenja metrickih koeficijenata dovesti do (3.8). Ovo je vrlo vazan rezultat:
bez ikakvih pretpostavki o komponentama metrickog tenzora, nalazimo vezu funkcije w (koja
obezbedjuje postojanje meSovitog ¢lana) i metrickih koeficijenata, u ovom slu€aju gip 1 gge-
Sustina ove veze jeste da brzina rotacije tela ima uticaj na okolno prostor-vreme, te na vrednosti
prostor-vremenskih intervala.

d. na osnovu opste metrike izvesti formu koja nalikuje na SvarcSildovu metriku

Dalje, mozemo pogledati da li se i pod kojim uslovima metricka forma moze svesti na oblik
koji ne poseduje eksplicitno dedt, ali takav da postoji istovetna veza izmedju dve odredjene
funkcije kao §to je to sa Svarcsildovim resenjem gde je g, = grt. Dva su razloga zbog Gega
trazimo ovakvu formu — prvi je taj §to je ona elegantnija i vide li¢i na Svarcsildovo resenje, a
drugi je taj Sto time smanjujemo broj nepoznatih funkcija. (Naravno, ‘“naknadna mudrost” nam

je pokazala put ka tacnom reSenju u onoj formi koju smo opisali u prethodnom odeljku (3.15).)

Na osnovu rezultata iz dodatka D2, konkretno (D2.7)-(D2.11), vidi se da je u opStem slucaju
moguce naci transformacije koordinata koje daju dijagonalnu metriku. Proverimo prvo da li se
metrika ravnog prostor-vremena u elipsoidnim koordinatama (bez rotacije) (3.12) moze svesti na
formu:

r? 4+ a?cos? 6

ds? = Goo(dt — fdg)? — G141 (dp — gdt)? — r2 + a? dr®
— (r? + a? cos? 8)dO? (3.22)
tako da je
) r? + a?
Goo = —922 =

r2 4+ a?cos?2 6

gde su f i g funkcije koje zavise od r, 8 i parmetra a. Ukoliko forma (3.22) postoji, to nam je
signal da je moguée pronac¢i metriku u takvoj formi, a koja bi eventualno zadovoljavala
AjnStajnove jednacine.

Komponente metrickog tenzora koje nam trebaju na osnovu (3.12) su:

Goo =1
gi1 = —(r?+a?)sin? 6

r? 4+ a? cos? 6

= —G_l
r2 4+ qa? 00

g22 = —
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Od velicina koje sistem jednacina (D2.5) sadrzi:

oo = Goo + 61192
911 = Goof* + G114
0 = Goof + G119

mi znamo dve - goo i g11, a na treéu smo nametnuli uslov Goq = g4, tako da sve skupa imamo
tri jednacine i tri nepoznate, te je sistem resiv po G,1,f 1 g. Stoga (D2.6) postaje

@ _9u Giq B (r? + a?)sin® 6

= 2 2 =
Goo Yoo r<+a 1
r2 4+ a?cos? 6

odakle dobijamo G14:

(r? + a?)*sin? 9
r2 + a?cos?0

G = —
Resavajuci dalje sistem jednacina (D2.5):

goo = Goo + G119°
g11 = Goof * + G
dobijamo trazene funkcije transformacije:

a

N2
= asin- 60 =—
f = a2

Tako da metrika ravnog prostor-vremena u elipsoidnim koordinatama dobija konac¢nu formu:

2 + a? (r? + a?)?sin? 9 a 2
ds? = ——————(dt —asin? 8 dg)? — ——=—dt
s r2+a2c05226’(2 czlsm 2 r? 4+ a?cos? 0 ( r?2 4+ a? )
r“+a“cos” 6
— —————dr? — (r* + a® cos* )d6? (3.23)
r +a
ili konciznije napisana
r? + a? (r? + a?)*sin? 9 a 2
2 _ 2 2
ds* = pe (dt —asin“ 6 dep)* — pe (d(p_r2+a2d)
— P’ dr? — p?do?
r?2 +a?
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Dobili smo nesto zaista intrigantno: samo zbog toga $to smo zahtevali da veza Gy 1 g,, bude
ista kao veza odgovarajucih koeficijenata u Svarcildovoj metrici, dobijena forma se od Kerovog
reSenja u formi (3.15) razlikuje jedino u tome Sto u brojiocu koeficijenta Gyy i imeniocu
koeficijenta Gi1 ‘fali” ¢lan —2Mr 1 to bez ukljucivanja rotacije koordinatnog sistema, tj.
funkcije w. Takodje, determinanta ove metrike je

g=—(?+a?*)?sin’0 (3.24)

Ovo je veoma znacajno — uvodjenje novih koordinata T i @ je obezbedilo ne samo metricku
formu koja nalikuje na Svarcgildovu, ve¢ i sistem kordinata koji na neki naéin prirodno uvodi
mogucnost za rotaciju, jer bilo kakva promena u Gy ili Gy, indukuje pojavljivanje meSovitog
¢lana dtdg koji inace i§Cezava. Ovo znaci da postoje koordinate koje ostaju ortogonalne jedna
drugoj i nepromenjene u odnosu na inercijalni koordinatni sistem nakon uvodjenja rotacije i
mase. Na ovaj nacin, uopste nema potrebe za modifikovanjem bilo koje od koordinata T i ®
zbog rotacije koordinatnog sistema! Stoga, moglo bi se konstatovati da je ovaj tip koordinata
pogodan za ukljucivanje rotacije u potencijalno resenje AjnStajnovih jednacina, i da one
predstavljaju analog koordinatama (t, ¢,7,0) u kojima je Svarcsild trazio sferno sismetri¢no
reSenje. Vrlo je verovatno da postoji duboka veza izmedju odabranog bazisa (T, ®,r,0), osne
simetrije i rotacije, a u prilog tome ide i ¢injenica da se tangentni vektori novouvedenih
koordinata mogu dobiti kanoni¢kim transformacijama®.

Na osnovu gornje diskusije, mozemo pretpostaviti da element luka na dvodimenzionalnoj
hiperpovrsi (@, 6):

_ (r*+a®)?sin” 0

2
ds 2

dd? + p2do? (3.25)

ostaje nepromenjen u gravitacionom polju rotirajuc¢eg objekta, tj. da se elipsoidna simetrija
odrzava, kao §to je to pretpostavio Svarcsild za sfernu simetriju. Dakle, mogli bismo da trazimo
reSenje  AjnStajnovih jednacina koje zadovoljava elipsoidnu simetriju u koordinatama
(T,®,r,0). Medjutim, posto ne znamo osnov za tu pretpostvku (koji mora imati strogu
matemati¢ku potporu, te dokaz da sistem koordinata (T, ®,r,8) ostaje ortogonalan bilo da
postoji mesoviti clan dtde ili ne te da predstavlja prirodan bazis za osnu simetriju),
smatraéemo da je koeficijent uz d®? nepoznat pri reSavanju Ajnstajnovih jednadina.

S druge strane, mozemo pokazati da je opStu metriku (3.21) zaista moguce svesti na
dijagonalni oblik, tj. na

ds* = Goo(dt - fdfp)z + G11(do — Gdt)? + gu,(dx?)? + gz3(dx®)?

Naime, koriste¢i se Teoremom 2 iz dodatka D2, na osnovu sistema jednacina

20 Pojasnjeno u [7].
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Joo — 911@2

Goo =

1_f2§2
G _911‘900]62
=T
1-129
f= _901"‘911@
Joo + Jor1

vidi se da ako smatramo da su koeficijenti gg, g11 1 o1 reSenja Ajnstajnovih jednacina, te nam
njihov izbor nije dozvoljen, ostaje nam sloboda u izboru Gyg, G4, f i §. Medjutim, vazno je
primetiti da opet imamo ograni¢enu slobodu u odabiru funkcija f i §, §to se vidi iz treée
jednagine gornjeg sistema: biranjem jedne od funkcija £ ili §, druga postaje potpuno odredjena.
Odaberemo li za proizvoljnu funkciju g, onda nam pored tre¢e jednacine, ostale dve tada preko
g daju nepoznate G, G141 1 imamo konzistentan sistem jednacina.

Ako odaberemo funkciju g, tako da nam koordinata d® bude ista kao ona koju smo koristili u
(3.23), 1.

R a
I=mra

time prakti¢no trazimo da barem deo metrike bude izraZzen u koordinatama (®, r, 8), istim onim
kojima smo ranije izrazili ravno prostor-vreme sa elipsoidnom simetrijom. Pri tome mi sada ne
znamo da 1i se koordinata dT menja u odnosu na istu koordinatu u ravnom prostor-vremenu, a
samim tim, ne mozemo tvrditi da ée Gy, biti isti kao u (3.23), jer je odredjen preko funkcije f.
Medjutim, mozemo pretpostaviti da ¢e reSenje za kojim tragamo imati elemente i elipsoidne
simetrije i vezu izmedju koeficijenata G i g, istu kao kod Svarcsildove metrike, jer znamo da
kada je M = 0, ili kada je a = 0, ta veza ostaje. Sto se ti¢e koeficijenta g33, pozvaéemo se na
¢inejnicu da je uticaj rotacije na koordinatu ¢ ne menja merenje koordinate 8, te ¢emo kao §to je
to Svarcsild uradio, traziti reSenje koje odrzava ovaj koeficijent nepromenjenim u odnosu na
ravan prostor.

Mozemo rezimirati dosadasnje zahteve:

Za metriku:
ds? = goodt? + 2go1dtde + g11d@? + g,odr? + g53d6?
trazimo reSenje AjnsStajnovih jednacina za vakuum preko ekvivalentne forme:
ds? = Goo(dt — fdp)? + G11(dp — gdt)® + g,dr? + g33d6°
tako da je:
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922 = —Goo
gsz = —(r? + a% cos? 9)

a

g:r2+a2

tj. takvo da ono po formi li¢i na Scwarzschild-ovo resenje i da poseduje elipsoidnu simetriju.
Takodje zahtevamo da se ono svede na Svarcsildovu metriku (2.1) za a = 0 i na metriku

ravnog prostor-vremena u elipsoidnim koordinatama (3.12) za M = 0:

c mM=0 1%+a?
é ——————————————————————————————
00 r2 4+ a?cos? @O
mM=0 (r?+a?)*sin?0

G11 — —
r2 4+ a2 cos? 8

M=0 1%+ a®cos?0

g2z 7~ r2 + a?
M=0
—asin? 0
(3.26)
a=01r% — 2Mr
Goo———7—
a=0

G, — —12sin? 8

a=0 TZ

922 — 12 —2Mr

e. primeniti metod tetrada (Kartanov metod) za pronalaZenje komponenata Rimanovog
tenzora

Na osnovu prethodne diskusije, metrika na koju ¢emo primeniti metod ortonormiranih
tetrada, opisan detaljno u dodatku D1 je:

ds? = e?(dt — fdp)? — e?*(dp — gdt)? — e ?Vdr? — e?*d6? (3.27)

gde su v,u, 4, f, g funkcije koordinata r i 8. Funkcije g ie?* su poznate, ali ih je poZeljno
zameniti tek nakon dobijanja komponenata Rimanovog tenzora, radi zadrzavanja preglednosti.

Drza¢emo se sledec¢ih oznaka:

dx°=dt dx'=dg dx?=dr dx3=4d6
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Ortonormalni bazis 1-formi na osnovu metrike (3.27) jeste:
w® = eV(dx® — fdx1)
w! = et (dxt — gdx°)
w? = e Vdx?
w® = etdx?
pri éemu je 1y, = n* = diag (1, —1, —1, —1) koji koristimo za podizanje i spustanje indeksa.
Diferencijali koordinata izrazeni preko 1-formi dati su sa:
dx® =X(eVw® + fe Fwl)
dx' = X(e H*w' + fe Y w?)

dx? = eV w?

gde je X = |J|! recipro¢na vrednost Jakobijana transformacije (t, ) = (T, ®).

Slede¢i uputstva iz dodatka D1 imamo®':
dw® = d(eV(dx® — fdx1))
=—e"(vy— fgvy — gf2)X 0’ Aw? —e vz — fgvs — gfs)X 0° A w?
+ [ EX 0 Aw? + faeV X Wl A B
dw! = d(et(dx! — gdx®))

=g,et X' Nw?+ g;eF VX w0 A B
—eV(uo— fogus —f92)X ' Aw? —e™Hus — fogus — f93)X o' Aw?

dw? = d(e™Vdx?) =vie *w? A w?
dw’ = d(etdx®) = =1, w° A w?
Na osnovu prve Kartanove jednacine strukture (D1.3) dobijamo 1-forme povezanosti:

w®, = e"(v_z —fgv,— gf_Z)X w® — fre?VHX w!

w5 =eMvy—fgvs — gf3)X 0¥ — fze " HX Wl

! Oznake Ui, Vi, 9;,fiiA;stojeza parcijalne izvode ovih funkcija po koordinati i = 2,3.
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(Ulz = ev(.u,z - fg#,z - fg,z)X w! - B et X w°
w's =eMuz— fgus — fg:)X w' — gz e VX @°

w?; = —vze tw? — 1,0V w?
Diferencirajuci gornje 1-forme dobijamo:

dw®, =d(e"(vy — fgva — gf2)X @° — f2e?*X w?)
{ 2(fv, +f2)] g—(e?v, )’Z}X w® A w?
+ {e‘(’“") [ez" fv, + fz)] — e~ (4+v) (ezvv,Z)S}X w® A w3
+ {ev ”[ezv(fvz +f2)] — eV H(e?v, ) f}X w! A w?
+

e~ G0 [e(fr, + f3)], - "G+ (e2v,) SIxotaw?

dw®s =d(e *(vs— fgvs — gf3)X 0 — fse" 7 7FX w?)
= {[e"‘a(fv_3 + f‘3)]’2g — (e”‘lv_3)’2}X w® A w?
+ {e_(“") [e"*(fvs +f3)] .9 — e~ (ev=Ay ) 3}X w® A w3
+ {ev_”[e"_’l(fv_3 + ]‘_3)]‘2 - e"_”(e"_)‘v_3)’2f}X w! A w?
+ {e‘(“") [ev‘a(fv_3 + f3)] — e~ (+m) (ev‘lv’3) 3f}X ! A w3

dw', = d(e ( —fou, — fg,z)X w' = gae"X (UO)
= {le"**(gu2 + 92)], — (e"*#15) ,9} X 0° A w2
+{e" W [ev+4(gp, + 92)], —e M (evthu,) )X 00 Ao
+{ VoR[eVtH(gu, + gz)] —eV” ”(e””,ulz)’z}X wl A w?
+{ —(/’l+,u)[ev+,u(g'u’2 + 9,2)],3 _ e‘(“")(e‘”“u,z)s}X ol A w3
dw's = d(e ™ (us — fgns — fg3)X w' — gz e* X 0°)
{[e“"l(gu,a +95)], - (e“"lu,a)_zg}X w® A w?
+ {e‘(’“") [e#*(gus + g,3)]’3 - e‘(“")(e”‘AuS)Sg}X w? A w3
+ {ev‘“[e“‘l(guS + g,3)]'2f — e"‘“(e“"luS)'z}X w! A w?
+ {e (A+n) [e“_’l(gu‘g, + g_3)]'3f - e_(“”)(e“_lu_g)’g}X ! A w3

dw?s = —d(vze ™ w? + 1,e"w?) = {(e"”/l_z)’z — (e_("”)v,g,)s} w3 A w?



Na osnovu gornjih veli¢ina i racuna Sest 2-formi krivina, raCunajuc¢i druge Kartanove
jednacine strukture (D1.4) i (D1.5) dobijamo slede¢e komponente Rimanovog tenzora u
ortonormiranom bazisu:

Q% = w5 Aw? + 005 Awd:

R%; = ez"[X(gf‘zu,z +fg.v,— g,zf,z) - Il,zV,z]
+e % [X(gf,3u,3 +fg3vs— g,3f,3) - #,3V,3]

QOZ = d(l)oz + (1)03 A (1)32:

R%02 = {[ezv(fv,z +f2)] 0 — (€7v2) , +vae ™ (vs — fgvs — gf,3)}X

Rz = e {[e?'(fva + f2)], — (e3'v2) ,f — favae 2} X

R%03 = e~ @ {[e2'(fv, + £2)],9 — (e¥'v2) , + 126 (va — fgvs — 9fa)} X
RO5 = e~ W0 {[e2(fvy + £,)], — (€2v2) ,f — fadae?}X

QO3 = dw03 + (1)02 A (1)23:

R505 = {[e*(fvs + )l 9= (e vs) , = vse" (v = fgva - af2)}x

ROz = e 4 {[ev A (fvs+ f3)], — (€77 Hvs) f + favae ™} X

R505 = "0 {[evM(fus + £3)] 19 = (€Vv5) , = 40e?(v2 = fgvo — 9f2) | X
Ro35 = " W0 {[evA(fvs + f3)], — (77 2vs) f + fad ™} X

le = d(l)lz + (1)13 N (1)32:

R'z02 = {[evw(g”l + 9,2)],2 - (evw.“,z),zg - 9,3V,39ﬂ_l_v}X
Rizio = e {[e"“‘(gﬂ‘z + g'z)],zf B (evﬂl”z),z + V'3e#_v_u(ﬂ,3 —fous — fg,3)}X
Rl,p5 = e~ W) {[e””(gu,z + 9,2)13 _ (ev+uﬂ‘2)‘3g _ g,g/l_ze"“‘}x

R'y3 = e~ (V) {[ewﬂ(g#,z + 9,2)]‘3f - (ewuﬂ,z)’3 + 226 (s — fops - f9,3)}X
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Ql3 = d(l)13 + (1)12 N (1)23:

Rt30; = {[e”_l(gﬂ,.@ + 9,3)]’2 - (9”_1#,3)’29 + g‘zv_3el“’1}X

R1312 =e'7H {[e”_l(gﬂs + 9,3)]’2f - (e”_llls)’z - V,3e”_l(#,2 - fgll,z - fg,z)}X

Rl3p3 = e~ {[eﬂ_l(gﬂs + 9,3)]_3 - (e“_/lﬂ,3)_3g + g,zﬂ,ze“H}X

R'3y3 = e~ {[eﬂ_l(gl% + 9,3)],3f - (eﬂ_lﬂ,3),3
- /1,26’2%“” (#,2 —fgu, — fg,z)}X

QZ3 = d(l)23 + (DZO A (1)03 + (1)21 N (1)13:

R%;,, = —eV‘A{[eV(el)’z]’z + [e_l(ev),3],3}

R%30, = e”_l{(g,zﬂs - 9,2#,3) + ezv(f,ﬂ,z - f,zV,3)}X

Primetimo da ima 19 komponenti razli¢itih od nule, pri ¢emu na osnovu osobina simetrija

(D1.6) postoje izvesne veze medju njima koje mogu biti od koristi. Na primer:

Jakobijev identitet (1.8) nam daje vezu:

R% 3+ R%3; +R%4, =0

Komponentu R%;;, imamo, a ostale mozemo izvesti na osnovu R%,,3 1 R?34; i (D1.6):

0 _ ,,00 _ 00 _ 0
R%213 =1 Roz13 = =1 Roz31 = =R 231

R23o1 = szRﬁﬁ = szRﬁﬁ = 77227700R0123 = —R0123
Stoga bez reSavanja Ajnstajnovih jednacina ve¢ imamo jednu jednacinu:
_R2301 - R0213 + R0312 =0
Sliéno mozemo uspostaviti vezu izmedju R%,;, i R50,:
R0212 = UOORQﬁ = UOORﬁQ = 77007711R1202 = _Rlzoz

i izmedju R1213 i R1312:
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1. — il — pll — pll 1. —pt
R7213 =N""Ryp13 =N Rz =1 MR 7312 = Rz

Ove veze, kao i Jakobijev identitet nam ne moraju obavezno sluziti. Izrazi su isuvise
komplikovani da bi se bez iscrpne i detaljne analize jednac¢ina mogla ustanoviti neka uproscenja.
Ostale relacije dobijamo izraCunavaju¢i Ricijev tenzor i reSavaju¢i AjnStajnove jednacine za
vakuum (1.13).

f. resiti AjnStajnove jednacine za vakuum

Deo traganja za reSenjem AjnStajnovih jednacina ovim putem koji se odnosi na reSavanje
jednacina (1.13) je Sto se tice racuna najtezi. U sustini, reSavanje ovih jednacina se svodi na
reSavanje nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednac¢ina drugog reda po dve promenljive.

Medjutim, u odnosu na resavanje po Candrasekaru, problem je ovde u neku ruku upro$éen.
To je zbog toga Sto smo drugacijim rezonom dosli do zakljucka da bi reSenje za kojim tragamo
trebalo da ocuvava elipsoidnu simetriju, te nam je, u skladu sa kalibracionom slobodom, jedna
* = r? 4+ a2 cos? 6. Takodje, nametnuli smo takvu

metri¢ku formu da nam u ra¢unu moZe pomo¢i i poznavanje funkcije g = a/(r? + a?), koja,
3

funkcija u celini poznata, a to je gz3 = e?

vidimo, ne zavisi od koordinate & = x°, stoga su svi izvodi funkcije g po ovoj koordinati

jednaki nuli, §to u neku ruku dosta upros¢ava jednacine. Birajuéi takvu funkciju g da nam se za
M = 0 metrika svede na metriku ravnog prostor-vremena u elipsoidnim koordinatama u formi
(3.23) i uocavajuci istu vezu izmedju odgovaraju¢ih koeficijenata u toj metrici kao u
Svarcsildovoj metrici (Tabela 1), eliminisali smo jednu funkciju ve¢ na pocetku, zbog ega su
jednacine od pocetka uproscene.

Dalje, mogu se iskoristiti i zahtevi (3.26) da bi se pretpostavio oblik funkcija za kojima
tragamo, zbog Cega smo 1 postavili takve zahteve. Na primer, bez ikakvih ogranic¢enja, funkciju
Goo = %Y mozemo napisati kao koli¢nik dve funkcije, jer su odgovrajuée funkcije takvog oblika
i u Svarcgildovoj i u metrici ravnog prostor-vremena u elipsoidnim koordinatama (Tabela 1 na
strani 26), na koje zahtevamo da se nase reSenje svede pria = 01 M = 0, redom.

Na osnovu (1.13), kona¢no imamo sledece jednacine:

Roo = R101o + Rzozo + R303o = —(R0101 + Rozoz + R0303) =0
Ry, = R01o1 + R2121 + R3131 =0

Ra = Rozoz + R1212 + R3232 = Rozoz + R + R2323 =0
R33 = R%303 + R'313 + R%3;3 = 0

Ro1 = R0212 + R0313 =0

Ry3 =R%03 +R';13 =0
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Nakon identifikacija:
e?” = Gop
e =Gy
e* =r? + a® cos? 6

a
9= a2
prethodnih Sest jednacina bi trebalo da bude dovoljno za resavanje metrike prostor-vremena
rotirajuceg objekta, tj. Kerove metrike. Bez obzira na to, na ovom mestu stajemo sa resavanjem.
Sprovedeno do kraja, reSenje bi trebalo da bude metricka forma (3.15).
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4. Priroda Kerovog reSenja

Kerova metrika predvijda objekte koji su jedinstveni po tome $to su u Prirodi jedini koji su
zaista lepi isto onoliko koliko i samo reSenje koje ih predvija.

U ovom poglavlju ¢emo se suociti sa smislom Kerovog reSenja i dati odgovore na pitanja
poput: Sta opisuje Kerovo redenje (kakav rotirajuéi objekat)? Koje su karakteristike Kerovog
prostor-vremena? Kakve su putanje tela u Kerovom prostor-vremenu? Odgovori na ova pitanja
kriju se u samim komponentama metrickog tenzora.

4.1. Horizonti dogadjaja i singularitet: rotirajuca Crna rupa

Isto kao 3to u Svarcsildovom reenju postoji vrednost koordinate r koja proizvodi koordinatni
singularitet, i kod Kerovog resenja se nesto sli¢no pojavljuje. Naime, koeficijent g,, = g, u
formi (3.5) ima beskonac¢nu vrednost kada je

A=12—-2Mr+a*=0

Ovo je kvadratna jednacina i njena reSenja su:

r,=M++M?—a? (4.1a)
= =M—+M? - a? (4.1b)

Ovi singulariteti su prividni i mogu se otkloniti pogodnom transformacijom koordinata.
Analogno Svarcsildovom resenju, vidimo da i ovde postoji horizont dogadjaja, samo §to ih ovde
ima dva. Za a = 0 vidimo da se oni poklapaju i svode na Svarcsildov radijus, 3to se i o¢ekuje.

Medjutim, za razliku od Svarcsildovog resenja, ovde je g razli¢it od nule na bilo kom od
dva horizonta (4.1a) i (4.1b). Ipak, postoji rastojanje na kome je goo = 0. Ono definiSe staticke
granicne povrsi i dato je kao reSenje pomenute jednacine:

r? —2Mr 4+ a?cos?6 =0

odakle se kao resenja dobijaju polupre¢nici pomenutih povrsi:

%}

=M ++M? — a2 cos? 0 (4.2a)

7S =M — /M2 — a2 cos? 6 (4.2b)

Sva ova rastojanja zavise od ugaonog momenta po jedinici mase a, koje se nalazi pod
korenom. Da bi vrednost ovih rastojanja bila realna, podkorena veli¢ina mora biti nenegativna,
Sto znac¢i da mora vaziti da je a < M, odakle sledi da je a = M maksimalno moguca vrednost
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ugaonog momenta. Ovaj slucaj se naziva ekstremno Kerovo reSenje i bi¢e koris¢en Cesto u
daljem izlaganju.

Prodiskutujmo sada znacenje rastojanja (4.1a), (4.1a), (4.2a) i (4.2b).

Rastojanje (4.2a) naziva se staticki limit 1 on predstavlja granicu oblasti koja se naziva
ergosfera 1 unutar koje sva tela nuzno rotiraju oko objekta mase M, ¢ak i kada im je ugaona
brzina u sopstvenom referentnom sistemu jednaka nuli. Ovo znaci da sam prostor oko ovog
objekta rotira, kao da ga on povlaci za sobom svojom rotacijom, o ¢emu ¢e detaljnije biti reci u
narednom odeljku.

Slede¢e rastojanje jeste ono koje &
odgovara 1, , tj. spoljasnji horizont
dogadjaja dat sa (4.1a). Na Slici 2 je dat a=1.0
grafik zavisnosti funkcije A(r), odakle se
vidi da je ona negativna izmedju dva
horizonta r, i 7_, a izvan ovog intervala
pozitivna.

Sad, ako neko telo slobodno pada u
gravitacionom polju radijalno i prelazi
horizont dogadjaja r, u oblast gde je A(r)
negativno, na osnovu metrike (3.5) se vidi
da je koeficijent ggo < 0, a g,, > 0. Ovo
zna¢i da rastojanje izmedju dve tacCke
postaje vremenskog tipa, a vremenski

interval postaje prostornog tipa. Drugim Slika 2: Zavisnost funkcije A(r") od rastojanja za

re¢ima, kao §to je to bio sluéaj gsa Schwarzschild-ov (a = 0), jedan Kerr-ov slucaj (a = 0.5) i
ekstremni Kerr-ov slucaj (a = 1). (Dimenzija rastojanja je
) ' o data u terminima mase objekta: 1 M = 1.5 km za Sunce,
predju horizont dogadjaja 1., ne mogu se za objekat mase M = nM, rastojanje je n - 1. 5 km; brzina

vratiti izvan njega, cak ni svetlost, jer je data po brzini svetlostic)

unutar spoljasnjeg horizonta dogadjaja

svaka putanja u prostor-vremenu je takva da se rastojanje r uvek smanjuje 1 nijedna vremenska
putanja ne vodi izvan horizonta dogajdaja. Ovo se moze protumaciti kao da su prostor i vreme
podelili svoje osobine medjusobno — kao §to vreme tece samo od proslosti ka buduénosti, tako je

r[M]

Svarcsildovom metrikom, tela koja jednom

sada kretanje u prostoru moguce samo u jednom smeru — od ve¢e ka manjoj vrednosti 7.

Stoga objekat koji opisuje Kerova metrika predstavlja isti objekat koji opisuje Svarcildova
metrika, ali koji rotira — Kerova metrika opisuje prostor-vreme rotirajuce Crne rupe.

Sledece karakteristi¢no rastojanje na koje nailazi telo koje upada u rotiraju¢u Crnu rupu jeste
unutrasnji horizont dogadjaja (4.1b). Ovaj horizont dogadjaja je neizbezan za ona tela koja
jednom predju spoljasnji horizont dogadjaja iz razloga koje smo gore naveli. Medjutim,
prelaskom unutrasnjeg horizonta dogadjaja (zanemari¢emo Cinjenicu da je prostor-vreme toliko
zakrivljeno i plimske sile toliko jake da bi se i atomi raspali), funkcija A(r) postaje opet
pozitivna, kao Sto se sa Slike 2 moZe videti. Ovo znaci da je vremenski interval opet vremenskog
tipa, a prostorni interval (rastojanje) prostornog tipa, kao i izvan Crne rupe. Drugim recima, u
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oblasti unutar unutrasnjeg horizonta dogadjaja r_ moguce je proizvoljno kretanje i odupiranje
gravitacionoj sili koja deluje izr = 0.

Na Slici 3 je predstavljen prostor sa oznacenim rastojanjima koje smo do sada opisali.

r4
A

horizont dogadjaja r=r*

prstenasti singularitet

horizont dogadjaja r=r " /-
stati¢ki limit

>y
unutrasnji staticki |
limit
ergosfera

osa rotacije {9:0}

Slika 3: Kerovo prostor-vreme unutar r = 2M. Sve karakteristicne povrsine su elipsoidi, a prstenasti singularitet
predstavlja degenerisanu elipsu.

Na rastojanju %, telo nailazi na povrsinu koja ima sli¢nu prirodu kao i staticki limit, stoga
¢emo je nazvati unutrasnji staticki limit. Na ovoj povrSini, svetlost, pa time i sva tela, se nuzno
kre¢e u smeru rotacije Crne rupe, bez obzira na to u kom smeru je krenula.

Poslednje znacajno rastojanje je ono koje daje pravi singularitet (i jedini) u Kerovoj metrici,
tj. onaj koji se ne moze otkloniti transformacijama koordinata. Ono se moze videti na osnovu
skalarne invarijante™:

48M? 720M?r2a? cos? @
T (r® —a®cos®0) — i (r? — a?cos?0)

RaﬁyzSRaﬁyS =

Pravi singularitet nalazi se na rastojanju za koje je p? = 0, $to znadi da je goo = o0, dakle
imamo:

p?=r2+a%cos’6 =0

%2 primetimo da se ona svodi na odgovarajucu invarijantu za Svarcsildovu metriku kada je a = 0, datu jednacinom
(2.8).



Ova jednacina na prvi pogled nema realnih reSenja za r, medjutim, ovde imamo dve
promenljive, r i 8, i jednacina je zadovoljena kada je istovremenor = 016 = /2. Ovo nije
koordinatni pocetak, ve¢ Ziza elipsa koje su normalne na xy ravan i ¢ijom se rotacijom oko z-ose
dobija rotacioni elipsoid. Zapravo, u Dekartovim koordinatama za koje smo u odeljku 3.3
pokazali da opisuju rotacioni elipsoid (3.14), r = 0 daje kruznicu poluprecnika a:

Ova kruznica polupre¢nika a predstavlja kruzni singularitet, ili prstenasti singularitet. Stoga,
ispada da je rotacija (mozemo uslovno reci centrifuga koja od nje potice) tackasti singularitet u
Svarcsildovoj Crnoj rupi “razvukla® u prstenasti singularitet.

Osim toga, ono §to je novo u odnosu na Svarc§ildovu Crnu rupu jeste to §to se (prstenasti)
singularitet nalazi u oblasti v < 7_ u kojoj su, kako smo rekli, putanje vremenskog tipa. U ovoj
oblasti je moguce kretati se takvom putanjom koja ¢e izbeci prstenasti singularitet. Singularitet
postoji samo u ravi 8 = m/2 (ekvatorijalnoj ravni) i unutar prstena je prostor konacne
zakrivljenost, kao u ostatku oblasti unutar r < r_, tako da je moguce da telo upadne u Crnu rupu
recimo duz z-ose, prodje unutrasnji horizont dogajdjaja i prodje kroz centar kruznice, tj. kroz
koordinatni pocetak, i zavrSi sa druge strane ekvatorijalne ravni. Ovakve putanje su sasvim
moguce i postoji nesto veoma zanimljivo povodom toga.

Naime, u oblastir < r_ prelaze¢i sa druge strane ekvatorijalne ravni, koordinata r postaje
negativna, Sto za posledicu ima promenu nekih metrickih koeficijenata u metrici (3.5), pa
metrika tada izgleda ovako:

2Mra? sin® 6

5 2Mry 4Mra sin? 6
5t (120 g Mtrasi’e :

2
1+ v e dtde — (rz +a? — >Si1’12 0 de? — P_ar?

A

—p2dH? (4.3)

Primetimo da je znak promenjen ispred svakog ¢lana koji sadrzi masu M. Stoga se ova oblast
moze protumaciti kao oblast u kojoj je gravitaciona sila odbojna, te ¢e sva tela koja dodju u ovu
oblast i ako, idu¢i putanjama vremenskog tipa, predju 7~ nuzno izleteti iz nje u pravcu rastuce
koordinate r, prolazedi r, i stati¢ki limit na kraju, izlaze¢i iz onoga $to se u ovom slucaju naziva
Bela rupa, iz koje sve izlazi a niSta ne moze da udje, dakle suprotno od Crne rupe. Stavise,
oblast u koju bi telo izaSlo nakon izbacivanja iz Bele rupe bila bi neka udaljena oblast istog
Univerzuma iz koga je telo upalo u Crnu rupu, ali udaljena i u vremenu, tj. buduénost ili cak i
proslost. Na osnovu ovoga, tunel kroz koji bi telo prolazilo bi predstavljao crvotocinu koja na
jednom kraju ima Cru rupu, a na drugom Belu rupu i koja zapravo omogucava putovanje kroz
prostor-vreme.

Malo je verovatno da je to zaista slucaj, jer su podrobnija izuavanja metrike koja opisuje
unutras$njost Crne rupe pokazala da je prostor-vreme izuzetno nestabilno unutar prstenastog
singulariteta i da najmanja promena u masi Crne rupe izaziva kolaps crvotoc¢ine. Dalje, Takodje,
do sada nije uoCen nijedan objekat koji bi mogao predstavljati Belu rupu, kojih bi, ukoliko
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postoje, trebalo da bude isto koliko i Crnih rupa. S druge strane, Kerova metrika uopste ne daje
informacije o globalnom prostor-vremenu izvan Crne ili Bele rupe, te ne mozemo tvrditi o kom
delu Univerzuma ili o kom Univerzumu se radi.

Na kraju spomenimo da mi zapravo ne znamo Sta se nalazi unutar horizonta dogadjaja — da li
je ono §to nazivamo masom/energijom unutar horizonta dogadjaja u formi elementarnih Cestica?
Kolika je energija po Cestici unutar Crne rupe i kakve su implikacije tih vrednosti? Vraticemo se
na ova i sli¢na pitanja u poglavlju 8.

4.2. Lens-Tiringov efekat — efekat povlacenja metrike

Da bismo potpunije razumeli prostor-vreme u ergosferi i izvan statickog limita (4.2a),
uporedi¢emo pocetne brzine svetlosti pustene u tangencijalnom pravcu (normalnom na rastojanje
r) od strane nekog izvora koji se nalazi u ekvatorijalnoj ravni (6 = m/2) na razli¢itim
rastojanjima od ekstremne Kerove Crne rupe (a = M). Za poredjenje éemo uzeti Svarcsildovu
Crnu rupu.

U slu¢aju Svarcsildove Crne rupe, na osnovu metrike (2.1), uzimajuéi interval svetlosnog tipa
ds? =0, i stavljaju¢i da jedr =d6 =016 =m/2, pa dele¢i potom celu jedna¢inu sa dt?,
dobijamo:

i dalje

1
dt — r

Sto je trazeni izraz za tangencijalnu brzinu kakvu meri udaljeni posmatrac. Primetimo da znak
plus/minus odgovara brzinama u jednom ili drugom smeru duz pravca tangente; te dve brzine su
u slucaju Svarcsildove metrike identi¢ne.

Ovo resenje nam govori da ¢e posmatracu u asimptotski ravnom prostoru (daleko od Crne
rupe) izgledati da je brzina svetlosti u tangencijalnom pravcu manja $to je manje rastojanje, tj.
da prisustvo mase M uti¢e i na tangencijalnu brzinu, bez obzira na to §to je ona normalna na
radijalni pravac. Kada r — oo, dakle za asimptotski ravan prostor, za brzinu svetlosti se dobija
+1 (£o).

Sada izvrSimo isti postupak sa ekstremnom Kerovom metrikom. Stavljajuci u metrici (3.5)
ds? = 0 za interval svetlosnog tipa, i stavljajuéi da jedr =d8 =0, 6 =n/2 i a=M, te
deleéi potom celu jednadinu sa dt?, za tangencijalnu pocetnu brzinu svetlosti dobijamo

2M\ 4M?%d do\?
0=(1——)+ —(p—RZ(—(p)
r r dt dt

gde je R? = r%2 + M? + 2M3 /r. Dalje je
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R—="—1+ 1+

1

2 2 2p2 2

dp 2M 2M r“R (1_2M> (4.5)
dt rR — TR 4M4

r

Primetimo da sa leve strane umesto koordinate r stoji R, jer to je ono “pravo” rastojanje koje
u sebi ima ukljucene i efekte rotacije. To je ono rastojanje koje bi se dobilo mere¢i obim oko
Crne rupe i dele¢i ga sa 2m. Ovaj izraz vazi samo u pocetnom trenutku, jer foton potom dobija i
radijalnu komponentu. Znak plus u gornjem reSenju daje pocetnu brzinu fotona ispaljenog u
smeru rotacije Crne rupe, dok znak minus odgovara pocetnoj brzini suprotnoj od smera rotacije.
Primetimo jedno specificno rastojanje r = 2M, na kojem su dva resenja (4.5)

do dp  4M?

(—): Ra:O (+): E— R

Ovo rastojanje je upravo ono koje odgovara povrsini koja se naziva staticki limit, a koju smo
pominjali u prethodnom odeljku. Ona nosi taj naziv upravo zbog toga Sto foton na tom rastojanju
ispaljen u tangencijalnom pravcu u suprotnom smeru od smera rotacije (reSenje sa znakom
minus) ima brzinu jednaku nuli — on bukvalno stoji za udaljenog posmatraca. Sada ¢emo to
prikazati i graficki.

Ako nacrtamo grafik zavisnosti leve strane (4.5) od r za oba znaka dobijamo Slike 4 1 5. Na
Slici 4 je prikazana pocetna brzina svetlosti postene u smeru rotacije.

tangentna
pofetna brzina [c]
1.0~

0EF

0.6

04r

0.z

0.0

L ! rastojarge [ M ]
10

Slika 4: Zavisnost tangentne pocetne brzine fotona od rastojanja od centra rotiraju¢e Crne rupe na osnovu
Kerove metrike (puna kriva linija) i nerotirajué¢e Crne rupe na osnovu Svarcsildove metrike (isprekidana kriva
linija), za fotone koji su pusteni u istom smeru u odnosu na smer rotacije — znak plus u (4.5). Puna vertikalna

linija na = M oznacava horizont dogadjaja ekstremne Kerove Crne rupe, dok isprekidana vertikalna linija na
T = 2M stoji za staticki limit i Svarcsildov radijus.
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Vidimo da je ona sve manja, kako je tacka ispaljivanja fotona na sve manjem rastojanju r.
Medjutim, vidimo da je ona ipak veéa na celom grafiku od istog slu¢aja u Svarcsildovoj metrici
(kriva isprekidana linija). To je upravo zbog rotacije samog prostora oko Kerove Crne rupe — na
posmatranu brzinu fotona kao da se dodaje brzina rotacije prostor-vremena. Na statickom limitu
r = 2M se niSta znacajno ne deSava, vrednost pocetne brzine je oko 0.8c. Takodje vidimo da
(4.5) ima smisla samo za rastojanja ve¢a od 1M, dakle izvan horizonta dogadjaja ekstremne
rotiraju¢e Crne rupe® (puna vertikalna linija).

Na Slici 5 je prikazano resenje (4.5) sa znakom minus, opet u poredjenju sa istim reSenjem za
a = 0, tj. Svarcsildovu Crnu rupu (4.4) prikazanim isprekidanom linijom (koja ima isti oblik
kao na prethodnoj slici, ali se nalazi na negativnoj strani r-ose jer je smer suprotan). Za razliku
od prethodnog slucaja, ovde vidimo da ako je foton ispaljen na rastojanju r = 2M u suprotnom
smeru od smera rotacije Crne rupe, njegova pocetna brzina ¢e biti jednaka nuli!

tangentna
poietna brzna [c]
IS

05+

0.0

1 rastojange [M]
1

05k

-0t

Slika 5: Zavisnost tangentne pocetne brzine fotona od rastojanja od centra rotiraju¢e Crne rupe na osnovu
Kerove metrike (puna kriva linija) i nerotirajué¢e Crne rupe na osnovu Svarcsildove metrike (isprekidana kriva
linija), za fotone koji su pusteni u suprotnom smeru od rotacije - znak minus u (4.5).

Upravo zbog ove ¢injenice se r = 2M naziva staticki limit. Kako se niSta ne moze kretati
brze od svetlosti, svako telo, pa i foton, osudjeni su na obavezno kretanje u smeru rotacije Crne
rupe, ako se nadju unutar statickog limita, bez obzira u kom smeru im je pocetna brzina. Staticki
limit je stoga najblize rastojanje do Crne rupe izvan koga je moguce kretati se u suprotnom
smeru od smera rotacije Crne rupe.

Treba napomenuti da nema nista nekonzistentno u gornjoj diskusiji. Naime, moglo bi se pitati
kako to da Lorenz-invarijantna teorija predvidja brzinu svetlosti koja je manja od c (a pritom je
ta teorija postavljena od strane samog Ajnstajna)? Medjutim, ne zaboravimo da su ove
koordinate merene od strane udaljenog posmatraca koji se nalazi daleko od Crne rupe, u
inercijalnom sistemu reference, pa stoga i ravnom prostor-vremenu. Za njega je jedini nacin da

 7a ekstremnu otiraju¢u Crnu rupu dva horizonta dogadjaja se poklapaju: 1, = = = M, Sto se vidi iz (4.1a) i
(4.1b).
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se uveri o veli¢ini brzine svetlosti taj da na licu mesta, na rastojanju r od rotiraju¢e Crne rupe
postavi eksperiment koji bi tu brzinu izmerio.

Medjutim, za svakog posmatraca koji se nalazi u slobodnom padu u gravitacionom polju,
prostor-vreme je lokalno inercijalno, tj. uopsSte se ne razlikuje od ravnog prostor-vremena, tako
da bi skepticni eksperimentator na svakom rastojanju izmerio brzinu svetlosti da je ravna c i
time se otarasio svoje dileme. Takodje, zbog toga Sto je brzina svetlosti dok prolazi kroz
gravitaciono polje drugacija (i u njemu se menja jos i zbog rotacije prostor-vremena), udaljenom
posmatracu Ce ta svetlost sti¢i kasnije nego neka koja prelazi isto rastojanje u ravnom prostor-
vremenu, a to je upravo zbog toga §to je samo prostor-vreme drugacije, pa se svetlost drugacije i
ponasa (ovo je poznato kao Sapirov (Irwin Shapiro) efekat, za koji je Sapiro predlozio
eksperimentalnu proveru, a koja je kasnije i sprovedena). Prema tome, ne postoji eksperiment
koji bi izmerio da je brzina svetlosti jednaka nuli na statickom limitu, jer upravo zbog toga §to je
jednaka nuli, ona nikad nece sti¢i do udaljenog eksperimentatora da bi izmerio njenu brzinu. Za
njega je jednostavno vreme koje je potrebno svetlosti da stigne do njega beskona¢no — na osnovu
cega se zakljucuje o drugacijoj prirodi prostor-vremena, a ne o brzini svetlosti. S druge strane,
maksimalna moguca brzina svetlosti u zakrivljenom prostor-vremenu nikada neée preci c, Sto se
da videti sa Slike 4 1 5 — na horizontu dogadjaja je brzina svetlosti koja je pustena u oba smera
jednaka c.

Kako se sva tela krec¢u sporije od svetlosti, to ona nuzno moraju biti povucena zajedno sa
okolnim rotiraju¢im prostorom i taj efekat se naziva efekat povlacenja metrike (frame dragging).
Takodje je u upotrebi naziv po njegovim pronalaza¢ima - Lens-Tiringov efekat, koji ¢emo
nadalje koristiti. O eksperimentalnoj potvrdi ovog efekta bice re¢i u poglavlju 7.

4.3. Ergosfera i Penrose proces

Fokusirajmo se sada na ergosferu, tj. na oblast unutar statickog limita r = 2M. Zbog simetrije

Kerove metrike (3.5) u odnosu na translaciju u vremenu, postoji Kilingov vektor { l(f) = 4d; , dok

osna simetrija generiSe drugi Kilingov vektor lﬂ"’) = d,, sli¢no kao kod Svarcgildove metrike.

Za oblast ergosfere vazi da gq u (3.5) obrce znak i postaje manje od nule, te Kilingov vektor

ff) postaje vektor prostornog tipa. Kako je energija kao konstanta kretanja Cestica definisana sa
E =ptg,) (4.6)

gde je p* vremenskog tipa, ovaj skalarni proizvod daée vrednost koja je manja od nule, $to
implicira da je energija Cestice unutar statickog limita manja od nule:

E=p{ <0 (4.7)

Ovo ne znaci da postoji nesto poput “negativne mase”, vec je ta energija ukupna kineticka i
potencijalna energija, za koju znamo da u Newton-ovoj nebeskoj mehanici generise elipticne
orbite. U principu, ovo bi znacilo da ¢e Cestica u slobodnom padu unutar ergosfere sa energijom
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manjom od nule nuzno upasti u Crnu rupu (pre¢i spoljasnji horizont dogadjaja) imajuéi pri tom
negativnu energiju, ali je takodje moguce da ta ista Cestica delovanjem spoljasnjih sila dobije
takvu putanju da je izvede izvan ergosfere, gde nuzno opet mora imati pozitivnu energiju. Ova
¢injenica navela je Penrouza (Roger Penrose) da smisli nacin kako se energija moze oduzimati
Crnoj rupi.

Naime, ideja je da usmerimo hipoteticki svemirski brod B koji sa sobom vuce teret T
putanjom na putu ka spoljasnjem horizontu i onda, jednom kada se brod nadje unutar ergosfere,
odbacimo teret B tako da on zavrs$i u Crnoj rupi, ali u isto vreme da brod nastavi da putuje
putanjom koja vodi van ergosfere. Zakon odrzanja kvadrivektora impulsa kaze da impuls pre
odbacivanja pora biti jednak ukupnom impulsu posle odbacivanja tereta:

b K u
Pp+r =Pp +Pr
Mnozeci ovu jednacinu sa ¢ ,5“ = d, dobijamo zakon odrzanja energije:
Epyr = Ep + Er
Sad, kako je Penrose pokazao, moguce je namestiti takvu putanju broda da u trenutku
odbacivanja tereta, teret ima negativnu energiju saglasno sa (4.7), a brod takvu putanju da sa
preostalom energijom izadje iz ergosfere na sigurno rastojanje, ne menjaju¢i snagu motora.
Negativna energija E; < 0 implicira da je
Epyr = Ep — |Er|
odakle sledi

Epir + |Er| = Eg > Epyr

Dakle, energija broda posle odbacivanja tereta moze biti veca od pocetne energije, ako je u
ergosferi teret odbacen sa negativnom energijom u Crnu rupu.

Postavlja se pitanje odakle ova energija dolazi? Primetimo da intenziteti Kilingovih vektora
t(tt) =0;1¢ ;(tt) = d, na spoljaSnjem horizontu r = r; nisu jednaki nuli, tj. ti vektori nisu
svetlosni vektori na ovoj povrSini. Medjutim, postoji linearna kombinacija ovih vektora koja to
jeste (linearna kombinacija Kilingovih vektora daje opet Kilingov vektor) i taj novi Kilingov
vektor jeste:

a
Xu = (;(f) + QBH(;(;p) =0y + nrz-l-_aza(p (4.8)

Mnozitelj Qgy = a/(r# + a?) predstavlja ugaonu brzinu rotacije prostor-vremena na samom
horizontu dogadjaja, na osnovu jednacine (3.8), i moze se smatrati ugaonom brzinom Crne rupe.

50



Primetimo da je ova veli¢ina jednaka funkciji g za r = ry koju smo u odeljku 3.5 definisali za
Kerovu metriku u ortogonalnoj formi.

Mnozeci (4.8) sa kvadrivektorom impulsa tereta p# dobijamo:

P#Xu = P# ,St) + QBHP#(SP) = Er — Qpplr

Sto je niSta drugo do zakon odrzanja ukupne energije tereta napisan zajedno na horizontu
dogadjaja. Sad, poSto skalarni proizvod y,x* na horizontu dogadjaja menja znak i postaje
negativan, y, na osnovu diskusije u poglavlju 1 postaje vektor prostornog tipa. Kvadrivektor

impulsa p’T‘ je vektor vremenskog tipa, pa je skalarni proizvod p# X, manji ili jednak nuli:
pyXy = Er — QpuLr <0

odakle je:

~ Qpy (4.9)

Posto teret Zelimo da odbacimo sa negativnom energijom, to na osnovu gornje nejednakosti
zna¢i da ga moramo odbaciti sa negativnim momentom impulsa u odnosu na moment impulsa
Crne rupe, dakle u suprotnom smeru od smera rotacije Crne rupe.

Stoga, teret povec¢ava masu Crne rupe za iznos od

M =E,
a smanjuje ugaoni moment J za iznos od
6] =L,
Sto kada se zameni u (4.9) daje:
oM oM
—>6/>——-6/=20 (4.10)
Qpy Qpy

Dakle, energija koja se moZe crpeti iz Crne rupe jeste energija njene rotacije. Medjutim,
ocigledno je da nije moguce iscrpeti vise od sveukupne energije rotacije Crne rupe, a da bi smo
to pokazali, iskoristicemo slede¢i rezon. IzraCunajmo povrSinu svetlosne povrsi horizonta
dogadjaja:
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1
2

T 2T T
1 2Mra?sin? 9\
Alr=1.) = ff (911933)2d0de = f f <p2 <r2 + a? +T> sin? 0> dode
00 00

(rZ + a?)p? — A a?sin? 0 + (r? + a?)a?sin? 6 |sin?0 | dfde
=0

1
(((rf +a?)(r? + a? cos? 0) + (12 + a®)a? sin? ) sin? 9)2 dfde

(r? + a®)sin 8 dfde = 4n(r? + a®) = 8aMr,

O\S;O\g.; O\

0
= 8nM (M +M2 — aZ) = 8n (M2 +M* - (aM)Z)
8 (M2 + /M7= %)

Sad potrazimo varijaciju povrsine 4 po masi M i ugaonom momentu J:

8m/ oM 8ma oM
o4 ZW(QBH ~9) = == a,, %)

Na osnovu (4.10), iz gornjeg izraza zaklju¢ujemo:
6A=0 (4.11)

tj. da se povrSina horizonta dogadjaja ne moze smanjiti. Ovo smo mogli odmah da pogodimo,
zbog toga §to sve Sto jednom udje u Crnu rupu, nikada ne izlazi izvan, ali rezultat je veoma bitan
i odnosi se na Hokingovu (Stephen Hawking) teoremu povrsine’® koja kaze da se povrsina
horizonta dogadjaja nikada ne smanjuje.

Ovu povrsinu mozemo zapisati i kao:

A= 8 (M + /M7= ]2) = 16nMZ, (4.12)

1/2
gde M;,., = ((M2 + ./ M* —]2)/2) stoji za ireducibilnu masu Crne rupe. Naziv potice

upravo od Cinjenice da se ona ne moze smanjiti Sto sledi iz (4.11). 1z definicije ireducibilne mase
sledi da je masa Crne rupe uvek veca ili jednaka od ireducibilne mase:

]2
4M?

urr

M? = M2, + > M2,

24
Eng. area theorem.
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Stoga, deo mase (energije) Crne rupe je energija rotacije i upravo je to ona energija koja se
moze oduzimati Crnoj rupi, a najveca koliCina enerije koja se moZe oduzeti Crnoj rupi na ovaj
nacin je:

1 1/2
AM = M — M, :M—E(MZ+JM4—]2) (4.13)

Sto za ekstremnu Kerovu Crnu rupu daje:

1 1
AM=M-M,., =M-—(M?)/?2 = M(l ——) ~ 0.29M
rr \/E \/E

Na osnovu ovoga, Penrose-ov proces omogucéava da se iskoristi 29% pocetne mase rotirajuce
Crne rupe. Primetimo da kada se u jednacini (4.13) stavi da je / =0, Sto odgovara
Svarcsildovoj, nerotirajuéoj Crnoj rupi, koli¢ina energije koja se moze oduzeti Crnoj rupi je
AM = 0. Iz ovoga zaista sledi da je iskoristiva energija upravo energija rotacije Crne rupe.

Mehanizam iskoriS¢avanja energije iz rotiraju¢ih Crnih rupa posredstvom materijala u
ergosferi je najefikasniji mehanizam konverzije materije u energiju koji postoji u Univerzumu,
efikasniji 1 od nuklearnih reakcija. Vide¢emo u poglavlju 6 da je uzrok najintenzivnijih
astrofizickih pojava u Univerzumu upravo interakcija materije sa rotiraju¢om Crnom rupom.

4.4. Geodezijske jednacine u Kerovom prostor-vremenu

Odredjivanje geodezijskih putanja se moze izvesti na dva nacina: jedan ukljucuje racunanje
Kristofelovih simbola (1.11) i potom reSavanje geodezijskih jednacina (1.12a), a drugi se
zasniva na Lagranzevom (Joseph-Louis Lagrange) formalizmu. Mi ¢emo ovde koristiti ovaj
potonji, jer je laksi i ne zahteva racunanje Kristofelovih simbola koji u slicaju Kerove metrike
imaju veoma komplikovanu funkcionalnu zavisnost od koordinata. Krenimo stoga od
lagranzijana za koji znamo da je proporcionalan elementu luka ds?, jer oba zadovoljavaju
princip najmanjeg dejstva. Lagranzijan po jedinici mase je na ovaj nacin definisan kao:

2L = gxtx” (4.14)

gde su u# kvadrivektori brzine u prostor-vremenu.

Jednacina (4.14) za Kerovu metriku (3.5) dobija oblik:

” (1 2Mr> t2+4Mrasin20t. < 2y 2_|_2Mra2 sin? 0> 2942
=(1- ¢—|r*+a?+———|sin?0¢
p? p? p?
2
P g2 4.15)

A

gde tacka iznad koordinate predstavlja izvod te koordinate po sopstvenom vremenu 7.
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Generalisane impulse (po jedinici mase) mozemo naci poznatom jednacinom iz teorijske
mehanike:

0L

Pu=a—.

= Gt (4.16)

pa imamo:

2Mr\ . 4Mrasin?6

Pt = (1 - 7 )t 2 @ (4.17a)
4Mrasin? @ . , . 5  2Mra’sin*6\ .,
Pp=—7F—t—|(r"+a"+—————]sin“0 ¢ (4.17b)
p p
2
P

pr = —Kr (417C)
Do = —p26 (4.17d)

Jednacine (4.17a) - (4.17d) pruzaju mogucnost da se odrede trajektorije u Kerovoj metrici,
ako smo u moguénosti da izraCunamo levu stranu jednacina.

Sada na snagu stupaju simetrije Kerove metrike, koje geneiSu konstante kretanja. Do
konstanti kretanja do¢i ¢emo na dva nacina — koriste¢i se LagranZevim jednac¢inama i pomocu
Kilingovih vektora.

Kako Kerova metrika (3.5) ne zavisi od koordinata t i ¢, to ¢e Lagranzeve jednacine za te
koordinate biti:

az;_ daﬁ_dpt_ .0
ot —drot _dr Pt~
oL d OL_dp(p_ .~ 0
99 dragp  dr PP~

odakle dobijamo dve konstante kretanja p, = const =E i p, = const = —L,. Na osnovu
ovoga, (4.17a) i (4.17b) postaju:

2Mr\ . 4Mrasin?6
E=(1— 2 >t+ 2 0] (4.18a)
4Mrasin® 6 , . 5 2Mra®sin*@\ .,
LZ:—Tt+ r +a +P—2 sin“ 6 ¢ (4.18b)
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Jednacina (4.18a) predstavlja energiju Cestice, a (4.18b) predstavlja z-komponentu momenta
impulsa Cestice. Primetimo da ove dve jednacCine predstavljaju generalizaciju jednacina (2.6) i
(2.7) koje smo dobili za Svarcsildovu metriku u poglavlju 2, i na njih se svode ako u gornje
jednacine stavimo a = 0.

Isti rezultat mozemo dobiti na osnovu Kilingovih vektora koji su ve¢ iskoriS§¢eni u
prethodnom poglavlju za raCunanje energije Cestice unutar ergosfere, a sada ¢emo ih koristiti u
opStem slucaju. Simetrija u odnosu na translaciju u vremenu i simetrija u odnosu na kontinualnu
promenu koordinate ¢, tj. osna simetrija, donose po jedan Kilingov vektor, te oni generiSu po
jednu konstantu kretanja. Kilingov vektor vektor { t(tt) = d; nam daje na osnovu (2.5) energiju
Cestice kao konstantu kretanja:

2Mr\ . 4Mrasin?6
)é+

ut¢ = 9,0, + 90,0, = (1 - = E

dok osna simetrija generiSe drugi Kilingov vektor ¢ l([p) = d,, i moment impulsa kao konstantu
kretanja:
@ ) 4Mrasin? 6 . , . 5  2Mra’sin*@\ .,
uhg,” =10,0, + ¢0,0, = _Tt+ r“+a +p—2 sin“8¢ =1,

Sto su upravo iste one jedacine date sa (4.18a) i (4.18Db).

Da bismo pronasli levu stranu jednacina (4.17a)-(4.17d) trebaju nam ukupno cetiri jednacine
pomoéu kojih resavamo isto &etiri jednacine (4.17a)-(4.17d) za Getiri nepoznate £, @, 7, 6. Veé
smo pronasli dve jednacine, tj. dve konstante E i L pomoc¢u kojih smo pronasli levu stranu
jednacina (4.17a) i (4.17b), za evoluciju koordinata ¢ i ¢». Korisno je uociti da je lagranzijan po
jedinici mase (4.15) jednak odgovaraju¢em hamiltonijanu po jedinici mase, jer:

1
H =pyxt — L= g,,x#*x" — ngx#xv = ngfc“fc" =L

Na osnovu (4.14) lagranzijan po jedinici mase je L = §/2, gde je § = +11ili § = 0. Upravo
je L tre¢a konstanta koja nam definiSe levu stranu jednacine (4.15). Na ovaj nacin, u (4.15)
figurisu samo 7 i 6 kao nepoznate funkcije.

Sve Cetiri funkcije je pronasao Karter (Brandon Carter) koriS¢enjem Hamilton-Jakobijevog
metoda (William Rowan Hamilton) Cije se postavke mogu nac¢i u udZbenicima teorijske
mehanike®, a pomoéu koga se dobija Getvrta konstanta kretanja K, koja se naziva Karterova
konstanta®.

» Poput [15].
% Detaljno izvodjenje se moze nadi u [6].
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Geodezijske jednagine koje se dobijaju ovim putem su®’:

2, 2

t= p—lz{a(LZ — aE sin® 6) + % [E(r? + a®) — aLZ]} (4.19a)
. 1( L, a

Q= ?{sinz —aE + Z[E(r2 + a?) — aLZ]} (4.19b)

;= pl—zw/R(r) (4.19¢)

6= %,/@(9) (4.19d)

gde je

R(r) =[E(@?+a?) —aL,)* — A[6r% + (L, — aE)? + K]

LZ
G(B)zK—(az(é‘—Ez)+ _ ; >c0529
sin‘ 0

K je Karterova konstanta i definisana je sa:

. L2
K = p*6? + (az(é‘ —E?) + sin; 9> cos? 6

T=T9o

gde su veli¢ine 7, 8 i @ definisane u po¢etnom trenutku 7 = 7.

Jednacine (4.19a)-(4.19d) se mogu resSiti numericki (za zadate parametre M, a,d,E,L, i
pocetne uslove) i reSenja predstavljaju konacne jednacine kretanja Cestica u Kerovom prostor-
vremenu. Mi se ovde ne¢emo baviti opStim putanjama, ve¢ ¢emo samo ukazati na neke aspekte
specijalnih orbita.

Na primer, za kretanje u ekvatorijalnoj ravni je # = /2,6 = 0, Karterova konstanta K je
jednaka nuli i moze se videti da se jednacine (4.19a)-(4.19d) znatno upros$cavaju.

Ako se posmatraju kruzne orbite, §to znaci da jer = 0, patime i R(r) = 0,ai1 0,R(r) =0,
reSavanjem ovih uslova po E i L, dobijaju se jednacine:

" Forme jednacina uzeta iz [15], ali postoje i drugacije forme koje zavise od odabira notacije drugih autora, $to ne
bi trebalo da dovede do zabune.
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r? —2Mr + aVMr

E = 7 (4.20a)
r(rz — 3Mr + ZaVMr)
\/Mr(r2 ¥ 2aVMr + az)
L=+ (4.20D)

B r(rz —3Mr + Za\/Mr)l/2

gde se gornji znak odnosi na kruZenja u smeru rotacije Crne rupe, dok se donji znak odnosi na
kruzenja u suprotnom smeru od rotacije. Zanimljivo je pogledati kako se generalizuje III
Keplerov (Johannes Kepler) zakon u gravitacionom polju rotiraju¢eg objekta:

g VW
" D

Ovaj generalizovani Kepler-ov zakon nam govori da period revolucije nije viSe obrnuto

proporcionalan r~3/2

, ve¢ je nesto kraci za kruzenja u smeru rotacije objekta (4) zbog uticaja
Lens-Tiringovog efekta na kretanje, a duzi ukoliko se radi o kretanju u suprotnom smeru od

rotacije objekta (—), u odnosu na III Keplerov zakon za nerotirajuce objekte (a = 0).

Primetimo da imenilac u jednaCinama (4.20a) i (4.20b) mora biti realan da bi orbite postojale.
Kruzne orbite su moguce u prostoru izvan radijusa koji odgovara poslednjoj stabilnoj kruznoj
orbiti fotona (ako foton ne moZe da se krece vise po kruznoj orbiti, ne moZze nista drugo), koja je
definisana upravo poslednjom realnom vredno$¢éu imenioca iz pomenutih jednacina, tj. kada je

r2 —3Mr + 2aVMr =0

Resenje ove jednacine je:

2 a
Tpn = 2M (1 + cos {5 arccos(+ M)D (4.22)

Sto predstavlja polupre¢nik poslednje kruzne orbite za slucaj kretanja u smeru (—) i u suprotnom
smeru (+) od smera rotacije Crne rupe. Za a = 0, $to odgovara Svarcsildovoj Crnoj rupi,
Tpn = 3M, dok za ekstremnu Kerovu Crnu rupu (a = M) ovaj polupre¢nik je 1, = M, r;h =
4M, gde znak odgovara znaku u prethodnoj jednacini.

Medjutim, orbite vec¢eg poluprecnika ne moraju biti vezane. Postoje takve orbite kod kojih je
dovoljna mala perturbacija u kretanju da ili posalje foton Crnu rupu ili izbaci daleko od nje.
Primera radi, Zemlja je podlozna tim malim perturbacijama od strane ostalih planeta i Meseca,
ali te perturbacije ne uticu drastino na njenu orbitu — to je upravo zbog toga Sto se ona vrsi
ravoluciju na vezanoj orbiti. Tako i u slucaju Kerove Crne rupe imamo orbite koje su vezane i
one koje nisu. One su okarakterisane energijom po jedinici mase (4.20a) koja je veca od jedinice
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E > 1. Tako rastojanje za koju je E = 1 predstavlja poslednje rastojanje na kojoj moze postojati
vezana kruzna orbita i to rastojanje je na osnovu (4.20a):

o = 2M F a + 2/M(M F a)'/? (4.23)

Za Svarcsildov slu¢aj ovo rastojanje je 1,y = 4M, a za ekstremnu Kerovu metriku u slu¢aju
orbitiranja u smeru rotacije je 1,5 = M, §to je horizont dogadjaja, a u sluCaju orbitiranja u
suprotnom smeru je 7,5 = 5.83M . SuStina ovog rastojanja jeste da telo koje dolazi iz
beskonacnosti po paraboli koja prodire unutar ovog rastojanja, mora zavrsiti u Crnoj rupi.

Od svih ovih orbita, postoje one koje su stabilne i one koje su nestabilne. Nestabilne orbite su
one koje se nakon pocetnog trenutka sve vise i viSe smanjuju da bi prodrle na kraju u Crnu rupu,
dok stabilne orbite nastavljaju kretanje oko Crne rupe proizvoljno dugo. Poluprecnik poslednje
stabilne kruzne orbite dobijen je na osnovu jednacine 02R /0712, koja predstavlja granicu stabilne
i nestabilne ravnoteZe i dat je komplokovanim izrazom:

10 =M(3+Z, F[(3 -2 + 7y +2Z,)]'/?) (4.24)

gde je
/
Z =1+ (1 - ;-Z)l 3 [(1 + %)1/3 +(1- %)1/3]

az 1/2
ZZ = <3W+le>

Poslednja stabilna kruzna orbita za Svarcsildov slucaj iznosi 15y = 6M, a za ekstremni Kerov
slucaj g = M 17159 = 9M za orbitiranje u smeru i u suprotnom smeru od rotacije Crne rupe.

Zanimljivo je da za ove orbite vazi da je

1—E22EM
3r

Sto se moze iskoristiti da se eliminiSe r iz (4.20a) i tada se dobija

a $4\/5(1 —E®)Y2 _2F

M 3v3(1 — E?)

Vezane orbite (E > 1) poseduju energiju veze 1 — E. Ova energija se pri padanju u Crnu
rupu oslobadja i moZe se videti da tokom spiralnog pada u Svarcgildovu Crnu rupu (a = 0)
oslobadja1l — E = 0.057 = 5.7%, dok se tokom spiralnog pada u ekstremnu Kerovu Crnu rupu
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oslobodi ¢ak 42.3% energije mirovanja. Ovo je najbolji pokazatelj koliko je rotiraju¢a Crna rupa
efikasna “masina” za konverziju mase u energiju. Spiralno padanje u rotirajuéu Crnu rupu
predstavlja izuzetan izvor energije aktivnih galaktickih jezgara, o ¢emu c¢e biti reci u narednom
poglavlju.

Prikazimo sada neke putanje svetlosnih zraka u Kerovoj metrici. Na Slici 6 se moze videti
najznacajnija razlika izmedju Svarcsildove i Kerove metrike — vidi se da u oko Kerove Crne
rupe, osim Sto dolazi do skretanja svetlosti zbog zakrivljenja prostora, dolazi i do efekta
savijanja putanja zbog Lens-Tiringovog efekta.

Slika 6: Putanje svetlosnih zraka u blizini Schwarwschild-ove Crne rupe (gore) i putanje svetlosnih
zraka u blizini ekstremne Kerove Crne rupe (dole) gledano iz pravca ose rotacije koja je negativna.
Na donjoj slici uo¢ava se asimetrija u odnosu na gornju sliku, koja dolazi zbog rotacije Crne rupe.
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Efekat rotacije prostora se jo$ bolje moze uociti u tri dimenzije, kako je prikazano na Slici 7
za svetlost pustenu sa z-ose pod nekim uglom u odnosu na nju.

Slika 7: Izgled putanje svetlosti pustene relativno daleko od ekstremne Kerove Crne rupe i daleko
od ekvatorijalne ravni. MoZe se primetiti da je Lens-Tiringov efekat sve jaci kako se svetlost
priblizava Crnoj rupi.

Moguce je pronaci orbite svetlosti koje su relativno stabilne, a opisuju svoje kretanje po
povrsini sfere oko Crne rupe. Ovakve orbite se nazivaju sferne orbite i za njih je karakteristicno
da je tokom kretanja u tri dimenzije 77 = 0. Nisu od nekog prakti¢nog znacaja, ali demonstriraju
moguénosti Kerovog reSenja. Jedna ovakva orbita je prikazana na Slici 8.

Slika 8: Jedna od sfernih orbita fotona. Za ovakve orbite je karakteristicno da postoji interval
uglova @ izvan koga putanje ne izlaze tokom orbitiranja.

60



Od veceg znacaja su polarne orbite prikazane na Slici 9, one koje seku z-osu i karakterise ih
komponenta brzine u¥ = 0. Pomoc¢u ovih orbita se moze meriti Lens-Tiringov efekat, kako je
opisano u poglavlju 7, jer dolazi do precesije orbite oko ose rotacije Crne rupe. Proucavanjem
kretanja satelita po ovakvim orbitama bi se moglo eksperimentalno proveriti predvidjanje opste
teorije relativnosti i Kerovog reSenja.

e

e {
g
iy

Slika 9: Polarna orbita oko Kerove Crne rupe, za koju je karakteristicno da precesira oko ose
rotacije zbog Lens-Tiringovog efekta.

Podrobnijim proucavanjem geodezijskih jednacCina ispostavlja se da je za sluc¢aj Suncevog
sistema dvoljno koristiti Kerovu metriku u limitu @ - 0 za Sunce, jer njegova rotacija ima
zanemarljiv uticaj na planete — precesija Merkurove orbite je par redova veli¢ina dominantniji
efekat od Lens-Tiringovog efekta na istom rastojanju. Ipak, proucavanje geodezijskih jednacina
u Kerovoj metrici moze pomoc¢i pri razumevanju i vizualizaciji Kerovog prostor-vremena.



II DEO

5. Eksperimentalna potvrda postojanja Crnih rupa

Crne rupe nastaju kao rezultat gravitacionog kolapsa zvezda masivnijih od oko 25 Suncevih
masa (25 M,). Do sada nije pronadjena nijedna zvezda koja ne rotira, $to i nije ¢udno, jer su
prvobitno zvezde i nastale od gasa koji je nuzno unosio odredjeni ugaoni moment pri formirnaju
zvezde. Stoga nakon eksplozije zvezde masivnije od 25 M, kao supernova, ostaje kompaktni
ostatak, rezultat implozije jezgra zvezde — rotiraju¢a Crna rupa. Posmatracki dokazi koji
potvrdjuju postojanje Crnih rupa ne mogu biti direktni — upravo zbog ¢injenice da ovi objekti ne
zrace elektromagnetno (EM) zracenje, ali su veoma blizu tome. Jedini nacin da se ovi objekti
otkriju jeste da se proucava ponasanje objekata u njihovoj okolini.

5.1. Cygnus X-1 i binarni sistemi

Sezdesetih godina, sa pojavom astronomije X zraka, uo&eni su pojedini binarni sistemi &iji se
jedan ¢lan ne vidi u optickom delu spektra, a koji su bili izvor intenzivnog X zracenja — Cyg X-
1, Her X-3, Sco X-1. Iz spektra vidljivog Clana, koje je u slucaju Cyg X-1 zvezda spektralne
klase O6 mase od oko 12M,, moze se utvrditi radijalna brzina v, tog c¢lana, kao i period
revolucije 7. Ono sto je bilo ¢udno jeste da izvor X zraka nije bio ni tamo gde se nalazi zvezda,
ni tamo gde bi se nalazio nevidljivi ¢lan, ve¢ negde izmedju. To je objasnjeno transferom
materije sa zvezde na nevidljivi objekat, pri ¢emu se materijal zagrevao i zracio u X delu
spektra. Na osnovu crvenog pomaka je utvrdjeno da ovaj materijal odlazi od zvezde ka
nevidljivom objektu. Ovaj proces se naziva akrecija materije i detaljnije je opisan u slede¢em
odeljku.

U optickim binarnim sistemima je nemoguce utvrditi masu oba objekta iz prostog razloga sto
je ravan orbitiranja nagnuta pod nepoznatim uglom inklinacije i u odnosu na liniju posmatranja,
te se u jednacinama pojavljuje joS jedna nepoznata. Na osnovu III Kepler-ovog zakona i
definicije centra mase, dobija se dobro poznata relacija za tzv. funkciju mase binarnog sistema:

m3 sin® i Tv3

(my + m,)? ~ 26

f(my,my,1) =

gde je my; masa jedne komponente (vidljive), m, masa druge komponente (nevidljive), i
inklinacija orbite, T period orbitiranja, v; radijalna komponeneta brzine orbitiranja vidljive
komponente.

Radijalna brzina vidljive komponente v;, kao i period T se mogu izmeriti na osnovu spektra
te komponente; takodje je moguce proceniti i masu m,. Na osnovu ove relacije se tada vidi da
je, ako su masa m, i inklinacija i nepoznate, nemoguce odrediti masu nevidljivog objekta m,.

Zbog toga se funkcija mase f (m,, m,, i) koristi za procenu mase nevidljivog objekta m,. Na
osnovu ovakvih procena, ispostavlja se da masa nevidljivog objekta u Cyg X-1 mora biti vec¢a od
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3M., sto je vece od gornje granice za masu neutronske zvezde, stoga u pitanju ne moze biti
neutronska zvezda, ve¢ neki kompaktniji objekat, a jedini kompaktniji objekat od neutronske
zvezde je upravo Crna rupa.

Ovo nikako nije direktni dokaz, jer bi se direktni dokaz morao ticati relativistickih efekata
vezanih za Crnu rupu, ali kompoonenete optickih binarnih sistema nisu toliko blizu jedna drugoj
da bi neki relativisticki efekti dosli do izrazaja. Medjutim, medju svim indirektnim dokazima,
ovo je najblize direktnom dokazu za postojanje Crnih rupa reda veli¢ina mase zvezda, ili tzv.
stelarnih Crnih rupa.

Danas je poznato nekoliko desetina ovakvih binarnih sistema i svi ukazuju na to da je
nevidljiva komponenta upravo Crna rupa.

5.2. Supermasivna Crna rupa u centru Mle¢nog Puta

1z sopstvenih kretanja oko 200 zvezda u centru Mlecnog Puta — oblasti pod nazivom SgrA* -
ustanovljeno je da ukupna masa koja ih drzi na okupu mora biti reda veli¢ina 106M,. Brzine
kojima se te zvezde krecu prevazilaze i 1000 km/s — zvezda sa najkra¢im periodom orbitiranja
pod oznakom S2 ima maksimalnu brzinu od oko 5000 km/s. Takodje je ustanovljeno da sva ta
masa skoncentrisana u oblast ¢ije su dimenzije reda veli¢ina desetih delova parseka (Slika 10),
Sto bi znacilo da sfera radijusa jednakom recimo polovini rastojanja Sunca do njemu najblize
zvezde — Proxima Cen - sadrzi oko milion Suncevih masa. Posmatracki rezultati merenja orbita
nekih od zvezda sa Slike 10 prikazani su na Slici 11.

my P ST E el A : I ol e
;i n .-:‘I.--. .A-:' e .-- i .
K. Bahd +.. & .+ . vlg> . |~ CONICA/NAOS(VLT)
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e « - 107(0.3%9pc) - . -

Slika 10: Oblast centra Mle¢nog Puta. Desno je prikazana uvecana oblast oznacena pravougaonikom na levoj
slici, gde se vidi zvezda S2 i SgrA*.
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Slika 11: Orbite zvezda oko SgrA* sa poloZajima u periodu od 1992. do 2002. godine.

Preciznija posmatranja su ustanovila da zvezda S2 ima period od 15.2 godine i da je

@ S0-1
» 50-2
® 504
S50-5
® S0-16
® S0-19
® S0-20

" Keck/UCLA
Galactic Center Group 1995-2008

pericentar (najblize rastojanje do centralne mase oko koje rotira zvezda) 17 svetlosnih dana, Sto
iznosi oko 124 astronomske jedinice (AU). Orbita ove zvezde prikazana je na Slici 12. Na

osnovu kretanja ove zvezde, ustanovljena je masa centralnog objekta od oko 3.7 X 10° M,

0.1 0.15 0.2

Declination in "

0.05

Orbit of 52

T T T T T T

1994.32 1995.53

1992.23
1996.43
1997.54
Period 15.2 yeors
1998.36
Inclination 45 Deg 1609.47
Eccentricity c.87
Semimajor Axis 0.119"
2000.47
2001.50
i 1 1 1 [ 1
0.15 0.1 0.05 0 -0.05 -0.1

Right Ascension in "

Slika 12: Keplerova orbita zvezde S2 merena u periodu od 1992. do 2002. godine. Puna elipsa je fit na podatke

prikazane tackama.
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Jedna od moguénosti pre otkrica ove zvezde 2002. godine bilo je da se u centru nalazi jedno
veliko jato tamnih ostataka zvezda kao Sto su braon patuljci, neutronske zvezde i stelarne Crne
rupe, medjutim, racunanja pokazuju da bi takav sistem bio veoma nestabilan, jer bi morao da
sadrzi ogroman broj takvih tela, a to bi prouzrokovalo jako veliku haoticnost i sistem bi Ziveo
samo oko 10 miliona godina, dok starost vecine zvezda u okolini prevazilazi desetine, pa i
stotine miliona godina, te one moraju orbitirati oko neceg znatno stabilnijeg. Dalje, profil
gustine centralne mase koji bi odgovarao gravitacionom potencijalu centra izracunatog na
osnovu sopstvenih kretanja zvezda govori da se u samom centru nalazi jako veliki procenat
tamne komponente mase, a potom gustina veoma brzo opada kako se rastojanje povecava. |
konacno, radio posmatranja centralnog regiona ukazuju na to da je izvor skoncentrisan u oblasti
radijusa od oko 1.5 X 10%3cm, §to daje gornji limit na veli¢inu te tamne mase. Ako se izraduna
gustina koja bi odgovarala sferi tog radijusa, sa masom od 10°M,, ona bi iznosila oko
102*M,pc3. Ako sada pretpostavimo da se u centru nalazi Crna rupa sa masom od 10°M, i
izratunamo njen Svarcsildov radijus do na red veli¢ina

2GM
R = — " 107 Nm?kg=2 x 1036kg x 10°m?s™2 ~ 10°m = 10'%cm ~ 10AU ~ 10~ 7"pc

1 potom procenimo njenu gustinu

10°M,
~————=10%"M,pc3

P~ 10 7po)? P

vidimo da je razlika samo par redova velic¢ina. Na osnovu ovoga, jedino fizi¢ko objaSnjenje koje
je moglo objasniti sopstvena kretanja zvezda u SgrA*, profil gustine i samu gustinu centralnog
regiona pre otkrica putanje zvezde S2 jeste supermasivna Crna rupa, trenutno neaktivna, sa
masom od nekoliko miliona Suncevih masa, ¢iji bi Svarcsildov radijus obuhvatio Saturnovu
orbitu.
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6. AKkrecioni diskovi i dzetovi naelektrisanih Cestica AGN-a

Danas se smatra da sve galaksije koje nisu nepravilne poseduju u svojim jezgrima
supermasivnu Crnu rupu. Galaksije koje su slicne starosti kao i naSa (Sto znaci i da su u naSoj
blizini) poseduju neaktivnu Crnu rupu. Medjutim, postoje galaksije koje poseduju aktivna
galakticka jezgra (active galactic nuclei - AGN) i to su jezgra ekstremno velike aktivnosti. U
delu prostora radijusa do jedne svetlosne godine emituje se elektromagnetno zraenje veoma
visoke luminoznosti — nekad i do 101*L, sto je vise od ukupnog sjaja svih zvezda u galaksiji -
uglavnom u X i gama delu spektra. Mehanizam proizvodnje ovako velikih energija za kratko
vreme u tako relativno malom delu prostora se nikako ne moze objasniti aktivno$¢u zvezda. U
prilog tome ide i Cinjenica da iz ovih regija izbijaju vrlo kolimisani dzetovi relativistickih
elektrona — u pitanju su i veoma jaka magnetna polja. Takodje, spektri AGN-a pokazuju Siroke
emisione linije, za razliku od ‘“normalnih” galaksija Cijim spektrima dominiraju uske
apsorpcione linije.

6.1. Akrecioni disk

Da bi jezgro neke galaksije bilo aktivno, oko supermasivne Crne rupe u centru mora postojati
materijal dovoljno velike gustine. Zbog jakog gravitacionog privlacenja, okolni materijal pocinje
da pada u Crnu rupu, spiralnom putanjom. Medjutim, kako smo videli, postoji oblast oko Crne
rupe izvan koje je moguce da materijal kruzi po stabilnim orbitama. Unutar ove oblasti,
konkretno, unutar poslednje stabilne kruzne orbite, i najmanja perturbacija u kretanju materijala
moze povuéi nepovratno taj materijal ka horizontu dogadjaja. Ukoliko je oblast oko
supermasivne Crne rupe bogata gasom i prasinom, oni ¢e se gomilati sve vise 1 viSe u spiralnom
kruZenju oko Crne rupe i formirace disk koji se naziva akrecioni disk. Ovaj akrecioni disk zraci i
iz elektromagnetnih (EM) spektara se moZe izucavati oblast oko Crne rupe. Kakva ¢e ekscitacija
atoma materijala biti, pa time i kakav ¢e biti spektar, zavisi od temperature i luminoznosti diska,
a temperatura i luminoznost diska zavise od toga koliko se mase u jedinici vremena gomila u
disku — $to se viSe mase u jedinici vremena gomila, to ¢e temperatura i luminoznost diska biti
veca. Edington (Arthur Stanley Eddington) je pokazao da postoji maksimalna luminoznost koju
disk moze imati. Naime, na isti nacin kao $to postoji ravnoteza izmedju unutrasnjeg pritiska
zraCenja unutar zvezde i gravitacionog pritiska ka centru, pa ta ravnoteza znaci da je zvezda
stabilna (ne skuplja se niti §iri), tako i kod akrecionog diska je moguce da u jednom momentu
zracenje nadjaca gomilanje materijala. Tada gomilanje prestaje i luminoznost vise ne raste. Ova
luminoznost se naziva Edingtonova lumonoznost i procenjuje se na sledeci nacin.

Pretpostavka je da je najefikasnija interakcija fotona i gomilajueg materijala Tomsonovo
(Joseph John Thomson) rasejanje na elektronima za koje je efikasni presek":

8m e? 2
op = ————) =0.665x 10~2*cm?
3 \4meym,c?

%% Efikasni presek Tomsonovog rasejanja na protonima kojih su takodje zastupljni u istoj meri kao i elektroni je
zanemarljivo zbog velikog odnosa masa protona i elektrona.
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gde je m, masa elektrona, e naelektrisanje elektrona, a g, dielektricna konstanta vakuuma. Deo
fluksa fotona koji se raseje na elektronima na rastojanju r je stoga:

J

|

gde je L luminoznost diska, a N ukupan broj fotona. Energija koja ulazi u L podeljena sa ¢ nam

L
O-TF = NO-T _47TT2 [

daje impuls fotona. Stoga gornji izraz podeljen sa ¢ daje ukupan impuls u jedinici vremena $to je
jednako ukupnoj sili kojom se zracenje suprotstavlja gravitacionoj sili izmedju Crne rupe i
gomilanjuée materije u kojoj ima priblizno isti broj protona kao i elektrona, dakle N. (U ovom
procesu protoni prate elektrone zbog Kulonove (Coloumb) interakcije medju njima.)
Izjednacavanjem ove dve sile:

GNmpM N L
rz UT4nrzc

gde je M masa Crne rupe, dobija se Edingtonova luminoznost:

4mtcGm,M M er
Lggg = ——2— =13 x 1038 (—)—g
or M,/ s

Radi poredjenja, luminoznost Sunca je L, = 3.8 X 1033erg/s, a imajmo na umu da
luminoznost Sunca poti¢e od nuklearnih reakcija u njegovom centru. Luminoznosti nekih
tipi¢nih objekata koji poseduju akrecioni disk (ne nuzno supermasivne Cre rupe) i ¢ija je masa
reda veli¢ina SunCeve mase, su reda veli¢ina desetih delova Edingtonove luminoznosti, $to je
nekoliko redova veli¢ina vece od luminoznosti zvezde poput Sunca. Stoga, konverzija
gravitacione u elektromagnetnu energiju putem gomilanje materijala u akrecionim diskovima je
mnogo efikasnija od proizvodnje energije nuklearnim reakcijama.

Procenimo sada temperaturu akrecionog diska na rastojanju r od centralnog objekta pod
pretpostavkom da je luminoznost diska neki procenat e Edingtonove luminoznosti i da je
akrecioni disk apsolutno crno telo, te koristeci Stefan-Bolcmanov (Jozef Stephan, Ludwig
Boltzmann) zakon

Anr2oT* = €Lgyq

gde je o Stefan-Bolcmann-ova konstanta. Odavde je temperatura

1/2 1/4 1/2 1/4

7ZGM M, 2GM M,
T~5x10 (czr> (EM> K~5<C2T> (EM> keV

Za neutronsku zvezdu 2GM /c?r je oko 0.10, a za rotirajuéu Crnu rupu bi ta vrednost uvek
bila manja od 1 na osnovu (4.23).
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Na osnovu ovoga, unutrasnji deo akrecionog diska supermasivne Crne rupe od recimo 108M,
bi imao temperaturu reda velicina 10*K, $to je dovoljno za jonizaciju vodonika, a ovoj
temperaturi bi odgovarao spektar crnog tela koji bi pokrio ultraljubicastu (UV) do vidljive (VID)
oblasti spektra. Spoljasnji delovi diska imaju nizu temperaturu.

Niski energetski nivoi nekih metala sa periferije diska ostaju neekscitovani na ovim
temperaturama. Medjutim, spektri AGN-a su bogati Sirokim emisionim linijama metala koje
odgovaraju energijama ~keV. Ovi metali su prvobitno pobudjeni X zracima koji su emitovani
usled aktivnosti iznad i ispod akrecionog diska®. EM spektri metala koji se nalaze u disku
predstavljaju stoga veoma bogat izvor informacija o dinamici samog diska i 0 samom prostor-
vremenu oko rotiraju¢e Crne rupe i zbog toga pruzaju cak i moguénost eksperimentalne provere
Kerovog resenja.

6.2. Uticaj gravitacionog polja rotirajuce Crne rupe na profil spektralne
linije

Naime, pretpostavimo da  posmatramo
akrecioni disk u ravni koja sadrzi liniju
posmatranja. Posto disk rotira, fotoni emitovani
sa jednog kraja ¢e posedovati crveni pomak (sa
onog koji se udaljava od nas), a oni emitovani sa
drugog kraja poseduju plavi pomak (sa onog koji
se nama priblizava). Rezultat u klasicnoj
mehanici, dakle u ravnom prostoru, bi bio da je crveni pomak plavi pomak

posmatrana linija razdvojena na dve: jednu koja Slika 13: Spektralna liniija snimljena sa radijalno
ima crveni pomak, i drugu koja ima plavi odlazeéeg (crveni pomak) i radijalno dolazeéeg (plavi
pomak (Slika 13). pomak) kraja diska.

Medjutim, kako se ovde radi o jakom gravitacionom polju objekta koji rotira, spektralna linija
¢e nakon uracunavanja svih efekata imati veoma drugaciji profil.

Neka je foton emitovan na rastojanju 7* od centra Crne rupe ka nama. Foton poseduje izvesnu
energiju E,, merenu na mestu emitovanja (Sto je ista energija koju bismo izmerili u ravnom
prostor-vremenu) i ugaoni moment Z, koji je uvek usmeren ka nama koji posmatramo disk, ali
njegova vrednost je merena u odnosu na centar rotacije (centar Crne rupe). Tako da, ukoliko je
foton emitovan iz centralnog regiona diska sa linije posmatranja, ugaoni moment je jednak nuli
(L=#x iy, = 0, jer je 7 |[Tpp), a ako je emitovan sa jednog ili drugog kraja diska (ili sa
nekog drugog mesta) ima vrednost razli¢itu od nule, jer postoji i uglovna komponenta brzine
fotona.

Da bismo nasli izraz za crveni pomak, trazimo odnos energije emitovanog fotona merene na
mestu gde je emitovan Ej 1 energije koju mi, posmatrai, merimo E,. Energiju fotona Ej

trazimo kao skalarni proizvod kvadrvektora impulsa fotona py, i kvadrivektora brzine izvora

.
u;:

>0 ¢emu je detaljnije pisano u nastavku ovog poglavlja.



EO = uﬁlpoy_ (61)
Kvadrivektor brzine fotona je
ut = (uf,0,0,u) = ufgr® + P (H@

(@)
P -
diska Q =de/dt = ¢/t = u;p/uit, odakle je ulfp = Q uf, to prethodni izraz postaje:

gde smo ostavili komponente Kilingovih vektora (t(t) i A kako je ugaona brzina rotacije

ulé‘ = uf(("(t) + Q(ﬂ(qv))
uf ¢emo kasnije izratunati iz skalarnog proizvoda.
Izraz (6.1), imajuci na umu i (2.5), sada postaje:
Eo = ufpo, = ui (¢*® + Q¢HP)po, = ui(E — QL) (6.2)
Za energiju fotona koju meri posmatrac u asimptotski ravnom prostoru imamo:
E, =utp, = ut{“(t)pﬂ = (#(t)pﬂ =E (6.3)
Sada je odnos energija (6.2) 1 (6.3):

Ep_vp_ E _ 1
Ey vy uf(E—QL) uf(1+Qb)

(6.4)

gde je b = |E| , @ Vp 1 vy odgovarajuce frekvencije fotona. Znak plus odgovara fotonima
emitovanim sa radijalno odlazec¢eg kraja diska, dok znak minus odgovara fotonima emitovanim

sa radijalno dolazeceg kraja diska.

Iz uslova da je ufuiﬂ = gwuf‘u}’ = 1, na osnovu (3.5) dobijamo:

r
t — 6.5
bt \/Qz(r(rz+a2)+2Ma2)+4MaQ—2M+r (6.5)
dok znamo na osnovu (4.21) da je (uzimamo znak plus):
Q- VM
(32 + aM1/2) (6.6)
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Parametar b = |L/E| mozemo izraCunati na osnovu uslova koji vazi za foton:
utu, = g (UH? 4 2g,utu® + g, W?)* =0

i na osnovu (4.19a) i (4.19b) kada je & = /2, eliminiduéi ¢ i ¢. Dobija se kvadratna jednacina
¢ija su resenja:

_ 2Ma ¥ rVr2 — 2Mr + a?
R 67)

gde sada znak minus odgovara radijalno odlaze¢em kraju diska, a znak plus radijalno dolaze¢em
kraju diska.

Ubacujuci (6.5), (6.6) 1 (6.7) u (6.4), dobijamo funkciju koja izgleda veoma komplikovano i
koju iz tog razloga ne¢emo ovde napisati, ve¢ ¢emo je obeleZiti sa g (r, a, M), gde plus/minus
odgovara zapisu u (5.4).

Kako je

vp Ao Ap AL

_—— — = = — — = —_—=

v 4, g+(r,a,M) 2 1 =2

odavde je crveni pomak:
1—-g4+(,a M)
Z =
T g.(ra,M) (6.8)

Ova funkcija nam govori koliko su linije pomaknute zbog uticaja rotirajuceg gravitacionog
polja Crne rupe. Medjutim, postoji i efekat specijalne teorije relativnosti, tj. relativisti¢ki
Doppler-ov efekat koji je dat izrazom:

vy V1 —Q2r2

vy 1+ Qrcosp

gde je brzina izvora v = Qr, a ugao f odgovara uglu izmedju linije posmatranja i vektora
tangentne brzine obrtanja diska, tako da je u tackama na obodima diska ovaj ugao jednak nuli, te
je cos f = 11 prethodna formula se svodi na

vp V1-—Q2%r?
ve 1+Qr (6.9)
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Za centralne delove diska ova formula je

V.
L= /1-0q2r2 (6.10)

Vo

Na Slici 14 je prikazan zveni pomak u zavisnosti od rastojanja uzrokovan relativistickim
Doppler-ovim efektom u ravnom prostoru. Sa tog grafika se sa ordinate moze ocitati relativni
razmak izmedju crveno i plavo pomaknute linije. U odnosu na odsustvo crvenog pomaka (z =
0), vidi se da je crveni pomak linija ve¢i od plavog za dato rastojanje. U beskonacnosti ova
asimetrija nestaje i linije su na jednakom rastojanju od z = 0. Takodje, linije emitovane sa
centralnog dela diska su uvek crveno pomaknute po (6.10), zbog efekta aberacije svetlosti.

20

radijalno odlazeci kraj diska

\ centralni deo diska

0.0 : : : . . L : L . 1 rastojatge [ I
4 f g 10 fanje [M]

05— radijalno dolazeci kraj diska

—tol

Slika 14: Crveni pomak od zavisnosti od rastojanja mesta emitovanja do centra rotacije akrecionog
diska, bez uticaja gravitacionog polja. Pojavljuje se asimetrija izmedju plavo i crveno pomaknute
linije, zbog relativistickog Doppler-ovog efekta.

Formule (6.9) i (6.10) daju kinematicku relativisticku korekciju na (6.8). Konacna jednacina
za crveni pomak c¢e tada biti:

1 - za centralni deo diska (b = 0):

1—gp—o(r,a, M)V1 — Q?r2
Z =
gb=0(ri a, M) 1 - erz

(5.11)

i grafik je za slucaj a = 0 i a = 1 prikazan na Slici 15.
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Slika 15: Crveni polak linija fotona emitovanih sa centralne ivice diska za Schwazschild-ovu Crnu
rupu (a = 0) i ekstremnu Kerovu Crnu rupu (a = 1).

Sa slike se vidi da su linije emitovane sa dela diska koji lezi na liniji posmatranja obavezno
pomaknute ka crvenom delu spektra. Crveni pomak opada sa rastojanjem od centra diska, §to je i
za o&ekivati, jer je gravitaciono polje Crne rupe sve slabije. Primetimo da je za Svarcildovu
Crnu rupu crveni pomak na r = 2M manji od beskonacnosti, kakav bi trebalo da bude. To je
upravo zbog toga Sto se gravitacionom polju suprotstavlja centrifugalna sila okretanja samog
diska, dok je za ekstremnu Kerovu Crnu rupu pomak jo$ manji, jer se gravitaciono polje jo§ vise
smanjuje zbog rotacije samog prostor-vremena (Lens-Tiringovog efekta). Zakljucujemo da
crveni pomak linija emitovanih sa centralnog dela diska opada sa povecanjem brzine rotacije
(ugaonog momenta) Crne rupe.

2 - za radijalno odlazec¢u i radijalno dolazecu ivicu diska vazi sledeca formula za crveni pomak:

V1 —Q2%r2
1- gi(r,a,M)W

Vi—orr? (.12
g+(r,a, M)W

Zy =

i odgovarajuci grafik za slucaj a = 0 je prikazan na Slici 16, a za a = 1 na Slici 17.

Poredjenjem Slike 16 i Slike 17 na sledecoj strani se vidi da ¢e rotacija Crne rupe smanjiti
rastojanje izmedju linija i to u velikoj meri na rastojanjima od 2M do oko 4M od centra Crne
rupe.
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I radijalno dolazeci kraj diska
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2 4 il g 10 jane [M]
Slika 16: Crveni pomak linija fotona emitovanih sa suprotnih krajeva akrecionog
diska u zavisnosti od rastojanja do centra Svarcsildove Crne rupe (a = 0).
Z
i0p
25|
.
20f
L5l
radijalno odlaze<i kraj diska
raf
0st
radijalno dolazeci kraj diska
ool : . I rastojarge [ M
2 4 i 3 10 janje [M]

Slika 17: Crveni pomak linija fotona emitovanih sa ivice akrecionog diska u zavisnosti
od rastojanja do centra ekstremne Kerove Crne rupe.

Postoje jos neki efekti koje ovde nismo uracunali, a koji se u praksi pojavljuju. Jedan od njih
je efekat gravitacionog soCiva, tj. zakrivljenja putanja svetlosti u prisustvu masivnog objekta,
zbog koga mozemo primiti svetlost i sa onih delova akrecionog diska sa kojih u ravnom prostoru
ne bismo mogli. Ovo dodatno obogacuje spektralnu liniju informacijama jer taj efekat takodje
zavisi od mase, ugaonog momenta Crne rupe i rastojanja do Crne rupe. Rezultujuéi profil linije
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sa ovim efektom je veoma tesno povezan sa inklinacijom akrecionog diska (uglom pod kojim je

disk nagnut u odnosu na liijju posmatranja). Naime, kao Sto se na Slici 18 moze videti, u

zavisnosti od toga koliko je disk nagnut, zavisi i koliko ¢e fotona sa, u klasichom ravnom

prostoru, nevidljive strane diska dospeti do posmatraca, pa time i koliki ¢e biti intenzitet linije.

putanje fotona

ravan shimka

akrecioni disk

- >

Slika 18: Uticaj inklinacije i efekta gravitacionog sociva na intenzitet linije. Fotoni sa posmatranju
nedostupnog dela diska bivaju zakrivljeni gravitacionim poljem te ipak stizu do posmatraca,
povecavajucu intenzitet spektralnih linija.

Nakon integracije svih efekata, linija koja poti¢e od onih fotona emitovanih sa celog
akrecionog diska koji stizu do posmatra¢a moze da izgelda kao na Slici 19, pri ¢emu linija zavisi
i od veli¢ine diska, tj. od unutrasnjeg i spoljasnjeg rastojanja njegovih odgovarajucih ivica do

Crne rupe.

normirani intenzitet

0.5

0.5

)

S ST R § BTN =1 B R R B | RN

PRI R R

0.5

1

0.5 1

U/I/’em

0.5

1

Slika 19: Profil linije akrecionog diska. Gornji red prikazuje slucaj Svarcsildove Crne rupe,
donji red slucaj ekstremne Kerove Crne rupe. Kolone sa leva na desno prikazuju tri ugla
inklinacije: i = 10°,i = 30°,i = 75°. Integracija je izvrSena za disk koji se proteZe od

r=Trrisco dor = 15M.
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Sa slike se vide efekti koje smo diskutovali u dosadasnjem izlaganju, pogotovo smanjenje
razlike energija izmedju linije sa odlazeceg i dolazeceg kraja diska i proSirenje linije ka crvenom
delu spektra u Kerovom u odnosu na Svarcsildov sluéaj.

Linija gvozdja na 6.4keV je r A AL aananas AaMAASARAL RS AAAAAAAL ]
veoma Cesta u emisionim spektrima 1.5F .
i ona se koristi za proucavanje Q : _
prostor-vremena u oblasti oko ¢ I
rotiraju¢e supermasivne Crne rupe \E\ .01 ]
u centrima aktivnih galaksija. Na 5
Slici 20 je prikazana jedna takva :;i 0.5l ]
linija i moze se uoCiti da podaci <  f
ukazuju na proSirenje linije ka 8
crvenom delu spektra — efekat x 0.0}
rotacije prostor-vremena. W [

-0.5

Zbog cinjenice da na integralni
rofil spektralne linije utiCu samo
P p ) Energy (keV)
dva parametra vezana za Crnu rupu

. . Slika 20: Linija gvozdja galaksije MCG 6-30-15. Puna linija
- ugaoni moment i masa Crne rupe,

predstavlja fit za Schwarzschild-ov slucaj. Podaci ukazuju da je vrlo
1 jedna koji zavisi od polozaja — izvesno da postoji uticaj rotacije, sto se vidi iz niskoenergetskog
inklinacija akrecionog diska u dela spektra.

odnosu na liniju posmatranja, modeliranje linije je veoma olakSano i principijelno je vrlo lako
odrediti parametre Crne rupe na osnovu ovakvih emisionih linija. Ovo predstavlja za sada jedini
metod da se direktno izmere relativisticki efekti predvidjeni Kerovim resenjem, pa time i testira
samo predvidjanje Kerovog resenja i opste teorije relativnosti, uopste.

6.3. Dzetovi naelektrisanih ¢estica

Postavlja se pitanje odakle dolazi X i gama zracenje i kako objasniti ogromne posmatrane
luminoznosti od 101*L,? Oc¢igledno je da proizvodnja energije u akrecionom disku ne moze
objasniti ni spektre, ni luminoznosti.

Objasnjenje sledi iz Cinjenice da su u problemu magnetna polja nezanemarljiva. Naime,
materija u akrecionom disku oko rotiraju¢e Crne rupe moze razviti relativistiCke brzine, a pri
tome je i jonizovana, tako da je neizbezno stvaranje jakog magnetnog polja. Dokaz za postojanje
jakih magnetnih polja oko Crne rupe jesu dugacki i jako kolimisani mlazevi (dzetovi)
naelektrisanih Cestica koji izbijaju sa obe strane Crne rupe u centru aktivnih galaksija. Na Slici
21 je prikazan snimak galaksije Cygnus A sa dZetovima naelektrisanih Cestica, snimljen u radio
delu spektra.

Magnetno polje se stvara zbog kretanja velike koli¢ine plazme oko Crne rupe u obliku
torusa; magnetne linije sile su tada kruzne sa centrom u sredini cevi torusa, i Sire se ka spolja, ali
u oblasti u sredini torusa (gde se nalazi Crna rupa) magentne linije sile se skupljaju i polje je u
toj oblasti najjace. JaCina magnetnog polja bi, na osnovu izucavanja sinhrotronskog zracenja,
trebalo da je u jezgrima aktivnih galaksija reda veli¢ina 10%G.



Slika 21: Aktivna galaksija Cygnus A sa dZetovima. Rastojanje od jednog do drugog kraja mlazeva
je oko 150 kpc. Na kraju mlazeva uocava se pojacani intenzitet, koji je posledica zako¢nog zracenja
- gubitak energije Cestica prilikom sudara sa medjuzvezdanom sredinom.

Dalje, linije sila koje su najblize horizontu dogadjaja Crne rupe su veoma guste i protezu se

vertikalno navi$e 1 nanize od ravni diska.

Ono S§to je fascinantno jeste da zbog
rotacije materijala relativistickim brzinama,
magnetno polje je uvijeno, kao $to je prikazano
na Slici 22. Ovo uvijanje dolazi zbog toga §to
informacija o promeni magnetnog polja putuje
brzinom svetlosti koja je konacna, a same linije
sila. magnetnog polja kruze uporedivim
brzinama. Ove linije nisu pravilne spirale, zbog
toga Sto bivaju modifikovane turbulentnim
kretanjima plazme u blizini ravni diska.

Postoje razni modeli koji nastoje da objasne
koji se tacno fiziCki procesi i na koji nacin
odvijaju u ovoj oblasti, medjutim, priroda
problema je toliko kompleksna, da je jo§ uvek
nemoguce postaviti jedinstvenu teoriju koja ce
objasniti posmatracke podatke. Ta
kompleksnost se ogleda u tome Sto, pored toga
Sto se moraju ukljuciti magnetna polja, Kerovo
reSenje vise nije egzaktno reSenje za ovaj slucaj,
jer ono opisuje prostor-vreme u vakuumu, a
prostor oko realne Crne rupe je ispunjen
materijom i energijom plazme i magnetnim

Slika 22: Simulacija koja pokazuje rotaciju samih
linija sila magnetnog polja ekstremne supermasivne
Crne rupe u centru akrecionog diska.



poljima. Zbog toga se moraju raditi numericke simulacije koje ukljucuju sve ove efekte u model
Kerove metrike za prostor ispunjen plazmom i EM poljima.

Uprkos tome, napravljen je izvestan pomak u razumevanju problema. Zna se da ergosfera ima
veoma bitan uticaj na fiziku problema, i dosta dobro se mogu objasniti iznenadni i ogromni
skokovi u luminoznosti.

Naime, materijal koji se nalazi izmedjur = M ir = 2M od centra ekstremne Crne rupe ima
relativistiCku rotacionu brzinu, i struje naelektrisanih Cestica koje stvaraju magnetno polje
spiralno padaju ka horizontu dogadjaja, ali postaju sve zbijenije kako poniru jer poniranje
usporava zbog sve jace Lorenz-ove sile koja se suprotstavlja gravitaciji (Slika 23).

\ LU

\ \ \ \Dlsk
Grauh J7E % BF

A

B,
:

Blacl
Hole

! |

Ergospheric
// Disk

Slika 23: Disk ergosfere. Gore: naelektrisane struje usporavaju poniranje jer se gravitaciji
suprotstavlja Lorenz-ova sila. Dole: rezultuju¢e magnetno polje akrecionog diska i diska ergosfere.

Accretion
Disk
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Ovo gomilanje struja prouzrokuje sve jace magnetno polje unutar tih struja, Sto znaci da su
magnetne linije jo§ gusce, tj. magnetni fluks je jos veéi.

Oblast gde je Lorencova sila jaca od gravitacije se moze naci i u regiji izvan ravni diska, na
mestima gde su linije sila dovoljno guste, te magnetno polje dovoljno jako, a i u toj oblasti
postoji materijal, koji, pak, ne mora biti jonizovan, bar ne u tolikoj meri koliko je materijal u
akrecionom disku jonizovan.

Sad, odvijaju se dva procesa:

1 - MozZe se desiti da materijal iz akrecionog diska pocne pratiti neke magnetne linje sile koje
su “lokalnog” karaktera, tj. one koje poticu iz lokalnih kretanja nalektrisanja, najceSce
turbulentnih. Povucen ovim magnetnim linijama, materijal moZe dospeti do oblasti gde je
Lorentz-ova sila jaca od gravitacije, te ga moze bukvalno “lansirati” duz tih linija sila u
kolimisane mlazeve.

2 - Takodje, postoji i materijal koji se nalazi iznad i ispod akrecionog diska i diska ergosfere
u formi BLR (“broad line region”) oblaka. Emisione linije iz ovih oblaka su vrlo Siroke $to
ukazuje na velike brzine kretanja materijala i visoku temperaturu. Ovi oblaci mogu upadati u
oblast diska i zbog velikih energija prouzrokovati intenzivno zako¢no zracenje u X delu spektra i
izazvati jake udarne talase Cija je brzina nekoliko desetina puta veca od brzine zvuka u toj
sredini. Takodje ovi oblaci mogu padati i na samu Crnu rupu pri ¢emu u sudaru sa gama
fotonima mogu prouzrokovati i stvaranje elektron-pozitron parova.

To su glavni procesi koji prouzrokuju relativisticke mlazeve i iznenadne emisije ogromnih
luminoznosti.

Ispostavlja se da su relativisticki dZetovivi i emisija fotona procesi koji mogu smanjiti
energiju Cme rupe i njihova energeti¢nost potice upravo od toga Sto dolazi do prebacivanja
ugaonog momenta sa Crne rupe na relativisticke ¢estice posredstvom magnetnog polja. Model za
ovaj proces postavili su Blenford i Znajek (Roger Blanford, Roman Znajek). Njihova ideja jeste
da pri spiralnoj akreciji materijala na Crnu rupu dolazi do emisije gama fotona. Ovi fotoni mogu
posedovati toliku energiju da omoguce stvaranje elektron-pozitronskih parova. Naelektrisane
Cestice dalje proizvode magnetno polje oko Crne rupe koje moZe omoguciti izbacivanje Cestica
duz dzetova daleko od Crne rupe, oduzimajuci energiju. Ovo se deSava jer magnetno polje moze
izazvati takvo kretanje unutar ergosfere da odredjeni deo materijala poseduje negativnu
mehanicku energiju i time nakon upadanja iza horizonta dogadjaja smanjiti ugaoni moment Crne
rupe.

Na osnovu ovoga, kretanje plazme u ergosferi predstavlja glavni “motor” koji odrzava
aktivnost AGN-a.

78



7. Eksperimentalna potvrda frame-dragging efekta

2004. godine lansiran je satelit pod imenom Gravity Probe B i postavljen u polarnu orbitu oko
Zemlje u cilju provere predvidjanja opste teorije relativnosti — precesije zbog zakrivljenja
prostora (isti efekat koji uzrokuje i precesiju Merkurove orbite) i precesije zbog efekta
povlacenja metrike. Ovde ¢emo u osnovnim crtama opisati na koji nacin se pomocu ziroskopa
moze meriti Lens-Tiringov efekat.

Najlakse je da posmatramo ziroskop koji slobodno pada ka Zemlji duz z-ose oko koje Zemlja
rotira. Vektor spina ovog ziroskopa ima samo prostorne komponente i postavicemo ga tako da
spin lezi u xy ravni, normalno na brzinu kojom slobodno pada duZz z-ose. Tada su vektor spina i
brzine:

s* =(0,5%,557,0) (7.1)

ut = (1,0,0,u?) (7.2)

Ono $§to trazimo jesu jednaCine kretanja komponenti spina, odakle ¢emo procitati ugaonu
brzinu precesije.

Ako napiSemo kovarijantni izvod vektora spina, a ziroskop pustamo da slobodno pada duz
geodezijske linije, onda on postaje jednak nuli:

das*
u — Hp—
Dyst = Ixa + l"aﬁs =0
Nama treba izvod po sopstvenom vremenu vektora spina. Stoga, ako ovu jednacinu
pomnozimo sa u®:
das*

u“ P + Fgﬁu“sﬁ =0

i ako imamo u vidu da je u® = dx“/drt, dobijamo:

dx® ds* ds*
?W + Fgﬁu“sﬁ = E + Fgﬁu“sﬁ =0 (73)

Sad, posto smo komponente vektora brzine i spina zadali u Dekartovim koordinatama,
trabace nam Kristofelovi simboli u ovim koordinatama, a to zna¢i 1 Kerova metrika u
Dekartovim koordinatama. Takodje, metriku (3.5) ¢emo aproksimirati metrikom koja vazi za
mali ugaoni momenat, posSto se Zemlja okrece relativno sporo. To znac¢i da moZemo zanemariti

sve ¢lanove drugog reda po a i stoga dobij amo™":

ds? = ds? +4Gﬂdt(xd — ydx) + 0(a?
= dSsen +——3 y —ydx (a®)

%0 Sada ¢emo vratiti konstante G i c.
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Na osnovu ove metrike, dobijaju se dva Kristofelova simbola koji su nam potrebni (za
x =y = 0, dakle za z-osu):

. 2GMa
ty = " .,3
, __2GMa
tx cz3

Na osnovu (7.3) dobijamo jednacine kretanja za spin:

ds* dt ds* ds* ds*
ot IButs? = ot [Butsy = utW +IGuts? = ut (W + Ft’g,sy> =0
ds* 2GMa
- _ y 6.4
dt cz3 S ©4)

i sli¢no se dobija za drugu komponentu:

ds?Y _ 2GMa

R x 6.5
dt cz3 S (6:5)

Dele¢i jednacinu (7.4) sa (7.5) dobijamo:
ds* ¥
dsy ~ s*
odakle je:

(s*)? + (s¥)? = s? = const.

vraéajuci ovo u (7.4), dobijamo:

ds* 2GMa
- dt

S —E |

odakle je nakon uvodjenja smene s* = s cos ¢, tj. nakon izraZavanja komponenti spina preko
projekcija u xy ravni, gde je ugao ¢ upravo polarni ugao, i nakon ubacivanja izraza za a (3.4),
dobija se:

dp 26

Y 0y = (7.6)

c?z3

Isti rezultat se dobija i odgovaraju¢om smenom u (7.5).
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Jednacina (7.6) predstavlja vrednost ugaone brzine precesije spina Ziroskopa prilikom njegovog
slobodnog pada duz z-ose. Za proizvoljnu orbitu poluprecnika R oko Zemlje vazi vektorska
jednacina:

- 26 (3ﬁ-(f-ﬁ) f) 2G1 <3ﬁ(a-ﬁ) q)
—J)= —w

FD = 2R3 R? T 2rR3\T R?

gde je I moment inercije Zemlje, @ ugaona brzina rotacije Zemlje, a koli¢nik R /R =¢é,.
Skalarni proizvod @ - R = wR cos 6 daje upravo zavsnost ugaone brzine precesije od poloZaja
ziroskopa na orbiti. Teorijski rezultat na osnovu gornje jednacine bi za polarnu orbitu trebalo da
bude 39.2 x 1073 /god ("' = jedna lu¢na sekunda®").

Gravity Probe B je kruZio oko Zemlje u polarnoj orbiti** koja je prikazana na Slici 9 na strani
59 godinu dana, od 28. avgusta 2004. do 14. avgusta 2005. U maju 2011. godine su konacno
objavljeni rezultati, nakon petogodisnje analize. Rezultat je:

|Qrp| =37.2 £ 7.2"/god

te se moze konstatovati da je jo§ jedno predvidjanje opste teorije relativnosti eksperimentalno
potvrdjeno sa precizno$éu od 19%. Gravity Probe B je u isto vreme merio i efekat geodetske
precesije, koji se od teorijske vrednosti predvidjene opsStom teorijom relativnosti razlikuje za
svega 0.28%.

1" = 4.848 x 10™°rad = 2.778 x 1077°
*? Kakva je prikazana na Slici 9, strana 59.
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8. Gravitacija i fundamentalna fizika

Fizika kojom danas opisujemo Prirodu temelji se na dve opSte teorije — opStoj teoriji
relativnosti, koja opisuje makrosvet i kvantnoj teoriji polja, koja opisuje mikrosvet. Sa aspekta
fundamentalnih interakcija, od Cetiri fundamentalne sile Prirode (gravitaciona, elektromagnetna,
slaba i jaka), gravitaciju opisuje opSta teorija relativnosti, a ostale tri kvantna teorija polja.
Takodje, na nivou kvantne teorije polja, potonje tri sile su ujedinjene: elektromagnetna i slaba u
elektroslabu silu, koja je onda ujedinjena sa jakom u tzv. veliku objedinjenu silu, koju opisuju
jo$ nekompletne GuT?* teorije. Objedinjenje elektromagnetne, slabe i jake sile je jedan od
najznacajnijih koraka u nauci uc¢injenih u istoriji covecanstva i ono znaci da se pomenute tri sile
ponasaju potpuno isto na visokim energijama — nemoguce ih je razlikovati. Slede¢i korak bi,
prirodno, bio ujedinjenje ove tri sile sa gravitacijom, C¢ime bi se ujedinio opis mikro- i
makrosveta u jednu jedinstvenu fundamentalnu interakciju Prirode.

Medjutim, pokazalo se da bi takvo ujedinjenje moralo da prati promene postojecih teorija u
korenu, jer su matematicki aparati opSte teorije relativnosti i kvantne teorije polja nekompatibilni
i teorije je nemoguce objediniti u sadasnjem obliku. Nekoliko je razloga zbog kojih je to tako.

Prvo, elektromagnetna, slaba i jaka sila opisane su teorijama Jang-Milsovog tipa (Chen-Ning
Yang, Robert L. Mills) tipa koje se baziraju na principu kalibracionih simetrija, koji kao rezultat
daje linearnu interakciju po potencijalima polja sve tri sile, dok je gravitaciona sila opisana
pomocu OTR nelinearna po izvodima metrickog tenzora.

Drugo, opisivanje gravitacije je po mnogo ¢emu drugacije od opisa ostalih sila zbog toga sto
je gravitaciona sila opisana kao posledica zakrivljenja prostor-vremena, dok su ostale tri sile
opisane kao razmenjivanje odgovarajuc¢ih nosilaca interakcija — virtuelnih Cestica — izmedju
Cestica koje interaguju. Ukoliko bismo gravitacionu silu hteli da opiSemo kao razmenjivanje
virtuelnih Cestica — gravitona — izmedju Cestica koje poseduju masu/energiju, nai¢i ¢emo na
problem, jer moramo uracunati interakciju sa samim prostor-vremenom; to je sustinska razlika
izmedju gravitacione sile i ostale tri sile: u kvantnoj teoriji polja prostor-vreme je samo arena u
kojoj opisujemo interakciju medju Cesticama, a u opS$toj teoriji relativnosti samo prostor-vreme,
dakle sama arena, je ravnopravni akter zajedno sa Cesticama. Stoga bi hipoteticka kvantna
teorija gravitacije trebalo da poseduje matematicki aparat koji opisuje interakciju
materije/energije sa samim prostor-vremenom i obrnuto. Takva teorija jo§ uvek nepostoji, ali
nesto najblize toj teoriji je teorija stringova, koju je na zalost, nemoguce direktno proveriti.

8.1. Hokingovo zracenje

Prvi korak ka moguc¢nosti ujedinjenja gravitacije sa kvantnom teorijom polja nacinili su
Hoking i Bekenstajn (Jacob Bekenstein) sedamdesetih godina proslog veka, kada su shvatili da
Crne rupe moraju imati temperaturu i entropiju.

Naime, zamislimo jednu zatvorenu kutiju sa zracenjem crnog tela unutar nje. Takva kutija se
nalazi na nekoj temperaturi i poseduje neku entropiju. Ako ovu kutiju ubacimo u Crnu rupu,
entropija spoljasnjeg Univerzuma ¢e se smanjiti. Kako je ovo u suprotnosti sa drugim zakonom

** Grand Unification Theory — teorija velikog objedinjenja.
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termodinamike, mora postojati neka entropija vezana za Crnu rupu, koja se povecava. Prema
tome, Crna rupa bi trebalo da poseduje entropiju, a to dalje implicira da Crna rupa ima i neku
temperaturu.

Posto je promena entropije nenegativna (dS = 0), a i promena povrSine horizonta dogadjaja
takodje nenegativna, mozemo pronaci vezu izmedju ove dve veliine. Sada nastupa tzv.
poluklasi¢an pristup, pomocu koga je moguce (u ovom konkretnom problemu) povezati kvantnu
teoriju i gravitaciju. Naime, sustina je da samo prostor-vreme izdelimo na najsitnije moguce
oblasti — da ga diskretizujemo — i veli¢ina tog najmanjeg dela prostor-vremena moze se izraziti
samo pomoc¢u fundamentalnih konstanti:

hG
I, = |[—=1.62x%x10"3m 8.1)
p C3

gde je h redukovana Plankova (Max Planck) konstanta. Ovo je tzv. Plankova duzina. Takodje se
moze od fundamentalnih konstanti napraviti veli¢ina koja ima dimenzije mase:

hc
M, = |==2.28x10""kg ~10""GeV (8.2)

koja se naziva Plankova masa, a ako (8.1) podelimo brzinom svetlosti, dobijamo Plankovo
vreme:

hG s
p= | o5 =54x107s (8.3)

t

U fizici fundamentalnih interakcija, ove veli¢ine (8.1) i (8.2) definiSu najmanji observabilni
deo prostor-vremena Mz unutras$njosti oblasti ovih dimenzija Hajzenbergov (Wemer
Heisenberg) princip neodredjenosti nam ne dozvoljava da dobijemo ikakvu informaciju o
procesima koji se unutar te oblasti odvijaju — oni se odvijaju, ali se ne mogu neposredno opaziti i
zato se nazivaju virtuelni procesi. Ovo je vrlo sli¢no slucaju sa Crnom rupom, samo §to su
dimenzije tih oblasti veoma mnogo redova veli¢ina manje od dimanzija postoje¢ih Crnih rupa
(najmanje 1038 puta). Sad, na osnovu ovoga moZemo diskretizovati horizont dogadjaja tako da
smatramo da je on popolocan velikim brojem infinitezimalno malih horizonata dogadjaja kojih
ima N. Tada bi povrSina horizonta dogadjaja bila:

A~NI3 (8.4)

34, , . s . . tve.
Videc¢emo u narednom odeljku kojim rezonom se dolazi do ovih velicina.
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Sa druge strane, poSto smo povrSinu horizonta dogadjaja poplocali sa N identi¢nih
infinitezimalnih horizonta dogadjaja, broj nacina na koji to moZemo uraditi je N!, pa je entropija
data Bolcmanovom jednac¢inom

S=klnN!
gde je k Bolcmanova konstanta. Za veliko N moze se re¢i da je entropija sigurno veca od
S =kN

Stavljajuci za N iz (8.4) u prethodni izraz i imau¢i u vidu (8.1), dobijamo

kc3A
hG

dok je tacan izraz za entropiju strogim formalizmom dobio Bekenstein:

_kc3A_A
T 4RG 4

(8.4)

Ovaj izraz®® (koji se inate naziva Bekenstajn-Hokingova entropija) je izuzetno bitan — u
jednoj jenacini pojavljuju se fundamentalne konstante prirode — k, ¢, G, h i to je prvi slucaj da se
fizickim rezonom dolazi do neke takve jednacine. Stavise, ova jednadina je rezultat razmisljanja
u pravcu spajanja opSte teorije relativnosti i principa kvantne mehanike. Primetimo da u
konstanta karakteristicna za makrosvet G i1 konstanta karakteristicna za mikrosvet A stoje
zajedno u jednoj jednacini. Takodje, procenjuju¢i gornji izraz, vidimo da je kombinacija
konstanti kc3/hG obezbedjuje ogromnu entropiju — Crne rupe su stoga objekti sa najve¢om
entropijom u Univerzumu.

Probajmo sada da definiSemo temperaturu Crne rupe. PoSto cCinjenica da je Crna rupa
apsolutno cmo telo sa konacnom entropijom implicira da Crna rupa mora imati neku
temperaturu na kojoj ¢e zraciti, postavlja se pitanje koji bi mehanizam to mogao omoguciti, ako
nista ne moze iza¢i izvan horizonta dogadjaja. Odgovor na ovo pitanje dao je Hoking i ovde
¢emo ga predstaviti ukratko.

Naime, ideja je da se u problem ukljuc¢e same kvantne fluktuacije vakuuma u blizini horizonta
dogadjaja. Kako unutar prostor-vremenskog intervala definisanim Hajzenbergovim relacijama
neodredjenosti (Plankovo vreme i Plankova duzina) dolazi do konstantne kreacije i anihilacije
parova Cestica-antiCestica, moguce je da par nastane u neposrednoj blizini horizonta dogadjaja.
Sad, kao §to bi bilo moguce da se jakim elektri¢nim poljem virtuelnom paru Cestica-anti¢estica
dodeli tolika energija da one napuste oblast nastanka i to u suprotnim smerovima i tako postanu
realne Cestice koje mozemo opaziti, tako isto i jake plimske sile u blizini horizonta dogadjaja
mogu razdvojiti par Cestica-antiCestica, i to tako da jedna dobije putanju koja vodi unutar

*u poslednjoj jednakosti éemo pisati rezultat u jedinicamah =G =k =c = 1.

84



horizonta dogadjaja, a druga nastavi |
putanjom koja vodi u beskonacnost,

daleko od Cme rupe, kao Sto je €
prikazano na Slika 24.

Ovo je takodje omoguceno i time Sto,
primenom  Hajzenbergove  relacije
neodredjenosti, horizont dogadjaja gubi
definisan poluprec¢nik — njegov polozaj
se razmazuje, te postoji verovatnoca da
se jedna od dve nastale Cestice nadje

unutar horizonta dogadjaja iako je par
nastao van njega. PoSto je ukupna herizent dogadiaja
energija vakuuma jednaka nuli, tj. zbir Slika 24: Kreacija para Cestica-anticestica u blizini

energija virtuelne Gestice i anti¢estice je horizonta dogadjaja, prikazana na prostor-vremenskom
dijagramu.

jednak nuli, nakon razdvajanja Cestica
ovo opet mora vaziti. Dalje, znamo da Cestica koja je pobegla Crnoj rupi mora posedovati neku
energiju koja je pozitivna, jer je postala realna Cestica koju moZzemo da opazimo. Stoga, drugi
par koji je upao u Crnu rupu mora imati negativnu energiju koja ¢e Crnoj rupi smanjiti masu.
Odavde sledi da (4.11) nije validno i da se entropija Crne rupe moze smanjiti, §to narusava drugi
zakon termodinamike.

Medjutim, treba imati na umu da mi ne znamo od ¢ega se sastoji Crna rupa — stoga ne
mozemo utvrditi u kakvoj formi se nalazi materija unutar horizonta dogadjaja i od kojih Cestica
je sacinjena. Novonastala Cestica potice izvan Crne rupe, i njena energija (koju je dobila
razdvajanjem od anticestice) je pozajmljena od strane Crne rupe, a o Cestici koja je upala u nju
ne znamo nista, jednom kad udje u Crnu rupu. Tako da ne mozemo tvrditi da Cestica koja je
upala u Crnu rupu poseduje negativnu energiju, ne — ve¢ je unutar oblasti definisanim
Hajzenbergovim relacijama doslo do razmene energije vakuuma i unutrasnjosti Crne rupe —
energija je iz Crne rupe prebacena na virtuelnu Cesticu koja je postala realna i odnela tu energiju
(masu) iz Crne rupe, iako u njoj nije nikad ni bila.

Sto se ti¢e entropije i povr§ine Crne rupe, drugi zakon termodinamike je zapravo oduvan — jer
je entropija sa Crne rupe prebacena na Cesticu — ¢ak je pokazano da je ukupna entropija Crna
rupa + Cestica veca od entropije Crne rupe pre nastanka cCestice. Ovime je drugi zakon
termodinamike proSiren da ukljuci i Crne rupe.

Ove cestice koje Crna rupa “zra¢i” bi trebalo da imaju termalni spektar jer ih proizvodi
apsolutno crno telo i ovo zraCenje se naziva Hokingovo zraCenje. Temperaturu mozemo
proceniti uporedjujuéi talasnu duZinu maksimuma zradenja Plankove raspodele sa Svarcsildovim
radijusom

—_—~—~

odakle za temperaturu dobijamo:



hc3 1

T~ ke = 2m

Tacan izraz za temperaturu Hokingovog zracenja glasi:

hc3 1 2x107"m
=~ K

T = = =~
8nkGM  8mnM s

(8.5)

gde je 7, Svarcsildov radijus. Ovaj rezultat znaci da se temperatura Crne rupe smanjuje kako se
povecava njena masa. Sa druge strane, Hokingovim zracenjem se masa Crne rupe smanjuje, pa
temperatura raste, §to znaci da je zraCenje intenzivnije i sve vise energije se oduzima Crnoj rupi
ovim putem. PoSto se masa zbog toga jo$ viSe smanjuje, temperatura joS brze raste i tako
strmoglavo sve do hipotetickog “isparenja Crne rupe”, za koje se misli da je prac¢eno ekstremno
intenzivnim bljeskom gama zracenja.

Gornja diskusija je hipoteticna — ona se ne moze proveriti upravo zbog Cinjenice da bi
temperatura stelarnih Crnih rupa bila zanemarljivo mala na osnovu (8.5), te se zracenje ne bi ni
moglo uociti — toliko bi bilo slabo da bi Crne rupa reda veli¢ina Sunceve mase na osnovu (8.5)
bila milion puta niza od temperature kosmickog pozadinskog zracenja koje je 2.73 K.

Takodje je procenjeno vreme isparenja Crne rupe — za Crne rupe mase veée od oko 101%kg
vreme do isparenja (pod uslovom da tokom svog Zivota Crna rupa ne dobija na masi akreciojm
materijala) je viSestruko duze od veka Univerzuma. Tek za Crne rupe veoma malih masa — tzv.
mini Crne rupe — je moguée da imaju zivot kra¢i od veka Univerzuma, tako da njihove gama
bljeskove mi danas u principu mozZzemo detektovati. Medjutim, nijedan takav gama bljesak
povezan sa isparenjem Crnih rupa nije do sada detektovan. Pretpostavlja se da je velikom broju
fotona u ranom Univerzumu (neposredno posle Velikog Praska) doprineo i znatan broj tzv.
primordijalnih “mini-Crnih rupa” koje su nastale od prvobitnih nehomogenosti materije — ove
Crne rupe bile bi reda veli¢ina atoma i veoma brzo bi isparile. Na Zalost, ovakvu hipotezu nije
moguce proveriti. Ipak, u mo¢nim akceleratorima poput CERN-a, danas je vrlo verovatno da se
takve mini-Crne rupe mogu proizvesti — one bi zivele svega deli¢ sekunde, a njihov potpis bi
bio bljesak gama zracenja. Naravno, takve Crne rupe su bezopasne.

8.2. Cetiri zakona mehanike Crnih rupa

Veoma je bitno pomenuti da izmedju zakona koji vladaju Crnim rupama i termodinamike
postoji veoma tesna veza. StaviSe, zakoni termodinamike se daju napisati za Crne rupe u
terminima mase, ugaonog momenta i povrSinske gravitacije (ubrzanje na povrSini horizonta
dogadjaja). Naime, prvi zakon termodinamike glasi:

TdS = dU + dW (8.6)

gde je T temperatura sistema, dS promena entropije, a dU i dW promena unutrasnje energije i
ucinjen rad. U slucaju Crnih rupa, postoji veli¢ina analogna temperaturi, sa istim osobinama — da
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je konstantna unutar sistema u ravnotezi. Ta veliCina je povrSinska gravitacija, prakticno
gravitaciono ubrzanje na povrSini horizonta dogadjaja i ona je za spoljasnji horizont dogadjaja
data sa (u jedinicama h = G =k =c = 1):

T'+ - M
2Mr,

Ako u gomju jednadinu stavimo da je a =0, dobiCemo povrSinsku gravitaciju za
Svarcsildovu Crnu rupu:

Detaljan proracun pokazuje da se povrsinska gravitacija zaista krije u izrazu za temperaturu, a
ovde se moze jednostavno iscCitati iz (8.5):

1 1 K

T =8 = 2na) = 2n

(8.7)

Sto daje konacan izraz za vezu temperature i analogne veli¢ine vezane za Crne rupe.

Dalje, ve¢ imamo vezu entropije i analogne veli¢ine (8.4), a unutrasnja energija je nista drugo
do masa Crne rupe M. Ostaje joS rad, ali ako se setimo da je to energija koju mozemo iskoristiti,
onda znamo da se isto to pojavljuje i kod Crnih rupa u formi energije rotacije, Sto se moze videti
iz, na primer, (4.10), dakle je dW = Qyd]J. Stavljajuéi ovaj izraz, (8.4) i (8.7) u (8.6) i imajuci
na umu da je unutrasnja energija isto Sto i masa Crne rupe, dobijamo prvi zakon mehanike Crnih
rupa:

K

_ 8.8
o-dA = dM +Qyd] (8.8)

Nulti zakon mehanike Cmih rupa glasio bi “povrsinska gravitacija Crne rupe je konstantna
na celoj povrsini horizonta dogadjaja” dakle:

K = const. (8.9)

Drugi zakon mehanike Crnih rupa smo ve¢ sreli (4.11) u odeljku 4.3 i on tvrdi da je povrsina
horizonta dogadjaja uvek rastuca velicina:

dA >0 (8.10)

Analogija ide i1 do treceg zakona termodinamike koji tvrdi da je T = 0 nedistizno realnim
procesima, dakle, trec¢i zakon mehanike Crnih rupa glasio bi da je povrsinska gravitacija ravna
nuli nedostizna.
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Jednacine (8.8), (8.9), (8.10) i poslednja tvrdnja predstavljaju Cetiri zakona mehanike Crmih
rupa i pokazuju tesnu vezu izmedju zakona termodinamike i opste teorije relativnosti.

8.3. Unutrasnjost Crne rupe: Supergravitacija

Neprirodno je ne zapitati se Sta se nalazi u Crnoj rupi. lako smo svesni da odgovor na ovo
pitanje (uslovno reCeno) nikada nefemo saznati, jer ne postoji mogucénost da dobijemo
informaciju iz unutras$njosti Crne rupe, postavljanje ovog pitanja je ne samo prirodno, ve¢ i
nuzno. Crne rupe su danas (astrofizicarima) svakodnevica i intenzivni predmet teorijskog i
eksperimentalnog izuc¢avanja. Ono §to one ¢ine materiji iz spoljasnjeg Univerzuma je nemoguce
ne primetiti, dok ono §to su one ucinile materiji koja je jednom ¢inila zvezde od kojih su nastale
je nemoguce Cak ni indirektno posmatrati. Da 1i nas je Priroda osudila da najsavrSenije i
najjednostavnije njene tvorevine ostanu zauvek neobjaSnjene do kraja?

U prethodnom odeljku je opisano kako Cestica moze pobeci iz blizine Crne rupe, odnoseci
njenu masu/energiju, pojava koja je opisana primenom nacela kvantne mehanike na gravitaciju.
Detaljna analiza ove pojave na osnovu kvantne teorije polja u zakrivljenim prostorima pokazuje
da je Cestica koja je pobegla zapravo superpozicija velikog broja stanja koja se u isto vreme
nalaze i izvan i unutar Crne rupe. Informacija koju ova cCestica nosi bi trebalo da bude na neki
nacin povezana sa informacijom koja se nalazi unutar Crne rupe. Medjutim, ako Crna rupa
ispari, stanja Cestica koje ¢ine Hokingovo zraCenje viSe nemaju sa ¢im da budu pomesSana! A
ipak nose mesana stanja. Po ovome izgleda da je informacija iz Crne rupe izgubljena zauvek, da
je prakti¢no uniStena, a iz tog asledi da su stanja Cestica koje pobegnu Crnoj rupi mesana na
fundamentalnom nivou — ona su kao takva nastala iz vakuuma pri produkciji Hokingovog
zracenja. Ovo se naziva paradoks informacije.

Hawking je na osnovu ovoga ukazao na to da bi trebalo preformulisati kvantnu mehaniku u
zakrivljenim prostorima tako da se polazi od meSanih stanja, a ne od nekog Cistog stanja koje
potom evoluira u vremenu. To bi znacilo da bi trebalo da se odreknemo unitarnih operatora i
evoluciju sistema opisujemo u terminima superpozicije meSanih stanja. Stoga je paradoks
informacije taj koji sugeriSe da bi kvantnu mehaniku trebalo preformulisati na fundamentalnom
nivou, isto kao $to nam predvidjanje postojanja tacaka beskonacne gustine — singulariteta — od
strane opSte teorije relativnosti sugeriSe da bi istu takodje trebalo preformulisati na
fundamentalnom nivou.

Paradoks informacija je jos uvek otvoreni problem i predstavlja oblast aktivnog teorijskog
istrazivanja danas, a verovatno je da ¢e njegovo raesenje dovesti do novog preokreta u shvatanju
Prirode.

Uprkos nedostatku informacija iz unutra$njosti Crne rupe, mogu se izvesti neki direkcioni
zakljucei o njenoj unutrasnjosti i njihovim implikacijama, na osnovu teorijskih i posmatrackih
istrazivanja. Pre svega, spomenimo da su sile koje deluju unutar Crne rupe veoma sli¢ne po
jacini onima koje su delovale neposredno posle Velikog Praska. Smatra se da je Veliki Prasak
bio pocetak svega — materije, energije, prostora i vremena — i da je sva materija i energija u tom
trenutku bila skoncentrisana u singularitetu®®. Energije koje su vladale tada se danas ne mogu ni

% veliki Prasak je takodje predvidjen opstom teorijom relativnosti primenjenom na Univerzum.
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sa ¢im uporediti; u jezgrima zvezda i eksplozijama supernovih vladaju energije reda veli¢ina
MeV; u CERN-u je postignuta energija reda veli¢ina 103GeV ; ultrarelativistitke Cestice
kosmi¢kog zracenja takodje postizu energije reda veli¢ina 103GeV. Na skali fundamentalnih
interakcija, karakteristina energija ujedinjenja slabe i elektromagnetne sile je oko 10%GeV.
Sledeca karakteristicna energija je ona na kojoj se ocekuje veliko ujedinjenje sa jakom silom i
iznosi oko 101°GeV. Ove energije su jo§ uvek nedostizne eksperimentima, ali energije od
102GeV i nesto vise se ocekuju unutar neutronskoh zvezda. Ova ¢injenica nas interesuje.

Naime, neutronske zvezde se hijerarhijski nalaze na nivou ispod Crnih rupa — one su takodje
kompaktni objekti, ali su nestabilne ako im je masa veca od oko 2.5 M, kada postaju Crne rupe,
koje ostaju Crne rupe sa daljim povecanjem mase. Neutronske zvezde i Crne rupe su ostaci
jezgra koje nastaju nakon eksplozija supernove tipa II, za koju je karakteristicna implozija jezgra
prilikom eksplozije, s tim §to Crne rupe nastaju od zvezda vecih masa nego neutronske zvezde.
Gustina materije koja vlada u povrsinskim slojevima neutronskih zvezda je oko 1012 —
10%*g cm™3, §to je prakti¢no isto kao i nuklearna gustina — gustina samih neutrona od kojih je
neutronska zvezda saCinjena. Zbog ovoga se pretpostavlja da je u centru neutronskih zvezda
gustina jo§ veca, te su neutroni toliko blizu jedan drugom da je medjusobno rastojanje izmedju 3
kvarka od kojih se svaki neutron sastoji prakticno isto kao i rastojanje od tih kvarkova do
kvarkova iz susednog neutrona. Zbog ovoga viSe nema smisla govoriti o neutronima, jer oni
prakti¢no gube svoj identitet, ve¢ se opisano stanje materije naziva kvark-gluon supa. Naime,
energije su iznad 200 MeV po Cestici, §to je karakteristicna energija jake interakcije koja deluje
izmedju kvarkova, a ¢iji su gluoni prenosioci.

Sad, na osnovu gornje diskusije, energija koja bi vladala u Crnim rupama definitivno mora
biti veéa. Stavise, proracuni pokazuju da bi veé u neutronskim zvezdama energija mogla biti i
veca od 100 GeV, iznda koje su elektromagnetna i slaba nuklearna sila ujedinjene, tako da bi se
moglo ocekivati da unutar Crnih rupa vlada, osim veoma jake gravitacione sile, i elektroslaba
sila sa jakom nuklearnom silom, a da je materija u stanju kvark-gluon plazme ili u ¢ak nekom
egzoti¢nijem stanju.

Medjutim, postoji jedan veoma elegantan i jednostavan nacin da pokusamo da pogodimo koje
energije vladaju u Crnim rupama. Naime, sada ¢emo iskoristiti rezon kojim dolazimo do relacija
(8.1)-(8.3).

Ispitivanje detalja nekog fizickog sistema (atomskog jezgra ili nekih Cestica) u sve vecoj
rezoluciji zahteva da Cestica-projektil (ili sonda) kojom “gadjamo” taj sistem-metu da bismo ga
ispitali ima sve manju de Broglie-vu talasnu duzinu A definisanu kao:

1= 2mhce
S ES

gde je E relativisticka energija sonde®’. U interakciji sa metom z akoju ¢emo pretpostaviti da
miruje, sonda i meta Cine sistem &ija je ukupna energija mc? = m.c? + E,;. Kako se sonda
priblizava meti, gravitaciona sila (ma koliko zanemarljiva bila na ve¢im rastojanjima) raste. U

37 Pretpostavljamo da se radi o ultrarelativistickoj Cestici pa je ps = E/c.
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jednom momentu, ako je energija sonde dovoljno velika, sistem meta+sonda se moze se naci
unutar Svarcsildovog radijusa koji odgovara njihovoj ukupnoj masi (energiji). Ovo se defava
kada de Broglie-va talasna duzina sonde postane uporediva sa pomenutim Svarcsildovim
radijusom:

To~Ag

2G(myc? + E;) 2mhc
c* E;

odakle je, u ultrarelativistickom sluc¢aju (m,c? < E) energija (masa) sonde:

hc® hc
ES“-’\/E T:>ms~\/E E (811)

Dakle, da bismo (interakcijom) sudarom dve cestice dobili Crnu rupu, ukupna energija tih
Cestica mora biti do na konstantni faktor (8.11), §to je reda veli¢ina:

a to je relacija (8.2), Plankova masa. Mnozeéi ovaj izraz sa G /c?, dobijamo izraz za Plankovu
duzinu (8.2):

odakle sledi i relacija (8.3).

Sustina ove diskusije jeste da je nemoguce razluciti detalje sistema ¢ije su dimenzije manje
od 1073%m, jer su nam potrebne Cestice-sonde sa energijom iznad 101° GeV, a takve &estice ne
mogu da pobegnu iz Svarcildovog radijusa koji odgovara sistemu meta + sonda i informacija
koju zelimo dobiti iz takvog sistema je nedostupna, a mozemo reéi i izgubljena. Medjutim, posto
je informacija nedostupna iz unutrasnjosti horizonta dogadjaja, poslednje mesto odakle
informacija moze da dodje, a da nam kaze nesto o tom sistemu jeste sa povrSine horizonta
dogadjaja. Upravo zbog ovoga se definisanje entropije Crne rupe Cini preko predstavljanja
povrsine horizonta dogadjaja kao N umnozaka povrsine horizonta dogadjaja minijaturnih Crnih
rupa, upravo ovih koje smo gore definisali, jer nema nikakvog smisla da govorimo o entropiji
unutrasnjosti Crne rupe, tj. 0 njenoj zapremini. Na ovaj nac¢in Crne rupe ne bi bile niSta drugo do
uveéane verzije Cestica koje se nalaze unutar svog Svarcsildovog radijusa.
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Primetimo sada da su ove energije iznad energija velikog ujedinjenja. Ako zamislimo sistem
od velikog broja Gestica koje poseduju energiju od oko 101°GeV, dobili bismo (astrofizicku)
Crnu rupu. To bi upravo bilo ono $to se dogadja kada Crna rupa nastaje — zbog sve vecih gustina
prilikom implozije, Cestice se toliko priblize jedna drugoj da se nadju unutar svog zbirnog
horizonta dogadjaja — ¢ija povrSina raste kako se sve vise i viSe Cestica nadje unutar njega. Sad,
gravitaciona sila je obrnuto proporcionalna rastojanju. Kako se rastojanje medju Cesticama
smanjuje, sila postaje sve jaca i u jednom momentu nadmasuje sve druge sile koje deluju, a
imajmo na umu da se radi o mikrosvetu — svetu kvantne teorije polja. Dakle, Plankove dimenzije
definiSu oblast gde je naprosto nemoguce zanemariti gravitacionu silu. Ekstrapoliraju¢i energiju
od energija koje vladaju u neutronskim zvezdama do 10'°GeV, vidimo da bi za sistem od
velikog broja Cestica koje se nalaze unutar svog zbirnog horizonta dogadjaja trebalo da vazi da je
ve¢ doslo do velikog ujedinjenja, te da u najmanju ruku postoje samo dve sile — gravitaciona i
sila velikog ujedinjenja, a uzimajuci u obzir i dosadasnju diskusiju iz celog poglavlja, mozZe biti
da se radi o jednoj jedinstvenoj sili. Stoga, dosli smo do mesta gde sve sile postaju ravnopravne
po jacini, ujedinjene u tzv. supergravitaciju — unutrasnjost Crne rupe.

Postoje teorije koje suStinski nastoje da
preformulisu i kvantnu teoriju polja i opStu
relativnost, tacnije, postoji jedna klasa takvih
teorija koja svojim postulatima u jednom potezu
reSava oba problema — problem kvantizacije
gravitacije i problem singulariteta — to je teorija
superstringova. Po ovoj teoriji, Cestice se
modeliraju kao jednodimenzionalni zatvoreni
objekti — stringovi — Ccije razne vibracione
ekscitacije definiSu razne osobine Cestica — spin, 4
naboj, ukus... Ovakav model (prikazan Sematski Slika 25: Stringovi kao recept za ujedinjenje —
na Slici 25) je dobar jer automatski otklanja model Eestice.
singularitet — centar mase je u centru C, a opet,
masa/energija (i sama Cestica) je razmazana po jednoj dimenziji u prostoru. Polozaj Cestica
modelirane na ovaj nacin prirodno zadovoljava relacije neodredjenosti, upravo zato $to je svaka
tacka stringa ravnopravna, t¢ mozemo govoriti samo o “centru raspodele”, te je zbog toga

]

postojanje Cestice “razmazano” po prostoru. Takodje, veli¢ina stringa je manja od Plankovih
dimenzija, pa je model univerzalan®. Predvidjanja jedne klase ovih teorija idu dotle da
objedinjuju 1 materiju i energiju i prostor i vreme u jedinstvenu celinu, te ove teorije predvidjaju
i jedinstvenu objedinjenu silu — tzv. supergravitaciju, sintezu kvantne teorije polja i opste teorije
relativnosti.

Kerovo resenje nam govori da takve teorije ne greSe u nekim predvidjanjima jer pokazuje da
izmedju prostor-vremena i materije/energije zaista postoji neraskidiva veza (demonstrirano
Lens-Tiringovim efektom), isto kao $to postoji izmedju prostora i vremena, i materije i energije.
Takodje, jednacine Kerovog reSenja govore da se sva masa nalazi u prstenastom singularitetu
koja ¢ini Crnu rupu, skoncentrisana u jednoj jedinoj zatvorenoj liniji. Ako prihvatimo prethodnu
diskusiju i model stringova, ovo bi moglo imati smisla.

38 Al takodje i eksperimentalno neproverljiv iz istog razloga.



Specijalna reSenja AjnStajnovih jednacina poput Kerovog reSenja oslikavaju mo¢ veze
geometrije 1 materije/energije i daju nam nagovestaje njenog postojanja na fundamentalnom
nivou, iako ga eksplicitno ne izlazu. Ovo je od izuzetnog znacaja, jer principi na kojima se
temelje fundamentalne interakcije su isti oni pomocu kojih su pronadjena egzaktna reSenja
Ajns$tajnovih jednacina, a medju njima i Kerovo reSenje — to su simetrije i kalibraciona
invarijantnost. Crne rupe su otvorile nova vrata ka teorijama kvantne gravitacije i reSavanjem
problema unutra$njosti Crnih rupa, reSice se i problem prirode prostor-vremena na
mikroskopskom nivou, ali i obrnuto.
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Zakljucak

Cesto se mogu sresti ljudi, nazalost kako iz nauénih krugova, tako i obi¢ni ljudi, koji tvrde da
AjnStajnova teorija gravitacije “nije korektna teorija” ili da je “besmislena” jer predvidja, (pored
veze izmedju prostor-vremena i mase/energije) objekte poput Crnih rupa i tacaka beskonacne
gustine i zakrivljenosti prostor-vremena — singularitete. Jedini besmisao koji neka teorija moze
imati nikako nije onaj koji proizilazi iz kontraintuitivnog predvidjanja teorije, ve¢ onaj i samo
onaj koji proizilazi iz matematickih kontradikcija same teorije ili iz kontradikcija njenih
predvidjanja sa eksperimentalnim testovima iste.

Kako OTR odoleva i dan-danas eksperimentalnim testovima sve vece preciznosti, joS uvek se
ne moze naci nijedan argument koji ide u prilog takvim tvrdnjama. Jedini argument koji ide u
prilog tome da AjnStajnova teorija nije korektna teorija jeste upravo onaj koji je i sam Einstein
jednom izneo — da veza prostor-vremena sa materijom-energijom koja je centralna u opstoj
teoriji relativnosti nije fundamentalana (u onom smislu u kom su opisane elektromagnetna, slaba
i jaka nuklearna interakcija kakve danas znamo)>’. Dakle, suitinska veza izmedju prostor-
vremena i materije-energije nikako nije eksplicitna u AjnStajnovim jednacinama, i prava teorija
gravitacije koja ¢e na fundamentalnom nivou opisati gravitacionu interakciju tek ¢e ugledati
svetlost dana.

Ipak, to nikako nije razlog da se opisivanje gravitacionih pojava pomocu opste teorije
relativnosti napusti. Tako danas koristimo Njutnov zakon gravitacije, kada je to opravdano, iako
znamo da je on samo aproksimacija tacnije teorije — opSte teroije relativnosti. Isto tako, izvesno
je da je opsta teorija relativnosti naspram neke opstije teorije (recimo supergravitacije) isto sto je
i Njutnova teorija bila napsram opste teorije relativnosti i sve dok se ne postavi opstija,
fundamentalnija teorija, OTR ¢e vaziti za teoriju koja vazi pod odredjenim uslovima — na velikoj
skali, opisujuc¢i makroskopske objekte.

Kerovo resenje je jedan primer kako Ajnstajnova teorija “radi” i zbog ¢ega je OTR mocna
teorija. Ono otkriva suptilnost prostor-vremena koja postaje vidljiva ve¢ proucavajuéi samo
reSenje sa teorijskog aspekta. Pitanje nalaZenja Kerovog reSenja u formi (3.15) na osnovu
kombinovanog fizickog rezonovanja i matematickog formalizma jos§ uvek je otvoreno, iako su
Ker i Candrasekar ve¢ dosli do resenja. U literaturi se naglasava da je izvodjenje Kerove metrike
“veoma tesko” i skoro uvek se izostavlja, ostavljajuci samo krajnje reSenje za prostor-vremenski
interval. Opsta teorija relativnosti nije teorija u kojoj je dovoljno samo reSiti AjnStajnove
jednacine. Ona je teorija koja zahteva jaku intuiciju i korektno fizicko rezonovanje, zajedno sa
sposobnos¢u uocavanja simetrija i vizualizacije geometrijskih oblika u prostoru.

Sa druge strane, Kerovo reSenje predstavlja jedinu jednacinu u celokupnoj nauci koja
egzaktno opisuje jedan makroskopski objekat (rotiraju¢u Crnu rupu) i to samo pomocu dva
parametara — mase i ugaonog momenta. To omogucava da se astrofizicki izu¢avaju ne samo
Crne rupe (i to od onih ¢ija je masa uporediva sa zvezdama, pa sve do supermasivnih Crnih rupa
¢ija masa prelazi milijjarde Suncevih masa, a koje se nalaze u jezgrima galaksija), ve¢ i
najzastupljeniji objekti u Univerzumu — zvezde. Zbog ove univerzalnosti Kerovo resenje

39 Ajnstajn je to rekao joS pre nego Sto je postavljena i kvantna elektrodinamika.
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predstavlja izuzetno znacajno orudje pomocu kojeg se (u sintezi sa ostalim granama fizike) moze
proucavati velika raznolikost objekata “s kraja na kraj” Univerzuma.

Na kraju, Kerovo resenje AjnsStajnovih jednacina pokazuje da mora postojati opstija teorija od
opsSte teorije relativnosti 1 kvantne teorije polja, teorija koja bi u svom zagrljaju drzala
jedinstvenu zadivljujucu lepotu obe teorije

Jer Priroda poseduje nepodeljenu lepotu.
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Dodatak

D1. Kartanov metod ortonormiranih tetrada

Kartan je razvio metod kojim je moguce do¢i do Rimanovog tenzora na laksi nacin nego
klasicnim putem, tj. racunaju¢i Kristofelove simbole. Ovaj metod se naziva formalizam

ortonormiranih tetrada.
Pod tetradom se podrazumeva skup od 4 bazisnih 1-formi, koje se daju isCitati iz metrike.

Kao primer uzmimo osno-simetri¢nu metriku

ds? = e?*dt? — e?P (dp — Qdt)? — e?dr? — e?%dp? (D1.1)

Skup od Cetiri bazisnih tetrada je na osnovu gornje metrike slede¢i:

w'=dt wl=dp w?=dr w3=do
Ovaj skup jeste ortogonalan ali nije ortonormiran, medjutim, moguce je dobiti ortonormiranu
tetradu, prosto definiSu¢i nove 1-forme koje gornju metriku svode na:

ds? = (8°)* — (@Y)? — (#%)* — (&°)? (D1.2)

tako da metricki tenzor u ovom bazisu odgovara onom iz prostora Minkovskog 7., =
diag(1,—1,—1,—1) 1 koja se koristi za podizanje i spustanje indeksa. Porede¢i sa metrikom

(D1.1) vidimo da je veza koordinatnih 1-formi i ortonormirane tetrade slede¢a*:
00 = e%dt
o' = ef(dp — Qdt)
@2 =evdr
@® =e®do
Kako se u OTR susre¢emo sa tenzorima viseg ranga (do Cetvrtog), predstavljanje tih tenzora
preko p -formi (p =0,1,2,3,4) ¢e biti od koristi. Medjutim, gore su definisane samo

ortonormirane 1-forme. Konstrukcija visih formi se realizuje preko spoljasnjeg proizvoda
exterior product”) koji je izmedju dve 1-forme 4 i B definisan sa:

LEINA3

(“wedge product”,

ANB =AQ®B — BQA

40 P . . v . . . v . ov s
U ovom dodatku ¢e ortonormirane forme biti obeleZzene “kapicom” iznad slova, inace je u radu koriS¢ena oznaka

bez “kapice”.
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stoga se na osnovu ovoga dobija 2-forma.
Odavde sledi da je spoljasnji proizvod antisimetrican u odnosu na poziciju formi 4 i B:
AANB=-BAA
odakle dalje sledi da je A A A = 0, dakle sli¢no kao kod vektorskog proizvoda.

Definisan je takodje i spoljasnji izvod, koji se obelezava sa “d”, i koji p-forme prevodi u
(p + 1)-forme. Spoljasnji izvod (p + q)-forme se racuna preko spoljasnjeg proizvoda p-forme
A i g-forme B na slede¢i nacin:

d(ANB) =dAAB+ (—1)PAAdB
Ako sui A4 i B 1-forme, onda je spoljasnji izvod njihovog spoljasnjeg proizvoda prosto:
d(ANB)=dAANB—ANdB

Zbog osobina antisimetrije, dvostruki spoljasnji izvod jedne veli¢ine jednak je nuli - d?A4 =
0. Na osnovu ovoga, spoljasnji izvod proizvoda neke funkcije koordinata i diferencijala je:

of
1Y = =L gxP u
d(fdx*) =df Ndx axpdx Adx

odakle is¢ezavaju vrednosti za koje je p = .

Koriste¢i se gore opisanim formalizmom primenjenim na ortonormiranu tetradu, Kartan je
pronaSao dve jednac¢ine pomocu kojih se formiraju odredjene p-forme u ortonormiranom bazisu
11z kojih je na kraju moguce procitati Rimanov tenzor i to bez racunanja Kristofelovih simbola.

Prva jednacina je Kartanova prva jednacina strukture i glasi (podrazumeva se sumiranje po
ponovljenim indeksima):

dod®* = —2%, A &P (D1.3)
gde su @ upravo one iz (D1.2). Ova jednacina se Koristi tako §to se prvo izracuna leva strana,

na osnovu definicija spoljasnjeg izvoda, a potom razvije leva strana i jednostavno iscCitaju
koeficijenti @%,, koji se nazivaju 1-forme povezanosti (“connection 1-forms”).

Slede¢i korak jeste da se 1-forme povezanosti iskoriste u drugoj Kartanovoj jednacini
strukture koja glasi:

.Qab = d&)“b + &)\ac A @Cb (D14)
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Sto zahteva raCunanje spoljasnjeg izvoda 1-formi povezanosti d@®, i spoljaSnjeg proizvoda
0% N &¢,. Q% se nazivaju 2-forme povezanosti. Ove 2-forme povezanosti se sa druge strane

racunaju preko jednacine:
(D1.5)

gde su R%.q upravo komponente Rimanovog tenzora u ortonormiranom bazisu, i koje se
takodje bukvalno is¢itavaju razvijanjem (D1.4) i (D1.5)

Vazno je obratiti paznju na simetrije pomenutih veli¢ina:

@° = @°,
&36- = —GJL
%, =0’

L'j — jS

gde se indeksi i, j odnose na prostorne koordinate.

Dok je simetrija Rimanovog tenzora ista kao i u koordinatnom bazisu, dakle:

R%ca = 1™ Ripea = 1% Reqip = =0 Ripac = 0" Rpica (D1.6)

Dalje se Ricijev tenzor moze naci na isti nacin kao i u koordinantnom bazisu, kontrakcijom
po prvom i tre¢em indeksu Rimanovog tenzora:
D — pa
Rpa = R%paa
Ajnstajnove jednacine su kovarijantne, stoga nema potrebe prevoditi Rimanov i Ricijev
tenzor u koordinatni bazis. StaviSe, Ricijev skalar je prosto:

~ab p — pa
n Rab_R a

D2. Svodjenje opsSte metrike na dijagonalnu formu
U odeljku 3.5 iskori$¢ena je torema koja ¢e ovde biti dokazana.

Teorema 1:

Metriku oblika

ds? = goodt? + g11de? + g2 (dx?)? + g33(dx3)? (D2.1)
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je uvek moguce preformulisati u sledecu formu:
ds? = Goo(dt — fdp)? + G11(de — gdt)® + gao(dx?)? + g33(dx®)? (D2.2)
pri cemu su f i g proizvoljne funkcije koordinata x? i x3.

Dokaz 1:

Za svodjenje forme (D2.1) na (D2.2) jedino $to se moZze uraditi jeste transformacija
koordinata i to takva da su
dT =dt — fdo

dd = —gdt +do

nove koordinate, koje se takodje mere duZz ortogonalnih pravaca (nema meSovitih Clanova

dTd®). MoZemo napisati matricu transformacije*! koja prevodi funkcije (dT, d®) u (dt, dg):

_(1 —f
/= (—g 1 )
i pisati
dary _ (1 —f\/dt
(dCD) B (—g 1 ><d<p> (b2.3)
Determinanta matrice je Jakobijan
det() =/I=1-fg (D2.4)

i mora biti razli¢ita od nule da bi postojala inverzna transformacija, te proizvod fg mora biti
razlicit od jedinice.

Dovoljno je sada da posmatramo samo onaj deo metrike koji sadrzi diferencijale dt i d¢.
Ako raspisemo (D2.2):

dSZ = Goodtz - Goofdtd(p + Goofzd(pz + Gllgzdtz - Gllgdtd(p + GlldQDZ
i izjedna¢imo sa odgovarajuéim delom metrike date sa (D2.1), dobijamo sledeée tri jednacine**:

Joo = Goo + G119°

ax’a
axB”

41 iy . . .
Matri¢ni elementi ove transformacije su ]g' =

a2 . i . _ 0xr®axiF _ anBr
Naravno, radi se o transformaciji metrickog tenzora: g, = owi oxv Jap = Ji'Ty Gap -
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911 = Goof * + G4 (D2.5)
0= Goof + G119

Ove tri jednacine daju vezu izmedju koeficijenata G, G1; 1 komponenti metrickog tenzora
Joo> J11:

Goo _goo_ _9 (D2.6)

Gi1 911 f
A u kombinaciji sa izrazom za determinantu datim u (D2.4) dobijamo slede¢u vezu:

@:@:H
oo Y11

Drugim recima, na osnovu ortogonalne forme (D2.1) moguce je preci na takodje ortogonalnu
formu (D2.2) uvodec¢i proizvoljnu transformaciju koordinata datom sa (D2.3) ¢ije komponente f
i g zadovoljavaju uslove (D2.4) i (D2.6).

Ovime je Teorema 1 dokazana.

(D2.5) je sistem od tri jednacine sa 6 nepoznatih (u opstem slucaju). Pod pretpostavkom da su
oo 1 g11 poznate velicine, sistem (D2.5) sadrzi 4 nepoznate veli¢ine (G, G141, f, 9), 1 za svaku
metriku okarakterisanom veli¢inama gq, 1 gq1 postoji uredjeni par funkcija (f,g) takav da
zadovoljava uslov (D2.6). Pri tome je bitno napomenuti da biranjem jedne od funkcija fig
automatski znamo drugu, tako da njihov izbor nije u potpunosti proizvoljan. Znajuéi f i g,
funkcije Gyq 1 G141 su u potpunosti odredjene.

Sa druge strane, moze se nametnuti uslov na G, ili G1;, tako da preostale tri funkcije budu u
potpunosti odredjene na osnovu sistema (D2.5), jer bi isti tada sadrzao 3 nepoznate veliCine.

Teorema 2:

Metriku oblika
ds? = goodt® + 2go1dtde + g11d@® + gz2(dx?)* + gs3(dx®)? (D2.7)
je uvek moguce preformulisati u sledecu formu:

ds? = Goo(dt — fdfp)z + G131 (dp — §dt)? + gz,(dx?)? + g33(dx®)? (D2.8)

pri cemu su f i § proizvoljne funkcije koordinata x? i x3.
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Dokaz 2:

Na sli¢an se nacin kao i prosla dokazuje i ova teorema. Naime, opet se radi o transformaciji
koordinata

ary _ (1 - f) (dt)
(dCD) B (—g 1/ \dg (D2.9)
s tim da sada odgovarajuci sistem jednacina izgleda ovako:

oo = Goo + G11§2

911 = Goof 2 + Gy4 (D2.10)

Jo1 = —(Goof + G11§)

tj. isto kao i (D2.5), samo $to je sada vandijagonalna komponenta metrickog tenzora g, razlicita
od nule. Ovaj sistem sada sadrzi 7 nepoznatih veli¢ina, s tim da ako opet smatramo da su
komponenete goo,g11 1 go1 poznate, ostaju nam isto 4 nepoznate (Gog, Giq,f,§). Sistem
jednacina (D2.10) daje sledece veze:

_ Joo — gngz
00 1 —fzﬁz
_ 72
Gy = % (D2.11)
f _ Jo1 + 9114
Joo + Jo19

Iz tre¢e jednacine se vidi da je sloboda u odabiru funkcija f i § opet ograniéena, te je
odabirom jedne od funkcija f ili § druga potpuno odredjena. Sa druge strane, isto kao i u dokazu
Teoreme 1, i ovde se moze nametnuti uslov na jednu od funkcija Gy i G4, tako da je u principu
moguce resiti sistem (D2.11) po ostale tri nepoznate.

Sustina ovih teorema jeste da se dobija izvesna sloboda S§to se tice odabira metricke forme,
kao 1 postizanje ortogonalnosti nove metrike. Uvodjenjem koordinata T i @ smo obezbedili da se
one uvek mogu odabrati tako da metrika poseduje ortogonalnu formu. Ono S$to treba naglasiti
jeste da je Teorema 1 vezana za ortogonalnu metriku (D2.1), a Teorema 2 za metriku koja nije
ortogonalna (D2.7) i da su koortinate T i ® u opStem slucaju razliCite za te dve metrike, jer su
funkcije (f, g) razli¢ite od ( £, §), ali su u oba slucaja tangentni vektori duz koordinatnih linija
medjusobno ortogonalni.

Napomenimo samo da se ispostavlja da su za slucaj ravnog prostora u elipsoidnim
koordinatama i Kerove metrike ove koordinate identicne.
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D3. Razne metricke forme koriséene u radu

Ovde je dat pregled metrickih formi, skalarnih invarijanti i determinanti metrickog tenzora
koji su koriS¢eni u radu. JednaCine su numerisane, tako da se numeracija odnosi na onu
iskoris¢enu u radu, ukoliko postoji, a u suprotnom je naveden odeljak/poglavlje i strana na kojoj
se odgovarajuca jednac¢ina nalazi.

Svarcs$ildova metrika:

2M
s = (1-24) g -

5T dr? —r2d6? — r? sin® 0 d? @.1)

r

i odgovarajuca skalarna invarijanta drugog reda:

48M?
5 _
RupysR*FYe = 5 (2.8)
Kerova metrika:
2Mr 4Mra sin? 6
dSz = (1 — 7) dtz + Tdtd(p
(3.9)
2Mra? sin? 6 2
— <r2 +a? + T) sin? 6 dg? — %drz — p?de?

gde su:

p? =12+ a’cos? 0

A= 1?2 — 2Mr + a?

1 odgovarajuca skalarna invarijanta drugog reda (data u odeljku 4.1, strana 42):

48M? 720M?r%a? cos? 0
T (r® —a®cos® ) — (r? — a®cos? 0)

R p12

apysRY® =

U Tabeli 2 na sledecoj strani date su komponente metrickih tenzora koji se susrecu u radu.
Poredjenjem odgovarajuc¢ih komponenti iz razli¢itih metrika moze se ste¢i uvid u osobine istih.
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dt/dT dr do do/dd
Mi .
inkovski 1 -1 —r? —r?sin?
sferne
2 _ 2
Svarcsild r 22Mr _ er —r? —r?sin? 6
r r2 —2Mr
Mi . 2 2 a2
?nkO.VSkl 1 _r+afcosd —(?+a%cos?0) | —(r? +a?)sin?0
elipsoidne r2 + a2
MinkOVSki— 2 2 2 2 2 2 2N2 2
elipsoidne - r -: a4 — | - r +2a COZS o —(r?+a*cos?0) | — (r _ A az) Sl;l o
(T, ®,7,6) r? 4+ a®cos? 6 r“+a r%? 4+ a®cos? 6
K. 2 _ 2 2 2 2 2 212 cin2
er . r°—2Mr+a”| 1°+a”cos®f —(r? + a? cos? 0) _(r*+a%)*sin" 6
(T, ®,7,6) r2 4+ a2 cos? 8 r2 — 2Mr + a? r2 4+ a?cos? 6

Tabela 2: Poredjenje dogovarajué¢ih komponeneti metrickih tenzora za razne metrike koriséene u radu.

Pregled determinanti metri¢kih tenzora metrika iskoris¢enih u radu:

Minkovski- rtsin? 0 na osnovu
Sferne rosm metrike (3.11)
Svarcsild —r*sin? @ (2.3)
Minkovski- 2 2 2 02 2

clipsoidne (r* + a® cos* 8)* sin* 6 (3.14)
Ker —(r? + a? cos? 6)?sin? 6 (3.7)
Minkovski-

elipsoidne —(r? + a?)%sin? 6 (3.24)

(T, ®,7,6)

Z?’;D r0) —(r?+a?)?sin? 60 (3.19)

Tabela 3: Poredjenje determinanti metrickih tenzora korisé¢enih u radu.
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D4. Vizuelizacija rotirajuceg prostora u ¢etvrtoj dimenziji — uronjeni
prostor

Nekad je veoma tesko pojmiti “zakrivljenost” prostora, iz prostog razloga §to je potrebna
Cetvrta prostorna dimenzija za vizuelizaciju te “zakrivljenosti”. Medjutim, zakrivljen prostor nije
tesko zamisliti, ako predstavimo neku dvodimenzionalnu povrs u toj ¢etvrtoj dimenziji. Pri tome
nam je dovoljan trodimenzionalni prostor za takvo predstavljanje. Ovakva dvodimenzionalna
ravan je onda uronjena u trodimenzionalni euklidski prostor.

Uzmimo ekvatorijalnu ravan kao dvodimenzionalnu povrS. U metrici (3.5) tada stavljamo
dt =df = 0,a 8 = /2 imetrika postaje:

7,.2

2 2 2 2 2Ma? 2
ds :mdr +|lr“+a°+ r d(p (D41)

S druge strane, hoéemo da “ispeglamo” promenu koeficijenta ispred dr?, tako da u
uronjenom prostoru ona bude merena kao u ravnom prostoru, dok zadrZzavamo oblik koeficijenta
ispred dg?, jer Zelimo da nam nova dimenzija pokazuje promenu koordinate r. Stoga, nova
metrika u trodimenzionalnom prostoru bi trebalo da izgleda ovako

2Ma?
ds? =dz? +dr? + <r2 +a? + " >d<p2 (D4.2)

gde smo dodali jednu dimenziju koju merimo duZ z-ose. Posto je element luka invarijantan,
desne strane jednacina (D4.1) i (D4.2) moraju biti jednake. Izjednacavanjem dobijamo:

,r.2

dz? +dr? = ———————dr?
z r 2 — 2Mr + a? r

odakle je

2Mr — a?

dz = |———
d r2 —2Mr + a? r

Integracijom gornje jednacine uz uslove da je r?> — 2Mr + a? > 0ir > M, dobijamo zavisnost
koordinate z od rastojanja u Kerr-ovoj metrici. Prikazuju¢i dobijeni rezultat graficki u
trodimenzionalnom xyz koordinatnom sistemu uz transformacije koordinata:

x =rcos(p + w(r)t)

y =rsin(e + w(r)t)

_J‘ 2Mr — a?
Z= r2 — 2Mr + a? r
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U gornjem sistemu je, na osnovu (3.8) i za ekvatorijalnu ravan:
w(r) = 2Ma/(r3® + ra®? + 2Ma?)

a wt predstavlja fazu koja nastaje usled Lens-Tiringovog efekta i ona zavisi od trenutka
posmatranja. PoSto nas ne interesuje vremenska zavisnost, mi ¢emo ovde posmatrati kako
izgelda ekvatorijalna ravan nakon nekoliko sekundi od pocetka posmatranja.

Izgled ekvatorijalne ravni u uronjenom prostoru za ekstremnu Kerovu Crnu rupui M = 1 dat
je na Slici 26. Kao §to se moze pretpostaviti, Crna rupa se nalazi u centru ravni i samo “grotlo*
prikazane povrsi predstavlja horizont dogadjaja Crne rupe.

Slika 26: Ekvatorijalna ravan Kerove metrike uronjene u trodimenzionalni prostor. Predstavljen je prostor od
horizonta dogadjaja ekstremne Kerove Crne rupe do r = 10M. MoZe se reci da je prostor zakrivljen u ¢etvrtoj
dimenziji, koja je ovde predstavljena z koordinatom (vertikalni pravac). Vidi se da ekvatorijalna ravan idu¢i ka
obodima asimptotski tezi ravnom prostoru. Takodje se vidi da su radijalne linije zakrivljene, Sto je posledica
povlacenja metrike, tj. Lens-Tiringovog efekta.

Na Slici 27 prikazana je ista ravan, ali iz drugacijeg ugla.

Slka 27: Pogled na ekvatorijalnu ravan iz pozitivnog pravca z-ose.
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Ono $to je vazno napomenuti jeste da koordinatu r merimo po povrsini koja je prikazana na
slikama, duz radijalnog pravca. U realnom prostoru, ne vidimo z-osu, a r koordinatu merimo
kontrahovanu, zbog ¢ega i dolazi do deformacije posmatranih oblika u blizini Crnih rupa.

Ovakvo prikazivanje je veoma ilustrativno i moze pomoc¢i u razumevanju zakrivljenosti
prostora. StaviSe, ovakvo tumacenje zakrivljenosti prostora govori da je za gravitacija sila koja
se moze opisivati u petodimenzionalnom prostor-vremenu.
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In this paper, basic characteristics and some applications of the Kerr
solution to the Einstein’s equations are discussed. Physical reasoning which
gives a basis for the search of a metric for the rotating object is highlighted.
Author’s contribution to the understanding of the Kerr metric given with
two different metric forms, along with the sketch of author’s alternative
derivation of Kerr solution through physical reasoning are also presented.
The application of the Kerr solution to some astrophysical processes is
discussed, with some consequences of Kerr solution to the understanding of
the relationship between space-time and mater/energy on the fundamental
level.
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