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Cilj teorijskih istraaivan.ja magnetizma cvrstih tela

je da se objasni priroda i ponasanje magnetnih pogava u raz-

nim materijalima, Pre svega, misli se, na nastanak i ponasa-

nje magnetizacije u aavisnosti od temperature i prirode cvr-

stog tela. S obnirom na cinjenicu da makroskopske magnetne po-

jave poticu u osnovi od magnetnih momenata i konfiguracije a-

toraa resetke, koji cine uzorak, mosemo klasifikovati cvrsta

tela na slabe magnetike (dijamagnetici i paramagnetici) i Jake

magnetike (f ero-magnetici, f erimagnetici i antif ero-magnetici)

OvaJ rad se odnosi na feromagnetizam i predstavlja

analiau spinskih talasa jednog skoro dvodimenzionog feromag-

netika na niskim temperaturama.
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1. CPS'l'̂  POSi'AVK -I oAV\£M̂ T.!<; TEORIJiL MAGNSTIZMA

a. t.ioki magnetic!

Posto ;iaki magnetic! nisu poznati medu tecnim i fra-

sovitim teliraa mo/e so pretposlaviti da kristalna resetka ima

va.̂ rm nlof-u u. inagnotniin pojavama.

hakroskopski ma^netni momenat se u savi-emen^j tc-ori-

ji yosmatra kao superpozicioa-sreitijih vrednosti ma^nobuih uom^nata

a/ih atoma. iia^nebui moment atoma je vektorski zbir sopstveno^ i

orbitalncg Tia^netnon momenta elektrona u nepopunjenirn unutras-

n.j in l.jUokama.

\^3poriiiiontalno ,je utvrdeno da orbitalni r^frn^tni

nio'11 nt el^-,;-_ Tona neiia vecop; znaca.ja za makroskops^^. 'i^tni

moment, D.--JL se mo/.e zakljuciti da je magnetizacija j. ,t.)tie-

tika superpozicijii uredenih sopstvenih magnetnih mome1^^^ e-

Joktrona nepopxinjenih unutrasrijih Ijusika. Uredenost apinova

ovih elektrona je rozultat interakcije elektrona kvanbno me-

hani?.kirn silama izmene u magnetnim dielektricima d'ok u majrnetnim

metalina nostoni i siaba interakcija sa'elektronima provodnosti

(s - d model)

Kako kvantno raehanicke sile izmene opadajn brzo sa

rastojanjem iriterakcija prakticno postoji medu blizira sused-

nin atomiraa. Ovakav model je predlozio Heise*±^org 1928. rodine.
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Magnetizacija u opstem slucaju zavisi od smera i ja-

cine spoljasnjeg magnetnog polja, all isto tako i od pravaca

u kristalno,j reseci, etc ukazuje da kristali poseduju izvesnu

ma-Tnetnu anizotropiju. i

Ova anizotropija zavisi od tipa kristalne resetke. Prav-

ci u kojima se magnetisacija usnostavlja i bez spoljasnje^r

polja nazivaju se ose lake magnetizacije. Spontana magnetiza-

cija se uvek usmerava u pravcu neke od osa lake magnetizacije,

a nastaje kada ispod neke odredene temperature dode do spon-

tanog uredivanja spinova u odsustvu polja. Ukoliko se ukljuci

spoljasnje magnet no pol.je H, spinovi ce poceti da se usrnera-

vaju polako u pravcu polja. Tada je raagnetizacija M funkcija

polja H, sa rastora polja raste i narne^tizacija. Parcijalni

prvi izvod magnetizacije po Jacini polja H naziva se magnetna

susceptibilnost. Ako H raste u nekom trenutku pri odredenoj

vrednosti H svi spinovi bice usraereni u pravcu H, Dalje pove-

fianje H ne dovodi do rasta M. Tada ce M biti:

gde je V/wax magnetizacirja zasicenja, M* raagnetni moment

atoma, a JV bro j p.toms kristalne resetke uzorka.

Procesu rasta mafcnetizaci je suprotstavlja sc proces

razmagnetisavanja, koji 3 e posledica zagrevar-ja.

lotni kvant pri sudaru sa atomom na nekoin cvoru resetke, ok-

rsne spin u suprotnom smeru (Jza spin n promena iznosi !)• Ovaj

spin interan-uje sa ostalim spinoviraa kvantno-mehanickim s



_ 7. _

izmene, tako da se promena spina prenosi kroz kristalnu re-

setku u vidu spinskih talasa. Na odredenoj teraperaturi inten-

zitet, t.j. energija spinskih talasa postaje dovoljno velika

da potpuno narusava spinskru uredenost. Tada kazemo da je

srednja toplotna energija i^jednacena sa energijom in-

terakcije izmene. Na ovoj temperaturi sistem prelazi u para-

magnetnu fazu. Data tempsratura se naziva Curieva temperatura.

Iz ovoga se maze videti da je magnetisacija Jedi:,j na apsolut-

noj null raaksimalna. Tipicna vrednost raagnetizacije feromag-

neta na 0 K pri spol.jasnjem polju jednakom 0 iznosi M = 10~ T

Curteve *ei«B«MacMre nttih /erowoo
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Kod feromagnetilca stanju najni2e energije na 0 K

od^ovara maksinalna magnetizacija. Medutim, postoje materijali

koji stanje miniraalne energije ima,1u kada su susedni magnetni

moment!, znaci i s^inovi, usir.ereni suprotno. To svojstvo je

karakteristika antiferomagneta. Kad temperatura raste antife-

romar^netska uredenost se smanjuje i magnetizacija raste. Na



nekoj temperaturi, ko^ja se naziva Neelova, gubi se antifero-

magnetsko svojstVo, i sistem prelazi u paramaeoietnu fazu. Na

NeelovoJ temperaturi imamo fazni prelaz II reda. Antiferomag-

net moaemo aajnialiti kao dve trodimenzionalne podreSetke, ko-

je se preklapaju, ili ulaze jedna u drugu, tako da im je ukup-

ni magnetni moment jednak nuli*

Magnetski dipoli su po vrednosti jednaki, tako da Je

ukupna magnetizacija jednaka nuli, na 0°K.

Perimagnetici su slicni antiferomagneticima samo §to

su svi dipoli Jednog smera vece vrednosti od dipola drugog

smera. Magnetizacija na 0°K je raalicita od nule. Ovi se mag-

netici ponasaju u principu kao feromagnetici.

b. Heisenbergov £eromagnetik

Kao sto oe vec pomenuto, feromagnet po Hajzenbergu

predstavlja sistem uredenih spinova medtusobno povezanih kvant-

nomehanickim silama izrnene. Energija sistema zavisi od pros-

torne simetrije talasne funkcije sistema, a faktor zavisnosti

predstavlja interakciju izmene. Ova interakcija je proporcio-

nalna velicini ukupnog spina sistema, i teorijski se vrlo te-

sko xzracunava i za proste sisteme, pa se uzima kao fenomeno-

loski parametar. U feromagnetskim materijalima integral izmene

je pozitivna velicina. N^jegovu vrednost moaemo proceniti iz-

jednacavajuci ga sa termodinamickom energijom na CurievoJ tem-

peraturi, sto daje vrednost reda O.leV.



U okolini Curieve temperature magnetizacija ae raoze izraziti

na sledeci nacin:

Mm* * • •

j<I* je /3

- fj

su

Da bisrao mogli opisati ^eromagnetik potrebno je poa-

navati opsti oblik hamiltonijana.

U torn smislu uzimamo koordinatni sistem, cija Je

Z-osa u pravcu spolo'asnjeg polja i duz koje su usrnereni svi

spinovi na apsolutnoj 0, a zanemarujemo spin-spinsku i spin-

-orbitalnu interakciju i posmatramo samo interakciju izmene.

Spinove opisujerao kvantnoraehanickim spinskim operatorima Ort*

( /T - vektor cvora ft kristalne resetke). Operator!

kreacije i anihilacije spinskih pobudenja su dati kao:

Sir = Sff ~<i Sir
r> * r * • ry c *
Of =0n +*JfT ; Of?
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Hamilton!,] an HajzGnoerovor: izocropno£ feromagneta V.oji je dat

sa:

X s - i Z Ire Sir £r "

*»r -inltyrctl / J t m s w e , ff - Londoucv fatter

H - SpeijQSMje na$ncthe> poti*

osnovn trornjih relacija za spinske operators postaje:

- i £ MS-SMS -Si. I -
ffm '

Ha^netizaciju cano analizirati preko alativne magnetizacij e

kot"ja ,j e definisarin. kao odncs rnagnetizacije na temperaturi T

i raaksimalne vrednosti maenetizacije."

M(0)

Statistika spinskih operatora vidi se iz njihovih komutacio

nih relacija:

[S

""

?,

, fSf)-0,
Te vidirr.o as. se raziikuje od statistike bozonskih i fermion-

skih operatora. Tii nasta.je r;lavni problem. Courier transfor-

rnacije spinskih ooeratora nisu kanonicne i ne odr^.ava,1u ko-

nmtacione relacije. Potrebno je zato nekako spinske operatore

izraziti u nekoj aproksirnaciji, preko operatora ciju S"atis-

t:ku znano. 31och je to uradio preko Bose-operatora,

si sr.inske ooerator^ kao:
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Sr-Bln/ZS
ff = 5 -

B* - 5
h »T««*

4~t-S~'<BgB»)
Zadnji clan hamiltonijana se odbacuje.

Sada feromagnet analiziramo kao bozonski sistem iz

kojep; se dobija poznati Blochov zakon "T na tri polovine".

Ovaj rezultat je dobijen razvojem talasnog vektora

do kvadratnih clanova. Dalju analizu sproveo Je Dyson, uk-

Ijucivsl clanove do sestos stepeaa po K. Kao popravku na Blockov

rezultat dobio je clanove proporcionalne / / * i (Ionon

koji potice od interakcije raagnona

6 ~

= - 5" '

r-L ~



Sa temperature blisu Ourieve mafnetizacija je proporcionalna:

& ,je kriticni eksr-onant i krece se u intervalu vrednosti

od 0,3 do 0,5-

Ukoliko Selimo dr. analizirano -eromagnet na tempe-

raturama visim od Girijeve moramo u racun ukljuciti spoljasnje

magnetno polje, -'er se sistern sada nalazi u paramagnetnoo fazi.

Jedan od mofrucih modela f eroma^metika zo. visoke temperature

mo2e se dobiti iz Hajzenber^ovop; modela ako se zanemari ei"ekat

prenosenja spinskih talasa sa cvora na cvor. Ovaj model se na-

ziva Izingov model. Hamiltonijan Izingovog modela feromagneta

ima oblik:

//11
»' ii

Odmah se vidi da je Izingov model za razliku od Hei-

senbergovog modela strogo anizotropan. Ovakav je manje podesan

na niskim tenperaturaraa. 21 a slucaj dvodiraenzionalnog

nodela postoji resenje Onsagera za kriticni eksponent, koji

prenia njemu ima vrednost 1/8, tako da magnetizacija priblizno

f/8



2. GRKENOVS PUKKGIJE KVAZI-DVODIMENZIONALNOG FEROMAGNETIKA

U ovom poglavlju 6emo razmatrati jedan slucaj kvazi-

-dvodimensionalnog f eromagnetika, kod koga je interakcija J

u ravni nekoliko redova velicine veca od interakcije J ia-

medxi ravni.

U radu £ 1 3 navedene su sledece supstance kao

Kz Cu F< I ( CM Hih*i NH*)i Cu CU, ft ̂ 1,1- 10)

cije se magnetne osobine mogu prikazati pomocu ovog modela*

Onda se hamiltonijan sistema moze napisati na sledeci

nacin:

7Ovde je Ja konstanta anisotropne interakcije unutar ravan-

ske iamene, O -Landauov Q faktor, M $ oe Bohrov magnet

Sumiranje se vrsi u svakom clanu po parovima uajbliaih suseda.

Spinski operator! Of i OT* se mogu napisati preko

bozonskih. operatora Qr i CLT prema Maljejevu [2J kao

Sf = \/25 (ar- afafctf/2 5 )

Sf' = VlS af (2.2)

53 ~ cT* — *\*

°
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Fourier transform! ovih operatora su

gde su C2j<* i & iT isto bozonski operator!, a N je uku-

pan broj spinova.

Ako zanemarimo clanove vise od 4. reda, jednacina

(2.1) se moae napisati, s obzirom na date transformacije, u

sledecem obliku: (fC " £1 o * /7i "

a Ja? * flai a.r+ a? o.-rf -u

(2.*)

ZoJct ]fr

• / r i / ^ 7 . x r , ^ *
•*• rr / /-J?-../^ \9- /^ Jc/(Ki-ki-Ki-K*)QiQ*Qi&i,

gde je:

(2.5)

v^ = " Z^ e"£J> W° 4-
0* *« f»ftrl«f <?* °
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_ 1
j najblizih suseda u ravni, a £.0 xzmedu uzastop-

nih ravni, Osnake Q.^ > su za *? y jci* itd»

H£ i H ̂  oznacava.-ju haroiltoni;jan slobodnih

spinskih talaea i interakci^e spinskih talasa raspelctivno.

n^ dalje mozemo pisati kao:

(2.6)

gde su:

(2.7)

Za slucaj kad spin ima vrednost 1/2 magnetizacijja 6s imati

sladeci oblik:

(2>8)

Da bismo odredili srednju vrednost komponente spina

u pravcu Z-ose, koristicerao se metodom Greenovxh funkcija.

Dvovremenska, temperaturska, komutatorska Greenova

funkcija ima oblik:

«A(S«>» - B

O
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DIferenciranJem po vremenu i Fourier-transJTormacijom

po vremenu dobijamo jednacihu kretanja za Greenovu funkciju:

E je energija elementarnih eksitacija, odrectuje se preko real

nog dela pola Greenovih funkcija operatora.

Da bi srao xzracunali spektar elementai^nih eksitacija

na^pre resavamo sledeci sistera jednacina za Greenove funkcije

oblika:

E « a-xia® = ̂  + «ra*;#7/ Qr»
(2.11)

E «a.Va7?»= «La*,%]la&
S obzirom da polazni hamiltonijan nije ermitski moracemo izra

cunati i Greenove funkcije oblika:

(2.12)

Izracunavajuci komutatore :

[ctz.xlLa.Z, m , lat, %]* La.?,
poraocu komutacionih pravila za baze Operatore

i samenjujuci ih u (2.11) dobijamo sistem jednacina:
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Na isti nacin jednacine iz (2.12) postaju:

(2.15)

Yisecesticne Greenove funkcije dekuplovacemo na

sledeci nacin:



- 14- -

t

< ar a - > <J? -r 7 « Q -«"/ cz r
*-i •"'A.a, *•< '

ltd. Tako dobijamo:

C2'17)

gde su:

= A if

< a a - r
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(2*18)

Resavanoem sistema oednacina (2,16) i (2.1?) dobijamo sve

cetiri Greenove funkcije:
K; 7

J

(2.19)
Q 9;

—/ c r~-* r- . C-*KL t- £K c* cj?
je pol Greenove funkcije,

F? =!«• (N

i predstavlja energiju eleraentarnih eksitacija.

Koristeci relaciju za izracunavanje spektralne

intenaivnosti neke Greenove funkcije Gk(E):

(2.21)

- /



Q ̂ _ A (2.22)
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2?ada oe srednja vrednost proizvoda dva operatora (2f i CL

dat kao:

^ **•* n

uQuci (2.22) na svaku Greenovu funkci^u iz (2.19) do

srednje brojeve respektivno-z

a

b (2.23)

c

d

Koristeci gornje rezultate srednju magnetizaciju po cvoru

resetke moz.emo izraziti sledecom formulora:

(2 24)

6* 1-
Resavajuci (2.18), (2.20) i (2.23) moaemo odrediti

energiju elementarnih eksitacija i raagnetizaciau. Medutim,

izracunavanja su vrlo komplikovana, posto je u opstem slucaju

potrebno resavati sistem integralnih jednacina, sto je moguce

sarao numericki.
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Zbog toga demo izvrsiti neke aproksimacije, kako bi

smo dobili niskotemperaturski razvoj za magnetizaciju sistema,

koji demo uporediti sa poznatim Dysonovim rezultatom trodimen-

zionalnog iaotropnog K«i*enb»r^ovog teromagnetika. '

5. HAGNETIZACIJA U SLU^AJU C7a3 0

U ovora delu razmatrademo slucaj kada ^e konstanta a-

nizotropne interakcije jednaka null. Slicna analiza ovog pro-

blema je data u radu (2), gde je posmatrana magnetizaci,ja za

i dobio'ena logaritamska zavisnost od temperature

' C3<1)

, -gde.e

Medutirn, ovde nije jasno kako Je uracunata interakci

ja medu spinovima;

Mi demo posmatrati slucaj kada J te£i ka J , od-

nosno kada dvodimenzionalni feromagnet prelazi u trodimenzio-

nalni :

J

U granicnom slucaju;kad raoramo dobiti Dysonov resultat;c
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Kada je ^ a 0, srednje vrednosti CZ*Q su jednake null,

kao i Grennove funkoije ̂ CL I Q. ̂  , sto sledi iz polaznog

hamiltoni j ana (2.̂ -). Tada je hamiltonijan sistema:

ia&a r, a ?*« - *; ( 5' 5)
Greenova funkcija ^ " " - ^ tada izgleda:

(3'5)
(3.6)

Je pol Greenove fuukcije, odnosno energija elementar-

nih eksitacija. 3 obzirom na (3»2) raoaemo (?•?) napisati kao:

J J
gde smo iskoristili izraz:

--r * r i> * i>* i> ^ i>- 2. / jv Yr -/>- f -y.
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Srednja vrednost (CLj? CLf} d® oblikai

(3.10)
e r -

Onda energiju CK mozemo napisati kao;

^ y Z r / r Ate_. fu ---? CJ-ID
\J Kl 4* ~ t?/A j L 7

ill

J J " 7
rr 2 r /-d iz;r<-̂ ')is - jj I -^ri

i
Ako primenimo jednakost:

(3.12)

&±i *** (5*15)r <9' X* *', e.

Dobijamo da je za:

(3.1*)

jednako Dysonovom rezultatu:
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-rj. î j_
' J */Y£exfc'-/ </

~ 2
v *anizotropni deo Aj< jednak:

7-
Semperaturska zavisnost magnetizacije Je;

?
ako iskoristimo identitat:

(3.17)

-y)
20

dobijamo:

Drugi clan daje devijaciju magnetizacije na apso-

lutnoj null i za A^= G? de<in8-^ 3Q null. Zadnji clan

predstavl^a temperatursku zavisnost magnetizacije, sto moze-

mo pi sat i:

6 = /- A 60 -A6(Q)
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-o, »•*»

S obzirom na ($.14) dobijamo:

predemo sada sa sume na integral, dobijamo opsti izraz

za magnetizaci.ju: 1C ft £
. «o °" ^'j M . o

6= /" F̂  e
n»C

"I ? f (3.22)
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Ovaj izraz se koristi za izracunavanje raagnetizacige

kada je O =» 0 , odnosno kada je anizotropni deo jednak

null. Ako je O =£ O imamo i popravku usled anizotropije. Kada

a ^\ p L/ granice integraci^e postaju beskonacne* Sada na-

v!f
stavl^amo, naime, energiju Ak' 6emo napisati kao razvoj po

parnira stepenima talasnog vektora k /

Ako iskorisoimo razvoj

Za raagnetizacijuv(3.22) dobijamo:

x*

r 7 -C3>25). ' A
r }>j

'
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7 - /yr-*-*'-tf * / , i
J<, - / // e v, dv< dvt c/u, -v %/y

•••c?

M ^

7 _ W- t'-rf-rf ,
7s ""

(3-26)

^ - / / / - - - - - - ^e y, 14-

- JTvjv -icrw

. " 4

gde o'e iskoriscena smena u (3«22)

;K; = \l(nti)aiCO') ' ̂  ^ 'Vfn+ljQifff) ^

2- a, 0' . .a . ii> 2 >



Ako uvedemo oznaku

r e~&>
(fl + 4) * (3.2?)

I

za £jĉ i(0/ imamo:

i(G')- 0'

a; " ; r
J

lCO') 1>(&1

<.
* r= J

Sada treba proceniti do kog stepena po (7 treba

izracunati koeficijente CLi(O), Di(&) I Ci CO/ u izrasu za

energiju (3«2$). Da bi izraz (3.28), tj. magnetizacija sadr-
/̂ 'SJ'a

zavala sve clanove do 0 , procenjivanjem zakljucuoemo

da koeficioenti Qi(0) &'(&) i Ci(Q*) moraju ici do sledece

tacnosti:
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(5<29)

odnosno:

~ ..t*a,*!- -

C3.30)

C (&) s 720
Ako ove koeficijente zamenimo u (3,23) i (3.28) do-

bicemo:

'* A

(3.32)

f * JF
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sto predstavlja Dysonove reaultate za energiju i magnetizaciju

izotropnog feromagnetika.

Na slican nacin moaemo izracunati l\Oa.(0) za slucaj

[ 0 Iz (3.21) imamo:

* ' ' (3.33)
*~

Velicinu /\ cemo predstaviti na sledeci nacin:

i t c

Prelaskom sa surae na integral u (3«33) i koristeci (3»23) i

imamo:

x e " *i/-*.

X i.
c
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/e; a t a
£> = & f> - p

% ' // 2{ ' n!

Ovo se dalje moae pisati Icao:

i' e
v lU^

i «t r j _n+i_
• / y- -"

Koristeci istu smenu promenljive kao u (3»22)

'
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h / . , ,*

*T FA M)
1 "1^'

po$ Le tttftotettjQ i ittteoraeije zo HtaqnetizQciju
dobijamo:

tp

<
(5.37)



Ci (ff) « • 9

Iz ovog izraza za magnetizaciju u c6ct-(Gy mozerao da

procenimo do koje tacnosti po stepenima temperature

treba da odredimo koeficijente niCO)^ui(Q)i (*i(0)

rukovodeci se uslovom da svaki clan u (3-37) sadrsi

u sebi sve stepene do
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Koeficijente /ic(0)f DH&) i Lttt&'J odredi6emo

iajednacavanjem (3.16) i (3.34-). U (3.16) cemo razvlti ii'*(%i

i r/Q (I? f) u re<^ P° talasnora vektoru ^ * Za I/U* I

uzecerao da su:

Pa moaemo pisati da je:

« cos Kf
(3o38)

Je su:
(3.39)

tfx *<*z » C7

rfy-



Is (3.37) vidimo da

treba odrediti sa tacnoscu:

^
(3.40)

S obzirora na ovaj uslov iz (3.39) dobijarao da koeficijenti

(&), Bl(&) i Ci(O') ima3u sledeci oblik:

2bog zahteva (3.40)'u (3«39) smo stavili za

X^CI /
*

Ako zamenimo izracunate Icoeficijente iz (3»̂ 1) u iz

raze^za Sa(O £>(& isti postaju:



Is zadnjeg izraza se vidi da magnetizacija zavisi od

istill stepena temperature kao i kod Dysonovog rezultata,

s torn raz-likom da su svi koeficijenti u razvoju renorma-
-•̂ -

lizovani zbog kvazi-dvodimenzionalnosti £eroraagnetika.
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ZAKLJUfiAK:

Rezultate ovog diplomskog rada mosemo ukratko rezinii-

rati na sledeci nacin:

U prvoj glavi je data opsta teorija magnetizma i uve-

den je Heisenbergov harailtonijan za izotropni feromagnetik.

U drugoj glavi Je u skladu sa radom [i] defi-

nisan hamiltonio'an kvasi-dvodimenzionalnog feromagnetika, koji

dobro opisuje magnetne osobine sledecih raagnetika: KJL Cu F-\ (C* //an*y NH*)z Cud* (n*i,i—io)

Dalje, u trecoj glavi, nasli smo niskotemperaturski

razvoj za magnetizaciju u granicnom slucaju kada konstanta in-

terakcije spinova izmedu ravni J tezi konstanti interakcije

spinova u ravni J , odnosno kada dvodiraenzionalni feromag-

netik prelazi u Heisenbergov trodimenzionalni feromagnetik.

U izrazu za magnetizaciju pojavljuju se isti clanovi

po stepenima temperature, kao kod poznatog Dysonovog rezultata,

s tim da su koeficijenti u razvoju renormalizovani do clanova

linearnih po 0 . Kada J-*Qy ( cf = *-j^ ) dobijamo poznati
V

Dysonov rezultat za trodimenzioni feromagnetik.
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