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Uvod

Ovaj rad se bavi pojavom i teorijama superprovodnosti. Superprovodnost je otkrivena pre oko
100 godina i jo$ nije u potpunosti opisana i objasSnjena. Dve opSteprihvacene teorije
superprovodnosti, Ginzburg-Landauova i BCS teorija su veoma znacajne i uspesne, ali imaju i
svoje nedostatke.

Prva glava je posveéena pojavi superprovodnosti. U ovoj glavi su date eksperimentalno
opazene osobine superprovodnog stanja materijala kao Sto su skokovita promena elektri¢ne
otpornosti od neke konacne vrednosti do nule na kriticnoj temperaturi, kritiéni parametri,
Majsnerov efekat, kvantizacija magnetnog fluksa, skokovita promena specifi¢ne toplote na
kriti¢noj temperaturi i izotopski efekat. Data je jos klasifikacija superprovodnih materijala i na
kraju glave klasi¢na ,,dvofluidna” teorija superprovodnosti, tj. teorija Londonovih (1935).
Skokovite promene elektricne otpornosti i specificne toplote, kao i kvantizacija magnetnog
fluksa su makroskopski kvantni efekti. Ono §to ¢ini superprovodnost tako interesantnom i
neobi¢nom je upravo to Sto predstavlja makroskopsku kvantnu pojavu. Najspektakularnija
osobina superprovodnog stanja materijala je sigurno iS¢ezavanje elektricne otpornosti ispod
kriticne temperature. Proticanje elektricne struje bez elektricne otpornosti znac¢i koriSéenje
elektricne energije bez gubitaka, pa je cilj naucnika dobijanje novih superprovodnih
materijala sa Sto veCom kriticnom temperaturom. Najveca poznata kritina temperatura je
kriti¢na temperatura jedinjenja H,S pod velikim pritiskom i iznosi 203K (- 70 °C). Zatim sledi
kritiéna temperatura keramike HgBa,CayCu3Os.5 koja iznosi 165K (- 108 °C) takode pod
velikim pritiskom. Oc¢igledno je da je krajnji cilj, tj. sobno-temperaturska superprovodnost je
jos daleko. U vezi s tim postoji jedna stara Sala medu fiziarima: ,,Tim naucnika na
Univerzitetu Aljaske je nedavno otkrio sobno-temperaturski superprovodnik.”

Druga glava je posvefena Ginzburg-Landauovoj teoriji superprovodnosti (1950).
Vide¢emo da ova teorija lepo opisuje osobine superprovodnog stanja materijala koje su
izloZene u prvoj glavi 1 to bez objasnjenja mikroskopskog aspekta superprovodnosti. U tome
leZi njen veliki uspeh, ali i njen veliki nedostatak.

Tre¢a glava je posvecena BCS-teoriji superprovodnosti (1957) koja je jedina danas
prihvacena mikroskopska teorija. I ova teorija lepo opisuje osobine superprovodnog stanja
materijala, medutim vide¢emo da je njena primena ogranicena na odredene vrste
superprovodnih materijala.

Na kraju sledi zakljucak, gde je dato poredenje ove dve teorije sa njihovim prednostima i
nedostacima.






Glava 1.
Superprovodnost

1.1 Pojava superprovodnosti

Superprovodnost je pojava iS¢ezavanja elektri¢ne otpornosti kod izvesnih materijala ispod
neke kriti€ne temperature (7;). Ovi materijali se nazivaju superprovodnici. Superprovodnost
je otkrio Hajke Kamerling Ones 1911. godine. On je 1908. godine dobio te¢ni helijum, pa je
bio u moguénosti da proucava zavisnost elektricnog otpora zive od temperature na veoma
niskim temperaturama. Otkrio je da pri temperaturi od 4.15K elektri¢ni otpor zive odjednom
nestaje [www.petvolta.com/nepoznato-o-poznatom/sto-je-supravodljivost/ ]. U svojim
beleskama je zapisao: ,,Ziva je preSla u novo stanje, koje se zbog svojih izvanrednih
elektri¢nih svojstava moze nazvati superprovodno stanje.” [www.petvolta.com/nepoznato-o-
poznatom/sto-je-supravodljivost/ ]. Dakle, u superprovodnom stanju zive, elektri¢na struja je
proticala bez ikakvog otpora.

Kod superprovodnika na kriticnoj temperaturi dolazi do skokovite promene specifi¢ne
elektri¢ne otpornosti od neke kona¢ne vrednosti do nule [1], videti SI. 1.1.

superconductor

p

normal metal

i [+ T

S1. 1.1 Temperaturska promena specifi¢ne elektri¢ne otpornosti superprovodnika i normalnog
metala
[https://simpliphy.wordpress.com/2012/05/06/superconductivity/ ]

Posledica iS¢ezavanja elektricne otpornosti je tzv. istrajna struja [1, 2]. Elektri¢na struja
indukovana u superprovodnom prstenu ¢e te¢i beskonatno dugo zbog odsustva elektricne
otpornosti [2].

Superprovodno stanje materijala ogranicavaju tri kriticna parametra [1]:

e kriti¢na temperatura (7¢)

e kriti¢na gustina elektri¢ne struje (J.)

e kriti¢na jacina spoljaSnjeg magnetnog polja (H.),
videti SI. 1.2. Ovi parametri su uzajamno zavisni, jedan zavisi od druga dva i to tako da se
smanjuje sa povec¢anjem bilo kog od ta dva [1].



S1. 1.2 Oblast superprovodnog stanja materijala u koordinatnom sistemu J-7-H
[http://www.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop425/0048_VIVEM319EN/ch06.html ]

U oblasti J<J., T<T., H<H. materijal se nalazi u superprovodnom stanju, izvan ove oblasti
materijal se nalazi u normalnom stanju.

1.2 Superprovodni materijali

Superprovodni materijali koji superprovode do 30K su klasi¢ni ili niskotemperaturski
superprovodnici [1]. Za hladenje ovih superprovodnika mora se koristiti te¢ni helijum, tacka
klju¢anja helijuma je 4.2K. Niskotemperaturski superprovodnici su superprovodni elementi,
superprovodna jedinjenja i legure [1, 2].

Superconducting Elements

[ In Bulk at Ambient Pressure
] At High Pressure
] In Modified Form

SI. 1.3 Superprovodni elementi
[https://nationalmaglab.org/education/magnet-academy/learn-the-
basics/stories/superconductivity-101 ]

Medu superprovodnim elementima, koji su prikazani na Sl. 1.3, najvecu kriti¢nu temperaturu
ima niobijum sa 7.=9.3K [3]. Kod superprovodnih jedinjenja i legura mozemo naci vece
kriticne temperature od ove vrednosti, videti Tabelu 1.1.



Jedinjenje Nb3Sn Nb3Sl V3Sn V3Si CUQMO6Sg PbMO688 Cu2M06Seg PbMo(,Seg

T [K] 18.1 19.0 | 38 | 17.1 10.7 14.7 59 3.8

Tabela 1.1 Kriti¢ne temperature nekih superprovodnih jedinjenja [2]

Do 1986. godine najveca poznata kritiCna temperatura je bila 23.2K, to je kriticna
temperatura jedinjenja Nb3;Ge [4]. Medutim, 1986. godine Georg Bednorc i Aleksander Miler
su sintetisali novi superprovodni materijal La, \Ba,CuOy4 sa 7. =38K za x~0,15 [5]. Otkric¢e
ove keramike je prvi korak u istoriji visokotemperaturske superprovodnosti. Nekoliko meseci
kasnije je sintetizovana keramika YBa,Cu3O; sa T,=92K [5]. To je prvi superprovodnik sa
kriticnom temperaturom iznad tacke kljucanja azota, tacka kljucanja azota je 77.4K. Tecni
azot je bolji rashladni agens od tecnog helijuma, jer je jeftiniji. Dakle, visokotemperaturska
superprovodnost se deSava kada je T.>77.4K [1, 6]. Medu otkrivenim visokotemperaturskim
superprovodnim keramikama, sistemi tipa Y-Ba-Cu-O, Bi-Sr-Ca-Cu-O, TI-Ba-Ca-Cu-O,
Hg-Ba-Ca-Cu-O [https://en.wikipedia.org/wiki/High-temperature_superconductivity 1,
najvecu kriti¢nu temperaturu ima HgBa,Ca,Cu30s:5 sa T.=135K (pod velikim pritiskom od
165K, Sto je postignuto 1994. godine) [3, 6].

Pocetkom 1990-tih godina [2] je otkrivena posebna grupa superprovodnih materijala na
bazi fulerena sa opStom formulom A3Cg), gde je A alkalni metal [1]. Na primer: K3Cgo sa
TC:19.5K, Rb3C60 sa TC:29.5K, CS3C60 sa TC:47K, KszC6() sa TC:23.0K [2]

2008. godine Kamihara sa saradnicima je otkrio superprovodnost kod fluorom dopiranog
jedinjenja LaFeAsO pri T.=26K [7]. Zatim sledi otkri¢e niza superprovodnih jedinjenja na
bazi gvozda. Medu njima najvecu kriticnu temperaturu imaju GdggThyFeAsO,
Srp5Smg sFeAsF 1 Cag4Ndg¢FeAsF sa T.~56K [7].

1.3 Kriti¢na ja¢ina magnetnog polja

Dovoljno jako magnetno polje razara superprovodno stanje [3]. Kriti€na jac¢ina magnetnog
polja koja uzrokuje prelaz u normalno stanje zavisi od temperature prema relaciji [3]:

HC<T>=HC<0>{1-[§] } (L1)

Sto je prikazano na Sl. 1.4.

He |

H.(0)

Y

Tc T

Sl. 1.4 Zavisnost H.(T) [8]

Ova zavisnost je karakteristiCna za metale 1 oni se nazivaju superprovodnicima I vrste, izuzeci
suNbiV [3].



Metal | 7. [K] | H. (O)[Am"]
Al | 12 7900
cd | 05 2400
Hg | 4.15 33000
In | 34 23000
Mo | 09 7800
Os | 07 5200
Pb | 7.2 64000
Sn | 3.7 24000
Zr | 08 3700

Tabela 1.2 Kriti¢éne temperature i kriticne ja¢ine magnetnog polja nekih metala [3]

Kod metala je H.(0)~(10*-10YAm™, videti Tabelu 1.2.

Materijali u kojima su za razaranje superprovodnosti potrebna znatno jaca magnetna polja,
reda veli¢ine (10°-10®)Am™ [4], se nazivaju superprovodnicima II vrste [3]. Sva
superprovodna jedinjenja 1 legure, kao 1 Nb 1 V su superprovodnici II vrste [1].
Visokotemperaturski superprovodnici, superprovodnici na bazi fulerena i superprovodnici na
bazi gvozda su takode superprovodnici II vrste.

1.4 Majsnerov efekat

1933. godine Valter Majsner 1 Robert Oksenfeld su pokazali da je magnetna indukcija u
unutrasnjosti superprovodnika uvek jednaka nuli bez obzira na vrednost koju je imala u
normalnom stanju [3]. Ova pojava se naziva Majsnerovim efektom, videti SI. 1.5.

T>TC T<TC

SI. 1.5 Majsnerov efekat
[https://en.wikipedia.org/wiki/Meissner_effect ]

Dakle, superprovodnik se ponasa kao idealni dijamagnetik.

Superprovodno stanje sa H>0 mozemo posti¢i na dva nacina [3, 9], videti S1. 1.6. Prvi
nacin je da se uzorak ohladi ispod kriticne temperature, a zatim pove¢avamo magnetno polje.
Drugi nacin je da se uzorak stavi u magnetno polje iznad kriticne temperature, a zatim
smanjujemo temperaturu. Krajnje stanje je uvek isto, magnetna indukcija u unutraSnjosti
uzorka je jednaka nuli.



Objasnjenje lezi u tome da u uzorku postoji povrSinska elektricna struja ¢ije indukovano
magnetno polje u potpunosti kompenzuje u uzorku spoljasnje magnetno polje [4].

B

roy
3=0 @ o,se fl
3=( Sley surface current He (M

/ normal phase
~ : b
B et superconducting s 4
o\
O

2 o

() a h? T
T<Tc — £

| B#0

Sl. 1.6 Dva nacina postizanja superprovodnog stanja sa H>0: (a)—(c) i (b)—(c) i ova dva
nac¢ina u koordinatnom sistemu 7-H kod superprovodnika I vrste [9]

Magnetna indukcija u uzorku je data relacijom [2]:

B=po(H+M), (1.2)

gde su H-jaCina spoljasnjeg magnetnog polja i M-magnetizacija uzorka. Prema Majsnerovom
efektu leva strana je jednaka nuli, odakle izlazi [2, 3]:

H+M=0,
=-H. (1.3)

Posto je M=yH, sledi da je y= - 1, §to odgovara idealnom dijamagnetiku [2, 3]. Takode
mozemo zakljuciti da magnetizacija uzorka je suprotnog smera od smera spoljaSnjeg
magnetnog polja 1 da sa povecanjem spoljaSnjeg magnetnog polja povecava se magnetizacija
uzorka. Pri H=H.(T) uzorak se vra¢a u normalno stanje i magnetizacija postaje jednaka nuli,
videti SI. 1.7.

Type I Type 11
Hcl Hc“’

Y

M=-H M=—H

Sl. 1.7 Zavisnost magnetizacije od spoljaSnjeg magnetnog polja kod superprovodnika I 1 IT
vrste [5]

Kod superprovodnika II vrste nema direktnog prelaza iz superprovodnog u normalno stanje,
ve¢ postoji 1 tzv. meSano ili vrtlozno stanje, oblast H.;(T)<H<H(T), videti SI. 1.7.
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1.5 MeSano ili vrtloZzno stanje superprovodnika II vrste

U meSanom stanju magnetno polje delimi¢no prodire u obliku vorteksa [5], Majsnerov efekat
nije potpun, ali svojstvo idealne elektricne provodnosti ostaje o€uvano [3], videti SI. 1.8.

H
x Incomplete Meissner Effect

\",/‘ ‘/
E normal
3 Taxed state
/ state

Meissner
state

cl

_—

Tc

S1. 1.8 Kriti¢na polja kod superprovodnika II vrste
[http://lecb.physics.lsa.umich.edu/wl/carma/2003/fall-sat-morn-phys/20031206-annarbor-01-
bernstein/real/thumb.htm ]

,»drce” vorteksa je normalna cilindri¢na oblast [1], kroz njega prolaze linije magnetnog polja.
Oko ,,srca” vorteksa teku kruZzne superprovodne struje i one ekraniraju magnetno polje [1].
Prostor izmedu ,,srca” vorteksa je superprovodna oblast, tamo je B=0 [2].

Svaki vorteks nosi po jedan flukson-kvant magnetnog fluksa @, [5]:

@b, = 2£ =2.07 - 10~ "Wb. (1.4)
e

Sa povecanjem spoljaSnjeg magnetnog polja povecava se gustina vorteksa (N,/A-broj
vorteksa po jedinici povrSine popre¢nog preseka superprovodnika [5]) i pri H=H(T) dolazi
do prelaza iz meSanog u normalno stanje.

1.6 Energetski procep

Kada je metal u normalnom stanju (H>H.(0)), elektronska specifi¢na toplota' je linearna
funkcija temperature [1, 3]: C,, oc T, Sto je prikazano na Sl. 1.9. Takode je prikazano da kada

je metal u superprovodnom stanju (H=0Am™"), zavisnost elektronske specifi¢ne toplote od
temperature nije linearna, u oblasti 7<<T7, ova zavisnost je eksponencijalna [3]:

~lw

C.=Ae’. (1.5)

' C. je toplota koju treba da apsorbuju elektroni jediniéne zapremine metala da bi joj se temperatura poveéala za
1K

11



Kada je temperatura jednaka 7, elektronska specificna toplota C. trpi skok Ces—Cey [1], u
oblasti 7>T; je Ces=Cep.

-
O 4
=
=
S 2
0
8 C Cen
CRT >
= e
} =
temperature (7)
4 ,
/-
— / :
¥ ) i
0: // ¢ Ces=Con
(= g / - //
oo Ces 5 : »
E o \// P
Q = /
Q § //
) 7
A L

temperature (7)
SI. 1.9 Zavisnost elektronske specificne toplote metala od temperature u normalnom i u
superprovodnom stanju

[http://www.britannica.com/science/superconductivity |

Zavisnost (1.5) (oblast 7<<T.) nagoveStava da se elektroni ekscituju preko energetskog
procepa Sirine [2, 10]:

2A=2kgB~2kgT, (1.6)

Sto je prikazano na SI. 1.10.

Filled Filled

Normal Supvrcondl wctor
(a) )

Sl. 1.10 (a) Provodna zona u normalnom stanju metala
(b) Energetski procep na Fermijevom nivou &g u superprovodnom stanju metala (E,=2A)
[http://www2.phy.ilstu.edu/~marx/ph355/Kittel_Solid%20State%20Physics/c10.pdf ]

Elektroni smesteni ispod energetskog procepa su superprovodni elektroni, a elektroni
ekscitovani preko energetskog procepa su normalni elektroni. Na 7=0K svi elektroni su ispod

energetskog procepa.
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a(n)/a@)

—-—

e

|
w |
!

SI. 1.11 Temperaturska promena Sirine energetskog procepa [11]

Sa povecanjem temperature Sirina energetskog procepa se smanjuje i pri 7=7; postaje jednaka
nuli, Sto je prikazano na SI. 1.11.

1.7 Izotopski efekat

Razni izotopi jednog istog metala imaju razliite kriticne temperature 7., pri ¢emu je
ispunjena zavisnost:

T, =const. M "“, (1.7)

gde je M-masa jona izotopa od kojih je formirana kristalna resetka, a a-parametar izotopskog
efekta [1, 4].

Metal | Cd | Hg | Mo | Os | Pb | Sn
a 0.50 | 0.50 | 0.37 ] 0.21 | 0.48 | 0.47

Tabela 1.3 Eksperimentalne vrednosti parametra a nekih metala [2]

Kod vec¢ine metala vrednost parametra a je blizu 0.5, videti Tabelu 1.3. Izotopski efekat je
imao odlucujucu ulogu u razvoju mikroskopske (BCS) teorije superprovodnosti [1], jer je
ukazao na to da kristalna reSetka aktivno sudeluje u formiranju superprovodnog stanja [4].

1.8 Londonove jednacine

1935. godine Fric 1 Hajnc London su izneli klasi¢nu ,,dvofluidnu” teoriju [12] koja opisuje
ponasanje superprovodnika u spoljaSnjem magnetnom polju [4]. Ova teorija polazi od toga da
u superprovodniku postoje dve vrste elektrona [4, 12]: superprovodni 1 normalni.
Koncentracija slobodnih elektrona je n=ns+n,, gde je ny koncentracija superprovodnih
elektrona, a n, koncentracija normalnih elektrona [4]. Elektri¢na struja pobudena pomocu
proizvoljno slabog nestacionarnog elektricnog polja [4] ima samo superprovodnu
komponentu, normalna komponenta se moze zanemariti. U prenosu elektricnog naboja
sudeluju samo superprovodni elektroni [3] koji prolaze kroz metal bez otpora, ne rasejavajuci
se na kristalnoj reSetki [12]. Dakle, u narednom razmatranju normalni elektroni ¢e biti
zanemareni [4].
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=T

SI. 1.12 Temperaturska promena g 1 n, [13]

Pri promeni temperature od 0 do 7 veli¢ina ns se menja od n do 0 [4], a veli¢ina n, od 0 do n,
Sto je prikazano na SI. 1.12.

Jednadina kretanja jedinicne zapremine superprovodnih elektrona koji se nalaze u
elektriénom polju izrazava se drugim Njutnovim zakonom [4]:

S —

=-nekE. (1.8)

nm

s e

Gustina superprovodne struje je definisana sa [4]:
Js= - ngevy, (1.9)

pa iz jednacina (1.8) 1 (1.9) se dobija prva Londonova jednacina:

m, 0J
E=— > 1.10
ne* ot (110

Odavde sledi da u stacionarnom stanju, kada je aa']s =0, u superprovodniku ne postoji
t
elektri¢no polje: E=0 [4]. Posto je E=psJs, sledi da je ps=0 [4]. Prvu Londonovu jednacinu

. . . i B . ..
upiSemo u tre¢u Maksvelovu jednacinu rotE = - % i dobijamo [2]:
t

ot m

€

2
i(rousﬂse B]:O. (1.11)

Londonovi su pretpostavili da u izraz u zagradi je jednak nuli [2]:

2

rotJ + 25 B=0. (1.12)
m

(]

Jednacina (1.12) je druga Londonova jednacina, napiSemo je tako da izrazimo B:

B=-""rotJ,. (1.13)
ne

S
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Uvodimo smenu [2, 9]:

2 _ mze , (1.14)
nse :uo
pa Londonove jednacine glase:
E = p, 2} an; , B=-ylrot],. (1.15)

Ako pretpostavimo da superprovodnik nema feromagnetna svojstva (u~1) i da se
elektriéno polje sporo menja sa vremenom [12], onda cetvrta Maksvelova jednacina ima
oblik: rotB=uyJs. 1z ove jednacCine sledi rotrotB=ygrotJs, pa se iz ove jednacine i druge
Londonove jednacine (1.15) dobija [2]:

rotrotB+LB:0. (1.16)
A

Koriste¢i da je rotrotB=graddivB - AB i drugu Maksvelovu jednac¢inu divB=0 dobijamo [9]:

AB-%B=O. (1.17)

Jednacina (1.17) za slucaj kada superprovodnik ispunjava ceo poluprostor x>0, a B ima
pravac i smer y-ose ima oblik [9, 12]:

d’B.(x) 1
Y B (x)=0. 1.1
FIERE L (x) (1.18)

Opste reSenje obicne diferencijalne jednacine (1.19) je B, (x)= CleZ +Cze_z, dok reSenje
koje zadovoljava grani¢ne uslove x=0, B,(0)=By i x=0, B,(0)=0 glasi:

=

B=B,(x)=Bge ", (1.19)

§to je prikazano na SI. 1.13.

SI. 1.13 Slika uz izraz (1.19) [11]
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Sa SI. 1.13 se vidi da Majsnerov efekat je ispunjen samo priblizno, jer magnetna indukcija
ipak prodire na izvesnu dubinu od povrSine superprovodnika [4]. Mera prodiranja magnetnog
polja u superprovodnik je Londonova dubina prodiranja Ay, [12].

1z jednacine rotB=uJs i druge Londonove jednacine (1.15) dobija se [4]:

rotrotJ_ + i J. =0. (1.20)
S A,Lz‘ S

Koriste¢i da je rotrotJs=graddivJs - AJs i da je divJs=0 (Sto sledi iz jednacine rotB=uJs)
dobijamo [4]:

AJ, -%Js =0. (1.21)

Jednacina (1.21) za prethodni slucaj polubeskonaénog superprovodnika ima oblik:

d’J_(x) 1
(X)) _0 1.22
—e _ﬂf J,(x)=0 (1.22)

Resenje obi¢ne diferencijalne jednacine (1.22) koje zadovoljava grani¢ne uslove x=0,

B . . . .
J,0)=J,= ZL (iz jednacine rotB=uJs) i x=00, Jy,(20)=0 je:

Ho

J =J,(x)= B on (1.23)
Hoy

Ova struja tece u suprotnom smeru od smera z-ose.
Sada ¢emo jo§ diskutovati prethodno uvedenu veli¢inu, Londonovu dubinu prodiranja:

= me

>—. Iz zavisnosti AL=AL(ns) i ns=ny(T) sledi zavisnost A4.=A.(7) i vazi da [2, 9]:
nse Iu0

T:OK, ns=n, /ILZJ.L(O)
T_)TC9 ns_)Oa j'L_)Oo9

Sto je prikazano na Sl. 1.14.

AL(T) |

AL (0)

Te

SI. 1.14 Temperaturska promena Londonove dubine prodiranja [9]
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Kod metala: 7=0K, n=n~10*m>, 1.(0)~100nm [2, 4].

Superprovodnik | Al | Cd | Pb | Sn | Nb | NbsSn | V3Si | PbMoeSs
/1, (0)[nm] 451110 ]39 |42 | 52 65 |60 200

Tabela 1.4 Eksperimentalne vrednosti Londonove dubine prodiranja na 7=0K za neke
superprovodnike (dobijene ekstrapolacijom) [2]

Elektrodinamika superprovodnika, tj. Maksvelove jednaine zajedno sa Londonovim
jednaCinama, uspeSno opisuje odsustvo elektricne otpornosti i Majsnerov efekat, daje
relativno dobro slaganje sa eksperimentom iz Tabele 1.4, ali ova teorija je fenomenoloska i ne
uzima u obzir kvantne efekte superprovodnosti [4].
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Glava 2.
Ginzburg-Landauova teorija

2.1 Kondenzaciona energija

Posmatramo uzorak magnetnog materijala u obliku dugackog cilindra, koji se nalazi u
unutra$njosti namotaja kalema [5], videti SI. 2.1.

H=IN/L
| /

e

N/L coil turns per metre

\\

I

t

SI. 2.1 Uzorak magnetnog materijala u unutrasnjosti solenoida [5]

Jac¢ina magnetnog polja u uzorku je data relacijom H = %Iez, gde su %-broj namotaja

kalema po jedinici duZine, I-jaCina elektri¢ne struje i e;-jedini¢ni vektor ose cilindra. Rad koji
se izvr$i pri povecanju jacine elektri¢ne struje infinitezimalno od I do I+dI [5]:

dW =- N [ eldt =NIAdB= % 1 ALdB=VH-dB=VH-1od(H+M)=10 VH-dM~+10VH-dH, 2.1)

gde su A-povrsina poprecnog preseka kalema, V=AL-zapremina kalema i & =- C11—¢—elektro—
t

motorna sila indukovana u kalemu zbog promene magnetnog fluksa kroz uzorak @. Prvi ¢lan
u jednacini (2.1) je magnetni rad (rad magnetizovanja) izvrSen nad uzorkom, drugi ¢lan u
jednacini (2.1) je rad koji bi bio izvrSen u praznom kalemu [5]. Dakle, definiSemo magnetni
rad izvrSen nad uzorkom po jedinici zapremine kao poH-dM [5].
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Sada moZzemo napisati prvi zakon termodinamike za magnetne materijale [5]:
dU=TdS+uoVH-dM. (2.2)

Odavde slede zavisnosti U =U(S,M),T = 8_U 1H = L@_U .
oS u,V oM

Korisno je definisati Helmholcovu i Gibsovu slobodnu energiju za magnetne materijale [5]:
F(T,M)=U - T8, (2.3)
G(T.H)=U-TS - uyVH*M. (2.4)

Iz jednacina (2.2) i (2.4) dobija se [5]:

dG=- SdT - uyVM-dH. (2.5)
Odavde slede zavisnosti G=G(T,H), S =- 8_G i1M=- ! 8—G

oT Y OH
Na osnovu jednacina (2.3) i (2.4) dobijamo [5]:
F=G+uyVH-M, (2.6)
U=F+TS. 2.7

Prelaz izmedu normalnog i superprovodnog stanja je reverzibilan, pa na njega mozemo
primeniti standardna termodinamicka razmatranja [10].

Type I Type 11
7 H
! (T Hp) HC'Z 1 (T H(:?.)
H. ;
Hcl
- >
I. T 1

Sl. 2.2 H,T fazni dijagrami superprovodnika I i II vrste [5]

Racunamo razliku Gibsove slobodne energije izmedu superprovodnog i normalnog stanja kod
superprovodnika I 1 II vrste uz SI. 2.2.
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Prvo posmatramo slucaj superprovodnika I vrste [5]. Duz vertikalne linije je d7=0, pa
jednacina (2.5) postaje:

dG=- uyVM-dH. (2.8)

Integralimo od (7,0) do (T ,H.), pa imamo:
HC

G,(T,H,)-G(T,0)=- uV | M-dH. (2.9)
0

Iz Majsnerovog efekta znamo da je M= - H, sledi:

H, H, 2
G,(T,H)-G,(T,0)= uV | H-dH = i,V | HAH = 1,/ h; . (2.10)
0 0

Ako bi postojalo normalno stanje izmedu (7,H.) i (7,0) i integralili bismo izmedu ove dve
tacke, onda bi imali: G,(T,H,)-G,(T,0)=- ,uOVT M-dH . Uzimamo da magnetne osobine
superprovodnika u normalnom stanju su zanemarljiove, tj. uzimamo da je M=0. Dakle:

Giw(T,H,) - G(T,0)=0. (2.11)

1z jednacina (2.10) i (2.11) dobijamo:

H2
G, (T, H)- G, (T,0)- G,(T, H)+ G,(T,0) =~ s}/ ==, (2.12)

Sto s obzirom na jednakost Gy(T,H.)=G,(T,H.) postaje:

2

G.(T,0)-G,(T,0) =-uV ZC . (2.13)

Jednacina (2.13) predstavlja razliku Gibsove slobodne energije izmedu superprovodnog i
normalnog stanja pri H=0. G4(T,0)<G,(T,0), pa superprovodno stanje je stabilno stanje.
Koriste¢i jednacinu (2.6) i da je H=M=0 gornji rezultat moZemo napisati kao:

H2
F(T.0)-F,(T.0) =~V = (2.14)
1z jednacina (2.13) i (2.14) sledi:
HZ
F(T.0)- F(T.0) = G,(T.0)- G(T.0) =V == 2.15)

 wH? : .
gde je %TC kondenzaciona energija.

20



Zatim sprovodimo analogni postupak kod superprovodnika II vrste [5]. Imamo:

Hey
G(T,Hy,)-G,(T,0)=- iV | M-dH. (2.16)

0

DefiniSemo H. za superprovodnik II vrste:

ch
H= | MdH. (2.17)

0

N | =

Konaéno dobija se:

2
F.(T,0)- F(T,0)=G,(T,0)-G(T,0) = .} h; ; (2.18)

H: : L P , :
gde su 'UOT° kondenzaciona energija i H. termodinamicko kriti¢no polje. Treba napomenuti

da ovde nema faznog prelaza pri H., samo pri H;; i He,.
2

Kondenzaciona energija M’TC je magnetna energija koju treba dovesti jedinici zapremine

superprovodnika da prede u normalno stanje [4].
Na kraju napiSemo izraz za razliku entropije izmedu superprovodnog i normalnog stanja
kod superprovodnika I vrste [5], (prilog A):

S(T.H,)-S (T.H,)= uVH, ‘ﬁc . (2.19)

Jednacina (2.19) pokazuje da je fazni prelaz u opStem slucaju prvog reda. Izuzetak je tacka
(T,H.)=(T,,0), gde je S(T,H.) - Sy(T,H.)=0, pa je fazni prelaz drugog reda [5].

2.2 Ginzburg-Landauova teorija homogenih sistema

1950. godine Vitalij Lazarevi¢ Ginzburg i Lav Davidovi¢ Landau su razvili fenomenolosku
teoriju superprovodnosti [2, 5]. Ova teorija je zasnovana na opS$toj teoriji faznih prelaza
drugog reda, koju je razvio Landau 1930-tih godina [2, 5].

Ginzburg i Landau su postulirali postojanje nekog parametra uredenja y koji karakterise
stanje sistema [5]:

. (2.20)
YTl =0 T<T. '

Oni su postulirali da je parametar uredenja y kompleksni broj, makroskopska talasna funkcija
superprovodnika [5]. Fizicko znafenje ovog parametra uredenja [5]: |z//| = Wy = % , gde je

ns koncentracija superprovodnih elektrona.
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oy . .. F . .
DefiniSimo gustinu Helmholcove slobodne energije kao f :V’ Sto je Helmholcova

slobodna energija po jedinici zapremine [5]. Kada T—T;, onda w(7)—0, pa su Ginzburg i

Landau pretpostavili da se f;(7) u okolini T, moze razviti u Tejlorov red po |l//| ? [5]:

2 1 4
L) = M +ay|"+—bDly]" +... 2.21)

gde su i a(T), b(T)-fenomenoloski parametri teorije. Dalje su pretpostavili da [2, 5]:

a(T)= (T -T),

222
b(T) =0, (222

gde su a,b-fenomenoloske pozitivne konstante. Zamenom (2.22) u Tejlorov red (2.21)
dobijamo [5]:

£ = f,(D)+aT-T,)

I
v’ +5blwl4 e (2.23)

Sto je prikazano na SI. 2.3.

fs_fn '} T>TC

] Bt

Vo
S1. 2.3 Slika vz izraz (2.23) [5]
Vidimo da:

za T>T., fs- f,=0 pri y=0
za T<T., f; - fo ima minimum pri nekom y#0.

Odredimo |y,

, tako §to trazimo minimum f(7) - fy(7T) u izrazu (2.23) za T<T.:

lwo| = «/@- (2.24)
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Modul parametra uredenja je:

="\ b (2.25)
0 T>T,

Sto je prikazano na SI. 2.4.

l(»'l 4

T A
Sl. 2.4 Slika vz izraz (2.25) [5]

Dakle, f(T) - fu(T) za T<T, ima minimum pri y, =|w,|e"’, gde je vrednost faze 6 proizvoljna
[5]. Od beskona¢no mogucih reSenja priroda bira jedan [2].

Vrednost minimuma f(7) - fi(T) za T<T., koja se dobija zamenom |y/0| = ,/@ u
Tejlorov red (2.23), je [5]:

] = 2.2
S - £,(T) 5 (2.26)

1z jednacina (2.15) ili (2.18), (2.26) i f 25 dobijamo [5]:

b oW -T)

TR (2.27)

Jednacina (2.27) daje H. u blizini T¢ [5]. Kod superprovodnika I vrste daje kriti¢no polje H. u
blizini T¢, kod superprovodnika II vrste daje termodinamicko kriti¢no polje H, u blizini T..

2
Diferenciramo jednacinu (2.26) po 7T'i dobijamo d{sl (;) - dj:;;T) =4 2(27;;_ D , 4. [5]:

(T, -T)

5,15, (1) = - ——=—=, (2.28)

gde je s = é—entropija po jedinici zapremine. Za T=T, je sy(T¢) - sa(T:)=0, zaklju€ujemo da pri

T. nema diskontinuiteta u entropiji, Sto odgovara faznom prelazu drugog reda [5].
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ds,(T) ds, (T)

Diferenciramo jednacinu (2.28) po T i dobijamo
dr dr

2
a . .
:?. Mnoze¢i ovu

.2
A5, (@) 745D _pd 4 sy,
dr dr b

jednacinu sa Timamo T

£2

Co(T)-Cyy (D) =T~ (2.29)

Cv je specificna toplota, toplota koju treba da apsorbuje jedini¢na zapremina superprovodnika

da bi joj se temperatura povecala za 1K, a posto se radi o niskim temperaturama, to je u stvari
2

elektronska specifi¢na toplota (C. u odeljku 1.6). Za T=T. je CvS(Tc)'Cvn(Tc)ZYZ%’

zakljuCujemo da ovde pri 7. postoji diskontinuitet [5]. Dakle, specificna toplota
superprovodnika je [5]:

2

CVn+T% T<T

C, = (2.30)

C,  T>T,

Sto je prikazano na SI. 2.5.

Cv

SI. 2.5 Specifi¢na toplota superprovodnika u GL teoriji [5]

Posto je Tejlorov red (2.21) razvijen u okolini T, izraz (2.30) vaZzi u blizini T, kao §to vidimo
na Sl. 2.5.

Dosadasnja razmatranja se odnose na homogen sistem, za koji se u literaturi koristi i
termin neogranicena ili ,balk” struktura [1]. Slede¢i korak je razmatranje nehomogenog
sistema bez i u prisustvu magnetnog polja.
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2.3 Ginzburg-Landauova teorija nehomogenih sistema

Ginzburg 1 Landau su postulirali da u slucaju kada parametar uredenja zavisi od polozaja, tj. u
sluc¢aju y=y(r), Tejlorov red (2.21) ima novi ¢lan koji zavisi od gradijenta w(r) [5]:

hZ

2m

£ = f,(I)+

2 2 1 4
V()| +a(D)|p(r) +§b(T)|y/(r)| +..., (2.31)

gde m" je novi parametar koji ima dimenziju mase i igra ulogu efektivne mase kvantnog
sistema sa makroskopskom talasnom funkcijom w(r), to je efektivna masa Kuperovog para.
Novi ¢lan je gustina kineticke energije superprovodnih elektrona, tj. Kuperovih parova u tacki
r [http://www.phi.kit.edu/ee2/lectures/Superconductivity-04.pdf : 7. strana]. Prethodno smo
uzelidaje a(T)=a(T-T,)),a b(T)=b.

Totalna Helmholcova slobodna energija superprovodnog stanja nehomogenog sistema je
data kao [5]:

K 2 2 1 4 )43
E(T)= F,(T)+] (%Wwﬂ +ap)] + Do) ]dr. 2:32)

Da bi nasli y(r), trazimo minimum Fy(7) iz uslova 6F(7)=0 [5]. Tako dobijamo da w(r)
zadovoljava jednacinu (prilog B):

2

o, 2
V() +| a(D) + b)) Jwir) =o0. (2.33)
2m

Jednacinu (2.33) mozemo uporediti sa vremenski nezavisnom Sredingerovom jednac¢inom:
h2
- 2—V2w(r) +(V(r)- E)y(r)=0. (2.34)
m

ve . % . . ve v . E ..
Jednacina (2.33) izgleda kao Sredingerova jednacina za Cesticu sa masom m 1 energijom

2, ali analogiju ne treba shvatiti bukvalno [14]. Jednacina

-a(T) u potencijalu b(T)|y(r)
(2.34) je linearna jednacCina, a jednacina (2.33) je nelinearna jednacina zbog drugog Clana u
zagradi [5]. Takode, Sredingerova jednacina (2.34) opisuje jednu kvantno-mehanicku cesticu,
a jednaina (2.33) opisuje sistem od beskonacno Cestica. JednaCinu (2.33) nazivamo
nelinearnom Sredingerovom jednacinom [5], iako je to u sustini jednacina za polje.

2.4 Duzina koherencije

Neka je grani¢na povr§ izmedu normalnog metala 1 superprovodnika yz ravan i normalni
metal je u oblasti x<0, a superprovodnik je u oblasti x>0 [5]. Uzimajuéi u obzir prelaz
w=w(r)—w=w(x), gde je y(x) realan, nelinearna Sredingerova jednacina (2.33) ima oblik [5]:

B dp(x)

o a(T)y(x) +b(T)y’ (x) = 0. (2.35)
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Za y(x) vazi:

) ° =0 (2.36)
xX)= .
v reSenje jednacine (2.35) x>0.

Resenje jednacine (2.35) uz uslov kontinualnosti w(0)=0 i uz uslov y()=yy je [5, 15],
(prilog C):

3 x . B f_ h’
W(X)—v/otanh( \/ié(T)j’ gdeje <(T)= o)’ (2.37)

Sto je prikazano je na Sl. 2.6.

(z) 1

Y

S1. 2.6 Parametar uredenja superprovodnika blizu grani¢ne povrsi [5]

Daleko od grani¢ne povrsi je w(x)=wo, gde je yo parametar uredenja homogenog sistema.
Dakle, parametar &(7) je dat kao:

h* h>
2Ty = |- - ] 2.38
<D \/ 2m a(T) \/ om' a(T)| (2.38)

&(T) je GL duzZina koherencije, ima dimenziju duZine i1 predstavlja vazan fizicki parametar
superprovodnika. To je mera rastojanja od grani¢ne povrsi iznad kojeg je w(x)=wo [S], tj.
iznad kojeg imamo homogen sistem. GL duzina koherencije se pojavljuje u svim problemima
nehomogenih superprovodnika: povrSine, grani¢ne povrsi, defekti 1 vorteksi [5]. Koristeci

1 -
a(T)=a(T -T,) mozemo napisati &(7) kao &(T) = 5(0)|t| 2,gdeje t= T 1, , tj. imamo [5]:

2

. (2.39)

L,
T-T,

C

(1) =400

1z jednacine (2.39) mozemo zakljuciti da &(7) divergira pri T, tj. kada T—T,, onda &(T)—o.
U BCS teoriji &(7) se odnosi na srednje rastojanje izmedu elektrona Kuperovog para [5].
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Povrsinska raspodela Helmholcove slobodne energije na povrSini superprovodnika na Sl.
2.6 [5], (prilog D):

o= I( h - ddv;(zx) +a(T)y*(x) +%b(T)l//4(X) +%}k, w(x) =y, tanh (ﬁ(ﬂj (2.40)

2m

oy : H: : L :
Pjer-Zil de Zen daje o = ’UOTCXI.S%(T ), o je slobodna energija po jedinici povrsine [5].

2.5 Ginzburg-Landauova teorija u magnetnom polju

Gustinu Helmholcove slobodne energije superprovodnog stanja u tacki r nehomogenog
sistema u prisustvu magnetnog polja dobijamo tako §to u izrazu (2.31) uzimamo u obzir
efekte magnetnog polja [5]. Prvo izraz (2.31) napiSemo u obliku:

1

2m

L= f,(D)+

*

+a(T)|y(r)’ +%b(T)|t//(r)| " (2.41)

h
TVW(")

h h
Zamena operatora impulsa zbog prisustva magnetnog poljaje -V — -V -¢gA, gde je g= - 2e,
i i

a A-vektorski potencijal [5], pa imamo zamenu EV - EV +2eA. Novi Clan zbog prisustva
i i

magnetnog polja je ZLBZ(r) i predstavlja energiju magnetnog polja u tacki r,

Hoy

B(r) =rotA(r) = Vx A(r) [2]. Kona¢no dobijamo:

2

2 1 s 1 _,
+a(T)|y(r)| +5b(T)|z//(r)| +2—B (r), (2.42)

0

f.(M)=f.(T)+ L* ‘[é V+ 2eA) w(r)
2m |\ 1

gde je fu(T)-gustina Helmholcove slobodne energije normalnog stanja u tacki r bez prisustva
magnetnog polja. 1959. godine Lev P. Gorkov je izveo GL teoriju iz BCS teorije pri
temperaturama blizu T, [5, 14].

Totalna Helmholcova slobodna energija superprovodnog stanja nehomogenog sistema u
prisustvu magnetnog polja je [5]:

2

1 |(n ) 1 i
()= F,(T)+| (ﬁ‘(;wzmjwm +a) ()| + 2 b)) }H

(2.43)
1
+— | B*(r)d’r,
2u, J.

gde je F,(T)-totalna Helmholcova slobodna energija normalnog stanja bez prisustva
magnetnog polja.
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Dobili smo da y(r) u slu¢aju nehomogenog sistema bez prisustva magnetnog polja mora

zadovoljavati nelinearnu Sredingerovu jednacinu (2.33). Zamenom —V — —V +2eA u ovoj
i i

jednacini dobijamo da y(r) u slucaju nehomogenog sistema u prisustvu magnetnog polja mora
zadovoljavati jednacinu:

hZ

2m

2
*(v ;‘ j w(r)+| aD) + 6Dy |wir) = 0. (2.44)

Nelinearna Sredingerova jednadina (2.44) je prva GL jednadina [2].

s padobijamo [5], (prilog E):
8A(r)p ] [5], (prilog E)

(

(2.45)

Jednacina (2.45) je druga GL jednacina [2]. Uzimajuci u obzir ¢etvrtu Maksvelovu jednacinu
(ur~=1, stacionarno stanje) rotB=Js, mozemo pisati [2]:

261

(2.46)

Ko

Pretpostavimo sada da poznajemo reSenje GL jednalina, tj. parametar uredenja w(r) i
vektorski potencijal A(r) [2]. t,y(r)e1 o) § A(r)+VA(r) je takode reSenje ovih jednacina i moze

se pokazati da je A(r)= gﬁ(r) [5], (prilog F). Dakle, l//(r)e1 o § A(r) +2£V¢9(r) je takode
e e

reSenje GL jednacina i daje istu slobodnu energiju, magnetnu indukciju i gustinu
superprovodne struje kao w(r) i A(r) [2, 5]. Od beskonacno mogucih reSenja priroda bira
jedan [2].

2.6 Neke primene GL teorije

2.6.1 Ginzburg-Landau parametar

Posmatramo dva primera [16]: 1) Polubeskonacni superprovodnik u magnetnom polju.
Uzimaju¢i u obzir prelaz y=y(r)—y=w(x), druga GL jednacina (2.45) ima oblik:

Zehl (

J = (2.47)

Aproksimacija pod uslovom &<</ je w(x) = |y (x)|e'"™ = |wle'’, = |w,| ’ 12]:

g =2 Aly|”. (2.48)
m'
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2 _ |a(T)| . y .. )
Zamenom |1,u0| = ﬁ u jednacinu (2.48) dobijamo:

__@e |a(D)|

J, - ) (2.49)
m b(T)
. o _2e)* |a(D)| L
Racunanjem rotora obe strane gornje jednacine imamo rotJ, ———*ﬁrotA 1 vazi da
m
B=rotA, pa sledi:
2
T
rotJ, =- @M B. (2.50)
m  b(T)
Izrazimo B:
= o0 o, (2.51)
(2e)” |a(T)|

Uporedivanjem druge Londonove jednacine (1.15) i jednacine (2.51) dobijamo:

m (T
= . 2.52
= e o) 222

bT) b
la(T)|  &(T,-T)

Koriste¢i da je imamo [5]:

m'b 1
A (T)= . ~ : (2.53)
Qe QT -T) 0 s
Ako stavimo da m'=2me i |y, |* = @ = % sledi: 7, (T) = |—=— . Iz jednagine (2.53)
/"Oe ns

vidimo da Londonova dubina prodiranja 4;(7) divergira pri T, tj. kada T— T, onda A (T)—o.
AL(T) je mera rastojanja na kojem se menja magnetno polje B.

2) Polubeskonacni superprovodnik bez prisustva magnetnog polja. U ovom sluc¢aju A=0,
w=y(r)—y=w(x), pa prva GL jednacina (2.44) prelazi u jednacinu (2.35), Sto smo resili u
odeljku 2.4 i dobili smo da je duzina koherencije &(7) data izrazom:

n’ n’ 1
&(T)= J - :\/ — ~ - (2.54)
2m’ |a(T)|  \2m' (T, -T) T-T):

Iz jednacine (2.54) vidimo da duzina koherencije &(7) divergira pri T, tj. kada T7—T., onda
&(T)—oo. &(T) je mera rastojanja na kojem se menja parametar uredenja y(x).

29



Iz jednacina (2.53) i (2.54) sledi da bezdimenzioni odnos Londonove dubine prodiranja i
duzine koherencije ne zavisi od temperature [5, 16]:

K= %, (2.55)

gde je x Ginzburg-Landau parametar.

Superprovodnik | Al Sn | Pb | Nb | NbsGe | YBa,Cus07 | K5Cgo
K 0.0310231048|1.3 30 95 95

Tabela 2.1 Vrednosti x nekih superprovodnika [5]

Na osnovu Tabele 2.1 mozemo zakljuciti da je kod superprovodnika I vrste (Al, Sn, Pb) x<1

(teorija daje x < € =0.71, sto ¢emo videti u odeljku 2.6.3), a kod superprovodnika II vrste

2

(Nb, Nb3Ge, YBa,CuzO;, Ks3Cey) x>1 (teorija daje x> % =0.71). Dakle, kod
superprovodnika I vrste je A1.(T)<&(T), a kod superprovodnika II vrste je A (T)>&(T), videti Sl.
2.7.

v

S1. 2.7 Odnos izmedu Londonove dubine prodiranja i duzine koherencije kod
superprovodnika I i II vrste
[http://slideplayer.com/slide/6993496/ ]

Na slici n je koncentracija Kuperovih parova na rastojanju x od grani¢ne povrsi
superprovodnika i vazi da je n(x) = |y(x)| 2,

2.6.2 Kvantizacija magnetnog fluksa

Fluks magnetnog polja istrajne struje kroz superprovodni prsten, videti Sl. 2.8, je jednak
celobrojnom umnosku fluksona-kvanta magnetnog fluksa [1, 2]:

qb:nqsoznﬁ, n=1,2,3,..; @0:3:2.07-10"5\&/1). (2.56)
2e 2e

Ovo mozemo pokazati polaze¢i od GL jednacina [2].
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Magnetni fluks kroz povrs ¢ija kontura je u superprovodnoj oblasti:

&= j BdS = j rotA-ds.
S S

Zones of
persistent
current

\
Path deep
in material

SI. 2.8 Istrajna struja u superprovodnom prstenu [13]

Stoksovu teoremu primenimo na jednacinu (2.57):

@:§A-dl.
L

Iz druge GL jednacine (2.45) izrazimo A:

a1

A=—— ' Vy-yVy’)-

4e |(//|2

m 1
..
@ Jy|”

(2.57)

(2.58)

(2.59)

Kontura po kojoj integralimo se nalazi duboko u materijalu, daleko od zona istrajne struje.
Apsolutna vrednost parametra uredenja odgovara ravnoteznoj vrednosti, ali faza se jo§ moze

menjati: y = |y/0

a=-Tyy
2e

'’ . Tako jednagina (2.59) postaje (prilog G):

Jednacinu (2.60) uvrstimo u jednacinu (2.58):

qb:-i§ve-dl.
2eL

Posto vrednost faze u nekoj tacki nije jednoznacno odredena:

fvo-ai={do=r0=0,-6,=n2z.
L L
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Konacno:

|®|= L r=ntt = nd,. (2.63)
2e 2e2rn 2e

Iz GL jednacina smo dobili da je fluks magnetnog polja istrajne struje kroz superprovodni
prsten jednak celobrojnom umnosku fluksona.

2.6.3 Abrikosovljeva vorteksna reSetka

Posmatramo superprovodnik II vrste u unutrasnjosti namotaja kalema na Sl. 2.1. U
superprovodniku II vrste termodinamicki fazni prelaz pri H, je drugog reda, stoga [5]:

® y/(r)—0 neposredno ispod H, 1 w(r)=0 pri H.,

e M—0 neposredno ispod H., i M=0 pri H., (S1. 1.7)

Magnetna indukcija u uzorku je data izrazom B=uo(H+M). M=0 neposredno ispod H.,, pa
prethodni izraz postaje B=uoH, gde je H-primenjeno magnetno polje [5], H=(0, 0, H). Dakle,
magnetna indukcija u uzorku je B=(0, 0, B) [5]. Landauova kalibracija odgovarajuceg
vektorskog potencijala je [5]:

A()=(0, xB, 0). (2.64)

Prva GL jednacina (2.44) postaje [5]:

n? 1 : 2
- [W%ijj W)+ aT () + B ) y(r) =0, (2.65)

gde je j-jedini¢ni vektor y-ose.
Kada H—H,, onda y(r)—0,
smo je linearizovali [5], (prilog H):

a//(r)|2 ~ (0, pa otpada zadnji ¢lan u jednacini (2.65) i tako

n? 0 mw’
- 2 e ix — e L2 _ .
( Ve o ]w(r) la(T)|y (o), (2.66)

2eB . L .
gde je uvedena ciklotronska frekvencija o, :L*. Gornja jednaina je ekvivalentna
m

Sredingerovoj jednacini za talasnu funkciju naelektrisane estice u magnetnom polju, njene
svojstvene vrednosti karakteriSu tzv. Landauovi nivoi [5]. ReSenje jednacine (2.66) trazimo u
obliku [5]:

p(r)=e " g(x), (2.67)

gde su e’ _kombinacija ravnih talasa u y i z pravcima i g(x)-nepoznata funkcija od x.
Resenje (2.67) vratimo u samu jednacinu (2.66) da bi nasli jednacinu za g(x) [5], (prilog I):

hk

]g(x), gdeje x,=-——. (2.68)
m'w

C

Rk’

2m'

nodg(x) me’
e LD L 00 = -
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Jednagina (2.68) je upravo Sredingerova jedna¢ina za LHO (linearni harmonijski oscilator) sa
tim, Sto je ravnoteZzni polozaj pomeren od x=0 do x=xo [5]. Energija ovog LHO je

212
(n +%jhw€ = |a(T)| - Z ki , Sto zamenom |a(T)| =a(T, - T) 1 sredivanjem postaje [5]:
m
2712
(n +ljha)C + f kj =a(T. -T). (2.69)
2 2m

Resenja jednacine (2.68) za n=0,1,2, ... su go(x), g1(x), g2(x), ... i to su talasne funkcije LHO
pomerenog za Xy [5].

Za n=0, k=0 izraz za energiju LHO pomerenog za xj (2.69) postaje %ha)c =a(T, -T) [5].

2eB 2 . .
Zamenom @, = L* = i*oH u prethodni izraz dobijamo:
m m

2ehu,

£

H=uT -T). (2.70)

Na osnovu jednacine (2.70) ¢emo odrediti T.(H) i uoH(T) [5]. Prvo zamislimo da postepeno
hladimo superprovodnik u spoljasnjem magnetnom polju H. Jednacina (2.70) nece biti

zadovoljena za T¢, nego za neko T.(H): % H=a(T.(0)-T.(H)) . Odavde izrazimo T (H):
m

h
T.(H)=T.0)- 22 . @.71)
2ma

Zatim zamislimo da postepeno smanjujemo spoljasnje magnetno polje od nekog H>H,, pri
konstantnoj temperaturi 7. Jednacina (2.70) ¢e biti zadovoljena za neko Hc(7):
2ehu

M

H_,(T)=a(T, - T). Odavde izrazimo uoH(T):

2m'a(T, - T)

uH o (T) = B,(T) = e

(2.72)

Mnoze¢i desnu stranu gornje jednacine sa > 1 koriste¢i jednacCine (2.54)1 /= 2£ dobijamo:
T

2m'a(M-Y h _ 1 h &,
h? 2e EX(T) 2n2e 2xEX(T)

U o (T) = (2.73)

Odavde se vidi da pri He(T) na svakoj jedinici povriine 22¢*(T) nalazi se jedan flukson @, tj.
jedan vorteks.
o, T-T

0 c

1z jednacdina (2.39) i (2.73) sledi jednac¢ina w.H . (T) = -
J ( )1 ( ) J HoH ,(T) 2222(0) T

, koja se koristi za

eksperimentalno odredivanje £(0) [5].
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Na osnovu jednacina (2.53), (2.54) i (1.4) mozemo napisati izraz za H.(T) (2.27) kao [5]:

¢O
2, N2E(T) 3 (T)

H.(T)= (2.74)

H.(T) je kriticno polje kod superprovodnika I vrste, odnosno termodinamicko kriti¢no polje
kod superprovodnika II vrste.
1z jednacina (2.73), (2.74) 1 (2.55) dobijamo [5]:

H_(T) = \2kH (T). (2.75)

Iz jednacine (2.75) sledi [5]:

® superprovodnik sa x > % ;

H(T)>H(T), fazni prelaz drugog reda pri H(T), superprovodnik II vrste

e superprovodnik sa x < % ,
H(T)<H(T), fazni prelaz prvog reda pri Hc(7), superprovodnik I vrste
Dakle, Abrikosovljeva teorija opisuje razliku izmedu superprovodnika I i II vrste [5]:

1
< E sup erprovodnik I vrste
o .
> — superprovodnik II vrste.

NG

Linearizovana GL jednacina (2.66) daje reSenja pri Hep: n=0,1,2, ... wo(r),yi(r),ypa(r), ...
Da bi nasli reSenja neposredno ispod H,,, treba resiti nelinearnu GL jednacinu (2.65). To je
veoma komplikovano, ali 1957. godine Aleksej A. Abrikosov je uspeo da nade reSenje za nju.
Sledi izlaganje njegove ideje [5].

On je poSao od reSenja linearizovane GL jednacine (2.66) u sluc¢aju osnovnog stanja LHO
pomerenog za xo, tj. u sluaju n=0, k.=0: y, (r)=Ce'“’g,(x). C je konstanta normalizacije, a
go(x) je talasna funkcija osnovnog stanja LHO pomerenog za xj i to je gausijan sa Sirinom

(x-xp)
&T): g,(x)=e £ Dakle, resenje linearizovane GL jednagine (2.66) u slugaju n=0, k.=0

od kojeg je Abrikosov posao:

(x-x9)*

em (2.76)

ikyy

w,(r)=Ce e

hk
gde je x,=-——— 1 vrednost k, moze biti bilo kakva. Ograni¢io je vrednosti k,:
mao

C

2 ., ) hky 27h
k,=—n,n=-00,...,00. Odgovarajuce vrednosti xo su x, =-——=-—; ,N=-00,...,00,
ol mo, mao/l,

y
2eB h . . D

e* , ii=— inaosnovu (1.4) postaje: x, =-—>n,n =-00,...,00.
m 2n B

Sto zamenom @, =
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Za reSenje je uzeo kombinaciju:

2
w20y
2 Bl),-

0 i—ny 5
pr)=> Ce" e T . (2.77)

n=-o

Ovo je periodi¢no reSenje po y sa periodom /. Da bi bilo periodi¢no po x sa periodom I, treba

da vazi: C, =C, I =v—>-. Abrikosov je proucavao najprostiji slu¢aj v=1, koji odgovara
y

kvadratnoj vorteksnoj resetki. Kasnije je pokazano da za sluc¢aj v=2 se dobija niza totalna

energija, ovaj slucaj odgovara trougaonoj vorteksnoj reSetki-Abrikosovljevoj vorteksnoj

reSetki, videti S1. 2.9.

SI. 2.9 Abrikosovljeva vorteksna resetka [5]

U svakom pravougaoniku /,/, parametar uredenja y(r) je nula u centru i u uglovima, tamo su
vorteksi 1 oni obrazuju periodi¢nu trougaonu resetku.

Abrikosovljevo resenje (2.77) vazi neposredno ispod H,,. ,,Vorteksna slika” pri razli¢itim
vrednostima H je prikazana na Sl. 2.10.

S1. 2.10 Vorteksi iznad H.;, neposredno ispod H, i pri He; [13]

Iznad H,; postoji samo nekoliko vorteksa u celom superprovodniku. Neposredno ispod H.,
imamo Abrikosovljevu vorteksnu reSetku. Pri H, vorteksi su tako gusto pakovani da se
njihova ,,srca” prakticno dodiruju. Ispod H.; nema vorteksa.
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»dtruktura” jednog vorteksa pod uslovom ¢<</; je prikazana na SI. 2.11.

B(r)

Yo

()l

0E 1 B3

S1. 2.11 Prostorna promena magnetnog polja i parametra uredenja oko ,,srca” vorteksa, {<<Ap,

[2]

B(r) je magnetna indukcija indukovanog magnetnog polja kruznih superprovodnih struja oko
,,srca” vorteksa. Na rastojanju r>>A; parametar uredenja je konstantan: y,, = |w0| e’

Treba jo$ naci izraz za donje kriti¢no polje H.; [5]. Energija jednog vorteksa po jedinici
o D, L o . : .
duzine je E=—-" lni . Ova energija potice od kineticke energije Kuperovih parova koji

47'[1“0}12

kruze oko ,,srca” vorteksa. Energija svih vorteksa po jedinici zapremine superprovodnika je
EL E. D

A]ZV = NV. Srednja vrednost magnetne indukcije u superprovodniku je B= NZL‘ Q.
Magnetni rad steCen prisustvom vorteksa po jedinici zapremine superprovodnika je
HoHdM=HdB. Dakle, energijski bilans koji vazi u prisustvu vorteksa je EIIZV <H Njfo ,
odavde sledi:
H, = E__% 5 lni (2.78)

D, Admudy &

Iz jednacina (2.74), (2.78) 1 k = % dobijamo:

H, = A, Inx, x>>1 (2.79)

2K

Na kraju istaknemo jo$ jednom da jednacine dobijene u okviru GL teorije vaze u blizini T,
jer je polazni Tejlorov red (2.21) razvijen u okolini 7.
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Glava 3.
BCS-teorija

3.1 Kuperovi parovi

1938. godine Pjotr L. Kapica je otkrio superfluidnost na te¢nom He® [17]. Superfluidnost je
pojava iSCezavanja unutraSnjeg trenja, viskoznosti kod izvesnih te¢nosti ispod nekog T..
Teoriju superfluidnosti dao je Nikolaj N. Bogoljubov [17] 1947. godine. Prema ovoj teoriji
superfluidnost se obja§njava Boze-Ajnstajnovom kondenzacijom. To zna&i da se atomi He",
koji su bozoni, na temperaturama ispod 7. sakupljaju, kondenzuju na jednom energetskom
nivou. Svaki sistem teZi stanju najnie energije, pa ¢e se atomi He' sakupljati u stanju sa
p=0. Cestice sa p=0 obrazuju tzv. kondenzat. Zbog toga $to je te¢nost u kretanju, o

impulsima jednakim nuli ima smisla govoriti samo ako je sistem reference vezan za tenost.
Ova teorija superfluidnosti odigrala je presudnu ulogu u reSavanju problema
superprovodnosti [17]. Nastojalo se da se i superprovodnost objasni Boze-AjnStajnovom
kondenzacijom. Medutim, elektroni su fermioni i zbog Paulijevog principa ne mogu se
sakupljati na jednom energetskom nivou. ReSenje je u tome da se ne kondenzuju elektroni,
ve¢ parovi elektrona koji imaju suprotne spinove. To su tzv. Kuperovi parovi i oni jesu
bozoni, imaju nulti spin. Sada se postavlja pitanje: elektroni se odbijaju Kulonovim silama, pa
koji mehanizam izazove privlacne sile izmedu njih i time omoguci da se vezuju u parove?
Odgovor na ovo pitanje dao je Herbert Frelih 1950. godine. On je primetio da su metali koji u
normalnoj fazi imaju veci specifiéni otpor bolji superprovodnici. Kako je uzrok pojave
elektricnog otpora u normalnoj fazi elektron-fonon interakcija, zakljucio je da pod izvesnim
uslovima ova interakcija moze da izazove upravo obrnut efekat-superprovodnost. Razradio je
ovu ideju i pokazao da na niskim temperaturama elektron-fonon interakcija moze da izazove
privlacenje izmedu elektrona suprotnih spinova i tako omogu¢i da se vezuju u parove.

3.2 Frelihova transformacija

Prvo ¢emo napisati hamiltonijan sistema koji sadrzi elektrone, mehanicke oscilacije 1 njihovu
uzajamnu interakciju [1, 17]:
H = Hel +th +Hel-ph =

+ + . + + (31)
= ZX;aEa; +ZY];bk<b; +N QZF@aEa;_q(bq +b_q),
k k

gde su Hg-hamiltonijan elektronskog podsistema, Hp,-hamiltonijan fononskog podsistema i
H¢ph-hamiltonijan interakcije elektronskog i fononskog podsistema u impulsnom prostoru.
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X, je energija elektrona (sa impulsom hk ) koja se ,,o¢itava” od energije Fermi-sfere [17]:

K’ nk; : . L . :
;= Py £, ag 1 a; su operatori kreacije i anihilacije elektrona u stanju sa talasnim
m m

vektorom k [1]. Y. je energija fonona [1]: Y. =hvk, gde je v, ~5-10° 2 _brzina zvuka u
S

metalu. b, i b, su kreacioni i anihilacioni operatori fonona sa kvaziimpulsom p = nk [1].
Velicina FEZ, karakteriSe kolektivne oscilacije jona (transverzalni i longitudinalni fononi), t;.

njihov uticaj na kvazislobodne elektrone [1]. Za metale, provodnike na sobnim
temperaturama, samo longitudinalni zvucni talasi daju doprinos ovoj interakciji, pa F;;; zavisi

samo od talasnog vektora fonona g [1].

Rukovoden idejom da elektron-fonon interakcija moze da izazove privlacenje izmedu
elektrona, Frelih je izvrSio unitarnu transformaciju hamiltonijana (3.1) [1, 17]. Njegov cilj je
bio da elektron-fonon interakciju zameni nekom ekvivalentnom elektron-elektron
interakcijom [1, 17]. Unitarna transformacija hamiltonijana (3.1) se realizuje pomocu

antiermitskog operatora S na sledeéi nadin [1,17]:

A~

H =e¢’He®, S*=-8. (3.2)

Izraz (3.2) se moze napisati u obliku operatorskog reda kao [1, 17]:

N > D" A A A A
Heq=z( )\ ($.08.0.18. A, (3.3)
im0 Nl e
n-puta

Frelih se odlucio za aproksimaciju [17]:
H, =H-[S.H +%[§,[§,F1]]. (3.4)

Operator S je odabrao u obliku [1, 17]:

A

$=5,-8'. $,=2 Jala. b, (3.5)
k,q

Proizvoljna funkcija i@ bira se tako da se iz ekvivalentnog hamiltonijana I:qu , koji se dobija

zamenom izraza (3.5) u (3.4), elimini$e deo linearan po fononskim operatorima b" i b [1]:

—_ -1
b = FINN(X, - X +Y)17 (3.6)
Dakle, na osnovu izraza (3.4), (3.5) i (3.6) dobija se izraz za ekvivalentni hamiltonijan I:qu,
to je rezultat unitarne transformacije originalnog hamiltonijana (3.1). U ovom ekvivalentnom
hamiltonijanu I:qu prvi 1 drugi ¢lan je isti kao u originalnom hamiltonijanu (3.1), a tre¢i ¢lan

predstavlja hamiltonijan elektron-elektron interakcije. Hamiltonijan elektron-fonon interakcije
je dakle zamenjen ekvivalentnim hamiltonijanom elektron-elektron interakcije $to je bio i cilj.
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Sledec¢i korak je da se dobijeni izraz za ﬁeq usrednji po fononskom vakuumu (posmatra se

samo spontana emisija fonona, na niskim temperaturama broj fonona je mali) [1, 17]:
Hy = ph <O|Heq
deo koji odgovara procesima izmedu elektrona sa suprotnim impulsima (samo ovi procesi
mogu da dovedu do sparivanja elektrona i do Boze-AjnStajnove kondenzacije) i konacno
dobijamo [1, 17]:

O>ph . Zatim se iz dobijenog efektivnog hamiltonijana I:Ieff izdvoji samo onaj

2

Yl€+q

F.
H=> X.d'a +N" ‘ £
; kk Tk E,q(XE_Xq)Z_YZ

k+g

aa’.aa., (3.7)

gde je drugi Clan efektivni hamiltonijan elektron-elektron interakcije. Hamiltonijan (3.7) je
krajnji rezultat Frelihove transformacije originalnog hamiltonijana (3.1) 1 vidimo da je
elektron-fonon interakcija zamenjena efektivhom elektron-elektron interakcijom (i to na
niskim temperaturama).

Sada treba ispitati pod kojim uslovima je efektivna elektron-elektron interakcija privlacna,
tj. pod kojim uslovima je efektivni hamiltonijan elektron-elektron interakcije, a to je drugi
¢lan u izrazu (3.7), negativan. Znak drugog ¢lana u izrazu (3.7) zavisi od znaka imenioca i na

Kk’ Rkl
osnovu X, = -—— i Y. = v,k moZzemo pisati [17], (prilog J):
2m  2m
2 2 n* 2 2\2 72,7 4 =n\2
(X=X ¥, = 5K - -k (R +4)°) (3.8)
m
. 2mv 8 -1 g — . . . . . . - v
gde je k, = *~10°m™ . Za ‘k - q‘ < k, imenilac postaje negativan, pa je zato i drugi ¢lan u

izrazu (3.7) negativan i1 dovodi do privlacenja elektrona [17], tj. efektivna elektron-elektron
interakcija je privlacna. Zakljucak [1, 17]: efektivna elektron-elektron interakcija, koja nastaje
virtuelnom razmenom fonona, izaziva privlac¢enje izmedu elektrona sa suprotnim impulsima u

2my, ~10°m™, tj. u domenu impulsa bliskih Fermijevom

domenu gde vazi: ‘IE - é‘ <k, =

impulsu.

S1. 3.1 Privlacna efektivna interakcija izmedu 2 elektrona
[http://www.slideshare.net/ AllenHermann/lecture-4-microscopic-theory ]

Upravo opisani mehanizam je prikazan na Sl. 3.1. Elektron 1 prolazi izmedu pozitivnih jona
kristalne reSetke i privuce ove jone, pa tako dolazi do lokalne deformacije kristalne resetke.
Ovi pomereni joni zajedno sa elektronom 1 obrazuju jedan pozitivno naelektrisan skup Cestica
[12]. Elektron 2 ¢e biti privucen ka ovom skupu cCestica.
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3.3 BCS-teorija

1957. godine DZon Bardin, Lion Nil Kuper i DZon Robert Srifer su formulisali mikroskopsku
teoriju superprovodnosti [3]. Oni su na osnovu Frelihovog rezultata (3.7) dali modelni
hamiltonijan elektronskog sistema koji bi trebalo da objasni fenomen superprovodnosti [17].
U racun su uveli i elektronske spinove i ograniCili su se samo na elektrone sa suprotnim
spinovima i suprotnim impulsima [17]. Njihov modelni hamiltonijan ima oblik [1, 17]:

~ 1
_ + + + o+
Hyos = X lajap a7 a1 ﬁZW@ama_ 18 s (3.9)
k k,q
gde susa 11 | oznaceni spinovi i funkcija W@ definisana kao

W. =

kg

{chonst.>0 zak,-ks <k,g<k.+kg (3.10)

0 van ovog int ervala.

1

Grani¢ni impuls & <k, ~10°m™ [1]. Iz definicije funkcije %q (3.10) vidimo da ona

egzistira samo u uskoj oblasti oko Fermi-sfere [1].
Sada éemo izvrsiti kanoni¢ku transformaciju Bogoljubova, tj. sa Fermi-operatora a” i a
predemo na nove operatore o' i o pomocu realnih i parnih funkcija u. 1 v [1,17]:
a. =ua . ()+vo(2), a,=uoa (1)+va. (2)
(3.11)

+ +

—_— + p—
a, =u0.2)-vea(l), a. =u0(2)-vo(l),
pri ¢emu je Lt; + vg =1. Ovaj uslov za funkcije u. i v. se dobija iz zahteva da operatori o ia

budu takode Fermi-operatori [17], (prilog K). Ako se izrazi (3.11) zamene u hamiltonijan
(3.9) i iskoristi definicija (3.10) onda se hamiltonijan BCS-modela svodi na [17], (prilog L):

H,. = Z(ZX;VE - ZAu;vi)ﬂLZ[X;(u; -v2)+2Au v [ (Do, (1) + o7 (2)a, (2)]+
' ' w (3.12)
+ 22X vy - A -v)][a; (Da; (2)+ o, (2o (D], A= ﬁz%vq.

Treba napomenuti da je hamiltonijan (3.12) dobijen tako §to su zanemarene sve forme
etvrtog reda po operatorima o i o [17]. Stabilizacija ovog hamiltonijana zahteva eliminaciju
¢lanova proporcionalnih o'a” i oo, a to se postize tako $to se koeficijenti uz ovakve

operatorske produkte izjednace sa nulom [17]: 2X uv; - A(ug - v; )=0. Funkcije u; i v, se
odreduju iz sistema jednagina u; +v: =1,2X u.v. -A(u; -v;)=0 i tako dobijamo [17],
(prilog M):

(3.13)



Na osnovu izraza (3.13) hamiltonijan (3.12) postaje [17], (prilog N):
H,. = DX - /X; +AT)+ XA [ap (Do (1) + oy (2)o (2)]: (3.14)
k k

Dakle, dobili smo konac¢ni izraz za hamiltonijan BCS-modela. 1z definicije (3.10) sledi da se
odnosi samo na uski sloj impulsa debljine 2k, oko grani¢nog impulsa k. Fermi-sfere, tj.

kelk.-k;, k. +k;] 1 vazi da je k; <0.5k, [1, 17]. Energija elementarnih ekscitacija je

\ ,sz +A’=E,.
Posto je k. >>k; i kelkp-kg, kp+kgl, . k=~k, izraz za elektronsku energiju X
postaje [17]:
2

_ o, _ h? h _ Dr
X,;—%(k 'kF)_%(k"’kF)(k‘kF)szF(k'kF)_Z(p'pF)- (3.15)

Ako uvedemo promenljivu v= p- p., onda izraz (3.15) postaje X :&v, a izraz za

energiju elementarnih ekscitacija ¢e biti [17]:

2.2
E, :JAZ S L (3.16)
m

2.2 2.2 \?
U neposrednoj blizini granice Fermi-sfere je v~0, pa je A’ +@ z[AJr 2p L VAJ , jer je
m m

pev’
4m*A*

~ (0 1 mozemo pisati [17]:

2.2

PrVv
E ~A+—"F—. 3.17
Y 2m*A 17

Formiramo izraz za faznu brzinu elementarnih ekscitacija [17]:

2
E _A,  pnv (3.18)
A%

v = —.
v 2mA

¢

- . . dv, d(E S
Minimalna vrednost izraza (3.18) se dobija iz uslova —> = —| —~ |=0 i iznosi [17]:

dv dviv
minvq):min(%j :\/5%, (3.19)
gdeje v, =m—Ax/§
Dr
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Uslov superfluidnog kretanja je da elementarne ekscitacije imaju pozitivan minimum fazne
brzine [17], (prilog O). Na osnovu izraza (3.19) vidimo da je minimum fazne brzine
elementarnih ekscitacija, koje kreiraju operatori a', pozitivan [1, 17]. Dakle, uslov za
superfluidni transfer elektrona kroz metal, tj. za superprovodnost je ispunjen [1, 17]. Tako
BCS-teorija objasnjava nestanak elektri¢nog otpora na temperaturama koje su nesto iznad
apsolutne nule [17]. Operatori o i a kreiraju i anihiliraju Kuperove parove, a do njihove
kondenzacije, ako se o njoj uopste moze govoriti (operatori o i o su takode Fermi-operatori),
dolazi ne u stanju sa nultim impulsom, ve¢ u stanju sa impulsom p = p. [17].

VeliCina A igra bitnu ulogu u procesu superfluidnog transfera elektrona [17], tj. u procesu
superprovodnosti. Ako je ovaj energetski procep (gep, prag) jednak nuli, A=0, onda ne vazi
izraz (3.18), pa ni kriterijum superfluidnog transfera elektrona-superprovodnosti (3.19) i u
sistemu nastaje elektri¢ni otpor [1, 17]. Drugim re¢ima, ako nema energetskog procepa-nema
superprovodnosti [4].

w 1 A -
S obzirom na izraze A=——> u.v. (3.12) i u.v. =———— (3.13) veliina A se
2qu: 7 N EEY

odreduje iz uslova [17]:

IZKZ 1 (3.20)

4N T ,fX,§+A2’

gde je W konstanta efektivne elektron-elektron interakcije [1]. Vidimo da uslov (3.20) ima
smisla samo ako je W >0, tj. ako izmedu elektrona deluju privlacne sile [17]. Da bi dobili
eksplicitni izraz za A potrebno je da u uslovu (3.20) predemo od sumiranja na integraciju i
iskoristimo izraz (3.15) [17], (prilog P):

37,2 h2 272
8n hvy A m N
Odavde [1, 17]:
_4712th h2 . 4r’h*
A0) =27,k e V5 = 2" kykge Winkra”. (3.22)

Iz izraza (3.22) vidimo da A raste sa porastom konstante efektivne elektron-elektron
interakcije W [1, 17]. Za karakteristicne (metalne) vrednosti parametara, BCS-teorija daje [1]:
A~10"do 107 % eV.

Ako se uzmu u obzir temperaturski efekti, onda se ispostavlja da A opada sa porastom
temperature 1 da na nekoj kriticnoj temperaturi 7, postaje jednaka nuli [1, 17], videti SI. 3.2.

A(T) |
1.76kT.

>

44 /4
S1. 3.2 A kao funkcija temperature u BCS-teoriji [5]
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Izraz za T, je dat kao [1]:

T = (LJA(O) ~(10-20)K, (3.23)
7k

B

gde je y:ec, C=0.577... (y je Ojlerova konstanta).

Energetski procep A predstavlja energiju veze Kuperovog para [1], to je energija koju treba
uloziti za raskidanje Kuperovog para.

Kod superprovodnika energetski procep Sirine A odvaja osnovno dvoelektronsko stanje od
jednoelektronskih stanja, videti S1. 3.3.

Jednoelektronski
pobudeni
nivoi

A

A

Osnovno dvoelektronsko
stanje

S1. 3.3 Sema energetskih nivoa superprovodnika [8]

Nespareni, normalni elektron ne moZe da postoji na osnovnom dvoelektronskom nivou i mora
da zauzme prvi slobodan jednoelektronski nivo. Pri razrusenju Kuperovog para, oba elektrona
moraju da se pobude na dozvoljene jednoelektronske nivoe, za Sta je neophodan utroSak
energije veéi od 2A. Kuperovi parovi na najnizem energetskom nivou, u osnovnom stanju
opisuju se makroskopskom talasnom funkcijom, odnosno kompleksnim poljem y/(#), kao Sto
je predvidela GL teorija. Ovi parovi ¢ine kondenzat. Elektricna struja ovog kondenzata je
superprovodna, tj. bezdisipativna.

Zasto ne dolazi do rasejanja Kuperovih parova na primesnom atomu ili nekom drugom
defektu kristalne reSetke? Odgovor je da su zbog postojanja energetskog procepa A, tj.
zabranjene zone A iznad Fermijevog nivoa mala pobudenja kao $to su rasejanja zabranjena
[https://en.wikipedia.org/wiki/Cooper_pair ], jer nema energetskih nivoa na koji bi mogli da
se raseju.

Dakle, izmedu jona metala se nalaze Kuperovi parovi i nespareni elektroni, videti Sl. 3.4.

@ metal ion

o—AIIW—O
Cooper pair

4 single
electron

Sl. 3.4 Vizuelizacija Kuperovih parova i nesparenih elektrona u kristalnoj resetki
superprovodnika [9]

Duzina koherencije &(7), tj. dimenzija Kuperovog para je reda 10> do 10° nm [1]. Izmedu dva

sparena elektrona se nalazi 10° do 107 drugih elektrona [1]. Kuperovi parovi stalno i§¢ezavaju
i ponovo se stvaraju u drugom obliku [12], nema trajne veze izmedu dva odredena elektrona.
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4. Zakljucak

GL teorija, tj. termodinamicka teorija superprovodnosti smatra superprovodno i normalno
stanje kao dve faze supstance, koje prelaze jedna u drugu pri odredenim vrednostima
temperature 1 jac¢ine magnetnog polja [12]. Ova teorija je trijumf fizicke intuicije [15].
Superprovodno stanje (faza) u opSem slucaju je okarakterisano parametrom uredenja [2]
w(r) =|p(r)|e”"”

normalnom stanju (fazi) amplituda |z//(r)| je jednaka nuli [15]. U slu€aju homogenog sistema

[5], pri ¢emu amplituda |z//(r)| ima neku konacnu vrednost [15]. U

parametar uredenja je konstantan, ne zavisi od vektora poloZaja: y,, = |1,z/0| e'’ [5].

Parametar uredenja w(r) je smatran kao makroskopska talasna funkcija kvantne Cestice
(elektrona) sa efektivnom masom m i naelektrisanjem ¢ [5, 15]. 1959. godine Gorkov je
izveo GL teoriju iz BCS teorije pri temperaturama blizu T [35, 14]. To pokazuje da je m =2m i
qg= - 2e [5, 15], tj. da parametar uredenja w(r) predstavlja makroskopsku talasnu funkciju
Kuperovog para, odnosno kompleksno polje. Dakle, kvadrat modula parametra uredenja

|l//(r)| g predstavlja lokalnu koncentraciju Kuperovih parova: |l;/(r)| P = w (ry(r) = ns;r) , gde
ny(r) je lokalna koncentracija superprovodnih elektrona. U sluaju homogenog sistema:
W =py="
2
A Hy
| normal metal T ch(’n
HAT=0) f—0 normal metal
’ 2 Shubnikov ™.
B (vortex) -
o.’\Q' phase A
3 &
2nd Meifiner oy, |
superconductor nd order e |
phase ~ A
'j; g T, T

Sl. 4.1 Vrste faznog prelaza kod superprovodnika I 1 II vrste [18]

Sa Sl. 4.1 vidimo da je prelaz superprovodnika I vrste u normalno stanje pod dejtsvom
magnetnog polja pri temperaturama 7<7. predstavlja fazni prelaz prvog reda, za koji je
potreban odreden utroSak energije [12]. Medutim, prelaz superprovodnika I vrste u normalno
stanje na kriti¢noj temperaturi u odsustvu magnetnog polja je fazni prelaz drugog reda, koji se
vr$i spontano, uz neizotermsku razmenu energije [12]. Posto je GL teorija zasnovana na
opstoj teoriji faznih prelaza drugog reda [2, 5], ona je primenljiva samo u blizini 7.
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Takode vidimo da je kod superprovodnika II vrste fazni prelaz u svakoj tacki drugog reda. I
kod njih teorija daje rezultate u blizini T¢, na primer jednacina (2.27). Generalno, jednacine i
rezultati GL teorije vaze u blizini 7.. Tako na primer, u Abrikosovljevoj teoriji prva GL
jednacina je napisana za tacke duz Hc,(T) u blizini T, pa i njeno reSenje ovde vazi.

GL teorija je fenomenoloska, kvantitativno opisuje makroskopsko ponasanje
superprovodnika [15] bez objasnjenja mikroskopskog aspekta superprovodnosti [4]. Uspela je
da uklju¢i kvantne efekte superprovodnosti [4], kao Sto su skokovite promene elektri¢éne
otpornosti 1 specifiéne toplote i kvantizacija magnetnog fluksa [1]. Ova teorija je opsta,
opisuje  niskotemperaturske superprovodnike, visokotemperaturske superprovodnike,
superprovodnike na bazi fulerena [5], kao i superprovodnike na bazi gvozda.

BCS-teorija, tj. kvantna teorija superprovodnosti [12] je prva i jedina danas prihvacena
mikroskopska teorija superprovodnosti.

Bardin, Kuper i Srifer su u okviru ove teorije odredili osnovno i pobudena stanja
superprovodnika, kriticne parametre (gustinu elektricne struje, jainu magnetnog polja,
kriticnu temperaturu), izrazili dubinu prodiranja magnetnog polja, veli¢inu energetskog
procepa i druge relevantne termodinamicke veli¢ine superprovodnog stanja [1], kao na primer
specifi¢na toplota i njena skokovita promena [18].

BCS teorija je primenljiva samo na niskotemperaturske superprovodnike I vrste, tj. na
metale [8] i uspela je da objasni superprovodnost u fulerenima [14].

Ve¢ smo spomenuli da je 1959. godine Gorkov izveo GL teoriju iz BCS teorije pri
temperaturama blizu 7T.. Funkcija f, - f, =f(A(T),T) se napiSe u BCS-teoriji u slucaju
homogenog i izotropnog sistema bez prisustva magnetnog polja, gde su fi-gustina slobodne
energije superprovodnog stanja, f,-gustina slobodne energije normalnog stanja i A(7)-Sirina
energetskog procepa [19]. Polaze¢i od ove funkcije, pod uslovom %<1, dobijaju se
jednacine za gustinu slobodne energije u GL teoriji u slu¢ajevima: homogen i izotropan
sistem bez i u prisustvu magnetnog polja, nehomogen i izotropan sistem bez i u prisustvu
magnetnog polja, nehomogen 1 anizotropan sistem u prisustvu magnetnog polja [19].
Dobijeno je da je parametar uredenja GL teorije proporcionalan Sirini energetskog procepa
BCS-teorije, $to u opstem slucaju mozZemo napisati kao w(r,7)~A(r,T) [19, 15], a u slucaju
homogenog i izotropnog sistema bez prisustva magnetnog polja kao w(7)~A(T) [19].

Nobelova nagrada za fiziku 2003:

Vitalij Lazarevi¢ Ginzburg, Aleksej Aleksejevi¢ Abrikosov, Entoni Dzejms Leget
,»za pionirski doprinos teoriji superprovodnika i superfluida”

Nobelova nagrada za fiziku 1962:

Lav Davidovi¢ Landau

,,Za pionirske teorije u oblasti kondenzovane materije, narocito te€nog helijuma”
Nobelova nagrada za fiziku 1972:

Dzon Bardin, Lion Nil Kuper, Dzon Robert Srifer

,»za zajednicni razvoj teorije superprovodnika, poznatijoj kao BCS-teorija”
[https://sh.wikipedia.org/wiki/Nobelova_nagrada_za_fiziku ]
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Vitalij Lazarevi¢ Ginzburg Lev Davidovi¢ Landau
1916-2009 [6] 1908-1968 [6]

Uy
) N

\ N : ‘ P
N 2 Ly
Dzon Bardin 1908-1991, Lion Nil Kuper 1930, Dzon Robert Srifer 1931
[http://www3.icmm.csic.es/superconductividad/investigacion/historia/ ]
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Prilozi: Glava 2.

Prilog A: Razlika entropije izmedu superprovodnog i
normalnog stanja kod superprovodnika I vrste

H

A

(H +6H,T + 6T)

&

S1. A.1 Slika uz racunanje Sy(T,H.) - Sy(T,H.) kod superprovodnika I vrste [5]

Znamo da je G(T,H)=G,(T,H) duz H.(T). Jednac¢inu dG= - SdT - uoVMdH primenimo na

tacke (T,H) i (T+oT,H+oH):
Gy(T+oT,H+0H) - G(T,H)= - S;0T - yVM:06H, (A.1)
Gy(T+oT,H+OH) - Gy(T,H)= - Sy0T - 1oVM,0H. (A2)

Leve strane gornjih jednacina su jednake, pa su i desne:

- ST - stoVMSH= - S,8T - 1o VM,SH.

(A.3)

Koristimo da je M= - H1 M,=0 i izrazimo S; - Sy:

- ST+ VHOH= - S,0T,

OH
S-S =uVH—.
s n luO 6T
S obzirom da je o = aH imamo:
oT dT
S(T,H,)-S (T,H,)=uVH, (g]]f .

(A4)

(A.5)
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Prilog B: Nelinearna Sredingerova jednacina (2.33)

hZ
Trazimo minimum F,(T) = F,(T) + [ (F|Vl//(r)|2+a(T)|t//(r)|2+%b(T)|y/(r)|4jd3r (2.32)
m
iz uslova 0Fy(7)=0. Prvo ¢emo odrediti 6F; varijacionim racunom. Ako izvr§imo prelaze
w(r)—w(r)+oy(r), Fy(y)—Fy(ytdy), onda sledi da je SF=Fi[y+oy] - Filyl:

hZ 1 hz 1
oF, = | ﬁ|V(z//+8y/)|2+a|v/+6l//|2+§b|w+5vf|4}d3r'j(ﬁ|v‘/f|2+a|‘//|2+§b|‘/’|4]d3r’

hZ

2m"

1
e R R AL PRI L I R) Y]

4 .

Racunamo |V(y/+61//)| 2 -|Vl//|2 , |l//"‘31//|2 ‘|W| " |‘/’+6‘//|4 '|V’|

V| = Vy'vy,
2 % 5 % *
IV +8y)|” =V(y" +8y )WV (y +8y) = (Vi +Voy )V + Voy) =
=Vy'Vy + V' 'Voy +Voy ' Vy +Vay Vi,

gde je Voy 'Véy ~0. Dakle:

IV +8y)|” -|Vy|” = V' Voy +Voy 'V, (B.2)
sliéno:

lw+8u| -Jy]” =y Sy + 3y +0 By Sp). (B.3)
Takode:

v +3y|* =\(w+51//)2\2 =|y’ +2y/5¢/+3y,2‘2 -

2 * £ 12 x| 12 * *
=|y? +2pdy| =y 2y u] Sy 3y || )+ 4y Yoy By,
gde je 4y wdy 8y ~ 0, pa konaéno dobijamo

lw+8u" -Jw" =20 || sy + 8y |y w). (B.4)

Zamenom izraza (B.2), (B.3) i (B.4) u (B.1) nalazimo:

hz * % * % 1 5 *
SF, = f[ 5 (VW VoY + Y8y V) +aly 8y +8y'y) + S b2y lw|” sy + 8y |w|” w))d*’r- (B.5)
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Posto VoV +Voy Vi = V(@yuVy") -dyViy" + V(S V) - Sy Viy =-8yVy" - Sy Vi
imamo:

SF, = j[

GrupiSemo ¢lanove tako $to izdvajamo Sy” i Sy :

., R
Vi -2—81// Vi +ay Sy +ady "y + by’ |1,U| Sy +bdy” |W| ‘//Jd r. (B.0)

2 2
OF, = I&/I* [—%Vzw+azp+bw|w| 2}d3r+j81//(— %Vzl//* +ay +b|y/| ? !//*]CPI”. B.7)

Vazi da je ay +by|y| *=(a +bly| Yoiay' +bly| *v'=(a +bly| *)w*, pa moZzemo pisati:

2 2
SF, = [8y’ [-%V2V/+(Cl+b|v/|2)l//Jd3r+ | SV/['%VZV/* +(a+b|w|2)w*Jd3r. (B.8)
Konacno:
. h* ) 2 5 h* 2 * 3
SFSZJ.&// -ﬁv z//+(a+b|t//| )17 dr+I8y/ . l//+(d+b|l//| Y| dr. (B.9)
=0 daje:
Oy
3=V +| a0y + Dl Jur) =0, (B.10)

Prilog C: NalaZenje reSenja jednacine (2.35)

Resavamo jednaginu -d2“’(2x)+2m;‘§(T ) w(x)+%y/3(x)=0 (2.35) uvodeéi smenu
E(T)=- 2mfZ(T) . Tako dobijamo:

¢ (T)d O ) - E ; V(1) =0. (80
Koristedi da je v, = % 4. v = % _ % moZemo pisati:

¢ (T)d S >+W§ V() =0. (€2)
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Uvodimo smenu /(x) = M :

L

d*h(x 1

-E (D, (2 ). woh(x) +—woh’ (x) =0,
dx Yo
2 _
¢ e h -h. (C.3)
2
Gornju jednacinu mnozimo sa dn i tako dobijamo da je fzd—hd—};:(}f —h)%. Ova
dx dx dx dx

: . . . 2 2 . ., _d(dh)’ .
jednacina s obzirom da je d(dh)” =2dhd"h, tj. dhd"h = 5 postaje:

f_g@ :g[h__h_j. C4)

2 2 4 2
%(%) e, (C.5)

Treba odrediti konstantu C;: x=oo,y =y, h= Yo _ 1, % =0, C = i . Tako imamo:

Y
(@) _aosy
4

. Odavde izrazimo % :
2 \dx dx

dh_ 1 g, (C.6)

de 2
Resenje gornje jednacine je:

h = tanh (L] +C,. (C.7)

J2¢

Treba odrediti konstantu C: x=0, =0,2=0, C,=0. Tako imamo: & = tanh (\F%fj’ sto,
4 4

imajuéi u vidu da je h=—, postaje — = tanh(\/_%fJ . Dakle, reSenje jednacine (2.35) je:

¥ Y

B X : _ | n’
l//(X)—wotanh(ﬁg(TJ, gde je f(T)—J D) (C.8)
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Prilog D: PovrSinska raspodela Helmholcove slobodne
energije na povrsini superprovodnika na Sl. 2.6

Vo

L‘V(l') I (/_'_—

T
S1. 2.6 Parametar uredenja superprovodnika blizu grani¢ne povrsi [5]

Polazimo od izraza [2, 5]:
0= J.(j;(T) _.f;l(T))nehomogen sist emdx _J.((f;(T) - f;l(T))homoge n sistemdx’ (Dl)
0 0

gde je o-slobodna energija po jedinici povrSine polubeskona¢nog superprovodnika (yz ravan).
Treba nadi razliku f,(T)- f,(T) za nehomogen i za homogen sistem. Za nehomogen sistem

dobijamo tako Sto izvr§imo prelaz w=y(r)—y=y(x) u izrazu

f(D= f(T)+—|Vw(r)| +a(D)|y(r)|” += b(T)|¢//(r)| . (2.31):

hz d%,u(x)

F(I)- f,(T) = +a(T)y* (x)+— b(T (), (D.2)

X . . .
gde je yw(x)=y tanh( j (2.37). Za homogen sistem dobijamo na osnovu izraza
B QVAX0p)

£.(T)- £.(T) - &I (2.26)1 H, = ad. 1) (2.27):
2b N
£D)- (1) =-Htle. (D3)

2

Zamenom izraza (D.2) i (D.3) u (D.1) dobijamo:

o= j h*d‘”(x)+ Dy () + b(T)v/ (0 for- | -2 Y (D4)
2m 2

0

Konacno:

o= T( - d ‘”(x)+ a(Tyy’ (x)+— b(T)l// (x)+”050 jdx t//(x):l//otanh(

X
. (D5
ﬁm)] )
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Prilog E: Druga GL jednacina (2.45)

_ OF(T)
* 0A(r)

Trazimo izraz za gustinu superprovodne struje prema formuli , gde Fy(7) je dat
izrazom (2.43) koji glasi:

2

h 2 403
F(T)= F(T)+ j [%ﬂf‘&vum}wm +a(T)|y(r)| +%b(T)|z//(r)| }w+

(E.1)
L j B> (r)d’r.
2p,
Prvo raCunamo parcijalni izvod drugog integrala u (E.1) po vektorskom potencijalu A(r):
9 d*rB* = 9 B’ (E.2)
0A CA
Vazi da je:
3
Oy, =%e 2. (E.3)
CA o1 OA

Treba da nademo B* imajuéi u vidu da je B=rotA =V x A = Zslﬂﬁ Ag,, gde je 0, = ;
X,

ijk i

B-B = zzgijkglmnaiAja]Amen € = z ZsijkglmnaiAjalAm6n=k =

ijk Imn ijk Imn
= Z gijkglmkaiAjalAn =

ijklm

Z(Zskijgklm]a A@ A, = Z (81181m 81m Jl)ﬁ A& A =

ijlm ijlm

D 8.8,,0,A8,A, - > 5,,8,0,A0/A,,

ijlm ijlm

=D 0,A0A - D 0,A0A. (E.4)
1] 1]

Na osnovu izraza (E.2), (E.3) i (E.4) dobijamo:

o, & 0
=B =Y e, | S0A0A-S0A0A |=0, E.5
oA e“aAiU””;‘“A (>

o=l

%Id3r32

jer je %(QA‘})=O. A, 1 0A, su nezavisne veliCine u smislu Ojler-Lagranzovih

promenljivih.
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F.(T)
(r)
parcijalnom izvodu prvog integrala u (E.1) po vektorskom potencijalu A(r):

Posto je i =0, sledi da je izraz za gustinu superprovodne struje jednak negativhom

0 1L \(n ’ 2 1 4l
A | Lzm* (i V+2€Ajl//(r) +aMy )| + by ) }r
, (E.6)
1 0 h
= -ﬁm (TV+2€Ajl//(I‘) .
e |
RacCunamo | —V +2eA |y(r)| :
i
‘(EV + ZeAj w(r)| = (— EV + 2eAj l//*(r)[ ZV + ZeAj w(r)=
i i i
[fvmrao] ] J
= -V (N +2eAy (r) || —Vy(r)+2eAy(r) |,
i i
odnosno:
‘(Zv + 2eA]w(r> = 1AV (V) - 22 AV () + 28 Ay (1)) + -
i i i .

+(2e)* A%y () (r).

Izraz (E.7) zamenimo u (E.6) i parcijalno diferenciramo po A(r) :

1 a(hzw*(rwmr) : th Au(r)Vy' (r) + th Ay’ (Dp(r) + (2e)2A2w*(r)w(r)J
J =-

s * =

2m 0A(r)

1 2eh . 2en 2 .
Z-Z—M(-Tew(r)vw (r)+TeW (NVy(r)+(2e)"2Ay (r)!//(r)jZ

r % s : *
= 2T V) -p Ve ) - F22 Ay (),
2m i 2m

konacno:

Dehi . 2¢)’ 2
W V) -y(rVy - Ay (ES)

m

J, =
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Prilog F: Odredivanje A(r)
GL jednacine su dobijene iz izraza za totalnu Helmholcovu slobodnu energiju

superprovodnog stanja nehomogenog sistema u prisustvu magnetnog polja (2.43). U ovom

. . .~ _h . . oL
izrazu operator impulsa p = —V +2eA deluje na parametar uredenja y/(r). MoZemo pisati:
i

py(r)= (ﬁ V+ 2eAJ w(r). (F.1)
i

Sada izvr$imo prelaz w(r) — w(r)e'”” i imamo:

Py = (Z v 2eAj e = v e™) + 2ep(re " =
1 1
_ 1 o h 16(r) oy _
=—e " "Vy(r)+—-y(r)Ve +2eAy(r)e =
1 1
= Zeiﬂ(r)vl/j(r) + Zvj(r)ei()(r) lve(r) + ZeAl//(r)eio(') —
1 1

=" [Zv +aVo(r) + 2eAjl//(r),
1
py(r)e’” =’ (? V+ Ze(A + %V@(r)D w(r). (F.2)

Na osnovu izraza A(r)+VA(r), (F.1) i (F.2) vidimo da je:

A(r) = E o(r). (F.3)
2e

Prilog G: Jednacina (2.60)

Jedna¢ina A = Ll 12 W'V -yVy') - m 5 %Js (2.59) uzimajuci u obzir da je J =0 i
Y= |Wo|ele postaje A= ZLW(|I/’O|C_IHV|WO|€9 ; |z//0|emV|l//0|e'19) , pa dalje imamo:
Yo
A= ﬁ%qm e %Vl -Jy,|” el (-1)VH) = M ivo+ive) =" aive. (G.1)
4e |,7,,0| 4e 4e
Dakle:
a=-Tvo (G.2)
2e
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Prilog H: Linearizacija i sredivanje prve GL jednacine u
sluaju superprovodnika II vrste u unutrasnjosti namotaja

kalema, tj. jednacine (2.65)

Prva GL jednacina u posmatranom slucaju, tj. jednacina (2.65):

hZ 3 2 2
*(W%ijj y(r)+a(Ty(r) + b ()| () = 0.
2m h

Kada H—H.,, onda y(r)—0, |w(r)|” =0, sledi:

P . (v 4 2eB1 ij w(r)+a(T)w(r) = 0.
2m h

Gornja jednacina je linearna. Kvadriramo zagradu:

hZ . 2

v 228 v s (Mfl) @ |p(r) +a(Tyw(r) = 0.
2m ) h

Imamo:

n’ (vz JAeBi 0 (2¢B)’

2m’ no oy W x]‘//(")Jfa(T)l//(r):O.

Posle sredivanja:

- * - * X * 2
2m 2m- h Oy 2m h

( 7’ v W’ 4eBi 0 1’ (2¢B] ,

2eB

P

Uvodimo ciklotronsku frekvenciju o, =

(- R vE —hwcix%+ mzw xzjl//(r) = a(T)y(r).

2m
S obzirom da je - a(T) = |a(T)| :

2 * 2
(- 27; -V? —hcocix%+ mza’ xzjl//(r) =|a(D)|y(r).

58

x jw(r) =-a(T)y(r).

(H.1)

(H.2)

(H.3)

(H4)

(H.5)

(H.6)

(H.7)



Prilog I: Sredingerova jednadina za LHO pomerenog za x,,
tj. jednacina (2.68)

.0 mo’
-hojx —+ S

Resenje jednadine ( > xzjz//(r)=|a(T)|y/(r) (2.66) trazimo u obliku
m

i(kyy+k.z)

w(r)=e g(x) (2.67), a to znaci zamenu izraza (2.67) u (2.66):

. . N i t+K,Z
2 el(k),y+kzz)g(x)) _hwcixﬁ(el(ky)urk;z)g(x)) +szel(ky}’ k, )g(x) =
oy 2 (I.1)
= la(D)]e" " g ().

Radunamo V(' g(x)):

+g( ) ik, z lk}}’ i2k2+g(x)ek} ik,z : 2k2

82 82 62 i(kyy+k,z) l(k y+k.z) d g( )
b+ =
(8}62 oy azzj(e g0 = dr’

Vz (ei(k}.y+k:z)g(x)) — e1(k Ytk z) dcfx(z.X) i(kyy+k,z) (kf + kzz)g(x) (12)

Zamenom izraza (1.2) u (I.1) dobijamo:

1kz ikyy.

2 2 2
h ei(k,\,wkzz)d gx) 7 o () 2

- +k2)g(x) - hooixg(x)e ik +
P o o )8 (x) - g(x) ) )
Mo 5 ik ik, y+k,2) |
+—2 < xe'" T g(x) = |a(T)|e YD o ().
Posle deljenja sa e grupisanja ¢lanova imamo:
2 g ‘o’ (k2 +k?
I E8O) ik x+ O 2 o) = la(T)) - # g(x). (L4)
2m ! 2m

Zagrada na levoj strani gornje jednacine moze da se napiSe na slede¢i nalin:

) P * 2 h
(ha)ckvx+ > E xzj == < (x-x,)° - > ¢ x;, gde je x, =-——>. Uzimajuéi ovo u obzir
: m'o

konacno dobijamo:

n* dzg(x) m'o;
om

h2k2
= (x-x))"g(x) = (|G(T)| }g(x) (1.5)
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Prilozi: Glava 3.

Prilog J: Izraz (3.8)

272 27,2
Racunamo (X, - X )’ - Y;ﬁ znajuci daje X, = hzll; - hzllj:

1Y =hvk:

R Rk R Rk 2 ~
X.-X,)-Y: = -—F. +—L | nhi(k+g)’ =
(X - Xol Y ( 2m  2m  2m  2m (k) i
B2 R 2 ~ ¢-1)
() ik
m m
Kvadriramo prvu zagradu:
h4k4 h4k2q2 h4q4 ~
2 2 2.2 —\2
(Xp-X) -Y, .= I +4m2 v (k+q)°. J.2)
4
Izdvajamo — ikoristimo da je k*-2k’q° +q* = (k* - ¢°)*, nalazimo:
h am*v: - L
(Xlg-Xé)z'Y,iq:4—n12|:k4'2k26[2+q4' hz : (k+Q)2:|:
" iy J.3)
, mv, -
= 4m2 |:(k2 _q2)2 _ hz s (k+Q)2:|
Uvode¢i k, = %, dobijamo:
n* ~
2 2 _ 2 25\2 2 —\2
(X X)) ¥ =k - g -k (K +3)°) (1.4)

Vidimo da ako je (kK> -q*)* < kg (E +§)*, onda izraz (J.4) je negativan. Ovaj uslov mozemo
napisati kao (k*-¢°)* =(k*-g*)’ <kj(k+§)*, a posto je (k*-g°) =(k+§)'(k-§)’,
ostaje: (k-4)° <k; . 4. [k -g| < k.
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Prilog K: Uslov «*+y*=1, gde su «. 1 », realne i parne
funkcije

Prvo ¢emo matematicki napisati da su funkeije wu, 1 v, realne i parne:

w, =u; =u v, =v.=v . Uslov u? +v: =1 se dobija iz zahteva da operatori o’ i o budu

takode Fermi-operatori. Operatori a' i a su Fermi-operatori, pa vaZi na primer:
+ —_—
laz,. a1 =1. (K.1)

Operatori aﬂT i ag, su dati u (3.10): a: oh = U0 (1)+v o (2), a, =uo (1)+vo; (2)
Njihovom zamenom u antikomutator (K.1) dobijamo:

{al,,a,}={uo () +veo, (2),u0 (1)+vo(2)}=
= {0t (1), 0 (1)} + e (1,v.05 (2} + (v (2, w0 (1)) + (e (2),v.05(2)} =
= 2ot (1) 1, (1)} 2w ot (1), 05 (20} vt (20,01, (1)} 7ot (2,12} =
=u; +v: =1,

jerje {oz(1),0.(1)} =1, {o(1),0:(2)} =0, {0;(2),0,(D} =0 i {a;(2),0;(2)} =1.

Dakle:
W+ =1, (K.2)

Prilog L: Hamiltonijan BCS-modela (3.12)

Hamiltonijan HBCS ZX [aF PN N Ha - 2NZ kTa kia Ry (3.9) s obzirom na

W=const.>0 zak.-k.<k,g<k.+k
definiciju Wk;.,:{ ke ke S A=5TRe 310) prelazi u:

0 van ovog int ervala
X, V.saa L1
Hieg Z lagpag, + ma./;ﬂ'ﬁzama.;ﬂ.qﬂqr L.1)
k.g

Operatori @ i a: a;, =u.o (D) +v.0r(2), ai, =uo:(1)+v.0.(2), a, =u0.(2)-v.a:(l),

a_} LT u];(x% (2)-v.a (1) (3.11). Sve forme Cetvrtog reda po operatorima o' i o su zanemarene,

Sto znaci da hamiltonijan (L.1) ima oblik:

%4
Hg ZX lag,a, +a a ;. ]1- AZ[akTa o taagl, A=ﬁ2uqvq. (L.2)
q
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Radunamo a;,a.., @' a . , a;.a’ , a  d.:

a'a, = 1ot (Do (1) + ot (Das (2) +vaa, (2o, (1) +v20, (2ol (2),
', =100 20 (2) - v,al ) (1) - v (Do (2) + o (el (1),
asa’, =uior (Do (2) - uveor (Do (1) + o (2)or (2) - via: (2)a (1),

a ;. az = o (2o (D) tu v (2)ar(2) - vagar(Da:(1)-v2a-(1)a:(2).  Zamenom  ovih
izraza u hamiltonijan (L.2) dobijamo:

Hyes = 3 Xl (Do (1) + e (Do (2) + vt (2)a (1) V20 (2)as (2) +
k

it (2)a (2) - upveor (2)o (1) - vao (Do (2) + vio (1o (1)] -

L3
- Al (1) (2) - upvgars (Dot (1) vt (2)a (2) - via (2o (1) + L

+uo (2o (1) +uvea: (2)ar(2) - vauos (Do (1) - vios (Do (2)].

1
UV 0o (2)(1; (2) ¢emo napisati drugacije. Prvo gledamo ¢lan vg% (2)(1% (2). Posto su a’ i a
Fermi-operatori vazi da je {a.(2),a;(2)}=0,(2o;(2)+0a (2)a.(2)=1, odavde sledi:
o (2)0r(2)=1-0:(2)a.(2) . Dakle, ¢lan v:a.(2)a:(2) moZemo napisati kao:

U hamiltonijanu  (L.3) ¢&lanove Vi (2)ar(2), vio(Dar(1), vaa:(2)or(2)

v (2)ar (2) = v (1- az (20, (2)),

VioL (2)0 (2) = v; - v (2)a, (2).

(L.4)
Na sli¢an nacin se dobijaju i ostali ¢lanovi:
v;ai(l)ag(l)zv; -v;ag(l)ai(l), (L.5)
v o (2)or (2) = v - vauos(2)o,(2), (L.6)
UV o (2o (2) = uv, - uv00 (2)a (2). (L.7)
Zamenom izraza (L.4), (L.5), (L.6) i (L.7) u hamiltonijan (L.3) dobijamo:
Ir-AIBCS = Zk: X];[u;(xg(l)ai (D +uveo (Do (2)+veuo,.(2)o, (1) + vg - v;(x;(2)a];(2) +

+uror(2)0(2) - upveor (2)ar (1) - o (Do (2) +v2 -vias (Do, (1)]- L)

- ZA[u;(x;(l)(xg 2)-u .o (Do (D) + v, -vao (), (2) - via (2)a, (1) +

+uo (2o (1) +uv, - uveor (2o (2) - vaos (Do (1) - vior (Do (2)].
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GrupiSemo ¢lanove:
H,. = D @X, vi-28uv)+ o (Do (DX - Xpvi +28uv ]+
k k
+Za;(2)% Q- X, v: + X u? +2Aul€vlz]+Za£(1)ug(2)[2Xlzulsz +AV? )]+
k k

+ Zai 2o (DI2X u v, + A(v; - u;)],
k

Hyes = 22X, vi - 28uv) + > ar (Do (DX (] - v7) + 2w, ]+
+2 0, (Q)a QUX (w7 -v)+2Au v, 1+ > or (Dof Q22X v - Awg -u)]+ (L9)

+ Zai 2o (DI2X u v, - A(u; - ug)]
%
Konacno:

Hyes = 3 X2 - 28uv) + D [ X (uf -v2) +28uv Jla; (Dag (1) +ar (2o, ()] +

w (L.10)
+ Z[ZXEMIZVIZ - Az -v)N[oc (Do (2) o (Qa (D], A= ﬁzuq‘}q'
k q

Prilog M: Odredivanje funkcija « 1 v,

« . . . 2, .2 _ 22\ T feat] .
ReSavamo sistem jednaCina wu; +v: =1,2X u.v, - A(u: -v;) =0, koji ¢emo napisati kao:

=1 (1), u?-v2="2E%% (2) Pryo kvadriramo jednacinu (1):
P Vi o WtV A : J :

w; +2u7v: +vi =1 (M.1)
Zatim kvadriramo jednacinu (2):
4X2u*v?

4 2.2 4 _ k "k k
u: -2u-v: +v. =———. M.2)

AZ

Iz jednacine (M.1) sledi da je ug+vg :1—2u§v§ , ovo uvrstimo u jednacinu (M.2) i tako

4X2uiy? 1 A
imamo: 1-4u’v’ = —**k% Odavde izrazimo u>v> i dobijamo: u’v: = ————. Dakle,
k k A2 k k k k 4 X2+A2
k

izraz za uv, je:

A
u.v. =

1
1 - M.3
e 21/X,§+A2 M3
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Sabiranje jednacina (1) i (2) daje:

1 X-u.-v-
2 _
u. =—+ kAk k. (M.4)

\9)

U gornji izraz uvrstimo izraz za u v, (M.3):

u> = ! 1+ X (M.5)
ol wraaz | '
2| JxZ2+A
Oduzimanje jednacina (1) 1 (2) daje:
, 1 Xlzu,;v;
Vi=— e —— M.6
L2 2A (M6)
U gornji izraz uvrstimo izraz za u v, (M.3):
X
NI i (M.7)
L2 X +A?
Prilog N: Hamiltonijan BCS-modela (3.14)
1 X, 1 X, 1 A
Izraze w=—|l+—=%—|, vV=cfl-—5t—|, uv =——Fp—=-— (3.13)
ool fxEear) ot o2 x2ear ] R 2 x2aa?
zamenimo u hamiltonijan BCS-modela (3.12) koji glasi:
Hyes = 22X 7 - 28uv) + D [ X (u7 - v2) + 28uv; o (Dag (1) + o (2)0 ()] +
k k
+Y [2X A2 -v)[oc (Do )+ o Qa (1], A=~
Z[ dupve - Aug -vo)llag (Doz (2) + oz (2)a, (D], _ﬁzuq"q-
k q
Tako dobijamo:
A 1 X 1 A
Hyes =) | 2X; ~| l-——t— |- 20— |+ (N.1)
; 2 [x2ea 2 [x2+A

1+ —— 1 A

X-
+> | X - —— | [+ 2A———=—=|[0. (Do (1) T a:(2)a.(2)].

k

X; _l
2

N | =
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Dalje imamo:

~ X A2
Hps =S| X, - e -
e Zk: CJxEea ([xEea

Loz (Do (1) + 0z (2)a ()],

NV +\/XI§+A2

Hro=Y X, -8 | s XA e )+ )0, @) (N.2)

= P + o .- +o- o - . .

o N RS B N PR S

Konac¢no:

H,. = (X, -./X; +AT) DX HA [ap (Do (1) + oy ()0 (2)]: (N.3)
k k

Prilog O: Uslov superfluidnog kretanja

Sada ¢emo izvesti uslov superfluidnog kretanja [17]. Ako se koli¢ina te¢nosti ¢ija je masa M
kreée brzinom V , onda je kineticka energija ove mase te¢nosti:

E==—, Q=MV. (0.1

Tecnost se krece kroz cev 1 prilikom kretanja izmedu zidova cevi 1 te¢nosti dolazi do trenja.
Usled trenja sa zidovima cevi molekuli tenosti se ekscitiraju, Sto drugim re¢ima znaci da se
efekti trenja demonstriraju pojavljivanjem elementarnih ekscitacija u te€nosti. Ako se usled

trenja pojavi samo jedna elementarna ekscitacija, Ciji je impuls p i energija ¢,, onda je

energija posmatrane te¢nosti:

g 0P

A2 A -2 =2
_ 9 +2Q P, P P (0.2)
2M P2M 2M 2M

+e =E+13-I7+gﬁ+2M.

Posto se pri trenju gubi deo kineticke energije te¢nosti, oCigledno je da energija E’ mora biti
manja od energije E, pa se uslov za kretanje sa trenjem moze izraziti slede¢om nejednakoscu:

E<E. (0.3)
=2

Kada se zanemari mala veli¢ina ZI)W , onda gornja nejednakost prelazi u:

&, +p-V<O0. (0.4)
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Suprotna nejednakost, ocigledno predstavlja uslov za kretanje bez trenja:

&, +p-V>0. (0.5)

Kriterijum postaje najstroziji ako su p i V suprotno usmereni, tj. ako je p-V =- pV . Tada
se uslov za nastanak superfluidnog kretanja svodi na:

sy p=pl. V=l (0.6)

p

Da bi superfluidno kretanje moglo biti realizovano pri svim mogucim impulsima elementarnih

. . .. iy &5 .- ., .
pobudenja, potrebno je da minimum veli¢ine -~ bude pozitivan, jer ¢e onda, s obzirom da se
p

V moze u eksperimentu uciniti proizvoljno malim, uslov (0O.6) vaziti za sve impulse p . Zato
je konacna forma uslova za nastanak superfluidnog kretanja:

min;‘” > 0. (0.7)

Prilog P: Uslov (3.21)

U uslovu 1= 412 ! (3.20) predemo sa sumiranja na integraciju prema formuli

N % 1fX]§+A2

2

ZF(IE) - 2V2 IF(k)kzdk, gde je V=a’N, i iskoristimo izraz X, = h—kp(k -k) (3.15):
i T m
3 a7 kethe 2
bt \/szz(k-kF)z +A’
m
Znamo da je hk, = p. i Pe _ Vet
m
| Wa bl k*dk ~
8T | ko IPVE (K - k)P + A2
Wa® e k*dk (P.2)

8r’hv, , ° A2
F kF kG \/(k—kF)2 +h2v2

F

Uvodimo smenu x=k-k. (x je malo, jer je k~k.), pa imamo: dx=dk i
k* = x> +2xk, +k; = (x+k.)’ ~ k.. Granice integracije postaju: za k=k.-k;,x=-k; i za
k=k,+k;,x=kg.
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Sledi:

P.3
87[2th -,[ 3
hzvé
Integralimo:
AZ
k: + +k
372 G 2.2 G
h
o Yk s (P4)
8’ hv A2
F 2 + kG
G
2
A2 A Y A?
Mozemo uzeti aproksimaciju ke +—=— =~ (ka +T] =kst—5—>
v 2h vk, 2h vk,
4
zanemarujemo ¢lan ————, pa imamo:
J iz P
A? A? A’
ki +—— +k, k. + +k 2k, +
hZ 2 G G NE2.27 G G NE2.27 2 2
In L Miviks 2viks [ AV kG 1 (P.5)
A Az A2
K+ ks ket ke PYSNr
n*v? 2h vk 2h vk
odnosno
A2
ki+-5— +k
h2 2 G 21212 2 2
. v; zln[4h szkG .\ 1}:1 4hA viks P.6)
Jie
hvg
2 2k2
jer je —2‘3 >>1. Dakle, na osnovu izraza (P.4) i (P.6) dobijamo:
372 4h2 212
1o Waks g A Viks (P.7)
8n hvy A
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