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1. UVOD

Opésti cilj ovog rada je istrazivanje fononskih spektara i stanja u idealnim, ali
kona¢nim strukturama, dakle u strukturama bez narusenja translacione simetrije
ali uz prisustvo grani¢nih povrsina tog sistema. Prirodno se namedée pitanje, zasto
se ispituju fononi?

Fononi su osnovna pobudjenja u kristalu, oni su uvek prisutni podsistem bez
obzira da li se radi o elektronima, eksitonima, feroelektronskim pobudjenjima ili
nekom drugom tipu elementarne eksitacije kao glavnih nosioca mehanizama koji
" proizvode” odredjene fizicke osobine, pojave i efekte u kristalu. Takodje, fononi
kao podsistem se lako termalno pobudjuju, pa su veé sa malim porastom tempe-
rature iznad 0K oni prisutni.

Pojam fonona se uvodi prilikom kvantnomehanickih analiza linearnog oscila-
tora. Energija linearnog oscilatora ima oblik:

1
E,.=(n+§)hw; n=012 ...

a prirastaj energije pri prelasku iz stanja n u stanje n + 1 iznosi:
En+1 - E, = hw

Ovaj kvant pobudjenja linearnog oscilatora, ¢ija energija iznosi Aw, naziva se -
fononom. Energija fonona zavisi od mase M oscilatora i konstante C koja karak-

teriSe elasti¢nu silu oscilatora tj.
[C
hw = hyf — .
M

Oblast istrazivanja je ogranicena na analizu fonona tj. fononskih stanja u
tankim strukturama ili filmovima. Filmovi predstavljaju beskonaéne strukture u
jednoj ravni sa dve paralelne grani¢ne povrsine duz pravca normalnog na tu ravan.

Poseban naglasak je na tanke filmove , s obzirom da je na danasnjem stupnju
razvoja tehnike i tehnologije moguée dobiti veoma tanke filmove, debljine reda
veli¢ine nekoliko kristalnih medjuatomskih rastojanja.
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Rad je posvecen analizi i pregledu najvaznijih fizickih veli¢ina i njihovog ponasa-
nja za idealne beskonaéne strukture. To pre svega sa ciljem da bi dobijeni rezultati
1 koriséeni metodi nasli kasnije primenu i omoguéili laksom analizu struktura u ko-
jima je translaciona simetrija duz jednog pravca narusena.

Najpre, biée ispitan uticaj dveju paralelnih povriina duz odredjenog pravca na
fononske spektre. Polazeéi od standardnog hamiltonijana za fononski sistem, te
koriséenjem uobic¢ajenih metoda kvantne teorije fizike ¢vrstog stanja, dolazi se do
sistema jednacina, ¢ijim se resavanjem (uz pomoé Cebisevljevih polinoma) dobija
zakon disperzije fonona kao i moguéa fononska stanja u tankom filmu.

U skladu sa ¢injenicom da, pored konstante elastié¢nosti, takodje 1 atomske mase
definisu fononske spektre i fononska stanja, lako je zakljuéiti da fononski spektri
mogu biti izmenjeni 1 sa adekvatnom distribucijom masa duZ jednog pravca ik
postojanjem konaé¢ne debljine strukture duz tog pravca. )

Jedan od najvainijih ciljeva je da se ispita da li su minimalne frekvencije u
filmu razli¢ite od nule. U slué¢aju da jesu to bi znacilo da u takvim strukturama
dolazi do prigusgenja ili eliminacije akustickih fonona, u sistemu onda postoje samo
fononi opti¢kog tipa. To bi imalo za posledicu, da se film ponasa kao ”zamrznuta”
struktura. Dok se ne postigne odgovarajuéa aktivaciona temperatura u filmu, jer
do te temperature realni fononi nisu prisutni. Na taj nacin bi se, npr. elek-
troni, sve do ovih temperatura u datoj strukturi kretali bez trenja, t). super-
provodno. S obzirom na ovo, prisustvo fononskog gepa bi moglo. da predstavlja
mogucée objasnjenje ¢injenice da tanki filmovi imaju vidu kritiénu temperaturu
nego masene strukture 1 predstavljaju uredjenije termodinamicke sisteme nego
masivne strukture.

Prvi deo ovog rada posveéen je kvantnomehanickom prikazu linearnih oscilacija
u pojavi kolektivnih mehanickih talasa - fonona u idealnim beskonaénim kristalnim
strukturama. Date su moguée energije i stanja ovog fononskog sistema. U drugom
delu rada analiziran je sli¢éan fononski sistem, ali u uslovima kada je struktura, u
kojoj se javljaju ova pobudjenja, ograni¢ena na dve paralelne povrsine (tzv. film-
struktura). Zakon disperzije fonona i talasne funkcije moguéih fononskih stanja
su odredjene, a rezultati su uporedjeni sa onima za idealne neograni¢ne strukture
da b1 se uocio uticaj prisustva granica sistema. »

U zakljuéku rada pobrojani su svi rezultati sprovedenih analiza i dat je njihov
komentar.



2. OSCILOVANJE ATOMA
KRISTALNE RESETKE

i

Enkrgija vibracija kristalne resetke ili elasticnog talasa, je kvantovana. Kvant
energije nekog elastiénog talasa se zove - fonon. Zvuéni talasi u kristalima su
”sastavljeni” bd fonona. Toplotne vibracije u kristalima su toplotno pobudjeni
fononi.

Kvantna teorija zapocinje 1900 godine, kada je M. Plank pokazao da jedino
kvantovanje energije moze objasniti zapazene raspodele frekvencija elektromag-
netné energijé, izracene crnim telom u toplotnoj ravnotesi. Ajnstajn je pokazao
da foto-efekat predstavlja jedan jak dokaz kvantovanja energije svetlosti. Nikakav
ogled, direktno analogan fotoelektri¢nom, nije do sada izveden sa fononima. Foto-
efekat ne potvrdjuje da je foton Eestica ve¢ pokazuje da elektromagnetno polje raz-
menjuje energiju sa drugim sistemima u nedeljivim elementarnim iznosima od Aw.
Ono §to moZemo saznati na osnovu foto-efekta je da se energija elektromagnetnog
polja kvantuje. Ovakvo isto razmatranje vazi i za elasti¢ne talase (mehanicke
talase u elasti¢nim sredinama).

Kakvi su eksperimentalni dokazi kvantovanja nekog elasticnog talasa? Naj-
" vazniji dokazi ukljuéuju sledeée:

1. "Udeo resetke u toplotnom kapacitetu évrstog tela uvek ide ka nuli kada
temperatura ide ka nuli. Ovo jedino moze biti objasnjeno kvantovanjem vibracija
kristalne resetke. Ovo je najvazniji dokaz postojanja fonona.

2. X - zraci i neutroni se neelastiéno rasejavaju na kristalima sa promenama
energije 1 impulsa koje odgovaraju stvaranju ili apsorbovanju jednog ili vise fonona.
Merenjém ”uzmaka” rasejanih x - zraka ili neutrona, odredjuju se svojstva poje-
dinih fonona. Takvi opiti pruzaju najbolji nacin odredjivanja disperzionih relacija
za fonone, tj. daju zavisnost frekvencije od talasnog vektora i predstavljaju dokaz
prisustva fonona.

Atomi kristalne resetke osciluju oko svojih ravnoteznih polozaja, pa se kristal u
smislu njegovih oscilatornih karakteristika, moze tretirati kao niz povezanih oscila-
tora. Zbog ove povezanosti jedan atom pri svom oscilovanju trpi uticaj svih ostalih
atoma koji ga okruzuju i istovremeno i sam utiée na njihovo oscilovanje, tako da
svaki kvant oscilovanja u kristalu nosi peéat celokupnog kolektiva atoma i sila

6



koje izmedju njih deluju. Zbog toga se u kristalima ne moze govoriti o fononima
kao pobudjenjima individualnih atoma veé o fononima koji predstavljaju kvante
oscilovanja celog kristala.

2.1 LHO u reprezentaciji druge kvantizacije

Reprezentacija druge kvantizacije za neki kvantni sistem je takva matematicka
formulacija karakteristika sistema u kojoj se stanja sistema izrazavaju u zavisnosti
od broja kvanata elementarnih pobudjenja u sistemu i operatora fizickih veli¢ina
koji menjaju taj broj kvanata u sistemu.

Za linearni oscilator kvantni sistem su fononi a kvantni broj n karakterise broj
fonona u sistemu. Da bi formalizam druge kvantizacije bio kompletan neophodno
je uvesti operatore koji uticu na broj fonona i menjaju ga i preko tih operatora se
mora izraziti hamiltonijan ukupnog sistema.

U ovako opisanoj reprezentaciji, ocigledno, postoji moguénost da se za dati
broj fonona odredi energija sistema, a nesto drugo, nam sa fizicke tacke gledista
nije ni neophodno.

Ne treba pomisliti da reprezentacija druge kvantizacije daje nedto novo u
odnosu na koordinatnu reprezentaciju koja je ovde detaljno obradjena. Ona samo
predstavlja novu matematicku sliku problema koji uproséava prorac¢une potreb-
nih fizickih velicina. Dakle, u osnovi metoda druge kvantizacije lezi ideja da se
proracun verovatnoéa kvantnih stanja zameni prebrojavanjem cestica u ovim sta-
njima.

U prvoj fazi analize LHO uvodi se hamiltonijan klasi¢nog oscilatora

H(z) = ——— + ~mwlz?, ' (2.1)
T
a resavanje njegovog svojstvenog problema.:
H(z)®(z)= E®(z) (2.2)

svodi se na reavanje Sredingerove jednacine:

2% 2m 1

) + —(F - 2mw2a:2)<l> =0; —o0o<zr<o™ (2.3)

Smenom z = \/%6 1 €= % ona se svodi na poznatu Ermit-Veberovu jednaéinu:

ek
P (E-)8=0 (2.4)



Funkcija () mora biti jednoznaéna, neprekidna i po modulu kvadratno-integra-
bilna. Njeno resenje je oblika:

B(E) = 0,(6) = Coe THL(E), C, = Vaay e

(2.5)

1 zove se Ermitova funkcija, a H,(€) je Ermitov polinom konaénog reda. Sve ovo
vazl pod uslovom da je:

E=é=2n+1;, n=012, ... (2.6)

Dakle, n je ceo pozitivan broj i definise resenje (2.5) koje ispunjava sve kvantno-
mehanicke zahteve. Iz (2.6) sledi da se moguée energije sistema izrazavaju kao:

E,=(n+ %)hw =(n+ %)hu (2.7

To znaéi da energija LHO ne moze da bude bilo kakva. Po Planku, postoje
konaéni kvanti energija E, tako da energija oscilatora moze da bude jednaka samo
celobrojnim umnoscima najmanjeg iznosa energije AEq i pri zracenju ili apsorbo-
vanju energije, LHO prelazi iz jednog od ovih stanja u drugo skokom AEy = hv,
tj) AE =nhv; n = 1,23, .. .. Po Planku oscilator moze da ima i nultu
energiju osnovnog stanja a po kvantnoj mehanici ne moze. Hajzenbergov princip
neodredjenosti ne dozvoljava nultu energiju oscilatora.

Zamenom (2.5) u jednatinu (2.4) dobija se diferencijalna jednacina po H,(£):

H, - 2(H, + 2nH, =0 (2.8)

¢ije se resenje moze potraziti u obliku:

H)=¢(a+mé+a’+..);, as#0; s>0 (2.9)
s(s—1)ay =0
(s+1)sa, =0

(+2)(s+1)ay—(2s+1—-n)ay =0

(s +3)(s +2)as — (25 + 3= n)a; = 0 (2.10)

(s+v+2)(s+v+1)a,,2—(2s+2v+1—n)a, =0

gde je v ceo broj, n = 2s+2r + 1, v mora biti parno jer je ag # 0, inace bi élanovi
sa parnim indeksima formirali beskonacan red.

Ako se oznaci odgovarajuéi polinom sa H,(§) vidi se da je H, stepena n po
§ 1 da )e paran ili neparan, prema tome da li je n parno ili neparno. Svojstvena
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funkcija ®(¢) ima parnost odredjenu sa n 1 ima n ¢vorova . H, moze da se izrazi
preko funkcije generatrise G(§,t):

Gen= ety Bl e H,.(f)=[9'-'%§~f’—”] (211)
: t=0

n=0

Da bi se proverilo da li H, zadovoljava diferencijalnu jednacinu (2.8) potrebno je
prvo da se diferencira obe strane jednacine (2.11) po € 1 po t a izjednacavajuéi
koeficijente uz jednake stepene od ¢ u sumama u te dve jednadine dobiju se dve
rekurentne relacije za Ermitove polinome:

H, =2nH,_, (2.12)

Hn+1 = 2§Hn - 2nH,,_1 (213)

Diferencijalna jednacina najnizeg reda koja se moze formirati iz tih dveju jednacina
poklapa se sa jednac¢inom (2.8). Znaci da funkcije diferencijalne jednaéine (2.11)
predstavljaju Ermitove polinome. Za bilo koju funkeiju f(t — £) vazi veza:

of __of
o o

Ako se G(¢,t) diferencira n puta po t:

"G
&n

>

e
on°

= (-—1)"6ez
a zatim se stavi ¢t = 0, jednacina za G(§,t) pokazuje da je rezultat prosto H,.
" _in
H,(£) = (-1)"66’-56—”56 : (2.14)

Ovaj izraz predstavlja Rodrigezov obrazac. Analiza izraza (2.5)1(2.7) pokazuje da
je spektar LHO diskretan i nedegenerisan, sto znaéi da jednoj energiji E, odgovara
jedna i samo jedna linearno nezavisna funkcija ®,(¢). Svojstvene funkcije ®4(§)

su ortonormirane.
h ftoo
Voo [ dt2u(©)8a(6) = bum 215)

Spektar LHO je ekvidistantan, tj. Eqy; — E, = Aw. Zahvaljujuéi toj ekvidistant-
nosti, moze se uvesti pojam fonona kao jedini¢nog kvanta mehanic¢kih oscilacija.
Svaki ovaj kvant ”nosi” energiju Aw. Prebrojavanjem fonona moze da se odredi
energija oscilatora.



2.2 Fononi u kristalnoj resetki

Zamislimo jednodimenzioni niz atoma iste mase m na jednakim medjusobnim
rastojanjima a, koji vrsi male oscilacije oko svojih ravnoteznih polozaja duz linije
po kojoj su rasporedjeni.

n-{ zn Enu
1 T ! 7\ -
) O
h-2 h-14 n n+4 n+2

Ovo predstavlja jednodimenzioni model kristala. Iako takvih kristala u prirodi
nema, razmatranje ovog modela omogudava da se shvati priroda kretanja u real-
nim kristalima. Posmatranjem kretanja atoma moze se pokazati da je taj sistem
ekvivalentan jednom skupu medjusobno nezavisnih LHO.

' Fizicki procesi u kristalu povezani su sa toplotnim kretanjem atoma blizu svojih
idealizovanih polozaja ravnoteze. Da bi se napisao hamiltonijan fononskog sistema
posmatra se najjednostavniji monoatomni kristal:

/ A \
/ /N /A
y \ Y \\ / A\
7 \\ 4 \\\.// \\
— —(O—0r—)—0000—H)— 00— )— — —()—

1h-2 in-4 n n+4 m
« >l

Qa

a-konstanta kristalne resetke, V(7 — 1i)- potencijal interakcije izmedju dva atoma
na mestima, 73 1 7.
Hamiltonijan sistema je:

H=) H;+ V(ii—m) (2.16)

NS R
ti\g

Hj - hamiltonijan izolovanog atoma, V;_g; je parna funkcija pa vazi Vz_g = Vi

Atomi kristalne resetke osciluju oko svojih ravnoteznih polozaja zbog elastiénih
sila pri kojima na svaki atom-deluju ostali iz kristalne resetke, pa se kristal moze
tretirati kao sistem povezanih oscilatora. Tako nastaje elastiéni talas, a energija
tog elastiénog sistema moze imati samo diskretne vrednosti Aw(n + 1) .

Svakom odvojenom kvantu energije talasa E, = hw, mozZe se pripisati impuls
py = hky. Uveden na taj naéin, kvant energije kojim se prenosi zvuéni talas zove
se - fonon. Zbog medjusobne povezanosti, jedan atom trpi uticaj svih ostalih
atoma koji ga okruzuju, pa zbog kvantovanosti tog oscilovanja onda svaki kvant
tog oscilovanja nosi peéat celokupnog kolektiva atoma, te se u kristalu ne moze
govoriti o fononima kao pobudjenjima individualnih atoma, veé o fononima koji
predstavljaju kvante oscilovanja celog kristala.
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Ispitivanje oscilatornih karakteristika kristala, svodi se na trazenje takve uni-
tarne transformacije, koja bi hamiltonijan sistema vezanih oscilatora prevela u
ekvivalentni hamiltonijan sistema nezavisnih oscilatora. Izraz za interakcioni ¢lan
u (2.16), koji predstavlja potencijalnu energiju kristala,

1
U= Ly V-
251?3

ispravan je samo na apsolutnoj nuli, tj. za "zamrznuti” kristal. Ako se temperatura
povisi, atomi poéinju da osciluju tako da:

A= n+un); m—m+dmn)
gde je (i) pomeranje atoma iz ravnoteznog polozaja . Tada se mora izvrsiti i
prelaz :
V(i = 1) - V{(ii = ) + [8(7) ~ 2]}
S obzirom da su na niskim temperaturama pomeraji 4(7) mali, koristeéi stan-
dardnu teoriju malih oscilacija, razvija se funkeyja V(7 — 1) u Tejlorov red, po
malim pomerajima oko polozaja ravnoteze:

V= )+ 30 - A = aGi- A+ T | F IR fun() - el

1
+§Z

A,m,a.f

BV (7 — 1) e
‘:B(ﬁ_rﬁ)aa(ﬁ_n'i)ﬂ]ol o) = ua()][ug(fV) — up(M)] + . ..

a, B oznacavaju mogude projekcije vektora na ose Dekartovog sistema.

Svaki atom lezi u nekoj potencijalnoj jami, pa iz uslova stabilnosti kristala sledi
da je drugi sabirak sa desne strane znaka jednakosti jednak nuli. Dakle, oscilovanje
karakterise samo treéi sabirak tzv. harmonijski ¢lan. Ako se ovaj ¢lan sumira po
svim ¢vorovima i doda mu se kineticka energija ¥z , %42 () , dobija se oscilatorni
hamiltonijan sistema u obliku:

H=Y 2@+, ¥ Gl =) [ua() = wal i) [ua() = g ()] (2:17)
gde su:

Coglii= ) = [z )

8(fi — m)aO(7i — )p |

Hukove konstante elasti¢nosti. Posto sile koje deluju izmedju atoma najéese brzo
opadaju sa rastojanjem | 7 — m | izmedju atoma, to se za potencijalnu energiju
moze napisati na sledeéi naéin:



Tada se izraz za potencijalnu energiju moze napisati u aproksimaciji najblizih
suseda, koja se sastoji u zameni sumiranja 7,m — 7, A , gde A povezuje atom
na mestu 7 sa njegovim najblizim susedima. Kako je 1ntenz1tet X za sve najblize
susede isti (1dealan kristal), koeficjjent C&ﬂ(/\) zapravo ne zavisi od X. Tada hamil-
tonijan (2.17) postaje : g .
jan (2.17) postaj b Corn
M. -

H =y =i (i) + = Y Caup [tal) — wa(fi = X)| [us(7) — ug(i - X)| (2.18)
fi,a

n;\a,ﬁ L

Ukupni operator potencijalne energije je:

~1i Z C’a,,g(u -—u,;,)2

n,m af

<
[\CR
i
s.M
:u
1)

gde prvi ¢lan ne uti¢e na pomeranje atoma a drugi ¢lan je odgovaran za oscilovanje
atoma, pa je :

Very = E Copltis — um )

n Ji,af
gde je Cop = [d nV'-‘m’Z],__,ﬁ = 0. Ako se napise f/e,f u aproksimacyi najblizih
suseda i za Jednodlmenzmm slucaj idealnog kristala, sledi:
~ 1
Veff = Z E [Cn—(n—l)(un - un—1)2 + Cn—(n+1)(un - un+1)2]

n

Stavljanjem C; = C_; = Cy, jer zavisi samo od rastojanja izmedju susednog levog
1 desnog atoma (a ono je isto), ovaj izraz se svodi na:

Veis = {Z(un — ta-1)” + Z(un — Un41) }

n—1=m — n, m po pravilu povlaéi za sobom promenu granica za 1, ali kako u
resetki ima N ~ 10% atoma to tu jedinicu moZemo zanemariti, pa sledi:

~ 1
Veff = —2-Co Z(un - Un+1)2
n
Sila koja deluje na n-ti atom ra¢una se kao:

_af/,,,
n 811,”
gde je ‘7,;, efektivna potencijalna energija uzajamnog dejstva, koja zavisi od

pomeranja svih atoma, pa sledi:

Fo = Co(Un-1 + tn41 — 2ua) ,
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ili uopstenije:
F(R) = Cq [ug(f = X) + ua(7i + X) — 2us(7)| (2.19)
Koristeéi formalizam klasi¢ne teorijske mehanike, dobija se jednacina kretanja
za pomeraje atoma oko ravnoteznih polozaja:

Miiy () = Z Cap [up(R = X) + ua(f + X) — 2u(A)| , (2.20)

a resenje ovog sistema jednaéina trazi se u obliku ravnih talasa:
Ua(R) = Aq(k)eFi-41) (2.21)

gde je Aa(k) amplituda tih talasa. Smena (2.21) u (2. 20) vodi na homogen sistem
od tri algebarske jednacine za nepoznate amplitude Aa(lc)

Xﬂ:[wzéa,ﬂ — f(k)Capl4p(k)=0; a,B€(s,y,7), (2.22)

gde je:
f(l.c.) zzsm2

EX
.

Zbog uslova netrivijalnosti ovih resenja, determmanta sistema (2.22) mora biti
jednaka nuli, tj.

det || w?g 5 — f(K)Cap ||=0

Ovaj uslov daje za svaku vrednost k tri pozitivna resenja za dozvoljene frekven-
cije w. Vidi se da frekvencije w zavise od mase atoma M i1 Hukovih konstanti
elasticnosti Cy g, kao 1 kod izolovanog oscilatora, ali se razlikuju po tome 5to
zavise od talasnog vektora k. Moze se reéi da u kristalu postoji citav spektar
frekvencija w = w(k) ¢ije vrednosti zavise od talasnih duzina mehanickih talasa
koji se prostiru kroz kristal. Kompletno resenje diferencijalne jednacine (2.20) je
linearna kombinacija tipa:

Ua(ﬁ) — ZA(E) {bkei(kna—w,,t) + bte—i(kna—wkt)} (223)
k

Hamiltonijan H =T + f/,,-f; ovog sistema je:
M ~ Co
T="S4;, Vy=—
9 D tn 1=

Ako se potraZi 4, 1 zamene odgovarajuéi pomeraji iz (2.23) u poslednje jednacine
uz:

(un - un+1)2

n

e 2 NGy ) < N
n n

r

13



Z g na(k-K) — Nép i 5 Ze—ma(k+k’) = Néy s

n

W = —wyg | A(E) =A,=A_,;
dobiyja se:
NMw?A?
T=Y —2‘”"——* {bub + b} by — beb_ye™t — bfbT,e?t )

&

Uy — Up) = Z Ay {bket(kna—wkt)(l _ eika) + b:e—i(kna—u,,)t(l _ e_,)m)}
k

Ve = 92—9 1‘2":’ AiAp {bgby@“““’"*“"""(l —e*)(1 — ¥ Xn: gina(k+) 4
Fbfbpe (] _ iha)(] _ gmiK'a) 37 ginalk-k) o
+btbk'(1 _ e"i"“)(l _ eik'a)ei(wk—wk,)t Z e—:’na(k-—k’)+
L1 — e *a)(1 = e—ik'a)ei(wruk,)z E e—ina(k—H:')}
"
Nakon neophodnih sumiranja i uz uvrséavanje komutacione relacije [bk,b,f] =1

sledi: )
H=NY 2NMA22(btb, + =
; swi(bibe + 2)

Ako se nepoznate amplitude A; odrede tako da je A = 2NM A2w! dobija se
konaéno::

1
H=> (bt + 5 hwi (2.24)
k

Sistem uzajamno zavisnih oscilatora sveden je na problem jednog oscilatora.
Bitna razlika u odnosu na obi¢an oscilator (wg = const.) je 8to ovde imamo zakon
disperzije w; za fonone u kristalnoj resetki, koji je oblika:

C . ka
w(k) = 2\/;sm 5 (2.25)

Da bi se uoéila svojstva oscilovanja kristalne resetke posmatraéemo najprostiji
slucaj. To je linearan niz atoma, tj. jednodimenziona resetka, kod koje na svaku
elementarnu ¢eliju dolazi po jedan atom koji interaguje samo sa najblizim sused-
ima. U tom slué¢aju jednacina kretanja (2.20) ima oblik:

Mu, = C(un+1 + Up-1 — 2un) ’
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¢ije resenje je oblika :
u, = Aei(kna—wt) )

Na osnovu ovoga mogu se izvesti sledeci zakljucer:

a) Pri ka € 1 jednacina (2.25) postaje:

w(k)~\/§ak.

Zavisnost w od k je linearna, sem u slu¢aju veéih vrednosti k, kada w(k) postaje
nelinearna. Posto)i maksimum iznad kojeg n1 za jedno k nema oscilacija 1 zavisnost
w(k) je periodi¢na za svaki talas &', t].

2rm

K=k 4+ —
a

4
w
é@//
| /;{—o/ '
- o/ \\\
l l
| |
| |
|
l !
I L
_%f 0 g k

b) Interval nezavisnih vrednosti ¥ moze se specificirati birajuéi k iz intervala :

_1<ks7r

a = a
Ovaj interval je poznat kao prva Briluenova zona jednodimenzione resetke.
c¢) Pri velikim vrednostima k brzina talasa ne ostaje konstantna i dolazi do
odstupanja od linearne zavisnosti i to svojstvo se zove - disperzija.
Nesto slozeniji slucaj je linearni niz atom koji se nalaze na istom rastojanju
1 sa istim konstantama elastiénosti ali razlié¢itim masama M; 1 M, naizmeni¢no
rasporedjenim. Jednacine kretanja postaju:

Mg, = C(u2n+1 +U2n-1— 2u2n)
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Matigar = Cgn iz + Uzn — 2Ugq4)

Da bi se dobila netrivijalna resenja determinanta ovog sistema mora biti jednaka
nuli. Resavanjem se za w dobijaju dve vrste frekvencija:

1 1 1 1 4sin{ka)
. _ - — Y2 _ 27
( 1+ 2):*:\/(M1+M2) M1M2J

l
|
!
l
I
l
l - >~
-z o %k
Sa grafika se vidi da fononski spektar ima dve grane: akusti¢ku (lim;_ow_ = 0)

i opticku (limg_owy = wo) koja poseduje energetski gep wo = {/2C (3¢, + 37,)-

2.3 Fononska stanja i zakon disperzije /.

Potpuna analogija vazi i za trodimenzionalnu reéetkuJAko se posmatra prosta
kubna resetka a, = a; = a, = a i pod pretpostavkom da su torzione konstante
Cap(a # B) zanemarive u odnosu na konstante istezanja C, ., iz uslova netrivi-
jalnosti resenja:

det || w?éap — f(E)Ca,ﬂ =0,

dobija se zakon disperzije fonona:

ka, . .k .y ka,
wi(A) = 25\/sin2 % + sin? % + sin? ;

(2.26)
gde je € = h\/—% ~ B 4 . je usrednjena brzina zvuka, C - usrednjena Hukova

a’
konstanta, tj. .
1
‘U=—Z’U(,, C=—an’a.
3 a 3 o
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U kristalima sa prostom elementarnom ¢éelijom, sve tri komponente frekvencija
zvuénih talasa w, (k) teze ka nuli kada £ — 0. Takvi kvanti mehani¢kih pobudjenja
sa linearnim zakonom disperzije zovu se - akustickim fononima.

Ako se na shican na¢in analizira kristal sloZene strukture sa $est podresetki,
onda se za dozvoljene frekvencije dobija 3¢ resenja, od kojih tri frekvencije uvek
teze nuli kada £ — 0 1 odgovaraju akustickim fononskim granama, dok za ostale
(80 — 3) grane vazi lim;_ow(k) # 0 a mehanicke oscilacije sa ovom osobinom zovu
se - optickim fononima.

Hamiltonijan, oblika (2.18), klasi¢no tretira ponasanje sistema. Kako je hamil-
tonyjan kvadratni moze se dijagonalizovati Furijeovom transformacijom (2.21), tj.
nalazenjem resenja u obliku ravnih talasa. Prelazak na kvantnomehanicki opis ko-
risti isti oblik hamiltonijana, samo se u izrazu (2.21) prelazi na operatore uz — %3
a koeficyenti razvoja su Boze - operatori bf(l:) 1 b,-(l'c') koji kreiraju odnosno ani-

hiliraju fonone sa energijom hw,(/;). Novi operatori zadovoljavaju sledec¢e komuta-

cione relacije: .
[b,-(k),b;“(l')] = 5;,,*5;‘,,' .

Na taj nacin se prelazi iz konfiguracionog u impulsni prostor 1 vrsi druga kvanti-
zacija.

Kvantnomehanicki hamiltonijan, oblika (2.18), moZe se unitarnom transfor-
macijom svesti na hamiltonijan nezavisnih oscilatora, tj. dijagonalizovati (i nat
energija fonona u idealnoj beskonaénoj strukturi). Ona se sastoji u razvoju pome-
raja u, po ravnim talasima oblika:

. | A S S .
(k) = g \j M Nay(F) [bF emCmmen®iy 4 gy SETBN GR) G € (2,9, 2)
(2.27)
gde je N = N,N,N, broj atoma u elementarnoj ¢éeliji, e?,(E) su polarizacioni fonon-
ski ortovi: L. A
i(k)e; (k) =6i;; 4,5€(ey2).

Na taj nacin hamiltonijan sistema je dijagonalnog oblika:

H=Y [b;(iz)b,(ic') + %] hw,(F) (2.28)

ky

Kod niza sa tri stepena slobode pogodno je razmatrati tri na¢ina oscilovanja:
jedno duz pravca niza i dva uzajamno normalna u ravnima, normalnim na osu
niza. Sa tri stepena slobode javlja se moguénost rasprostiranja dva vida talasa:
longitudinalni i transverzalni. To sledi iz uslova normiranja. Kod longitudinalnih
talasa vektor pomeraja atoma 'J(lz ) usmeren je duz lanca i podudara se sa pravcem
prostiranja talasa €; || k.
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Kod transverzalnih talasa, vektor polarizacije €; usmeren je normalno osi lanca
1 normalan je na talashi vektor k, €, L & Za male vrednosti k zakoni disperzije
longitudinalnih 1 transverzalnih talasa imaju isti oblik:

wy=wik; wy=wik

S obzirom da su oscilacije lanca u ravni normalnoj na osu lanca izotropne, v
ne zavisl od pravca vektora polarizacije u transverzalnom talasu. Zbog toga se
zakon disperzije u trodimenzionalnom slucaju podudara sa zakonom disperzije u
dvodimenzionalnom slucaju, tj. grana w, (k) je dvostruko degenernsana.

Fononski spektar trodimenzionalnog kristala se sastoji od dve grane: longi-
tudinalne wﬁ"(k) 1 dve transverzalne w*(k) akusticke grane i dve grane optickih

fonona, takodje longitudinalne wﬁP(E) 1 transverzalne w{’(k). Pri tome su grane

a . - - - -
w? i w dvostruko degenerisane. Ako u sistemu postoji N fonona, tada imamo

3N grana, od toga su 3 akusticke grane i 3N — 3 grana optickih fonona.

w 4 oF
Wy

or
Wy

ax
Wy

aK

13



3. FONONI U FILM-STRUKTURAMA

Osnovni cilj je da se ispitaju karakteristike idealnih film - struktura. S obzirom
da su fononi osnovna pobudjenja u kristalima, zanimljivo je izuéiti uticaj takve
strukture na osobine ovih sistema. Ispitivanje se vri u onom domenu u kojem to
omogucuje matematicki formalizam, uz kori§éenje takvih aproksimacija bez kojih
bi analiza bila nemoguéa.

Posmatrajmo tanki film ”istrgnut” iz izotropne kubne idealne kristalne struk-
ture sa konstantom resetke a, = a; = a, = a (elementarna éelija ima sve tri
jednake stranice). Takodje, film ima konaénu debljinu u Z - pravcu, dok su XY
ravni beskonacne, §to znaci da posmatrana struktura poseduje dve beskonacne
grani¢ne povrsine paralelne XY ravnimaitoza z=012= L.

Hamiltonijan fononskog podsistema opisanog idealnog filma u aproksimaciji
najblizih suseda dat je u obliku:

1 p 1 - - 2
if = 52 T ;;C:x(@‘—}jau) (3.1)

’) By 7
S obzirom na opisani model: 7 = a¥, nafa , X = aéy , a = (z,y,2);
—Z<np <, NNg~10°, B=(zy); 0<n <N, s =5
hamiltonijan (3.1) mora se napisati u razvijenoj formi:

1 1
H‘f = oaf Z p.?z,,n,,n. + - Z Z {Caa,«lu?y'n:,nyyo + Caa,O
2M [ 3 9 T 9 “ 4 a ANy

X [(ua;n, +11ny i ua;n,,n, ‘0)2 + (ua;nr -1,n,,0 — ua;":;ny :0)2 + (ua;":yny+1v1 - ua?nx Ry ,0 )2+
+(ua;"3‘ ,n,—l,O - ua;nz‘:"vyo)z + (ua;nﬂ' By 11 - ua;n, Ry 10 )2 + ui’;n: My 10]+

N,-1

2 2
+ Z Caa;n, [(ua;n,-f-l,n,,n, - ua;u,,n,,n,) + (ua;n,—l,n,,n, - ua;n,,n,,n,) +
ny,—1 '
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+(ua;"zyny+11".- - ua;n.ryny:": )2 + (ua;n,,n,—l,n, - ua;nx;ny;nz )2]+
Ny -2

12
+ Z Coan, [(ua:m,ny,nﬂrl — UYain, nym, )+ (Yasn, Ayn~1— Ugin, n, 0, )2]+
n,=2

+Caa,N, [(ua;n,+1,n,,N, - ua;n,,ny,N, )2 + (ua;n,—l,n, N — ua;n,,n,,N, )2+
2 2
+(ua;n,,n,+1,N, - ua;n,,n.,,N,) + (ua;n,,ny—l,N. - ua;n:,ny,Nz) +

' 2 2
+(u0y"r;ny,N1—1 - ua‘ﬂx yny;N:) + ua,n,,n,,N,]+

+Caa,Nz—l[(uan, Ay, No-1 = Un,n, N, )2 + (ua,n,,n,,N,—l - Ua n; ,n, N, «-2)2]+

+Cao:,1[(un,,ny,1 - 'U'n,,n,,,z)2 + (un,,n,,l - un,,ny,o)z] <+ Caa,N,+1u§,n’,ny,N’}

Ovaj hamiltonijan mozemo razdvojiti na hamiltonijan po povrsini H, i po

zapremini H,, t.
Hy =H, + H, (32)

uz uslov Cpa; = Coa , t = -1,0,1,n,,N,, N,—1, N, +1. Kakosuslojevi n, = —1
1 n, =N, +1 odsutni, moramo uzeti sledeée:

Uasn,,n,,-1 = Uan, ny N, 41 = 0 ) Caar,—l = Cao:,N,+1 # 0

Kad bi Cye,-1 = Chan,+1 = 0, tada bi graniéni atomi za n, = 0in, = N, bili
"zamrznuti”. Na taj nacin dobijamo:

! 1
Hp = éﬁ Z Z [pz,ns,ny,o + pz,n,,n,,N,] + EZ Caa z
[

a nzny Ny,
2 2 2 2
X {2ua,n,,ny,o + zua,n::ny»Nx + 2(ua"=»nﬂ:Nl'1 - u”x'nVan)’\z(uarnI Wy 11 - uainl‘rnV’o) +

+(ua,n,,n,,o - ua,n,+1,ny ,0)2 + ('U'Q,n3 My,0 T ua,n,—l,n, ,0)2 + (ua,n,,ny,o - ua,n,,ny+1,o)2+

+ (ua,nz,n, ,o_um,n,r My -l,o)2+(ua,n, My ,N,_ua,n,-'—l,u, Ns )2+(ua,n, Ay, N, —Ugn, -1n,,N; )2+
+(uaa"¢:ny1Nz - uaynzlny+1:Nx )2 + (ua:nz:nyle - ua,n,,n,—l,N, )2} (33)
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1 Caa
Hz = Q-HZ Z p?r,n,,n,,nz + Z 4 X

& ngny, a

neny {n.=1

N,-1
X Z { Z [(ua,n,—}-l,ny,n, - ua,n,,n,,n, )2 + (ua,n;—l,ny,n, - ua,n,«,nv,n, )2+
+ (ua,n,,n,-f—l,n, - uc«,nx,rz.,,n,)2 + (ua,n,,ny—l,n, - ua,n,,n, R )2]+ (3-4)

N, -2
+ Z [(ua,n,,n,,n,-i—l - Ula:,n‘,,n!,,nz )2 + (ua,n,,ny MA—-1 ua,n,,n,,n, )2]+
n,=2

2 2
+(ua1n1 lnYINZ_l - ua:ntnnnyl°2) + (ua,n:,ny ,1 - u’a,n,,n,,Z) }

Da bi smo resili svojstveni problem hamiltonijana (3.2) formiraéemo jednacine
kretanja za operatore u 1 p:

ihi, = [, Hyl; by = [ Hyls € (mamym,).  (35)
Uzamajuéi u obzir komutacione relacije za operatore pomeraja u 1 impulsa p:
[u;;pfh] = ihéﬁ,rﬁéﬁ,beta ) [u;) uyp;‘;] = S,Pg,] =0 )

mozemo izrac¢unati odgovarajuce komutatore iz (3.5) 1 ove dve jednacine spojiti u
jednu, koja sadrzi samo pomeraje u.
Na taj nacin dobijamo sledeéi sistem jednacina za n, = O:

1
[uﬂ,m,,m,,oxHif] = [uﬂ,m,,m,,me] = -Q—M—z Z [up,m,,m,,m pi,n,,n, ,o] =

o Ry Ay

1
= ﬁ Z Z [“g,m,,m, ,o)pa,n,,n,,o]pa,n,,n,,o =
a gy
1 . ih
= M‘za: E ’zhéa,ﬂén,,m,‘sa,,mypa,n,,n, 0 = Hpﬂ,m,,m,,o

na,n,

. 1
Ugm, my o0 = Mpﬂ,mz,m,,o

Diferenciranjem ovog izraza po t i na osnovu (3.5) sledi da je:

— pﬂ,m,,m,,

Ugm, myo0 = Tg = [pgim, my s Hit] (3.6)
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Kako je:

[pﬁ,m,,my,o) Hif] = [pﬂ,m,,m, ,ova] = Z

X Z {8ua,n,,ny,o[Pﬁ,m,,m,,o, uﬂ»nr ,n,,o] - 4ua,n,,ny,1[Pﬂ,m,,my,o; ua:nx:nyxa]-'-

N,y

'*'2('“01,113r My, 0 T ua,n,+l,ny ,o)[pﬂ,m,,m,,m (ua,n,,n,,o - ua.n,+1,ny,o )]+
+2(ua,n: My,0 T ua,n,—l,n, ,o)[pﬁ,m,,m,,oy (ua,n,,ny,o - ua,n,—l,n,,o )]+
+2(ua,n, ny,0 = Uan, ,n,+1,o)[pﬂ,m,,m,,o, (ua,n,,ny,o — Ua,n, ny+1,0 )]+

+2(ua,n,,n,,o - ua,n,,n,—l,o) [pﬂ,m;T gy 0 (ua,n,,ny,o ~ Uan,,n, ol,a)]} =

Coa .
= Z 9 Z {2(2ua,n3,ny,o - Ua,n,,n,,1)(_zhén,,m,én,,m,‘sa,ﬂ)‘*'
o

Ra,Ry

+(ua,n,,n,,o - 1“'(’1,13;,4-1.,1;,,,o)("‘ihéum,mar 6n,,m, 6a,ﬂ + ihén,+1‘m, 6n,,m,6a,ﬂ)+

+(ua,n:,n,,o - ua,n,—l,n,,o)(—ihén,,m,ény,m, 60‘# + ihé”x*lrms 6“y:my6°»ﬂ)+

+(ua:n1:ny10 - ud:”::ny'*'l;o)(—ih’&n:ym: 6"‘1« :myéaxﬂ + ihé":xmrény+lnmyéa:ﬂ)}

L C
= —’ﬁ“—;ﬁ {2(20ﬂ,m,,m,,o = Ugm.,my 1) t Ugme,my 0 — UBm,—1,m, 0t

+uﬁ»m=—1:mv 0 - uﬂ»"‘-'l‘,mv 10 + uﬁvmr Ry, 0 - uﬂvmfl .mv‘f'l:" + uﬂ,m, 1m¥_1’0-

"‘uﬁ,m,,my,o + up)ml‘vtho - uﬂymi"lymy:o + uﬂ:mf)mv+110 - uﬂlml‘ 'mﬂio} =
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= zhCﬂp {Guﬂ,mr:my;o - uﬂ:mr:myyl - uﬁ:ms—lamyra_

'-uﬂ,m,«)-l,m,,o - uﬂ,m,,my +l,0 = uﬂ»mx:my—l:o}

Zamenom ovog izraza u drugu od jednacina (3.5) sledi:

pﬂ,m,,m,,o = Cﬂﬂ {Guﬂ,m,,m, 0 - uﬂ:m:ymy 11 - uﬂ:ma:"lpmy;a_

_up»m:t +1lmy i - uﬂlms :my +110 - uﬂ,m,,m, '—1)0}
v C . - -
Ako obelezimo < = Qf,ﬂ i uzmemo m — 11, 8 — « zamenom ovog rezultata

u (3.6) dobijamo sistem jednacina:

. 2
ua,n,,n,,o - Qaa {ua,n,-%-l,ny,o + ua,n,—l,ny,o - 2ua,n¢,ny,o + ua,n,,ny+1,o+

+ua,n,,n, -1,0 — 2‘uar,n,,,n,,o + Uan, Myl T 2"’0{,1&, My .0} =0 (37)

Za 1 < n, < N, + 1 na isti nacin dobijjamo:

ihuﬂym: TRy M, = [uﬁ,m,,m,,m, ) H‘f] = [uﬁ,m, My My ‘g‘] =

1 N,.-1
= MZ Z Z [uﬂ,mumy,m.’pa,n,,n,,n.]pa,n,,n,,n, =

o n;nyn,=1

1 N.-1 $h
Z Z Z 6065n,,m,6n,,m,6n,,m,pa.n,,n,,n, = M—pﬂ,m,,my.m, )
o

Rz Ry ny=1

N

-~ 1 N1 Coa N,.—l 2
Hx = ﬁz Z Z pz,n,,ny,n, + Z 4 Z z {(u“:"=+1:"vv“t - ua,n,,n,,n,) +
o o

nyny on,=1 nz,Ry n,=1

2 2 2
+ (ua:": - lxny N —uayn: :ny By ) + (ua,n, ,n,+1,n, _ua,n,,n, MNe ) + (uaynz‘ r";- ‘11”1 _uarnz'lnv Mz )

+(ua,n,,n,,n,+l - ua,n,,n,,n, )2 + (ua,n,,n, Ms—1 " ua,n,,n,,n, )2}
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Cﬂ'ﬁ' NZ“I
Y

By Ry n,=1

z"t’fl-)tﬂ,.m,.m,,m, = [Pﬂ,mr,my m Hif] = [pﬂ,m:,m, s f{z] = };
Y D [ S
+ 20D memy mar (Yaine 1m0, = Uains myme )] (Yains my mr = Yagme—1m, s )+
+2Pgmemymer (Yo, my my = Yaimamy 410, ] (Uains iy 0, — Yam, n, 410, )+
+2[P_a,m,,m,,m,, (Ua;n,,n, s — Yagn, ny 1,0, )](ua;n,,n,,n, = Uan, ny-1,n, )+
+2[Pﬂ,m,,m,,mn (Yasn, iy 1, — Uain, nym,+1)](Yasn, g0, — Uain, nyn,+1)+

+2[pﬁ:m: IRy My (ua;n.r Sy e T ua;"x Ry fz—1 )] (ua;nx Myt T ua;“r My 0y — 1) } -

Caa N1 . ;
9 Z Z 6aﬂ(—3h) {(651'71 - 5n,+1,m,6ny,m,5n,,m, )’X :

fz,Ry n,—=1

=2
L7 ‘@«

x (ua;nryny Rz -ua;nz+11n1 e ) + ((Sii'72 - 6": ‘11m36ny Ry 6": Ry )(ua;ns My Ry ua;n3+1vny My )+
+ (6137?1 —'6n,,m, 6n,+1,m, 6u,,m, )(ua;n,,n, Rz "ua;n,,n,-b-l,n, )+(6ﬁrﬁ_6n, My 613, -1,m, 673, m, ) X

X (u"‘?"sy"y me " Uainz ny 1,0, ) +(6ﬁﬁl - 611: M 5!1, my 6!1. +1,m, )(ua;n, Ay Yagng g n,+1 )+

+(‘5ﬁrﬁ - 6ns,m= 6n, My 6nz—1,m,)('“a;n, My s ua;ns,n,,n.—l)} =
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Cpggp

= —ih 228
S

{uﬂ,m, Jmym, T uﬁ,m,-{-l,my,m, — Ugm,~1m, m, + U m, m, ,m,+
+uﬂ,m,,m,,m, - uﬂ,mx—l,m,,m. - uﬂ,m,+1,m, K + uﬂ,m, My, m, + uﬂ,m,,my,m,_
—UBm, m,+1m, = U m, m,-1,m, + U m,,m, m, + U m,m,,m, — Ugm, m,+1,m,
—Ufm. m,-1,m. + UL m,,m, m, + U m.mym. — U m.mm,+1 — UBm, m, ,m,—1+

+uﬂ,m,,m,,m, + uﬁymzxmwmz - uﬂ,mx,m,m, +1 = uﬂ,mz,m,,m,—l + uﬂ,mr»myxmz} =

-

= —'ihCﬂﬂ {611"8’";z JRy Ms - uﬂ,m,-;—l,m,,,m, - uﬂ,’nz—l,my,mz— ‘

_uﬂ:mr:mv+1;m1 - uﬂ»m:»mv—lumz - uﬂfmr:my'mz‘l'l - uﬂvmrfmyvmz_l} ;

pmz Wy My Cﬂﬂ

uﬁ.ms.my,m. - M = M {6“ﬂ,m,,m,,,m, — “ﬁ,m,+1,m,,m, — uﬂ,m,—l,m,,m,-

_up)ma‘,my +1,m, — uﬂ;mrumy"Lmz - uﬂym::myymz‘}'l - uﬁ,m,,m,,mz—l} }

odnosno:

" 2
ua,n,,n,,n, - Q’aa {ua)nr+1;ny1nz + uavnr_l;ny;nz - 2’““»"11"1;": + ua,n,,ny-i—l,nz‘i"

+ua,n,,n,—l,n, - 2ua,n,,ny,n, + ua,n, My e+l T ua,n,,n,,n,—l - 2ua,n,,ny,n,} =0 (38)

Konaéno za n, = N, potpuno istim postupkom sledi:

1htg m, m, N, = [Ugm, m, N,, Hif] = [Ugm,m, N, Hp] =

1
= M— Z Z [uﬂ,ms .y, Ne» Pa,ns n, ,N.]Pa,n, Ay N =

a fg,ny

25



1 ) ih
= 3r 2h‘sm,ﬁén,,m,én m,Pan, n, N, = 35P8m.m, N, »
M y Ty ¥ M

a ng,n,

CZQZX

.0y

thpgim, mym, = Pgm.m, N, Hif] = [Pgm.m, N, Hp| = 2;
{4[Pﬂ,m,,m,,N,» Uany,n, N, a0, N, + 2[Pam. m, N, (Yo, n, N, — Yan, +1n,N, )%
X (Yayn,m, Ny = Yams+iny N, ) + 2[08m,m, M) (Yanny N, = Yan, 10, N, )]X
X (Ugnsny Ny = Yans—Lay N, )+ 2P8memy Ny (Uanany,No — Yaneny +1,8, )] X
X (Yarnsny Ny = Yams s 1,N, ) + 2[0memy Ner (Yainsmy Ny = Yamen, 1,8 )]X

X (ua,n,,n,,N, - ua,n,,ny——l,N,) + 4[pﬂ,m,,m,,N,) (ua,n,,n,,N, — Ugn, ,n,,N,—-l)]x

C
x(ua,n"an’ - ua,n,,ny,Nz—l)} = Z =

2 Z {2ua,n,,n,,N,(_ihén,,m,én,,my(saﬁ)-*.
a

fg iy
+(Yan, ny N, — Yan,+1m, N, )(—3hba, m bn, m,bap + 1hén, 11,m,0n, m, bap)+
+(Ua,n,,n,,N, - Ua,n,-1,n,,N,)(-—ih5n,,m,5n,,m, bap + ihén,-1,m,5n, m, Sap )+
+(Uayn, n, N, — Yansn,+1,N, )(—3hbn, m bn, m,ap + 1hbn, m, b, +1,m,0a8)+
+(Yaneny N, = Yasneny -1, (=180, m, 60, m,6ap + 1An, m bn, -1,m,bap)+

+2(ua,n,,n,,N, - u'a,n,,n,,N,—l)(_ihén,,m,én,,m, 6aﬂ + ih(sn,,m,6n,,m,6N,,N,—16aﬂ)} =
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‘3o
- _ih(/ﬂﬂ {6uﬂ:mr;mnyz - uﬂ»mr_l»my»Nz - uﬂ,m,+1,m, N T

- uﬁvm'znmy'lyNz - uﬁ;mr:my +1‘N2 - u’ﬂxmrymysNz°1} ’

'Il — pﬂ,m,,my,N, — _Cﬂﬂ GU —u —u -
ﬂ,m,,m,,N. - M - M ﬂymfrm‘!le ﬂ,m,—l,my,Nz ﬂ:m1‘+11m1 !N7

- uﬂrmxxmy—llNz - uﬂ)mr»my"’l;Nz - uﬂ;mz 1my|Nz"1} )

odnosno:

uaynrxny:Nz - Qaa {ua,n,+1,ny,N, + uaynz‘lrny)Nx - 2ua)n¢ ,ﬂ,,N, + ua:":;ny+1yNz+

+ua,n¢,n, -1,N. — 2'u'a,n;,,n,,N, + Unneny Ni-1 2ua,n,,ny,n,} =0 } (39)

Resenje sistema jednalina (3.7), (3.8) 1 (3.9) za atomske pomeraje moramo

traziti u obliku superpozicije proizvoda nepoznate funkcije (duz z - ose) 1 har-
monijske funkcije polozaja (u XY ravnima), tj.

u‘"ﬁ(t) = Z Z Aa,nz (kz) {ba,k,,ky,kz eia(l:zn,+k, n,)—i!wa‘z+
ko ky k.

+b1-’k3,k k e—ta(k:n:-{-k,n,)-%—itwuj} ’ (310)

yiha

gde su A za sada neodredjene amplitude, b, 1 bt fononski anihilacioni i kreacioni
operatori, a w fononske frekvencije.

S obzirom da posmatramo prostu kubnu resetku gde je, a, = ay = a, = q,
mozZemo pisati:

+iak, talking+kyny)—-itw -
ua,n,il,ny,n, = Z Aa,nz(k;) {ba»kkay)kze re ( i Y) a'k+
k

iak, —ia(ksnetkyny)+itw, p |
+b+ Cq: e ( y v) ,k} :

+iak, ia(kznz+kyny)—-itw -
anomtin, = 3 3 Aaa, (k:) {Ba, b, 1, 657 sny) =it £
ks ky k,

+b+ eq:iakye—iﬂ(kznz+kﬂnv)+itwa,;} .

a:k:»ky; z ’
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= Z v Aa,n,:tl(k;) {ba,kz,ky,kg ela(kzn,+ltyn,)—ztwa'k+

ua,n,,ny,n, +1

Hb 4, g, g6 e TR g

= Z ZAa,o(kz) {ba’kx,ky’k’eia(kxnx*‘rkyny)—ttua‘;_*_
k:,ky k;

+ —ta(keng +kyn ) +itw -] .
+b0’,k;~,ky,kze (1' z y )Y) a,k} :

ua,n, My ,0

.):+

Z Z A(’,l(kz) {ba,l:,,ky,k, eia(k‘n’+ky"y)—”wc

U’a,n,,ny,l
ko ky ko
+ —ia(ksns +hyny)tite 2]
+ba,k¢,k,,k,e N ;

ia(kzne+kyny)~itw =
Yoy, = O 3 Aan, (k) {bup, p, g b m) ey

ke ky Kk,
+ —ia(ksngtkyny ) titw, £ .
+ba,k,,k,,k,e ( * ¥ U) a,l-} :

k4

ia k:":+k ny)-dw
ualnI)nlez'“l = Z ZAQ’NI_l(kz) {ba,k,,k,,k,e ( ¥ Y) «
ko k, kg

+ ~ia{kanst+kyny)titv, o] .
+ba,k;,k,,k,e ( T ¥y 7) ,k} ;

Na osnovu toga sledi:

—wt:; k Z Z A“’ro(k3) {ba:kmkwk:e

ua,n,,ny,o =
H
ko ky K,

ia(krnr +kyny)—;twq,;+

+ ~ia(ksne+hyny)+ite ] .
+ba,k,,k,,k,e (’ z ¥ 1’) ,Ir} ;

_wz i Z Z Aa,n, (k;) {bﬁ,kx,k,,k, eia(k1n3+kyny)—i1wa,

ua!nrinyynz -
ko by ks

+6F, e—ia(kznz+k,n,)+qu'g} ‘
¥ K Ky, K2 N

2 ia(krnr+k n )—“U e
—waxi E ZAG’NK (k‘) {bayk:,kwk:e oy G.l'+

ua'nl' snv 1Nl =
k.z' ,k' k;

+b% 5.4, 1, ¢ o(ksns +"v"v)+"“¢.i}
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Zamenom ovih izraza u jednaéine (3.7), (3.8) 1 (3.9) dobjamo, prvo za jednacinu
(3.7), tj. zan, =0

i | —ia(kon, +k tw -
— Z ZAa,o(kz) {ba,k,,ky,k,e'a(k:n3+kyn") Hw, x + b;kz i, 5, € wa(konztkyny, )+ “"u,k} X
ke ky k.

€
Py

2
a’

x {Qia -6+ (e—iak, + eiak,) + (e—iak, + eiak,)} _

talk.n.+k,n)-stw - + —~ta{kyns thyny)titw 1 _
- Z ZAOI.I(kz) {ba,kx,ky,kze ( yy) i, g +ba,k,,ky,k,e iy Ey =0
kz.ky ke

ialkyny +kyny)—ftw - + ~talksnzs+kyny)+ite -
- Z ZAa,o(kz) {ba,l:,,k,,k,ea( « yhy)=itv, by ba,l:,,k,,k.e ( ¥y -
ko ky k.

2

Yok X k . k

x ok _gan2 % 40280 ot
Q2. 2 2

ta(kznz+kyny)—itw - + —ia(ksnz+kyny)+itw -1 _
- Z z 4401,1(13;) {ba,k,,ky,kze (ks +kyny) @k 4 ba‘khkwkze (k= ¥"y) aft ={)
ko ky ks

Ako je:
w? k
0ui = o — 4sin’ TZ — 4sin? T —2 (3.11)
tada sledi prva jednacina:
Aa(ks) + g fAao(k:) = 0 (3.12)

Na isti na¢in zamenom izraza u jednacinu (3.8) dobijamo:

ialk;n.+k,n)—ilw =~ —ia(kn,+k n ) +itw -
— Z ZAa,n,(kz) {ba,k,,k,,k,e (kznstkyny) ak 4 b:,k,,k,,k,e ( vhy) a,k}
ko ky Kk,

w? . ‘ ‘ | .
x _OITJ‘_ — 6+ (e—mhr + elak,)+ (e~xak, + ezal:,) _
Qo

e
x :ky z

ia(ko.n, 4k ,ny)~itw - —dalkn 4k )Fitw -
-y ZAa,nz+l(kz){ba,l:x,l:y,k,e (kenstbymty)=itere & + 004, k08 (Benathyny) ""‘}
k

t

ialkens+kyny)-ito - + —ia(kznz+kyny)tite, | _
DD I TR R | N e R
ka ky ki
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Sredjivanjem ove jednacine 1 na osnovu (3.11) dobijamo drugu jednaéinu:
Aa,u,+1(kz) + Aa,n,—-l(kz) + QO,VEAa,n, =0 (313)
Konacno, zamenom odgovarajucih izraza u (3.9) dobijamo:

ialkrne+kyn, ) -itw - + —ia(kon+k n)+itw -
-y ZAa,Nz(k,){b‘,,kr,,,v,kze ( R T it 5}
kzky k2

x { Qf -6 + (e—iak, + eiak,) + (e—iak, + eiak,)

@
_ Z ZAa,N,—l(kz) {ba,knky’klem(k,n,Jrk,n,)—iwa’; + b:,k,,k,,k,e_ia(krn1+kyny)+m°‘;} =0
ko ok, K,
Sredjivanjem ove jednacine 1 na osnovu (3.11) dobijamo 1 tre¢u jednacinu:
Aan, 1(k:) + 0g jAan, (k) =0 (3.14)
Tako smo dobili sistem od N, + 1 homogenih jednacina:

Aa,l(kz) + Qd,iAa,o(kz) =0
Aa,n,+1(kz) + Aa,n,—l(kz) + Qa,;Aa,n, (kt) =0 (315)
Aa,N,—l(kz) + QQ,ZAOI,Nz (kl) =0

Da bi ovaj sistem homogenih jednacina imao netrivijalnih resenja, mora deter-
minanta tog sistema biti jednaka nuli.

e 1 00 ...0000
1010 ...0000
1 ¢1..0000

Dy, 1(0) = =0, ©0F Qajk.kyu. -
0000 ..1¢10
0000 ..01p¢1
0 000 ... 0010p

Ova determinanta predstavlja jedan od oblika Cebisevljevih polinoma druge
vrste 1 moze se pisati u obliku:

sin[(N, + 2)‘511,]

DN:+1(Q) = Sinf,,

o # 0 (3.16)

pri cemu je:
o=2cosf,, (3.17)
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Izjednacavajuéi determinantu sa nulom, dobijamo:

v, =1,2,3, ... N, +1. (3.18)
Zamenom izraza (3.17), (3.18) u izraz (3.11) dobijamo:

2
v Yok, k,.v, . ,ak . o ak
z - oK, Ky V _ 4[81[12 _.’C + Sln2 7’] — 2 )

n
20N, +2) 2, 2

Ovaj izraz mozemo resiti po nepoznatim frekvencijama w:

2 cos

) k ) k
W ko by we = ZQ(,,(,,\/sm2 a; +sin? ¥ 4 cos2 1 (3.19)

2 2(N,; +2)’

Nakon 1zmene indeksa u, = N; + 2 — v, ova formula dobija simetri¢an oblik:

., ak L, a . T,
w = 2Qaa4/5in2 — + sin? —¥ 4 sin? ——2— |
ok the ‘“’\/ 7 T 7 T 2(N, +2)

Konacan izraz za trazene fononske frekvencije mozemo napisati u obliku:

., ak ., ak .y ak,
w,p= 2000\/sm2 s sin? 2 4 in? 22 (3.20)
* 2 2 2
pri ¢emu je:
T U
n= e me=1,28 . No+1 (3.21)

Uotimo da, za razliku od k; i k, ¢ija je minimalna vrednost jednaka nuli,
fmin = 7\715% > 0, jer’je N, € (N"N’)' . ) .
Ako sistem jednacina (3.15) podelimo sa nultom amplitudom 4, dobijamo ova)

sistem jednacina u novom obliku:

Bi+9=0, zan,=0 (3.22)
B, +oB1+1=0, =zan,=1 (3.23)
By 1+ Bp,1+0Ba, =0, za2<n,<N,-1 (3.24)

gde je By, = Bapn, = A;4Aan,. Jednacina (3.24) je zadovoljena za:
By, = (-1)" {psin({n;) + gsin[{(n. - 1)]} , (3.25)
a na osnovu toga i (3.17) sledi:
B, = —psin{;

B, = psin(2€) + g¢sin ¢ .
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Zamenjujuci ove izraze u (3.22) dobijamo koeficijente p i ¢ kao:

qg=- {#0

sinf '
Vraéajuci 1zraze za p 1 ¢ u (3.25) dobijamo:

sinfé(n, + 1)l

an = (_l)n’ sin{

(3.26)

1z Cega sledi:

. sin(n, + 1)§,,
Sln €Vz

Kombinovanjem jednacina (3.27), (3.10) 1 (3.2) svodimo hamiltonijan H;; na
dyagonalni oblik:

Aan, v, = (=1)" Aaio - (3.27)

1 ,
Hy =3 E,flb) bo i + 51 (3.28)
ok

Konaéno, zakon disperzije za fonone u tankom nedeformisanom filmu na osnovu
(3.20) i (3.21) je:

{
ek, k. . ak
Eij=hw, ;= QEO\/smz 92_ + sin? %—’— + sin® a2

(3.29)

gde je B, = hifya-
U skladu sa tim dobijamo konacan izraz za fononske pomeraje u obliku:

h
a,70) = —1)
taa(0) z;:( / \JMN,N,(N, + 2w,

pta(kznet+kyny)
{bg, ¢ +

+b:;e““'("‘“’+"”"")} -sin[(n, + 1)ak,] . (3.30)

Uporedjujuéi dobijene rezultate sa odgovarajuéim idealnim beskonaénim struk-
turama moze se zakljuéiti sledele:

a) mehanicke vibracije u idealnoj beskonaénoj strukturi su ravni talasi u svim
smerovima a mehanicke vibracije u tankom filmu su spoj stojeih talasa u z -
pravcu i ravnih talasa u XY ravnima.

b) amplituda pomaka u filmovima je ~ 10*,/#-(N, ~ 10° — 10*) puta veéa
nego amplituda pomaka u idealnim beskonaénim strukturama, sto sledi iz (3.30).
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¢) tri akusticke frekvencije u masenim strukturama teze nuli kada & tezi nuli.
S druge strane, minimalne frekvencije u tankom filmu su date kao:

. ) v
mzn{wa,k,,ky,ﬂz} = Waky=ky=0k=kn) = 2Q0q Sln[m] ?é 0
To znaci da fononi u tankim filmovima poseduju fononski gep Awg,min, odakle
sledi da je aktivaciona temperatura filma:

Toe = —— = — Qo SIN[ <
kg kg Sln[2(N, ¥ 2)]

tj. temperatura neophodna za eksitaciju fonona data gornjim izrazom, ima kona¢nu
pozitivnu vrednost.

Vidi se da aktivaciona temperatura opada sa povedanjem debljine filma, t;.
sa porastom N,. Za izuzetno tanke filmove aktivaciona temperatura je relativno
visoka. Na osnovu ove ¢injenice visa superprovodna kriticna temperatura u fil-
movima mogla bi biti objasnjena npr. time da se do T,. film se ponasa kao ap-
solutno "zamrznuta” struktura i sve dok se ne postigne ta temperatura u sistemu
nisu prisutni realni fononi. Jasno je da bi se elektroni, sve do ovih temperatura u
tankoj strukturi mogli kretati bez trenja, tj. bezotporno.

Prema tome, prisustvo fononskog gepa i odgovarajuce aktivacione tempera-
ture za pobudjivanje fonona, predstavlja mozda moguce objasnjenje Cinjenice da
tanki filmovi imaju visu kritiénu temperaturu, nego masene idealne beskonacne
strukture.
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4. ZAKLJUCAK

Ispitujudi i uporedjujuéi fononske spektre i stanja u idealnim 1 film - strukturama
dosli smo do sledeéih zakljucaka:

1. Mehanicke vibracije u idealnim beskonaénim strukturama su ravni talasi u
svim smerovima, dok u tankim filmovima predstavljaju spo) stojeéih talasa u z -
pravcu 1 ravnih talasa u XY - ravnima.

2. Amplituda fononskih pomeraja u filmovima zavisi od debljine filma 1 ~
104\/’% puta je veca nego u idealnim strukturama. To znaéi da se tu ima veéi
elasticni "manevarski prostor”, bez kidanja medjuatomskih veza, §to vodi veéo]
otpornosti 1 visoj tacki topljenja kod filmova u odnosu na masene uzorke.

3. Sve tr akusticke frekvencie u masenim strukturama teze nuli kad k — 0, dok
u tankom filmu teze nekoj minimalnoj vrednosti koja zavisi od debljine filma. To
znaci da fononi u tankim strukturama poseduju energetski gep. Za njih~vo pobu-
djivanje treba uloziti energiju ili ih zagrevati do odredjene aktivacione temperature
T4, $to znaci da se sistem do T,. ponasa kao ”"zamrznut”, tj. fononi nisu prisutni.

Nesumnjivo se moze zakljuc¢iti da su ove analize pokazale da su filmovi bolj
superprovodnici od odgovarajuc¢ih masivnih uzoraka, koji su napravljeni od istog
materijala i iste kristalne strukture. Ova opitna ¢injenica je potkrepljena sledeéim
rezultatima: :

a) U film - strukturama se javljaju stojeéi talasi duz 2 - pravca sto je odlika super-
provodnika. U idealnim strukturama, gde imamo ravne talase, ove odlike nema.
b) Veée vrednosti amplituda fononskih pomeraja u filmovima ukazuju na mogué-
nost dugometnije fononske mterakcije sa drugim pobudjenjima (elektronima il
Supljinama). To ima za posledicu veéi radijus Kuperovih parova koji se ovde
stvaraju.

c¢) Pojava energetskog gepa u fononskom spektru film - struktura znaci da se sve do
aktivacione temperature T, ovi sistemi pona$aju kao zamrznuti, bez mehanié¢kih
vibracija koji bi stvarali otpor provodjenju elektricne struje.

Svi ovi zakljuéci su kvalitativne prirode 1 odnose se na promenu fononskih
stanja 1 spektra pod uticajem prisustva granica strukture, kao 1 mogudi uticaj
tih promena na fizicke karakteristike sistema. Zbog toga sto su uracunati samo
fononski uticaji, ne mogu se smatrati konaénim.

Nastavak istrazivanja treba da ispita uticaj granica na spektre 1 stanja drugih
elementarnih pobudjenja i nosilaca naelektrisanja i na njihovu medjusobnu inter-
akeciju u prisustvu izmenjenog fononskog polja. Na osnovu takvih rezultata moci
¢e nesto konkretnije da se kaze o veli¢inama superprovodnih karakteristika film -
struktura.
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