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1 Uwvod

Za modernu nauku o materijalima [1,2] danas je najznacajnije precizno strukturiranje ma-
terijala do dimenzija reda veli¢ine nanometara, posebno na polju elektronike, optoelektronike i
visokotemperaturske superprovodnosti. Teorijska i eksperimentalna istrazivanja osobina niskodi-
menzionih sistema (superresetke, tanki filmovi, kvantne Zice i kvantne tacke), postala su u posled-
njoj deceniji veoma intenzivna, pa bi se moglo re¢i da predstavljaju jedan od udarnih pravaca is-
trazivanja u savremenoj fizici kondezovane materije [2-4]. Razlozi interesovanja za ovakve sisteme,
kao realnije strukture od neogranicenih, su mnogobrojni. Fenomeni povezani sa tako malim dimen-
zijama dovode do pojave novih i drugacijih, odnosno izmenjenih osobina materijala i specifi¢nih
pojava [1-5] to je interesantno ne samo sa fundamentalnog fizickog stanovista, veé su takve
strukture od Sireg prakti¢nog znacaja.

Fononi predstavljaju osnovna pobudjenja u kristalima i fononski podsistem je u njima uvek
prisutan, bez obzira na to da li se kao glavni nosioci mehanizama koji ,proizvode” odredjene
fizicke osobine, pojave i efekte u kristalnim strukturama javljaju elektroni, eksitoni, feroelektron-
ska pobudjenja ili neki drugi vidovi elementarnih ekscitacija. Iz tog razloga, ispitivanje udela i
uticaja fononskog podsistema na fizicke karakteristike materijala poseduje veliki znacaj za teoriju
¢vrstog stanja. U ovom radu izvrSena je analiza fononskih spektara u kvantnim Zicama na bazi
metoda dvovremenskih temperaturskih retardovanih Grinovih funkcija. Za resavanje ovog prob-
lema razvijen je i niz drugih matematickih aparata (metod Hajzenbergovih jedna¢ina kretanja,
malih perturbacija, talasnih funkcija itd.), ali je pomenuti formalizam odabran iz sledeéih razloga.

1. Iz opste teorije linearnog odziva sistema poznato je da se formiranjem jednaéine kretanja za
Grinovu funkciju u opstem slu¢aju dobija nova funkcija Grina, ¢iji je red visi od reda polazne
funkcije. Sukcesivnim ponavljanjem ove procedure dobija se beskonaéni lanac medjusobno
povezanih jednacina za Grinove funkcije, koji se koris¢enjem izvesne dovoljno dobre aproksi-
macije prekida na taj nacin §to se visa Grinova funkcija izrazava pomocu prve nize. Od ovog
pravila, medjutim, izuzeti su tzv. ,kvadratni” hamiltonijani, ¢ije prisustvo obezbedjuje da
se u jednacini kretanja ne pojavljuju Grinove funkcije viseg reda. Kao sto ¢e u daljem tekstu
biti pokazano, hamiltonijan fononskog podsistema superresetke upravo je takvog oblika.

2. Realni deo pola Grinove funkcije odredjuje frekvenciju (a samim tim i energiju) elementarnih
ekscitacija koje se javljaju u sistemu, dok je reciprotna vrednost njegovog imaginarnog dela
proporcionalna vremenu Zivota ovih ekscitacija (tj. kvazicestica).

Da bi se izu&ile posebnosti karakteristika fonona u kvantnim Zicama, moraju se prethodno
spomenuti te iste karakteristike u neogranic¢enim kristalnim strukturama i tankim filmovima (5to
je uéinjeno u glavama 2 i 3 ovog rada) i na osnovu toga izvrsiti poredjenje ovih struktura.
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2 Fononi u kristalima

Najjednostavniji oblik kretanja u cvrstom telu jeste oscilatorno kretanje konstituenata od
kojih je sastavljena kristalna resetka (atoma, molekula, odnosno jona) oko odgovarajucih polozaja
ravnotese. Ukoliko se posmatrana kristalna struktura moze smatrati neograni¢enom, onda je
ovo oscilatorno kretanje atoma analogno prostiranju talasnih poremeéaja (tj. elasticnih tala-
sa) kroz kristal. Ova ¢injenica implicira moguénost uspostavljanja izvesne formalne analogije
izmedju mehanickih oscilacija sredine i prostiranja elektromagnetnih talasa: naime, sliéno kao
sto elektromagnetno polje vrsi razmenu energije sa drugim sistemima u nedeljivim elementarnim
iznosima hw (tj. fotonima), energija vibracije kristalne resetke takodje je kvantovana, pri cemu
se kvant energije elasti¢nog talasa naziva fononom. S obzirom da nikakav eksperiment direktno
analogan fotoelektricnom efektu - koji predstavlja jak dokaz u prilog kvantovanja svetlosti - nije
do danas izveden sa fononima, postavlja se pitanje eksperimentalne potvrde njihovog postojanja.
Najvazniji dokazi ukljuuju sledece.

1. Udeo resetke u toplotnom kapacitetu cvrstog tela uvek tezi nultoj vrednosti kada tempera-
tura tezi nuli. Ovo moze biti objasnjeno jedino kvantovanjem vibracija kristalne resetke.

9. X_zraci i neutroni se neelasti¢no rasejavaju na kristalima, pri ¢emu promene njihove energije
odnosno impulsa odgovaraju kreaciji ili anihilaciji jednog ili vise fonona.

Dakle, fononi opisuju oscilatorno kretanje u posmatrano j kristalnoj strukturi i - s obzirom da se
kristal u smislu njegovih oscilatornih karakteristika moze smatrati sistemom povezanih oscilatora
- uvode se prilikom kvantnomehanickih analiza linearnog oscilatora, ¢ija je energija data izrazom:

En= (n + %) RQ, ne(0,1,2,..) (2.1)

a prirastaj energije pri prelasku iz stanja n u stanje n + 1 (tj. energija fonona):
Eny1— E, =hQ (2.2)

Energija fonona zavisi od mase oscilatora M i konstante koja karakterise elasti¢nu silu oscilatora
C: Q = /C/M, a impuls mu je jednak p = hk. S obzirom da svaki atom prilikom oscilovanja
trpi uticaje okolnih atoma i istovremeno i sam uti¢e na njihovo oscilovanje, fononi u kristalnim
strukturama ne mogu se smatrati kvantima oscilovanja pojedinaénih atoma, ve¢ predstavljaju
elementarna pobudjenja ¢itavog kristala.

2.1 Fononi u neograni¢enim strukturama

Potencijalna energija kristala na apsolutnoj nuli (tzv. zamrznuti kristal) data je izrazom:
1 "
W = 5Z‘V(ﬁ- ) (2.3)
f,m

pri cemu je V(% — m) potencijal interakcije izmedju dva atoma na mestima 7 i m. Ako se
temperatura povisi, atomi podinju da osciluju tako da trenutni poloZaj atoma ne karakterisu vise
vektori 7 i m, ve¢ vremenski zavisni vektori

A, w1,
gde je (7, t) = () pomeraj atoma iz ravnoteznog polozaja 7. Tada se mora izvrsiti i prelaz:

V(7 - i) = V(i — ) = V{(7i = @) + [i(7) - @(R)]} -
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S obzirom da su na niskim temperaturama pomeraji #(7) mali, koristeéi standardnu teoriju malih
oscilacija, funkcija V' se razvija u stepeni red po Dekartovim komponentama u,(7) vektora u(7)

oko polozaja ravnoteze:

V(7 -

V{(7 - ) + (@(7) - G} = V(7 - M) + Z [H} ) = ] £

1 B2V (7 — 1) ) ) . ) |
T 3 aﬁz;ﬁ:,rﬁ O(7 — M) 07 — ) | (el @) = ual()] [us(@) — ug(M)] + - (2.4)

(a i P oznatavaju moguce projekcije vektora na ose Dekartovog sistema). Svaki atom lezi u
nekoj potencijalnoj jami, pa iz uslova stabilnosti kristala sledi da je drugi sabirak s desne strane
znaka jednakosti u izrazu (2.4) jednak nuli. Dakle, oscilovanje karakterise samo trei sabirak u
izrazu (2.4) - harmonijski ¢lan. Ako se ovaj ¢lan sumira po svim ¢vorovima i doda mu se kineticka
energija Z M2 /2, dobija se oscilatorni hamiltonijan sistema:

H=Y M@t T Capli= ) [vald) = val@] o)~ usl(] - (23)
a;ni af;i, A
92V (7 — )

- Hukove konstante elasti¢nosti.

gde su Cop(fi = 1) = | 5=y 57— m)s

Posto sile koje deluju izmedju atoma u kristalu brzo opadaju sa porastom rastojanja | & —m
izmedju atoma!, to se izraz za potencijalnu energiju moze napisati na slededi nacin:

1

V(7 —m)~ ¥y>1.

Tada se izraz za potencijalnu energiju u (2.5) moze napisati u aproksimaciji najblizih suseda, koja
se sastoji u zameni sumiranja #i,m — 7,7 £ A, gde A povezuje atom na mestu 7 sa njegovim
najblizim susedima. Kako je intenzitet X za sve najblize susede isti (idealan kristal!), koeficijent
Cop() ne zavisi od A. Na taj nacin oscilatorni hamiltonijan sistema postaje:

H =Z-A§ﬁ§(ﬁ) + % Y Cop [ta(®) — ual@ X)] [us(7) - (@£ X)] . (26)

oo
af;it,A

2.2 Formiranje fononskog modela

Mada u prirodi nema &istih izotropnih kristala, niti se oni mogu na dana$njem nivou tehnolo-
gije proizvesti, izu¢avanje idealnih (beskonaénih) struktura korisno je zbog toga, §to se za osnovne
fizicke fenomene mogu izratunati njihove globalne karakteristike i dobiti ono $to se naziva - kvali-
tativna slika, a zakljuéci dobijeni na taj naéin, kao i metodologija istraZivanja, mogu se prenositi
na neidealne strukture, a pre svega na kristalne strukture sa narusenom translacionom simetrijom.
Idealne beskonaéne strukture su kristali sa osobinom translacione invarijantnosti u tri uzajamno
nekomplanarna pravca. Ovi pravci, koji se uvode u kristalografiji, ne moraju biti uzajamno orto-
gonalni, pa se zato u teorijskoj fizici kondenzovane materije uvodi dodatni Dekartov sistem. Ovde
¢e biti posmatran samo kubni kristal kada su kristalografski uvedeni pravci uzajamno ortogonalni

11enard-Dzonsov potencijal koji je proporcionalan Ar—% — Br—'2, najpogodniji je kod fonona u slu¢aju kova-
lentnih i molekulskih kristala
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i ovih problema nema. S obzirom na to, hamiltonijan sistema u aproksimaciji najblizih suseda
(2.6) moze da se napise u obliku:

* 2

s i 1 2 o -
e H = —Q-M' + Z Z C;’ci- (ua;ﬁ—ua;ﬁi/—\-) s (21)
&

gldejep=M i - impuls atoma kristala, a M - masa tih atoma. Drugi sabirak sa desne strane
znaka jednakosti predstavlja efektivni medjuatomski potencijal interakcije (Vesys).

Da bi se shvatio poéetak primene matema-

n,my, ntlo tickog formalizma, priloZena je slika 2.1,
ne-l,n,n koja analiticki prikazuje 7i-ti atom kristala
u okruzenju svojih najblizih suseda. Radi
jednostavnosti, pretpostavlja se da se radi

o prostoj kubnoj strukturi sa jednim ato-

n,m-lng ne,m,+1,n mom po elementarnoj celiji (primitivna
o Celija). Vidi se da |X|/a moze jedino da

My, 1y, oo .
uzme vrednosti: -1 i 1. U skladu sa svim
ovim, izraz za fononski hamiltonijan (2.7)
moze da se napiSe u pogodnijoj (razvi-
nt+l,n,n jenoj) formi:
o) e my, n-l H=T+ Vgyy (2.8)
pri ¢emu su:
iz
T = o 2.9
Slika 2.1: Atom u okruZenju najblizih suseda Z, 2M (2.9)

3

a;

Co
Vers = Z e

iz Ny, Nz

2 2
[(ua;n;H,ny,nz - ua;n;,ny,nz) + (ua;nz—lyny,rtz - ua;nx,ny,nz) +

2 2 ‘
+ (ua;nz,ny+1,nz - ua;nx,ny.nz) + (ua;n:,ny—l,nz - “a;n:,ny,nz) + (2.10)

2 2
+ (Ua;n,,ny,nz+1 - ua;n,,ny,n,) + (ua;n,,ny,nz—l = ua;nx.ny,nz) ] .

Torzione Hukove konstante C,p su zanemarene u odnosu na konstante istezanja Cy = Coq, @
operatori Uag i Pait = MUait zadovoljavaju standardne komutacione relacije:

[uait, Pa,w) = i Sa,p 67 5 [tgits g, ] = [Parts Pa,m] = 0. (2.11)

2.3 Zakon disperzije fonona
Energetski spektri i stanja, kao sto je u uvodnom delu naglaseno, bi¢e potrazeni metodom
Grinovih funkcija. U tu svrhu posmatra se dvovremenska temperaturska Grinova funkcija:
Gv%ﬁi(t - t/) = ((uaa(?) | “a;r’ﬁ(t’))) =0(t - t') <[“a;ﬁ(t)’ua;rﬁ(tl)] do - (2.12)
Dvostrukim diferenciranjem ovog izraza po vremenu i neznatnim sredjivanjem, dobija se:

d2

M 72

Genlt ~ 1) = —it 82,3 8~ )+ 2T [lpua(®), HO)], worn@)]h -
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Uzimanjem # = 0 i Furije transformacijom ¢ — w poslednji izraz prelazi u jednakost:

ih 1
/dw —uut{ 6 A= A/[szr'?:n’z(w)— E (([pa;ﬁ, H] | ’U,Q;,ﬁ»w} =0,

koja je zadovoljena za:
CMOGEAw) = = 8 i+~ (([pas H] | 2.13
4 n,m - 27[_ n,m 2h por;nv uoz;m))w . ( - )

Dalji postupak odredjivanja Grinovih funkcija G 3(w), zahteva izratunavanje komutatora koji
figurisu u visim Grinovim funkcijama ((---|---)) iz gornje jednacine.

[Pﬁ;mz.my,mz ) T] + [Pﬁ;m;,my,mz , Veff] =

= |Pomeimym. Vsl = % %X

XN Ny, Nz

X {2 [pﬁ§mrvmyymz’ (uO‘;nzynyynz - ua;nx+lynyynz)] (ua;nxynyynz - ua;n¢+1,ny,nz) +

{Pﬁ;mx,my.m: : H]

2 Pﬁ;mz,my,mzv( Az, Ny, Nz ua;nx—l,ny,nz)] (ua;nz,ny,nz = Uajnz—1,ny,n;

21pgimz mymzs (Basnz,ngn: — ua;nz,ny+l,nz)] (ua;nx,ny,nz = Uginz,ny+1,n:

+ + + +

2 pﬂ;mzymyymz’ (ua?nz‘vnyv'ﬂz - ua;nzyny—lvnz)] (ua;ntynyynz - ua;n:,ny—l,nz)
2 |PBimz,myma (ua:nz,ny,nz = ua;n:,ny,nz+l)] (“a:nz,nwnz - ua:nz,ny,nﬁl)

+ + + + +

2 [pﬁ;m:,my,mzv (ua;nx,ny,nz uamz,ny,nz-l)] (“a;nx,ny,nz — Uaing,ny,n.~1

. C
= —th Z _23 601[3 [(517 m 5n;+1,m;6ny,m96nz,mz) (ua;n,,ny,nz - ua;n,-}-l,ny,nz) +

+ (6ﬁ,rﬁ. - 6n;—1,m;6ny,my nzymz) \basnz,nyg,n: =~ Uaiz—1,ny,n;

(
(65,1?1 - 6"Ivmx6ny+1 my bnzym (ua;n:yny.nz — Uajng,ny+1,n,
(
(

+ 4+ + +

Uosngz,ng,n: — Uasnz,nyg,nz+1

)

)

Uaing,nyn; — ua;nx,n,,—l,nz)
(67,3 — OnzmzOny,myOn.+1,m. )
)

)
)
(67,7 — OnpimzOny—1,my0n.m.)
)
(67'{,77'% - ‘Sn;,m;‘sny,my ny—1, mz) (ua;nx,ny‘nz - ua;n;,ny,nz—l ]

= "‘ZhCﬁ (6u03m17myvmz - uﬂ;mx"}‘lymyymz - uﬂ;mz“lymyvmz_

= UBmg,my+lm: ~ UBmz,my—1,m; ~ UBmz,my,mz+1 — uﬁ;m:,mg,m,—l) .
Ovde su iskoriséene komutacione relacije za pomeraje i impulse (2.11), kao i definicija Kro-
nekerovog simbola. Dalje, uzimajuéi u obzir:

rffa = na,,ny,n,;m,,my,m, = ((“a;nz.ny'nz l ua;mz.mg,mz» (2.14)

i zamenom nadjenih komutatora u jednacinu (2.13) sledi:

2 —_ ih o
- Mw Gn,,ny,nz,mz,my,mz e "“‘—?'; 6n¢,m:6ny,mg6nz.mz - C <6 an,ny,nz,m,,my,mz
G2 : -G . - (2.15)

an+l,ny,nz;m:,my,m, ny—1,nyg,nzimzg,my,m; Nz, ny+lnzme,my,m;

o -G2 -G
ng,ny—1,n:mzmy,m; nz,ny,nz+1limeg,my,m; nz,Ny,nz—1limz,my,m:
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Primenom nove Furije transformacije (7, m — k):
1 e T
Gl Z PR GRW) s Gan = 3 e
k
na jednaéinu (2.15), te nakon neznatnih algebarskih operacija, ona prelazi u:

—i(R—R)F ih 2 Ca
—Z e {m—G (w )[w +2—A7(3—cosazkr—cosayky—cosazkz)]}:O.

Ova jednakost je ispunjena za:

2 i
':—;;—2 + 2(cos agk; + cos ayk, + cosa k. — 3)} Gilw) = 2—7:-—6—;; , (2.16)
odnosno:
, 10 1 1
GHw) = —— — | . (2.17)
4rM wo(k) |w—walk)  w+wa(k)

Odavde se, otigledno, polovi Grinovih funkcija nalaze kada se imenioci izraza u uglastoj zagradi
izjednaée sa nulom. Re3avanjem tog uslova po w = wo,(ic) dobija se traZeni zakon disperzije

fonona:

(2.18)

I n ks . k . 2K
Eo(k) = hwa(k) =2 Eq \/Sin2 a2 + sin? 63’2 Y 4 sin? 222 2k ,

gde je E, = Qs = h\/Co/M . Zbog poredjenja ove relacije sa odgovarajucom za film strukture,
zgodno ju je napisati u slede¢oj (bezdimenzionoj) formi:

3 o - Ealk) |
EalF) =2 [R(ksky) + 8 (k) 3 alF)= =5 (2.19)
R(kzky) = sin’ afzkr + sin? -ayzﬁ ; S(k,) = sin? (122163

U aproksimaciji malih talasnih vektora k = |/k2 + kZ + k2 i obelezavanjem: a = a; = ay = az,

poslednja relacija se svodi na:

Eak)=ak, (2.20)
sto predstavlja tipican i poznat [1,6-9] izraz za zakon disperzije akustickih fonona.

Kvanti mehanickih pobudjenja sa linearnim zakonom disperzije, tj. osobinom
lim wa (k) = 0
k—0 o:( )

nazivaju se akustickim fononima. Analizom kristala sloZene strukture (sa o podresetki) dobija
se 30 dozvoljenih frekvencija, od kojih tri uvek teZe nuli kada k — 0 (akusticki fononi), dok
preostalih 30 — 3 frekvencija zadovoljavaju uslov hm wa(k) # 0. Mehanicke oscilacije sa ovom

- osobinom nazivaju se opti¢kim fononima.
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3 Fononi u kristalnim filmovima

Tanki kristalni filmovi predstavljaju ogranicene kristalne strukture kod kojih se uslovi na
granicama razlikuju od onih u unutrasnjosti, tj. translaciona simetrija naruSena je duZz pravca
normalnog na film (z-pravac).

4

SPOLJASNJA SREDINA

C [ ]
c ny=1
A 4 —
1+&C n,=0 1y
_______ SUPSTRAT ny=-1

Slika 3.1: Poprecéni presek (u X/Y — Z ravni) modela kristalnog filma

Ako unutar filma (izmedju grani¢nih povréina) nema nikakvih deformacija (narusenja) kristalne
strukture (kristalna resetka je bez primesa, vakancija i sl.), onda se on naziva idealnim filmom [10].
U suprotnom, ako ove deformacije postoje (npr. kao posledice dopingovanja stranim atomima),
tada se ta struktura naziva deformisanim filmom.

3.1 Analiza fononskog modela

Posmatra se idealni® tanki film kubne kristalne strukture nacinjen na supstratu nekim teh-
nitko-tehnoloskim postupkom (naparavanjem, spaterovanjem i sl.), ¢iji su osnovni kristalografski
podaci:

ay =0y =0Q; = a; NM~108 >N, ~10;

a3 _ o _ — .
Cim = Cam = Ciasn = Caaen = Cnamett s
CN;,N;.“ = CN;+1,N: = (1 + 7)6 ’ C—I,O = CO,-I = (1 + E)C y &Y > -1 3
gde je n, - indeks resetke duz z-pravca i n; € (0,1,2, .-+, N.). Na osnovu toga, o modelu se

moze zakljutiti sledece.

1. Kristalni film poseduje dve beskonaéne grani¢ne povrsine paralelne XY - ravnima i to za
2=01iz=1L,dok u z - pravcima ima konaénu debljinu (L).

2. Duz z - ose locirano je N, 4+ 1 atoma.

3. Torzione konstante C*® zanemarljive su u odnosu na konstante istezanja Cl.

2Pojam - idealni, koristi se u smislu nenarusenja kristalne strukture (bez prisustva defekata, primesa isl.), a ne
u smislu njene prostorne neogranicenosti.
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4. Smatra se da atomi, koji pripadaju grani¢nim slojevima prikazanog tankog filma, intera-
guju sa spoljasnjom sredinom, bez obzira na to $to duz z-pravaca iznad gornje i ispod donje
graniéne povréine nema atoma (motiva, ¢vorova) filma, ali su granicni atomi ,spregnuti”
izmenjenim Hukovim silama za atome sredine, odnosno supstrata [1-4,10]. U skladu sa
napred navedenim uslovima, konstante elasti¢nosti koje opisuju interakciju atoma granicnih
povriina sa spoljasnjim sredinama (supstrat i npr. vazduh), modifikovane su odgovarajucim
koeficijentima ¢ 1 7.

Uzimajuéi u obzir uslove C; = C, (j =1,2, -~ ,N.—1..V;) 1 &injenicu da suslojevizan, < -1
izan, > N.+ 1 odsutni, moramo obracunati i sledece:

Uainz,ny,j = 0; -1 2.7 A .? > 1Vz +1; (] ¢ [Oa Nz]) s

Ca=(1+)C; Cntr=(1+7)C.
Kada bi bilo: C_; = C'v,41 =0 (¢ =7 = —1), tada bi grani¢ni atomi za n, = 0in; = N; bili

,zamrznuti”, tj. javio bi se efekat  krutih zidova”, a ako bi vazilo: Co1=Cn.41=C (e =7 =
= 0), bio bi to efekat slobodnih povrsina” [10].

S obzirom na definisani model, hamiltonijan fononskog podsistema opisanog filma u aproksi-
maciji najblizih suseda ima isti oblik kao i kod neogranienih kristala - izrazi (2.8-10), ali ga je,
zbog postojanja grani¢nih slojeva, zgodno napisati u razdvojenom vidu:

gde je T - standardan kineticki ¢lan. Potencijal koji ukljucuje interakcije sa grani¢nim slojevima
je oblika:

C ‘
V}Df = Z —243 [ 2 (1 + 8) (ua;n:c,nyyo)z + 2 (1 + 7) (ua;nz,ny,Nz)2 +
ainz,ny
2 (ua nzny,Nz — uoz;n;,,ny,Nz—l)2 +
(ua inz—1.ny,0 uoz;nr,ny,O)2 + (32)
(

2
Uaing, ny—1,0 — ua;nr,ny,o) +

2
2 (ua;nz,ny,l — Uajng,ny,0 ) +

(u(x;nr+1,ny,0 — Uainz,ny,0 ) +
Uaing ny+1,0 ~ Uainz,ny,0 ) +

2 2
(ua:nz—l'ny,Nz - ua;nxynlez) +

+ 4+ + + +

(

(u'a;n,,-i»l,ny,Nz Uq; n;,ny,Nz)

(Yaing,ny +1.V: — Yasng,ny,Ns )2 (ua;nx,ng-l,Nz — Uosng n ,Nz)2 .
y y

Potencijal sa interakcijama koje obuhvataju unutradnje slojeve je onda sledeceg oblika:

C IVz—l 2
Z _ o 2
Veff - Z 4 Z [(Ua;n,+1,ny,n, - Ua;n,,ny,nz) + (“a;nx-lyng,nz - ua;nz,ny,nz) +
ANz Ny n,=1
2 2
+ (ua;nz»ny'i'l»nz - ua;nz,ny,nz) + (uC\'?n:yny"lynz - ua;n:‘nyunz) ] + (33)
N -2 ) N.-1 )
+ Z (ua:nz,ny,nﬁl - “a;nx,ny,nz) + 2 (ua:nz,ny,nz-l - ua:nz'ny,nz)
nz=1 nz=2

Zakon disperzije fonona i u ovom slu¢aju se nalazi, kao i u prethodnoj glavi, metodom Grinovih
funkcija, trazeci Grinovu funkciju istog oblika kao i (2.12) pomocu jednacine kretanja (2.13). Za
razliku od (jednostavnije) situacije za idealne strukture, ovde se moraju izratunati odgovarajuéi
komutatori, odnosno odrediti Grinove funkcije posebno za atome grani¢nih slojeva, a posebno
za atome iz unutrainjosti filma. Koristeéi u prethodnoj glavi navedene standardne komuta-
cione relacije za pomeraje i impulse atoma (2.11), kao i ostale neophodne osnovne definicije,
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izraéunavaju se potrebni komutatori impulsa i hamiltonijana.
Za donju grani¢nu povrsinu za koju je m. = 0:

PBimz,my,0: H = —ih Coz (6 + ) U3imz,my 0™
— UBmzmy,l T UBmat1,my,0 T (3.4)

—  UBmz—-1,my,0 ~ UBimemy+1.0 ™ UBimaz,my—1,0| >
zal<m, <N,-1,

pﬁ§m1vmyymz’ = —'I,h CO‘ (6 uﬁ,mx,my,m:_
- u,@,mz-{—l,my,mz - uﬁymx—Lmyzmz - uﬁvmx1my+1ymz - (33)

- u,ﬁ,mz,my-l,mz - uﬁ,m;,my,m5+1 - uﬁ,m;,my,mz—l)

i konaéno, za gornju grani¢nu povrsinu za koju je m, = V., dobijamo:

'—Zh CO( {(6 + 7) uﬁ?mzymyylvz—

- uﬂ;"nz:my,Nz“l - uﬁ;m,-{-l,my,N; - (36)

DBimz,my,Nz» H]

- u,@§mz"11my:Nz - uﬁ?mzymy‘*'l:Nz - uﬁ?mJ:’my_lsz

Zamenom nadjenih komutatora u (2.13) i preimenovanjem 8 — a; m — n, dobija se:

-zamn, =0,

— MWZGnO;,ny,O;mI,my,mz = —-;—Z nz,mz‘sny,myéo,mz -
— Ca [(6 + 5) Gnaz,ny,o;mx,my,mz_ Gnaz,ny,l;mz,my,mz b Gno;-*-l,ny,o;mx,my,mz - (3"')
- C;no;—1,'(1.!,,O;mI,my,mz - Gnaz,ny+1,0;m,,my,mz - G:‘;,ny—l,o;m,,my,mz )
zal<n, <N, -1,
- A/IWZGT?I,ny,nz;mz,my,mz = —%Z__ nz,mzény,myénz,m, -
- Ca (6 Gno;,ny,nz;m;.my,m:_ no;+1,ny,nz;mz,my,mz - Gno;—l,ny,nz;mx,my,mz - (3.8)

_ G —Go - G2 ~Go
nx,ny+1,nz;mx,my,mz nx,ny"l,nz;m:,myymz nxvny»nz'*‘l;mzpmyymz nzyny»nz—]-?mzvmyvm: !

-zan, =N,,
th
2« _
- Mw Gn:vnysz;mx'myvmz - —27'[' 6n,,m;5ny,my6Nz,mz -

a [+3 x
- Ca [(6 + 7) anvnysz;mxymyvmz_ ananysNz-limzymyymz - an+1,nnyz;mzymy1mz - (39)

—_ G [ _G x — G o4
nx-l»nysz;m:amyvmz nzyny'l'lyNz;mzymyymz nryny"‘lvNﬁmz,myymz

Primenom delimiéne (zbog naru3enja translacione simetrije samo duZ z-pravaca) Furije trans-
formacije:

1 R
G = Gi?n'i(w) - z e-m[(nx—m:)k:+(ny—my)ky] G (kr,ky;w) (310)

Nr,Ny,Nz,Mg,My,Mz ’ - N N Nz,Mz
T2 ko k
z1hy
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na sistem jednacina (3.7-9), i nakon istovetnih algebarskih operacija koje su iskoris¢ene na odgo-
varajuéem mestu u prethodnoj glavi, dolazi se do relacija na osnovu kojih se moze uspostaviti
sledeéi sistem algebarskih diferencnih jednacina:

(08 =€) Gom, T Gim. = Kbom.
Goofmz + Ql\-a Glovym: + GQC‘XTII: = IC 511771:
Glc?mz + th] G2O,(mz + Glfm; = K 62,771:
7?;—1,771.2 + QkaGnaz,m: + Gr?;—l—l,m; = K 6”:1”1: (311)
Gﬁ}—&m; + Q}»a '1\?1—2,771: + G.’%;—l,m; = K 61Vz—21mz
GJ\?Z—‘Q,mg + Qka ,1$:_1,mz + G.”%z,m; = K: 61Vz_11mz
G;{?:-l,mz + (gkfx - Fy) Gﬁ;,mz = }C 61qumz

ede sz G2 = G2 (ko kyiw), K= 5;_0: k= R+ k2 i

0. (3.12)

k k
-n2ﬁ2_r_4sin222_y -2

Sistem jednaéina (3.11) ima redenja koja mogu da se prikazu u obliku Gap = Do/D, gdeje D,
odgovarajuéa zamenska, a D determinanta sistema (obe kvadratne):

o—¢ 1 0 -~ 00 0
1 o 1 -+ 00 0
0 1 0 -+ 00 0
Dn.+1(0) = . Lo e . (3.13)
0 00 o 1 0
0 00 1 o 1
0 00 01 o0—7ly

3.2 Spektri i stanja fonona u filmu

U skladu sa osnovnim zadatkom ovog istraZivanja, a to je odredjivanje spektra dozvoljenih
fononskih energija, koji se dobija iz (3.12) i na osnovu osobina Grinovih funkcija, potrebno je
da se odrede polovi trazenih Grinovih funkcija. Jasno je da se ovo svodi na odredjivanje korena
(nula) determinante (3.13), odnosno resavanje jednakosti:

Dn.s(eie,7)=0 = e=ols7); v=123, .., N:+1. (3.14)

Ovaj zadatak u opétem sluaju nije analiticki resiv (moze se reiti numericki za zadate parametre:
e, yi N:).
U slu¢aju modela slobodnih povrdina [10], kada su: ¢ =7 = 0, ovaj problem ima analiticko
resenje:
Dy, +1(0) = 2 Pn.(0) = P.-1(0) = Pn.+1(0) - (3.15)
Determinanta (3.13) sistema jednacina (3.11) se izrazava direktno preko karakteristi¢nih polinoma
Cebiseva [12] reda N,. Iz uslova (3.14) slede nule Cebisevljevih polinoma (videti [10-12}), a



Zoran Kecojevié: Fononi u kvantnim Zicama, diplomski rad 14

wzimajuéi u obzir i izraz (3.12). jednostavnim algebarskim transformacijama dolazi se do izraza
koji daje zakon disperzije fonona u tankom (strukturno nedeformisanom) filmu:

i

aT (k) , e
=g =2 X1y 4 220) ; (3.16)

. ak B . ak . oak,(v
XEX;CI.—-sm—Q—f; Y Eka.—_smTy; Z =2y, =Z(v)=sin 22( )
Na ovaj naéin, izraz za moguée energije fonona po formi je isti kao izraz (2.19) dobijen za idealne
neograni¢ene strukture, s tom razlikom §to je tamo k. prakti¢no kontinualno promenljivo (u
intervalu [0,7/a]) kao to su k i ky, a ovde je izrazito diskretno:

k.(v)

— F V .
T a N, +2'
Pored toga, uocava se da je: kmin = k‘;’”” =0; kKM =kv=1==EL Nzl+2 > 0, posto
je u pitanju tanak film, odnosno N, & (Ng, Ny), it k%% = ke = T kPt = k(v =

N.+1)= TN+l o« T [zmedju minimalne i maksimalne vrednosti za k., pa prema tome i za
a N,+2 a ?

5,,(12), postoji joi N, — 1 diskretnih vrednosti®. To znati da fononi u tankim filmovima poseduju

»donji” energetski gep:

v=1,2,3, ..., N+ 1. (3.17)

(3.18)

o min i —_7r
A= Apin = E3(kz = ky = 0,k; = k] ):Qsm[z(Nz+2)] ’

kao i ,gornji”, ali fizicki manje interasantan gep [10].
Na osnovu ovih rezultata zakon disperzije (3.16) graficki je prikazan na slici 3.2 to: za idealne
beskonatne strukture (2.19) - isprekidanim linijama, izmedju kojih je on kontinualan, i za tanki

film (3.16) - punim linijama, on je diskretan.

D

05 1 15 2 yuy

Slika 3.2: Fononski spektar & = &, (X* +Y?) i parametrom Z*(v)

Primetni su gepovi i energetska diskretnost (za film), koji su iskljuciva posledica postojanja

prostornih granica.

3Ukupan broj moguéih vrednosti kvaziimpulsa k. jednak je broju energetskih i dvodimenzionih podzona: N.+1.
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4 Fononi u kvantnim Zicama

Kvantne 7ice predstavljaju ograni¢ene kristalne strukture kod kojih se uslovi na granicama
razlikuju od onih u unutra$njosti, tj. translaciona simetrija narusena je duZ pravaca normalnih

na zicu (z 1 y pravci).

i
)€ A)C A€ - - - (AC (1A+H)C 1+)C

\S

/) /. NG/ / i .
(1+o)C 0 1 2 . .
N C C c---C N’Cz N’c Ny
, N,- N,- .. N, N,- N,- 1+0)C
1 =) ;(\ Zb ..................... Zbﬁ Zb Zb:(q’)
(I+c)C 10 1 2 . N2 [N-1 TN,
N ?v ) C C . C C C d
- - N2 N- N,- N,-
7N NreN VTN T TN 2N Z}};_H(P)C
y, a Q
(1+G)C 0 -1 2 "t iév}"z UNY'I NY
. C c-: C - C- C C

)
oL oL 0oL --- @ = ,
(I+o)C o Tl Tlg o WN,-z \[Ny-l N, Y

(1+e)C (1+e)C (A+e)C - - - (A+e)C (1+e)C (1+g)C

Slika 4.1: Poprecni presek (duz X -ravni) modela kvantne Zice

Ako unutar Zice (izmedju grani¢nih povriina) nema nikakvih deformacija (narusenja) kristalne
strukture (kristalna resetka je bez primesa, vakancija i sl.), onda se ona naziva idealnom Zicom (2].
U suprotnom, ako ove deformacije postoje (npr. kao posledice dopingovanja stranim atomima),
tada se ta struktura naziva deformisanom Zicom.
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4.1 Formiranje fononskog modela

Posmatra se idealna kvantna zica kubne kristalne strukture naéinjena u ili na supstratu nekim
tehnicko-tehnoloskim postupkom (naparavanjem, spaterovanjem i sl.), ¢iji su osnovni kristalograf-

ski podaci:
Ay =y =a; =0a; Nx~108>>Ny‘z~10;
oL o — o — a _
Cﬁ,ﬁi - Cﬁﬁi;\' = annynz;nzil,nynz - Cn:nynz;nxnyil,nz -
— 3 — (o
- Cn,nynz;nxnynz:kl =C
ot _ o _ NOe . et B _ e —_ o,
nyOiny,~-1 — Cny,——l:nyO - (1 + ")C ’ CnyNz;nyNz—{-l - CnyNz+l;nyNz - (1 + 7)0 )

o _ a _ a ., ey _ o - «
COnz;—lnz - C—lnz;Onz - (1 + U)C ' CNynz;1Vy+l,nz - CNy+l,nz;Nynz - (1 + (,O)C’ s

(5,’7,0,99) 2 -1.

gde su n, . - indeksi refetke duz y i z pravaca in,.€(0,1,2, -+, Ny:). Na osnovu toga, o
modelu se moze zakljuéiti sledece.
1. Kvantne Zice poseduju Cetirl grani¢ne povrsine: dve paralelne XY ravnima (i to za z = 0

i 2= L, = N.a)idve paralelne XZ ravnima (itozay=0iy =Ly = Nya), dakle,
ogranicene su duZ y i z pravaca i neogranicene duz z pravca.

2. Duz y-ose locirano je Ny + 1 atoma, a duz z-ose N, + 1 atoma.

3. Torzione konstante C*? zanemarljive su u odnosu na konstante istezanja Cq.

4. Smatra se da atomi, koji pripadaju grani¢nim slojevima prikazane kvantne Zice, interaguju sa
spoljasnjim sredinama, bez obzira na to sto duz y i z pravaca (levo od leve i desno od desne,
odnosno, iznad gornje i ispod donje granicne povrsine) nema atoma (motiva, ¢vorova) Zice,
ali su grani¢ni atomi spregnuti” izmenjenim Hukovim silama za atome sredina - supstrata
koji ih okruzuju [1-5]. U skladu sa napred navedenim uslovima, konstante elasti¢nosti koje
opisuju interakcije atoma grani¢nih povrsina sa spoljasnjim sredinama, modifikovane su
odgovarajuéim koeficijentima ¢ i, 0 i

Uzimajuéi u obzir sve ove uslove i ¢injenice da su slojevi za ny < —11ny 2 Ny +1, kao 1 za
n, < —1in, > N, + 1 odsutni, moramo obra¢unati i sledece:

Uging,nygnz = 05 —1>ny: A nyz2 Ny:+1; (ny,: € [0, Ny:l),

S obzirom na definisani model, hamiltonijan fononskog podsistema opisane strukture u aproksi-
maciji najblizih suseda ima isti oblik kao i kod neogranicenih kristala - izrazi (2.8-10), ali ga je,
zbog postojanja granicnih slojeva, zgodno napisati u razdvojenom vidu:

H=T+V.5+V.}, (4.1)

gde je T - standardan kineticki élan (2.9), Ve?f - ¢lan koji opisuje interakcije unutar posmatrane
strukture

C Ny_zNz—2 2
A _ o 2
Vs = Z a Z Z [(Ua;nz+1,ng,nz - uam:.ng,nz) + (Yasmz—1nyns — “a;nx,ny,nz) +
anz ny=2 ny=2
2 2 4
+ (ua;nz,nyﬂ.nz - ua;nx,ny,nz) + (ua;nx,ny—l.nz - ua;nz,ny,nz) + (4.2)

2 2
+ (ua;nx,ny,nzﬂ - ua;nz,ny,nz) + (ua;nz,ng,nz—l - “a;nz.ny,nz) ] )

a Veff - ¢lan koji obuhvata interakcije sa grani¢nim slojevima
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+++++++++++++++++++++++++++++++++++

Z {2(1_*_ (an1,00+uan110u2n1\'0+u'01nINy—10>+

ang

2
2 (1+U)< ozn,_-00+uorn1,01ucxnz, Nz+uan1,01\l —1)+
(1+ /)( Using,0.N: +u anx, 1,N: anx,N N +u an,,N —INZ) +

2 2
(1 + Y) ( anI,\r ,0 +u anI,Ny,lua nz,Ny,N: t+u aing, Ny, Nz —1) +

2

2
(ua nz+1.0,0 — U nI,OO) + (ua'n1—100 - ua;nI,O,O) +

L%

2
(Uaine+1,01 — Yasnz 01) Uning-1,01 — Yanz01) +

[

(ua ny+1,1,0 — Uq; n;,l,O)

+(
+ (ua inz—1,1,0 — ua;nx.l,o)z +
2 +(

) 2
(ua;nz-{—l,l,l — Uaing,1, 1 Uaing-1,1,1 — ua;nz,l,l) +

(Vama+1, Ny,0 — ’ua;n,,Ny,0)2 + (ua nz=1,Ny,0 — ua;nI,Ny,O)z +
(Yons+1.Ny.1 — Ua;n,,Ny,1)2 + (Uasnz—1,Ny.1 ua;n;,}\’y,l)2 +
)2
)

2
(ua;nx+1,Ny—-1,0 — Ua;ng,Ny-1,0 (ua'n,—l,N -1,0 — ucx;nz,Ny——l,O)

+
2 2
+ (ua mz—1,Ny-1,1 = ua;nI,Ny—l,l) +

(ua;n1+1,Ny—1,1 — Uaingz,Ny-1,1
(Uagnz +1,0,N; — Uainz,0, N.)% + (Uana—1,0,N. = Uasns 0, N+

(Yaing +1,0,N:=1 — Yainz 0, Noe1)? + (Uanz—1,0,N. -1 = Yaina 0, Ne-1)*

(uoz me+1,1,N; — Uaing,1, N,) + (ua'n;—l 1,N; — Uains 1, Nz) +

(Uaine+1,1,N:=1 — UYainz,1, N,—l) + (Uasme—1,1,N. =1 — UYains,1, Nz—l)2 +

(ua;nz+1,Ny,Nz - ua;nz,Ny,Nz) + (ua;n,—l,Ny,Nz Ug; n,,Ny,Nz) +

('u'or;n¢+1,Ny,Nz—1 - uor;nx,Ny,Nz—-l)2 + (ua;n,—l,Ny,Nz-l - ucv;n;,,Ny,N,—l)2 +
(ua;nz+1,Ny—1,Nz - ua;nx,Ny—l,Nz)z + (ua;nz-l.Ny—l.Nz - uoz;n,-,,Ny—l,N,)2 +
(Uasmz41,Ny=1,Nz=1 — Uoz;nz,1\/,,—1,1\’,—1)2 + (Yasng—1,Ny=1,N.—1 = ua;nz,Ny—l,Nz—l)z +
2 (ua;nz.0,0 - uo:;n,p,l,O)2 +2 (ua;nI,O,O - u'cu;nJ,,O.l)2 +

2 (uor;n,,,o,l = Uaing,1,1 )2 + 2 (Ua;nz,l,o - u'o:;n,,.,l,l)2 +

(ua;n,,,o,l - ua;nx,O,Z)z + (ua;nz,l,o - ua;n;,2,0)2 +

(ua;n,,l,l - uor;nx,Z,l)2 + (Ua;n,,l,l - ua;n,,l,2)2 +

2 (ua;nx,Ny,O - "«ch;'n,,,Ny—l,O)2 + 2 (uoz;nz,Ny,O - U'Of;n,,}\f!,,l)2 +

2 (ua;nz,N 1~ ua;'nf,,Ny—l,l)2 + 2 (ua;n,,Ny—I,O - ucx;n,,Ny-l,l)2 +

(uamxyNyyl - ua;nz,Ng,2)2 + (ua;n;,Ng—l,O - ua;n,.Ny—2,0)2 +

(ua;n,,Ny—l,l - ua;n,,Ny—2,1)2 + (ua;n,,Ny—l,l - “a;n,,Ny—lj)z +

2 (Yaing,0,N: ~ Ucinz 1Nz )2 +2 (Yomsz 0N: ~ ua;nz.O,Nz—1)2 +

2 (ua;nx,O,N,—l - uoz;ﬂx,l,Nz—l)2 +2 (ua;nz,l,Nz - ua;n,,l,N;-1)2 +

(ua;n,,O,N,—l - ua;nx,O,N;—2)2 + (ua;n:,l.Nz - ua;n,,2,Nz)2 +

(ua;n,,l,N;-l - ua;nz,2,N,—1)2 + (ua;ng,l,N;—l - ua;nx,l,Nz—2)2 +

2 (uoz;n,,Ny,Nz - uﬁ;”xyNy"l,Nz)2 +2 (ua;nzvNnyz - ua;n,,Ny,N,—1)2 + (43)
2 (ua;n,,Ny,Nz—l - ua;n,,Ny-—l,N;-—l)2 +2 (ua;nz,Ng-l,N; - uor;nz,Ny—l,Nz-—1)2 +
(ua;nI,Ny,N,—l - ua;n,,Ny,N,—2)2 + (ua;n,,Ny—l,Nz - Ua;nz,Ny—2,N,)2 +

2 ) 2
(ua;nz,Ny—l,Nz—l - Uoz;nx,Ny—ZNz—l) + (ua;n,,‘\ly—l'Nz—I - Ua;nz,Ny—l,Nz—2) +
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54
QW
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o
3
<
o
+
—~
=4
8
3
L3
3
<
o
|
>4
8
3
"
3
<
—
S
L)
+

ny=2
2

N

+ 4+ + +

(uoz;n1+1,ny<0 - ua;n;,ny, U nz—1ny,0 — ucx:nx,ny.

&
+ + + +

0)
(ua;nz ny+10 ua;n,,ny,O) g
1) :

(ua;nx-i—l,ng.l = Uoing,ny, Uainy—1,ny,1 ~ Yaing,ny,

(U 0
(“a;nx,ny—l,o — Uoing,ng,0
( 1
( 2

)
)
)
(ua;nz,ny+1,1 - Ua;n,,ny,1)2 Uaing,ny—1,1 — Ua;n,ny,l)
(ua;nx,ny,o - ua;nz,ny,1)2 + (ua;nz,ng,l - uor;nz,ny,2)2 +
2 (1+7) “{é;nr,ny,NZ + (Yasng,ny,N: = “a;n:,ny.a‘fz—l)2 +
(ch;n,+1,ny,x\’; - ’ua;nz,ny,Nz)2 + (Yasng—1ny,N: — ua;n:,ny,Nz)z +
(Yaring nyg+1,8: — ua;m,,ny,zvz)2 + (Yainz,ny—1,N: = %(;n,,n‘,,,zvz)2 +
(Yasnzny Nem1 = ua;n;,ny,Nz—2>2 + (Uaing my N: = ua;n;,ny,Nz—l)2 +

2 2
(ua§nr+11nyvaz_1 - ud?"zynysz_l) + (ua;nx—lynyvlvz—l - ua;nxynnyz—l) +

+ + + + + + + + + + +

2 2
(ua;nx,ny-{»-l,Nz—l - ua;nz,ny,Nz—l) + (ua;nr,ny—l,N;—l - ua;n,,ny,Nz—l) ] +

N,-2
Z [ 2 (1+40) uz;nz,o,nz + (%aing 0,0 — Yosna,lns )2 +

ny=2

+

(ua;n,;+l,0,nZ - 'u'cz;nf,,(),n,,)2 + (ua;nx—l,o,nz — Uainz,00nz )2 +
(ua;n:,o,nz+1 - ua;n;,O,nZ)2 + (ua;n,,O,nz—l - ua;nI,O,nz)2 +
(ua;nz+1,1,nz - uoz;n;,l,nz)2 + (ua;nz—l,l,n; - uor;n;,l,n,)2 +
(ua;nz,l,nz-i-l - uoz;n;,l,nz)2 + (ua;nz,l,nz—l - ’u'or;nr,l,nz)2 +
Uamy,0n, — uor;nz,l,vrzz)‘2 + (ua;nI,l,nz — Uajnz,2,n: )2 +

2 (1+¢) u?x;n;,Ny,nz + (ua;nx,Ny,nz - 7"<>r;n¢,Ny—1,nz)2 +
(14501;17,,+1,1\J'y,nz - uor;nz,l\fy,nz)2 + (ua;n;;—l,Ny,nz - uor;'n.,,]‘4"!,,nz)2 +
(ua;nx,Ny,nz-i-l - Ua;nx,Ny,nz)z + (ua;nx,Ny,nz—»l - ua;n,,Ny,nz)z +

2 2
(ua;nx,Ny—l,nz - uormx,Ny-Z,nz) + (ua;nvayynz - ua;nz’!\{y"'lynz) +

2 2
(ua;n,+1,Ny—1,nz - ch;n;,Ny—l,nz) + (ua;nx—l,Ny—l.n, - ua;n,,Ny—-l,n,) +

+ 4+ + + + + + + + + +

2 2
(ua;nx,Ny—l.nzH - “a;nz,Ny—l»nz) + (ua;nz,Ny-l'nz—l - ua;nx,Ny-l,nz) )

4.2 Jednacine kretanja

Zakon disperzije fonona i u ovom slucaju se nalazi, kao i u prethodnim glavama, metodom
Grinovih funkcija, trazeéi Grinovu funkciju istog oblika kao i (2.12) pomotu jednagine kretanja
(2.13). Kao i kod film-struktura i ovde se moraju izratunati odgovarajuéi komutatori, odnosno
odrediti Grinove funkcije posebno za atome graniénih slojeva, a posebno za atome iz unutra$njosti
filma. Koriste¢i napred navedene standardne komutacione relacije za pomeraje i impulse atoma
(2.11), kao i ostale neophodne osnovne definicije, izracunavaju se potrebni komutatori impulsa i
hamiltonijana.
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1. m, =0
o my = O
[pﬁ;mI,O,Ov H]
e 1 <m, <N, -1
PBimz,my,0, H =
o my = ]Vy
pﬁ;m;,Ny,Oa H

2. 1szSNz—1

o My = 0
[p,@;mz,O,mza H] =

e 1<my <Ny,—-1

plg;mzvmyvmz7H

.my:Ny

= —ih C,B {(6 +<+ J) UBim,,0,0—
- UBmz+1,00 ~ UBm-—1,00 ~ (4.4)

- Ugm;,01 — U,B;m,,l,o] )

—2ﬁ’ Cﬁ {(6 + 5) uﬁ;mx,myyo - uﬁ?mzymy,l_
UBimz41,my,0 — UBmz—1,my,0 ~ (1.3)

UBime,my+1,0 — uﬁ;mr,my—l,o] 5

= —th Cﬁ [(6 +<+ 99) UB;mz,Ny,0—
- UBmy+1,Ny,0 — UBmo—1,Ny,0 — (46)

- uﬁ§mzvNyy1 - uﬁ;mz,Ng—l,O] 3

—ith Cg[(6 + 0) ugim.0m: — Upmz,lm. —
UBimz+1,0m; — UBmz-1,0,m: ~ (4.7)

UBmz,0,m:+1 — UBimz,0,me=1] s

= —ZB Cﬁ (6 uﬁymzymyymz—
= UBmz+1lmym. — UBmz—1mym, —

(1R
- uﬁym:t;my‘l’lymz - uﬁ,m;,my—l,mz - (40)

- uﬁymzymyymz"'l - uﬁ,m;,my,mz—l) )

pﬁ;mz,Ny,m“ H = _177, Cﬂ [(6 + Lp) uﬁ;mz,Ng,mz - uﬁ;mzyNy—].,mz -

— UBmz+1,Nym: — UBmz—1,Ny,m; — (4.9)

3. m;,=N,

o my = 0
[pﬁ;mz’oyNﬁ H]

e 1<my <N, -1

PBimz,my,Nz» H| =

uﬁ?'m:yNy,mz‘Fl - uﬁ;"‘:y/\{y,mz—lJ ’

—ih Ca((6 4+ 7+ ) upm, 0N~
- uﬁ;mx"'l,o'lvz - uﬂ;mx"lvosz - (4'10)

- uﬁ;m:'Osz_l - uﬁ;mx’lsz] )

—ih Cg [(6 +7) UBimz,my,N; — UBmz,my N, -1~
u/B;mI+1ymnyz - uﬁ;mz—l'my,Nz - (4-11)

uﬂ?”‘v:;mg‘l'lyNz - u6§mzymy_1:Nz ’
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[ ] my = 1\y
P3me NyNoo H = —th Cﬁ [(6 +7 + ﬁ—c) U3mg Ny N~
— UBmz+1.NyN: — U3mz—1,Ny, N, — (412)
—  UBmg,Ny.No-1 7 us;mx.,\fy—LNz] .
Preimenovanjem 3 — « ; m — T 1 zamenom nadjenih komutatora u jednacinu kretanja
. th 1
[ 2/ Y — . ) .
- Mw Gfl'ﬁl(“"’) = ——57; (5;{3,7L + z_ﬁ <<[po,;ﬁ, H] I ua;,ﬁ»u (4.13)
za Grinove funkcije
e — 1O — P
n,m = Nz NyNz;Mz,My,Mz - ((ua;"ivnyvn: l u’O’;mzvmyvmz)) ’

te primenom delimi¢ne Furijeove transformacije (samo duz z-pravca, gde je posmatrana struktura

neogranicena)

1 tkza(nz—m a )
ngnyn;:ﬁ(w) = _]V'_-Z € ke ( * I) Gnynz;mym:(kr;w); (414)
Tk
1 tkza(ng—=mz
6n1m16nymy6n:mz = FZ € ( ) 6nymy5nzmz b
r kx
dobija se sistem diferencnih jednacina:
l.n,=0
[ ] ny = 0
w \?
(ﬁ_) ~(64¢+0)+2cosakz| Goo+ G0+ Goa = Kop (4.15)
e 1<n, <N, -1
w \2 .
[(Q—) —(6+¢)+ 2cos akx} Gny0+ Gny+10 + Gny-10+ Gny1 = Kny0 (4.16)
L] 'n,y = y
w \ 2
(ﬁ—) —(6+¢+¢)+ 2cosakz| Gn, o+ Grny-10+ Gy = K0 (4.17)
x
2.1<n,<N,-1

2
[(5—) - (64 0) + 2cos akx] Gon, + Gin, + Gon+1 + Gon—1 = Ko, (4.18)
[

w 2
|:<"—) — 64 2cos akx} Gny,nz + Gny+1,nz + Gny—l,nz + Gny,nz-{»l + Gny,nz—-l = Kny,n;
(4.19)

° ny = Ny

o

w 2
[(5—) ~(6+e)+ 2cosakx] Givye + Gyt + Gyt + Gyt = Ky, (4:20)
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e\ 2
{(L) ~(6+7+0)+2cos akxl Gon. + Gin, + Gon.-1 = KoV, (1.21)
e 1<n, <N, -1

w 2
[<_‘> — (6 + )+ 2cos akx] Gy N: T Gryt1,N. + Gny—1N, + Gy N1 = Kny v, (4:22)

ony:Ny

2
[(%) - (64 ¢+7)+2cos akz} Gn, N, + GNy-1 N, + Gy N.—1 = Ky, (23]

Ovde su: _ __ih 2 _ Ca
G2 (kz;) = Gryine 3 Knyne = 5om=0nynamym. Yo =3y

NyNz;MyM;

(indeksi my, i m, su ,parazitski” pa su ovde izbaceni). Prilikom izvodjenja prethodnih izraza
uzeto je u obzir: ugz =0 = GFz =022V ny. € [0, Ny:].

4.3 Spektri fonona u Zicl

Sistem diferencnih jednatina (4.15-23) u opstem slu¢aju nema analiticko reSenje, pa cemo
ga potraziti, kao i kod filmova, za slu¢aj slobodnih povrsina kada se povrsinske perturbacije
zanemaruju, tj. € = ¢ = v = o = 0. Uvodjenjem oznake:

2
w ak
0= — —4 {1+ sin? ——z> ; 4.24
‘Tz ( e (4.24)
pomenuti sistem jednacina moze da se napise u kompaktnijoj formi:
Gny—l,nz +
+ Gny,nz—l + QGny,nz + Gny,nz+l + (425)
+ Gny+l,nz = Knynz )

koja odrazava njegov dvodimenzioni karakter (posebno po ny i posebno po nz) 1 sadrzi ukupno
(Ny + 1) x (N, + 1) nepoznatih Grinovih funkcija.
Na osnovu opstih algebarskih stavova, jasno je da se nepoznate Grinove funkcije iz (4.25)

mogu izraziti kao:
Dny Mz

DN, 41,N:41
gde Dy, n, predstavlja odgovarajuu ,zamensku” determinantu, a Dy, 4+1,N.+1 - 2D kvadratnu
determinantu sistema:

Gny nz =

R J O O 0O O
J R J 0O 0 O
O J R 0O 0 O
DNjt1Na+1 = | - - . (4.26)
O 0 O R J O
0O 0 O J R J
O 0 O O J R

Ny+1

gde je:
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fo 1 0 0 0 07
1 o1 0 00
01 » 0 00
R=Rv.q1=1|. . . S (1.27)
0 0 O o 1 0
0 00 1 o 1
L0 0 0 01 2ly 4y

J je jediniéna, a O nulta kvadratna matrica (obe reda N; + 1).

U cilju osnovnog zadatka ovog istrazivanja, a to je odredjivanje fononskih energija, potrebni
su nam polovi Grinovih funkcija. koji se dobijaju kada iste teze beskonacnosti, §to znaé¢i da mora
biti:

DNy+1,1Vz+1 =0. (4.28)
Kako Dy, 41,n.+1(0) predstavlja poznatu 2D determinantu sistema, ona moze da se izrazi preko
karakteristiénih Cebisevljevih polinoma druge vrste. Uslov (4.28) se ,raspada’” na dva uslova:

Dn,+1 =03 Ryn.41 =0, (4.29)

pri ¢emu Dy, 41 predstavlja ,obi¢nu” determinantu Dy, 418,41 U kojoj je R zamenjen sa 01 .J
sa 1. Resavanjem uslova Dy,+1 = 0 dobijaju se vrednosti:

T W

0, = —2cosaky(p); ky(p) = - m o op=1,2, ... Ny+1, (4.30)
a resavanjem uslova Ry, 41 = 0 dobijaju se vrednosti:
0, = —2cosak.(v); k.(v)= Z— NZV+ 51 V= 1,2, ... N+ 1. (4.31)
Poznato je [11] da je: '
je [11] da] 0= 0vu=0u+ 0, (4.32)
gde je: k 1
° o= -l(,}% -4 <1 + Sin2 92_.7) ] Er = 52‘ = iﬂia' . (433)

Na osnovu izraza (4.30-33) dobija se zakon disperzije fonona u kvantnim Zicama:

£ = 94/sin? Eﬁ + sin? aky(p) + sin? ak.(v)

¢ 5 . o (4.34)

u istoj formi kao kod filmova (3.16) i neogranicenih struktura (2.19). Medjutim, vidi se da

kvaziimpuls fonona u kvantnim Zzicama uzima diskretne vrednosti u y i z-pravcima, dok je u

z-pravcu prakticno kontinualan. Spektar fonona je graficki prikazan na slikama 4.2 i 4.3.
Takodje se uocava da je minimalna energija fonona razlicita od nule (kada je k7™ = 0) i data

je izrazom:

akmin kmin
A= Amin = E,%‘mm = gl?,:O,ky=kg"",kz=k;"‘" = 2\/sin2 __yT(»u_) + sin2 9——2-2-(—1/)' y (435)
min _ _ E 1 . min — — zr_ 1 1o
W=k =Ty M0 =k =I5 (4.36)

Poredjenjem izraza (3.18) i (4.35) za energetske gepove u film-strukturama i kvantnim Zicama
vidi se da oba zavise od dimenzija uzoraka, ali da je to kod kvantnih Zica izraZenije jer poseduju
dva ograni¢enja. Sa povedanjem dimenzija uzoraka gepovi isCezavaju.
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v=1

v=2

2

<Y

v=3

V=

0.2 0.4 0.6 0.8 1

>
»
X2

Slika 4.2: Parcijalan fononski spektar £ = £, , (X?), X = sin(ak;/2)
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02 04 06 08 1 y

Slika 4.3: Kompletan fononski spektar & = &,, (X?), X =sin(ak;/2)

Slike 4.2 i 4.3 graficki prikazuju osnovne karakteristike fononskog spektra (dozvoljenih energija)
4 kvantnim zicama. Ako ih uporedimo sa istim u neogranitenim i film-strukturama (slika 3.2)
mozemo jasno uoéiti najbitnije razlike. Prvo, kontinualna zona dozvoljenih fononskih energija
balk-struktura (na slikama 3.2, 4.2 i 4.3 ona je prikazana isprekidanim linijama) pod uticajem
dveju paralelnih grani¢nih povrsina kod filma se cepa na diskretan niz kontinualnih (monoslojnih,
ili dvodimenzionih) podzona &iji je broj jednak broju atomskih slojeva izmedju dve granicne
povrsine filma. Na slici 3.2 to je prikazano za ¢etvoroslojni film (punim linijama) za v = 1,2,3 i
4. E sad, u Zicama se svaka od tih podzona (posebno za v =1, za v = 2,pav=3,1zav =4,
jer je prikazana kvantna Zzica sa 4 monoatomska sloja duz jednog pravca ogranicenja) cepa na
diskretan niz kontinualnih (monolan¢anih, ili jednodimenzionih) podpodzona ¢iji je broj jednak
broju atomskih slojeva izmedju druge dve granicne povriine. Na slici 4.2 to je prikazano sa po 5
punih linija, za p = 1,2,3,4 i 5, dok su podzonski nivoi prikazani tankim isprekidanim linijama.

Kompletan spektar moguéih (dozvoljenih) diskretnih fononskih energija (zonskih - balkovskih
i podpodzonskih - u Zicama) za slu¢aj 5x4 slojnih kvantnih Zica prikazani su na slici 4.3. Vidi
se da dolazi do preklapanja nekih podpodzonskih nivoa koji pripadaju razli¢itim energetskim
podzonama.

Pored toga, primetni su dodatni energetski gepovi (za film i za zicu), koji su iskljuciva posledica
postojanja prostornih granica. Veli¢ina gepa za ultratanke film-strukture je odredjena izrazom
(3.18), a za kvantne zice (4.35). Njihovim poredjenjem se moze zakljuéiti da je kod Zica ovaj
(donji) gep za preko 40 % vedi.
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5 Zakljucak

U radu su istraZeni i analizirani energetski spektri (moguca energetska stanja) fonona u kristal-
nim idealnim beskonaénim, tj. neograniéenim i u ograni¢enim stukturama (filmovima i Zicama).
sa primitivnom kubnom resetkom. Na osnovu ovoga se doslo do sledeéih vaznijih rezultata.

1. Ove analize su pokazale bitne razlike u zakonu disperzije fonona u pomenutim sistemima, kao
isklju¢ive posledice postojanja granica odgovarajuée strukture, u kojima energetski spektri
poseduju energetske gepove. VeliCine gepova zavise od dimenzija uzoraka (debljine filma,
odnosno, debljine i irine Zice) i veoma brzo - prakti¢no parabolicki, opadaju sa njihovim
poveéanjem.

2. Postojanje graniénih uslova ima za posledicu promenu energetske zone fonona. U odnosu na
zonu dozvoljenih energija idealnih struktura sa prakti¢no kontinualnim rasporedom, zona
fononskih dozvoljenih energija u filmu je izrazito diskretna. Ona se sastoji od dvodimen-
zionih podzona. U svakoj od podzona energija uzima kontinualne vrednosti. Povecanjem
broja slojeva filma povecava se broj diskretnih stanja unutar zone dozvoljenih energija.
Kod kvantnih Zica ova diskretnost je dvodimenziona - duZ oba pravca gde postoje grani¢ne
povrsine, 3to znaci da se kontinualnost podzona narusava i one dobijaju diskretan karakter.

3. Spektri fonona u film-strukturama i kvantnim Zicama poseduju donji (kao i jedan gornji)
energetski gep. Posledica postojanja donjeg energetskog gepa moze da se tumaci na sledeci
naéin: on odgovara energiji osnovnog stanja fononskog sistema i predstavlja najmanju ener-
giju koju treba uloziti da bi se u filmu pojavili akusti¢ki fononi (optickog tipa). Sve do te
energije (aktivacione temperature) fononi se mogu nalaziti samo u nekim od vezanih stanja.,
npr. sa elektronima u Kuperovim parovima. Do te temperature ceo sistem se ponasa kao
zamrzout. U kvantnim Zicama ovi kvantno-dimenzioni efekti, pa i aktivaciona temperatura,
su znatno izrazeniji - veéi za preko 40 %.

4. Sve razlike izmedju posmatranih (neogranicenih i ogranicenih) kristalnih sistema su izraze-
nije, $to je film tanji, a Zica tanja i uza, i iScezavaju kada debljina filma, odnosno debljina i
Sirina kvantne Zice, teze beskonagnosti.
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