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1. Uvod

Od velikog znagaja za teoriju ¢vrstog stanja je ispitivanje udela i uticaja elektronskog pod-
sistema na fizicke karakteristike materijala, jer su upravo elektroni nosioci svih transportnih
i drugih fiziéki interesantnih procesa. Posebno interesantno je njihovo ponasanje kao nosioca
bezotporne elektri¢ne struje, u superprovodnom stanju, jer ga karakterie sparivanje fermiona
(elektrona ili Supljina) koje je prisutno od niskotemperaturske do visokotemperaturske super-
provodnosti.

Moderna nauka o materijalima teZi preciznom strukturiranju materijala do $to manjih di-
menzija - reda veli¢ine nanometara, a fenomeni povezani sa tako malim dimenzijama dovode
do specifi¢cnih pojava i izmenjenih osobina materijala. Ove strukture su od Sireg prakticnog
znataja posebno na polju elektronike, optoelektronike i visoktemperaturske superprovodnosti.
Iz tog razloga, u savremenoj fizici kondenzovane materije jedan od glavnih pravaca teorijskih
i eksperimentalnih istrazivanja je ispitivanje osobina niskodimenzionih sistema (superresetke,
kvantne Zice i kvantne tacke), a pre svega tankih filmoval.

U ovom radu je ispitan uticaj granica film-struktura na energetski spektar i moguca stanja
elektrona (promene u zakonu disperzije, kao i elektronski udeo u termodinamici ovih struktura.
Dobijeni rezultati poredjeni su sa odgovarajuéim za idealne beskonaéne kristale, da bi se na
osnovu toga uocile najbitnije razlike ova dva sistema.

Pomenuta analiza vrsena je koriséenjem metoda dvovremenskih temperaturskih Grinovih
funkcija? koji se danas veoma Cesto koristi u kvantnoj teoriji ¢vrstog stanja. Zahvaljujuci ugra-
djenoj statistici, taj metod se uspesno primenjuje kod izratunavanja kako mikroskopskih tako
i makroskpskih, ravnoteznih i neravnoteznih svojstava kristala. Primenjeni metod je odabran
zbog pogodnosti koje nam nudi definicija polova Grinovih funkcija3.

Kako zakon disperzije diktira termodinamiku sistema, prirodno je bilo da se ispitaju os-
novne termodinamicke veli¢ine (unutrasnja i slobodna energija), te pomoc¢u njih i osnovne ter-
modinamitke (makroskopske) karakteristike (toplotni kapacitet i entropija) kristalnih filmova i
uporede sa istim u neograni¢enim strukturama. U radu je obuhvaden samo udeo naelektrisanja
u termodinami¢kim osobinama, ali i on, u ograniCenim kristalnim strukturama, trpi znatne
izmene. Ovo istrazivanje je znacajno zbog jednostavnog eksperimentalnog merenja pomenutih
veli¢ina odakle se dobijaju vazne informacije kako o termodinami¢kom ponaSanju, tako i o su-
perprovodnim svojstvima filmova. Ovde je najpre vriena analiza idelanih beskonaénih kristalnih
struktura, a zatim isti metod primenjen na film-strukture.

!Filmovi predstavljaju beskonaéne strukture u svim kristalnim ravnima paralelnim dvema grani¢nim povrsima,
koje su normalne na jedan prioritetan pravac, duz koga je posmatrani sistem ogranicen.

2Postoje 1 drugi metodi pomoéu kojih se ovaj problem moze tretirati: metod Hajzenbergovih jednacina kre-
tanja, metod malih perturbacija, metod talasnih funkcija i sl.

®Realni delovi polova Grinovih funkcija su proporcionalni energijama elementarnih eksicitacija (pobudjenja)
koje se javljaju u sistemu (odakle dobijamo njihov zakon disperzije), a imaginarni - recipro¢nim vrednostima
vremena Zivota tih ekscitacija.
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9. Nosioci naelektrisanja u kondenzovanoj materiji

Translaciona invarijantnost idealnih kristalnih struktura nameée periodi¢an (sa periodom
kristalne resetke) oblik mnogim fizickim veli¢inama koje ih opisuju (naprimer, periodi¢na ras-
podela polja i potencijalna energija elektrona).

Jedan od glavnih zadataka teorije cvrstog stanja je proucavanje promena diskretnog energet-
skog spektra elektrona izolovanog atoma - pri priblizavanju atoma i obrazovanju kristalne struk-
ture. U ovom procesu periodi¢no polje kristala i interakcija medju atomima dovodi do cepanja
energetskih nivoa elektrona slobodnih atoma. Posto se kristal moze tretirati kao gigantski
molekul, to kvantna stanja elektrona u tom molekulu, zbog Paulijevog principa iskljucenja,
moraju biti okarakterisana razli¢itim kvantnim brojevima $to ima za posledicu formiranje ¢itavog
spektra energetskih nivoa na mestu jednog nivoa u izolovanom atomu. Umesto jednog en-
ergetskog nivoa, jednakog za svih N izolovanih atoma, u ¢vrstom telu se pojavljuje N blisko
rasporedjenih nivoa, koji obrazuju energetsku zonu. Cepanje energetskih nivoa je najizrazitije
za spoljasnje (valentne) nivoe, jer se talasne funkcije spoljasnjih valentnih elektrona susednih
atoma medjusobno veoma preklapaju, dovodeci do kolektiviziranosti ovih stanja, kojima se na
taj nafina atomi povezuju u kristal - gigantski molekul.

Ovi kolektivizirani elektroni, kojima se inace opisuju najkarakteristicnija svojstva metala,
nisu vezani sa atomima kristalne resetke i mogu da se premestaju po celoj zapremini meta-
la. Medjutim, ¢ak i kada elektron napusti atom u kristalu, on se pod dejstvom primenjenog
elektri¢nog polja ne krece slobodno ve¢ je podvrgnut uticaju kristalnog polja. Ovaj uticaj se
moze usrednjeno uzeti u obzir uvodjenjem efektivne mase kvazislobodnih nosilaca naelektrisanja.
Takodje, zbog specifiénosti kretanja elektrona u kristalnom polju, anomalnog ponasanja kvazislo-
bodnih elektrona na krajevima valentne zone, uvodi se pojam kvazislobodnih nosilaca - $upljina.

2.1. Provodni elektroni u metalima

Veliki broj vaznih fizickih osobina mogu se razumeti polazeéi od modela slobodnih elektrona
po kome se najslabije vezani elektroni atoma kreéu slobodno po zapremini metala. Valentni
elektroni postaju provodnici elektriciteta i nazivaju se provodni elektroni. Sileizmedju provodnih
elektrona i jona se zanemaruju, tj. smatra se da se provodni elektroni mogu kretati svuda u
unutrasnjosti uzorka. Ukupna energija je jednaka kineti¢koj, $to znadi da se potencijalna ne
uzima u obzir.

Poznato je da je stvarna raspodela provodnih elektrona rezultat uticaja jakog elektri¢nog po-
tencijala jona. Upotrebljivost ovog modela zavisi od kinetickih svojstava provodnih elektrona.
Postavke ovog modela bile su date mnogo pre otkri¢a kvantne mehanike. Klasi¢na teorija je imala
nekoliko uspeha, ali i nedostataka. U uspehe spadaju izvodjenje Omovog zakona (]-. = UE) i
izvodjenje veze izmedju elektri¢ne i toplotne provodnosti. Medjutim, totalni neuspeh je doZivela
u objasnjenju toplotnog kapaciteta i paramagnetne susceptibilnosti provodnih elektrona. Za-
tim, pomoéu klasiéne teorije ne moze da se objasni postojanje dugog slobodnog puta elektrona.
Provodni elektron moze da se kreée u metalu po pravoj putanji duZine veeg broja medju-
atomskih rastojanja a da se ne sudari sa drugim elektronima ili atomskim ostacima. Provodni
elektroni se, u tom smislu, ponasaju kao gas neintereagujuéih Cestica. Razlozi za to su slededi.

e Slobodan elektron ne skreée pod uticajem jona uredjenih u periodi¢nu resetku, jer se talasi
materije prostiru slobodno u periodi¢nim strukturama.

e Provodni elektroni se retko sudaraju sa drugim elektronima, sto je posledica Paulijevog
principa iskljuenja.
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2.1.1 Model idealnog fermionskog sistema

Elektroni u metalima se mogu, uz grublje aproksimacije, posmatrati kao i elektroni u Fermi-
jevom gasu slobodnih Cestica (gas slobodnih neinteragujuéih elektrona podvrgnutih Paulijevom
principu), kada su energije zadate kinetickom energijom translacije:

2.2
E:hk

— (2.1)

b

gde je k= % - talasni vektor. U slu¢aju kada jee? < 1; n= %, 6 = kT (p - hemijski poten-
cijal), tj. ako je toplotna energija znatno niza od hemijskog potencijala: p > 6 kvantni efekti
postaju dominantniji. Cestice se pokoravaju Paulijevom principu i na apsolutnoj nuli one popu-
njavaju redom najniza kvantna stanja. Takav gas se naziva potpuno degenerisanim fermionskim
gasom. Znacaj Paulijevog principa se znatno manifestuje u izgledu funkcije raspodele osnovnog
stanja fermiona - Fermi-Dirakove funkcije:

E — -1
fo(E) = [exp (—9—” + 1)] , (2.2)
) . 1 E<p, [ . .
kojana 7T = 0 K, ima vrednost: f (E) = 0 E>pu (slika 2.1), gde je p, - vrednost hemijskog
0

potencijala na apsolutnoj nuli.

f/\

S

Slika 2.1: Fermijeva funkcija
na apsolutnoj nuli 0 Ho E

Na apsolutnoj nuli sva stanja sa energijama manjim od u, su popunjena, a visa energetska stanja
su prazna, pa je 4, jednak grani¢noj energiji degenerisanog gasa. Zauzeta stanja na I’ =0 K
mogu se prikazati sferom u prostoru talasnog vektora, koja se zove Fermijeva sfera. Njen radijus
je Fermijev talasni vektor EF, koji odredjuje grani¢nu - Fermijevu energiju:

2
nkL

5 (2.3)

Ho =
Temperatura pridruzena ovoj energiji je temperatura degeneracije: T = p, /ky. Fermionski
gas je degenerisan u podruéju gde vazi T < T,. Brzina Cestice obra¢unata od vrha Fermijeve
raspodele moze da se izrazi pomoéu k;, odnosno pomocu, grani¢ne brzine fermiona na apsolutnoj
nuli: v, = hk,/m.
Kako je ukupna energija osnovnog stanja fermionskog gasa:

Uo = /fOE dN = %Nuo : (2.4)

srednja energija bi¢e: Eg = (Up/N) = (3/5)p,, gde je N ukupan broj cestica gasa. Jednatina

stanja odredjena je relacijom:

3
Up = 3 PV, (2.5)
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odakle je pritisak osnovnog stanja:

, 2N

0=y Ho -
[ u osnovnom stanju sistema fermioni imaju odredjenu kineticku energiju, a to kretanje se ogleda
u pritisku. Obe velicine Uy i Py proporcionalne su granicnoj energiji.

Sa porastom temperature fermioni se pobudjuju na gornje energetske nivoe. Naravno, $to
je energija nekog stanja veda, to je manja verovatnoca da e to stanje biti zauzeto. Funkcija
raspodele u slu¢aju kada je energija za velicinu A E manja ili ve¢a od hemijskog potencijala ima
oblik:

fo(pt AE) = (ei%ﬁ)_1 , (2.6)

odakle sledi:
fo(w+AE)+ [ (p—AE) =1
i specijalno za AE = 0:
1
IAOEES
Pri T > 0 raspodela fermiona je simetricno pomerena oko hemijskog potencijala.
Sva stacionarna stanja duboko ispod grani¢ne energije p, su zauzeta i Fermijeva funkcija se
menja jako samo u uskom pojasu:

—40 < E —p, < +46 .

Pokazuje se da je broj fermiona iznad grani¢ne energije
0
Nej=N—. (2.7)
Ho
Kako je proseéno poveéanje energije pobudjenih fermiona 86/3, ¢itav prirastaj energije iznosi

89 8N

AU = Nop— = 8)% . 2.8
f 3 3#0( ) (2.8)
Ukupna energija je tada
U=Ug+ AU = —3N 1+ -—O (—9 )2 (2.9)
/ 0 5 ;10 ¢ . 9 b

a pritisak
2 40 (8 \?
P=—-Np, |1+ —1|— .
5 Ho [ + 9 (u0> }

U podruéju degeneracije ukupna energija i pritisak gasa neznatno se menjaju poveéanjem tem-
perature. Osnovne vrednosti tih veli¢cina su odredjene doprinosom koji poti¢e od Paulijevog
principa, a temperaturski efekat uzrokuje samo male poravke. Kriterijum za primenu ovih
rezultata je pu, > 6.

Egzaktan proracun se sprovodi metodom koji je razvio Zomerfeld proracunavajuéi toplotni
kapacitet elektronskog gasa. On nalazi zavisnost hemijskog potencijala od temperature pomocu



Zeljka Pavlovié: Termodinamika elektronskih filmova, diplomski rad 8

koga dobija izraz za unutrasnju energiju energiju fermionskog gasa, a nalazeéi izvod unutrasnje
energije po temperaturi sledi izraz za toplotni kapacitet fermionskog sistema u obliku

7I'2kiN

T. 2.10)
24, (

C =

Pri niskim temperaturama toplotni kapacitet fermiona proporcionalan je temperaturi. Poredje-
nje sa odgovarajuéim rezultatom klasi¢ne teorije:

cmzzgwkﬁ (2.11)

pokazuje da je u podruéju degeneracije toplotni kapacitet za faktor reda veli¢ine 8/, manji nego
§to bi bio prema klasi¢noj fizici. Tek kada se gas toliko zagreje da toplotna energija postane
mnogo veéa od Fermijeve energije, toplotni kapacitet poprima svoju klasi¢nu vrednost.

2.1.2 Model realnog fermionskog sistema

Rezultati napred razmotrenog ponasanja idealnog Fermi-Dirakovog degenerisanog gasa, mogu
se primeniti na realne fermionske sisteme. U toj aproksimaciji, koja je veoma gruba, razmatra se
kretanje valentnih elektrona u metalima. Metal se moze shvatiti kao ,materija” sastavljena od
pozitivnih jona i valentnih elektrona, pri emu joni osciluju oko ravnoteznih polozaja, a elektroni
se kreéu kroz ceo metal. Elektroni su nosioci elektri¢ne struje pa se nazivaju provodni elektroni.

Prva teorija metalnog stanja, koju je razradio Drude (1900.) i usavrsio Lorenc (1904.-1905.),
se oslanjala na rezultate klasi¢ne fizike. Ova teorija je, kao $to je pomenuto, pretrpela najveci
neuspeh u objasnjenju toplotnog kapaciteta (specifi¢ne toplote) metala. Neka je Z bro] valentnih
elektrona u atomu. Primenom klasi¢ne statistike, nalazi se iz zakona jednake raspodele energije
da ZN - elektrona daju doprinos toplotnom kapacitetu 3ZNk /2, $to je istog reda veli¢ine kao
i doprinos kristalne resetke. Izgledalo je da elektroni ne ucestvuju u prijemu toplote koja se
dovodi metalu. Nepojavljivanje tog ¢lana bilo je zagonetno za klasi¢nu fiziku. Takvo ponasanje
elektrona je objasnio Zomerfeld (1928.) koji je prvi primenio Fermi-Dirakovu kvantnu statistiku
uz vazenje Paulijevog principa i tako zasnovao kvantnu teoriju metalnog stanja. Prosecna en-
ergija toliko je velika da su termicka pobudjenja ogranicena na neznatan deo elektrona iz okoline
Fermijeve energije. U aproksimaciji slobodnih elektrona, toplotni kapacitet je:

2.2
Ce = E{% . (2.12)
Prema Dilon-Ptijevom zakonu toplotni kapacitet jona nezavisan je od temperature:
Ci =3Nky, . (2.13)
Deljenjem (2.12) i (2.13) dobija se: \
%:251 (2.14)

Temperatura degeneracije (7, ) je u metalima toliko visoka da je elektronski doprinos toplot-
nom kapacitetu zanemarljivo mali. Izraz (2.13) vazi u podruéju dovoljno visokih temperatura.
Na niskim temperaturama, toplotni kapacitet kristalne reSetke proporcionalan je treCem stepenu
temperature:

1274Nk, (T \3
Ci= % (’T—) ) (2.15)

D
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T, - je Debajeva temperatura Na niskim temperaturama, odnos kapaciteta je:

C.  5ZT3

Ze__"~""D 2.1
C; 2472127, (2.16)

U neposrednoj blizini apsolutne nule u toplotnom kapacitetu metala dominantniji je elektronski
doprinos.

2.2. Naelektrisanja u periodiénom potencijalu

Elektroni i joni u kristalu, u strogom smislu, ¢ine jedan kvantni sistem. Resavanje ovakvog sis-
tema je suvise komplikovano, pa se pribegava raznim aproksimacijama. Posmatrajudi elektrone
kao nezavisne cestice koje se kre¢u pod ukupnim uticajem svih sila i zanemaruju¢i nepravilnosti
u gradji kristalne redetke kao i oscilovanja atoma oko ravnoteznih polozaja, uzima se da se svaki
elektron kreée u potencijalu koji je periodi¢an sa periodom kristalne Celije:

U(F) = UF+ i), (2.17)

gde je @ = n1d@1 + nody + nadz - vektor translacije kristalne resetke. U takvom periodi¢nom
potencijalu talasne funkcije elektrona imaju neka opsta svojstva koja proizilaze neposredno iz
Sredingerove jednacine:

HUY=FV, (2.18)

pri cemu je hamiltonijan:
h2
H(7)=-——A+U(). 2.1
(7) = 5=+ V() (219)
Razmatra se kako se translaciona simetrija odraZava na svojstva talasnih funkcija elektrona
¥,(7), odnosno na svojstvene funkcije hamiltonijana H. Delovanje operatora translacije Tz
definisano je na slededi nacin:

Tz Up(F) = U, (T 7) = Uo(F — /) (2.20)

gde funkcija ¥, (7~ #) pripada istom (Hilbertovom) prostoru kao i ¥, (7). Posto je hamiltonijan
H translaciono invarijantan, $to znaéi da komutira sa operatorom T, a ¥,(7) je i njegova
svojstvena funkcija, to na osnovu gornje relacije sledi

H {Tﬁ “Iin(i")] =Tz [H ‘Dn(f')] =T [Enq’n(F)] =FE, [Tﬁ Wn(F)] 5

gde je E, svojstvena vrednost jednoelektronskog hamiltonijana H. Iz ove relacije sledi da su i
W, () i Tz ¥(7) svojstvene funkcije hamiltonijana H sa istom svojstvenom vrednoséu E,. Ako
je E, nedegenerisana svojstvena vrednost, onda joj odgovara samo jedna svojstvena funkcija,
pa sledi da su u tom slu¢aju funkcije ¥,(7) i Tz ¥,(7) jednake do na fazni mnozitelj, odnosno
da je:

Tﬁwn(m = tﬁ‘pn(F) ; | i |2= L,

pri ¢emu fazni mnozitelj ¢; ima smisao svojstvene vrednosti operatora Tz.
Lako se pokazuje da za talasne funkcije vaze sledea transformaciona svojstva:

-

Tp O o(F) =T () =V o(F~7) = e "*U (7), (2.21)

gde je uveden indeks k jer talasne funkcije zavise od talasnog vektora k. 1z ovih relacija sledi
da je
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Iz gornjih jednaéina takodje sledi da jednoelektronska talasna funkcija zadovoljava relaciju:
V(i) = e T (7). (2.22)
Da bi funkcija ¥ z(7) zadovoljavala prethodnu relaciju mora da bude oblika:

Y A7) =@ p(7) e T, (2.23)

pri ¢emu funkcija ® mora biti periodi¢na sa periodom resetke:

¢ (7 (T =) (2.24)

Poslednje dve relacije predstavljaju matematicke iskaze Blohove teoreme. Za ® = const iz
drugog oblika ove teoreme sledi da talasna funkcija elektrona ima oblik ravnog talasa, pri ¢emu
k ima smisao talasnog vektora. Za elektron u kristalu, kada ® nije konstanta, moze se smatrati
da k ima isti smisao, ali u tom slucaju, talasna funkcija je funkcija polozaja sa periodom resetke.
Ova talasna funkcija se naziva Blohova talasna funkcija. Konkretan oblik modulisane amplitude
® zavisi od oblika periodiénog potencijala kristala koji deluje na elektron.

Uvrstavanjem Blohove funkcije u Sredingerovu jednacinu (2.18), dobija se nova jednacina za

periodicni faktor:
h? .
— 5 (Vi) @ g+ UM @, 5= B @ 5(7). (2.25)

Posto su talasne funkcije i energije elektrona periodi¢ne u prostoru inverzne reSetke, to je
dovoljno da se svojstveni problem hamiltonijana resava samo u oblasti koja odgovara zapremini
jedne elementarne ¢elije, pri cemu na granicama te oblasti treba zadati periodi¢ne granicne
uslove®.

Za neke energije talasni vektor k postaje kompleksan. Takve vrednosti se iskljucuju iz
energetskog spektra jer, u protivnom, gustina verovatnoce ne bi imala svojstvo translacione
invarijantnosti®. Suprotno od energije slobodnog elektrona, energija elektrona u periodi¢nom
potencijalu ne moze da se kontinualno menja. Potpuni spektar prethodne jednagine, dakle, za-
visi od celog broja [ i parametra k, §to se moze predstaviti kao niz energetskih zona El(k) Za
svaki broj [ postoji kontinuum energija odredjene Sirine, ¢ije zone mogu da budu razmaknute ili
da se prekrivaju. U svakoj zoni ima u]mpno N energetskih nivoa, pri ¢emu, ako JP N dovoljno
veliko, onda se susedne diskretne vrednosti k malo razlikuju, pa se moze uzeti da je E neprekidna
promenljiva i da je Er neprekidna funkcija talasnog vektora.

4 .. P . . , yee . .y . v
Funkcija @ ; mora biti ista na suprotnim stranicama Celije. Ovo predstavlja grani¢ne uslove jednacine.
®Stanja sa imaginarnim vrednostima talasnog vektora su tzv. lokalizovana ili povrsinska stanja sistema.
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2.3. Talasni vektor i broj stanja

Kada se radijus-vektoru elektrona promeni za @;, prema Blohovoj teoremi sledi:
Vo(F+ &) =™ Up(M); i=1,2,3.

Zamena talasnog vektora k nekim drugim talasnim vektorom Bk a; = k a; + 2mm;, gde je m;
- ceo broj, ne menja fazni faktor u talasnoj funkciji. Ova invarijantnost kvantnog sistema na
prostorna pomeranja za @1, @z i @3 ima za posledicu viSeznacnost talasnog vektora.

Uvodjenjem vektora recipro¢nog prostora ¢, ¢i, (i = 1,2,3), neposredno se: pokazuje da je
n-q=27 Z nigi. To znaéi da talasni vektori koji se dobijaju translacijom za vektor recipro¢ne
redetke: k — k' =k + g, odredjuju isto stanje elektrona. Radi uklanjanja te viseznacnosti, na
talasni vektor postavljaju se uslovi:

—r<k-@<mT, (2.26)

¢ime se on ograni¢iva na redukovano podruéje. Redukovani talasni vektor ima svojstvo da su
iznosi njegovih projekcija na kristalne ose minimalni.

Umesto kontinualnog talasnog vektora potrebno je preéi na njegova diskretna stanja. Ako
se U smerovima d;, @2, @3 izvrdi pomeraj za L1, L2, L, respektivno, mora se zahtevati da se
talasne funkcije periodi¢no ponove, tj.:

Vo7t Lig)) = eDFOUL(R); G=—; i=1,23,

1

a to je ispunjeno samo ako se talasni vektor moze predstaviti u obliku:
a;
= n;,—q; . 2.27
S @20

Ako se broj elementarnih éelija koje se nalaze na duzini L; sa oznadi sa g;: L; = g;a; ukupan broj
elementarnih éelija u kristalu je: g = g1 - g2 - g3 Broj talasnih vektora koji lezi u redukovanom
podruéju dobija se zamenom (2.27) u relaciju (2.26):

gi gi

9 < n; < 9
odnosno, sledi da je g; broj razli¢itih moguénosti izbora i-te komponente talasnog vektora.
Ukupan broj talasnih vektora redukovanog podruéja je gi - g2 - g3. Tako se dolazi do zakljucka
da je broj moguéih talasnih vektora jednak broju elementarnih éelija.

Broj stanja u elementu k- -prostora dA izratunava se iz ralacije:

W _
g Q7

(2.28)

gde je §) - zapremina elementarne Celije u k-prostoru: Q = . Kako je zapremina kristala

(27)°
%

V = g Qo, gde je Qo - zapremina elementarne Celije, sledi da je bI‘OJ stanja u elementu zapremine
d3k:
v
(27)°
Odavde se dobija veoma vazno pravilo transformacije:

> — (;;)3 / 3k . (2.29)

-

dN = d>k .
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2.4. Brzina, ubrzanje i efektivna masa

Kako kvazislobodni elektroni u metalu ¢ine degenerisan gas, odnosno, podvrgavaju se kvant-
noj Fermi-Dirakovoj statistici, potrebno je napustiti klasi¢nu predstavu elektrona kao Cestice i
posmatrati njegovu dualnu (Eesti¢no-talasnu) kvantnomehanic¢ku prirodu.

Pogodan nagin prikazivanja elektrona je u vidu talasnog paketa gde je cesticni aspekt elek-
trona izraZen njegovom lokalizacijom u intervalu gde je rezultujué¢a amplituda talasnog paketa
razli¢ita od nule. Srednja brzina elektrona je odredjena grupnom brzinom talasnog paketa:

dv dw 1

=Ty & = 7= ﬁVE(f;). (2.30)

Sa druge strane, brzina priraStaja energije elektrona, pod dejstvom neke spoljasnje sile F, u
kristalu je jednaka:

dE
2 _-F.7 .
o v, (2.31)
pa se na osnovu toga dobija izraz za ubrzanje elektrona:
v d (10E\ _13E(k)_ F
65—”:-(-—_,):—28 Ek)p_ F (2.32)
dt dt \h 9k h* 9kok m*
gde veli¢ina L* predstavlja tenzor reciprocne efektivne mase:
m
1 ) 1 2E(k)
==—=; ofB=z,9,2. 2.33
(m* ws 1 Ok,0ks Y (2.33)

Posebno je interesantna primitivna kubna resetka kod koje se uslov da vektor k pripada
redukovanom podruéju svodi na

T T
——<koe<—; a==2,y,2. (2.34)

a a
Za ovakvu resetku tenzor reciprotne efektivne mase je simetri¢an i ima medjusobno jednake
dijagonalne komponetne. Ukoliko se ta osobina tenzora primeni na izraz (2.32), odnosno (2.1),
dobija se zakon disperzije istog oblika kao i slobodnog elektrona, ali sa efektivnom masom m*:

- h2k?
E(k) = oy

(2.35)

Smisao uvodjenja efektivne mase sastoji se u tome da se slozeni zakoni kretanja u kristalu mogu
formalno svesti na zakone klasi¢ne fizike. Znaci, podsrestvom efektivne mase je uracunato rezul-
tujuée dejstvo periodi¢nog elektri¢nog polja kristalne resetke na jedan kvazislobodan elektron.

Zavisno od zakrivljenosti energetske povrsine, efektivna masa moze da bude negativna ili po-
zitivna ($to odgovara elektronima ili supljinama, respektivno). Ubrzanje nosioca naelektrisanja
u kristalnoj resetki odredjeno je, ne slobodnom elektronskom masom, ve¢ skupom veli¢ina (2.33)
koje se menjaju pomeranjem elektronskog stanja u prostoru talasnog vektora. Efektivna masa
elementarnih nosioca naelektrisanja je pozitivna oko sredine, a negativna pri kraju redukovanog
podrudja.
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3. Spektri i stanja i termodinamicki udeo
elektrona u neograni¢enim kristalima

Sada ¢emo razmotriti neka svojstva elektronskog podsistema idealnog beskonatnog kubnog
kristala polaze¢i od hamiltonijana kvazislobodnih elektrona koji u konfiguracionom prostoru i
harmonijskoj aproksimaciji ima oblik:

H = Z Az a;aﬁ - Z Wiz s (L;a,ﬁ , (3.1)
7 7,

gde su a;'L.' i az - kreacioni i anihilacioni operatori elektrona na ¢voru 7 reSetke. Velicina Ay -
predstavlja energiju elektrona lokalizovanog na ¢voru 7, a veli¢ine Wy s - su matri¢ni elementi
elektronskog transfera sa évora i na &vor 7M. Ovde je pretpostavljeno da je broj elektrona po
atomu relativno mali (jedan elektron po atomu) tako da se Kulonova interakcija elektrona moze
zanemariti. U tom slu¢aju, lako se pokazuje da je hamiltonijan (3.1) ekvivalentan hamiltonijanu
elektronskog gasa u aproksimaciji efektivne mase:

N h2k?
H:ZEEaEa,;, Ep=o—.
k

(3.2)

Translaciona invarijantnost posmatranog idealnog kristala namece periodi¢nost hamiltonijana
(3.1) koja ima za posledicu da su:

Ap=A, Wiz=Wzz=W; V (7, m) (3.3)
Na osnovu toga, u aproksimaciji najblizih suseda, elektronski hamiltonijan postaje:

— § : + Z +
H - A a"n,xnynzanznynz - W a‘nznynz (a’nx“"lyny'nz + anx_lynynz-}_

NzNynz ngnynz

+ Anzny+1n; + Anzny—-1mn; + Anznyn.+1 + an;nynz—l) . (34)

Zbog pogodnosti, hamiltonijan iz relacije (3.4) pisacemo u obliku zbira:

7
H=H -) H,, (3.5)
v=2
gde su:
— + . — +
o= A Z Umgmym, dmamym: Hy =W Z Cmemym; dmatlmyms
MgMymz MeMyMz
— + . — +
H3 =W Z am,mym,amz—lymgmz ’ -H4 =W z am,mymzamzmy+1,mz
MgMyMmz MeMyMz
- + . _ +
‘H5 - W Z amxmymza’mxmy—l,mz ’ HG - W Z amzmymzamzmymz+1
MzMyMz MgMyMy

— +
H;, =W Z Cnamym, Gmamyms—1 -

MzMym,
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3.1. Zakon disperzije

Svojstva posmatranog elektronskog sistema analiziratemo pomoéu antikomutatorske Grinove
funkcije (videti Dodatak 6.1.)

Gam(t) = 0(t) ({ax(t) , ak(0)}) (3.6)
koja zadovoljava jednacinu kretanja:
L d : +
if = Gaa(t) = ih 6z 6(1) + O(2) ({laz, H), a}}) . (3.7)

Drugi deo izraza na desnoj strani jednatine kretanja (3.7) napisacemo kao:

o(t) ({[az, H], et }) = F, (3.8)

a komutator: ,
C=Ci=lan, H=C1-5Y C), (3.9)

v=2
na osnovu Cega dobijamo:
) 7
F=Fu=0t0{C, ah}) =R -Y F . (3.10)
v=2

Za izratunavanje komutatora [az, H] koristi¢emo standardne fermionske komutatorske relacije:
{aﬁ, a:—,}} =bm» {am, am} = {ag, a}z} =0. (3.11)

Zamenom izra¢unatih komutatora Cy i C,, te veli¢ina Fy i F), u jednaginu kretanja (3.7) dobija
se:

d
ih 5 Gam(t) = ih 6z 6(1) + AGrm(t) —
W [Gn,+1,nynz;m(t) + Gy tnynasit (1) + Grong+1,0.m (1) + (3.12)

+ Gn,ny—l,nz;ﬁ(t) + annynz-i-l;ﬁ(t) + anngnz—l;ﬁ't(t)] .

Posto se radi o beskonaénoj translaciono invarijantnoj strukturi, moguce je izvrsiti potpuni
vremensko-prostorni Furije transform Grinovih funkcija, Kronekerovih simbola i delta funkcije:

1 oo Y
Gam(t) = N E / dw G,;(w) ik (A—1i)—iwt , (3.13)
;c‘ —0o0
1 1 +o0
- ik(R—m) . _ —iwt
S NE,;: e =5 / du et (3.14)

d o
& Gaa(t) = —iz 3 / do Gp(w) FA=)=iut (3.15)
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a zatim sve to zameni u jednacinu (3.12) dobija se:

27TN Z / dw zk(n—m)—zwt{ h+ 27 [ﬁw A+W ( +iaks e_“’kx) n

+ W ( e¥ioky 4 emioky 4 etink 4 o=k )] Gr(w)} =0, (3.16)
odnosno: "
[w — A + 2W (cos aky + cos aky + cos ak.)] Gp(w) = %; ,
odakle dalje sledi:
i 1 ih 1
oy = b _ 3.17
Gr(w) 2r w—wgp 27 E—EE7 (3.17)
gde
Ep = hwp = A - 2W (cos ak; + cosaky + cos ak;) (3.18)

predstavlja zakon disperzije vezanih elektrona. U slu¢aju slabo vezanih elektrona (degenerisan
elektronski gas), A = 6W pa je:

Ep =4W (sm a,;x + sin? % + sin? a:z) . (3.19)
Ako se uzme u obzir da je za male talasne vektore: %ci < 1= sin % ~ a12<: tada izraz
(3.19) dobija oblik:

By~ Wa? (K24 k2 + k2) = Wa?k? . (3.20)

Zakon disperzije slabo vezanih elektrona (3.19) mozemo napisati u sledecem obliku:

_ I
p = W Froky + Gk, » (3.21)
Fraky = sin? a_l2c£ + sin? (12& ; 2 as ,

koji ¢ée nam biti pogodniji zbog kasnije komparacije sa zakonom disperzije elektrona u film-
strukturama.

3.2. Termodinamiéka svojstva - toplotni kapacitet i entropija

Na osnovu dobijenog zakona disperzije (3.19) odnosno (3.20), ovde ¢emo izvesti izraz za
toplotni kapacitet i entropiju elektrona u idealnom kristalu.

Fermi-Dirakova raspodela (2.2) moZe da se iskoristi za analizu termodinami¢kih osobina
sistema slobodnih elektrona na niskim temperaturama. Polazi se od standardnog izraza za
unutrasnju energiju elektronskog gasa:

U=> Ek) [eg“’?:E + 1]-1 , (3.22)
3

Kako se energija elektrona u zoni menja prakticno kontinualno, sumacioni izraz za unutrasnju
energiju moze da se prevede u integral po talasnom vektoru®:

T - NZJ)\;“ /dap/sm0d0/k2dk (3.23)
7

8Uvode se sferne koordinate zbog sferne simetrije ovog problema.
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Zamenom izraza (3.23) u (3.22) i prevodjenjem u integral po E(k) pomoéu zakona disperzije u
dugotalasnoj aproksimaciji (3.20), dobija se:

U= dE .

EF
1 N,N,N, / E3/?
4 m2W3/2 J 1+ e gt

Uvodjenjem smena 7 = E/8 i n = /6, nakon parcijalne integracije se dobija:

E./8
L NoNyN: oo /
0

G ah (3.24)

U=-

1 eT"7

Uzimajuéi u obzir da se radi o niskim temperaturama, gornja granica integrala moze da se
zameni sa +oo jer je E, > 6. Zbog toga posle smene { = 7 — 0, gornji izraz prelazi u:

I NoN,N, oo cpd 1
U=-— 10-—2W—3/20//(§+n)/%1+65d5. (3.25)
-n

Na apsolutnoj nuli negativni izvod Fermijeve funkcije jednak je singularnoj é-funkciji. To
ponaganje ostaje kvalitativno satuvano u celom podrucju degeneracije. Drugim re¢ima, funkcija
1/(1+ €%) se menja samo u okolini nule. Zbog toga se prv1 faktor u prethodnom integralu moze

razviti u red oko & = 0: (£ + 7])5/2 = 775/2 + 67?3/2 + «52 Uz 4

Po pretpostavci 5 je veliki broj’, a kako dopnnosx mtegralu u podrucju velikih apsolutnih
vrednosti promenljive £ eksponencijalno opadaju, to se donja granica mtegrala moze zameniti sa
—00, jer je greska uzrokovana tom aproksimacijom zanemarljivo mala. Clanovi u prethodnom
razvoju sa neparnim eksponentom od £ ne doprinose integralu, a izvod Fermijeve funkcije ne
menja se zamenom & — —&. Razmatranje se ograni¢ava na kvadratne ¢lanove po temperaturi -
visi doprinosi se zanemaruju. Na taj nafin, uz koris¢enje Beselove funkcije n-tog reda

+o0

x?n e%
Jon = / ey ld:c , (3.26)

— o

2
koja za n = 1, ima vrednost J; = 3 dobija se da je negativna vrednost integrala I iz izraza

2
(3.25): I = n°/? (1 + -58—1;7), odakle zamenom u (3.25) sledi

1 NoNyN, 55|, 57° (3)2
= 10 o [1+ s | (3.27)

Iz uslova jednakosti ukupnog broja elektrona i moguceg broja njihovih stanja:

2 (OU
N=2 (67)9 : (3.28)

(N = NyNyN,), te se nalazenjem odgovarajuceg izvoda dobija se:

2 2
32 _ 32 |1, T (i)
0 'u'b [1 + 8 #b k)

"Radi se o niskim temperaturama.
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gde je p, = p,, = (672W3/2)%/3 _ yrednost hemijskog potencijala® na 6 = 0. U saglasnosti sa
veé¢ ucinjenim aproksimacijama ovu jednacinu treba resiti iskljuc¢ivo do kvadratnih ¢lanova po
temperaturi, Sto vodi do izraza

™ 0
My = Hyo [1 - E(E) ] ’ (3.29)

koji pokazuje zavisnost hemijskog potencijala od temperature.
Zamenom (3.29) u (3.27) dobija se izraz za unutrasnju energiju elektrona idealne strukture:

3 572 / 0 \?

Ub = gN“w [1 + —I‘é‘ (ﬁ) ] . (330)

Prema: k oU

— B
C = N 98 (3.31)

sledi: Y
Cp=-8"" (3.32)

24ty

Ovaj izraz predstavlja toplotni kapacitet elektrona po jednom atomu® u idealnom kristalu, odakle
se vidi da je on linearno proporcionalan temperaturi.
Prilikom ra¢unanja entropije polazimo od izraza za slobodnu energiju elektronskog gasa:

F=-6Yn (1 + e%@) . (3.33)
P

Prevodjenjem sume po k u integral, na isti nafin kao u prethodnom sluc¢aju kod izra¢unavanja
unutrasnje energije i uvodjenjem istih smena i aproksimacija gornji izraz postaje

_ 1 NNyN, ¢ 5m? (0)2
F=- 5 zawan 1+ 5 \u ) (3.34)

odakle se zamenom (3.29) u (3.34) dobija:

2 572 1 0 \?
F=—--N — | — . .
s Vb ll-i— 12 (ﬂw) ] (3.35)
Kako je entropija:
S = _§k_56_}’ (3.36
- 2N 96’ -36)
to sledi: Ay
Sy = 87 3.37
b= o (3.37)

Vidi se da je entropija numericki jednaka toplotnom kapacitetu elektrona.

8Indeks b - upotrebljen je da bi se istakli ,balkovski” rezultati, koje ¢emo kasnije porediti sa rezultatima za

filmove.
9Predpostavlja se da ima jedan elektron po elementarnoj éeliji (primitivna éelija i razredjen elktronski gas:

jedan elektron po atomu).
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4. Elektroni u film-strukturama

U prethodnoj glavi istraZeni su spektri i stanja naelektrisanja i njihov udeo u termodina-
mici neogranicenih struktura. Primenjujuéi isti pristup ovde ¢emo odrediti iste karakteristike
naelektrisanja, ali u kristalnim film-strukturama.

4.1. Spektri i stanja elektrona

Hamiltonijan vezanih elektrona u tankim kristalnim filmovima moZemo formirati polazeci
od ,balkovskog” hamiltonijana (3.1), odnosno (3.4), koji u aproksimaciji najblizih suseda ima
razvijeni oblik:

= + Y o
H - Anz'ﬂynza’nzny’nz ana:nynz - a’nxnynz X
NzNynz Ngnynz
X (annynz; nz+lnygn; Onz+lnyn, + annynz;nx—l,nynz Up,—1,nyn,t (4.1)

+ annynz;nzny+1,nz Anznyg+ln, + W'nznynz;n,ny—l,nz Anzny—1,n, +

+ annynz;nznynz+1 Anznyn.+1 + Wn;nynz;nxnyn;—l anxnynz—l) .

Posto su graniéne povriine filma uzete normalno na z - pravac, indeks sloja n, u (4.1) - uzima
vrednosti n, = 0,1,2, ..., N, , gde je N, € [2, 20] kod ultratankih filmova. Indeksi n i
ny, koji odredjuju polozaj atoma u svakom sloju mogu imati proizvoljne celobrojne vrednosti
(prakti¢no, od —oo0, do +00).

Za razliku od idealnih beskonaénih struktura, realni kristali ne poseduju osobinu translacione
invarijantnosti. Postojanje izvesnih grani¢nih uslova, jedan je od uzroka narusenja simetrije. Sis-
temi koji imaju dve paralelne grani¢ne povrsine nazivaju se filmovima. Posmatra se idealni tanki
film kubne kristalne strukture, nacinjen na substratu nekim tehnic¢ko-tehnoloskim postupkom
(naparavanjem, spaterovanjem i sl.). Pojam idealni film koristi se u smislu nenarusenja kristalne
strukture (bez prisustva defekata, primesa i sl.), a ne u smislu prostorne neogranicenosti. Di-
menzije filma su takve da je on u XY ravnima beskona¢an, a u z pravcima ima konacnu debljinu
(L). Znagi da ovaj film poseduje dve beskonacne grani¢ne povrsine paralelne XY ravnimai to
za: z =01 z = L (slika 4.1).

Zbog izmenjenih uslova na granicama filma, uzeemo da je:

A(nz(O;’nz>Nz) =0: A(lgn,gNz—l) —A:
NgNyNz 4 NzNyNz )
Anxnyo = A (1 + 81) ; AnxnyNz = A (1 + 82) , (4'2)

gde je A - energija elektrona na ¢voru kod beskonaénog kristala. PovrSinski parametri ¢; i €3
(koji mogu biti > 0 i/ili < 0 ) izrazavaju relativhu promenu ove energije na granicama filma.
Matri¢ne elemente elektronskog preskoka sa sloja na sloj, moZemo izraziti:

(OSnzSNz) _ (OsnzSNz) _ W (0<nz<Nz—l) _ (1<nz<Nz) — W
ngnynzinztlngn, — ngnynzinznytln, NgNyNziNgnynz+1l — NzNynzingnynz—1 —
an'nyo;nz'n.yl - W(l + wl) 3 W'ﬂxnyNz—l;n:cnyNz = W(]' + w2) (43)
(n:<0) _ oy (n2N9) 0.

NzgNyNziNgNynz—1 Ngnynzinzgnynz+1 —

gde je W - konstanta elektronskog transfera idealnog kristala. Povrsinski parametri wy, ws
(mogu biti > 0i/ili < 0) opisuju relativnu promenu matri¢nog elementa elektronskog transfera
(W) izmedju grani¢nih i njima susednih slojeva filma.
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1
A(1+82
L - ) . n:= ]vz
W(1+w2)
2 n.=N-I
v A
—— AT n.=N.-2
R i
A ) ;
W L
R VN n.=2
w
n - on=1
W(1+w)
= = n.= 0
0 A(1+€1) Xy

Slika 4.1: Presek modela kristalnog filma u X(Y')Z ravni

Elektronski hamiltonijan tankih kristalnih filmova moZemo sada napisati u obliku:

H=H,+H,,

N.-1
— +
Hz - Z Z a’mxmymz [ A amzmymz -W (amx+1ym9mz + amx—l,mymz“*'

MMy m,=1

+  Gmomyt1m; + Amomy—1,m; + Cmamym;+1 + amxmgmz—l) ] ;

Hy = Y {at,mo [(1+61) A tmumyo = WL+ 01)ammp] + (4.4)

mamy
+ a;tlgmyNz [(1 + 52) A AmamyN, — W(l + w2)amxmyNz~—l] -

+
- Wa‘mg,-myO (amz+l.my0 + @m,—1,my0 + Cm,my+1,0 + am,my—l,o) -

+
- Wa’mzmyNz (amx+1,myN, + Amz—1,myN, + Umzmy+1,N; + amzmy-—l,Nz)} .
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Pomoéu tako prethodno definisanog hamiltonijana, najpre ¢emo izracunati jednocesticne
antikomutatorske Grinove funkcije:

Granynamamyms (D) = O1) { {ananyn. 1)y @homym.(0) }) (4.5)

koje odredjuju ravnotezna svojstva elektrona u tankim kristalnim filmovima (videti Dodatak
6.1.).

Elektronske Grinove funkcije se mogu izraéunati mikroteorijskom procedurom na slican nacin
kao to je uradjeno u prethodnoj glavi. Potrebno je pre svega formirati jednacine kretanja
diferenciranjem prethodnog izraza po vremenu:

d

ih dt annynz;mzmymz(t) = th6(t) bnanynzimemym. +

(4.6)
£ 0(1) ({ [anangns () H ], @y, (0) 1)
i izratunati odgovarajuée komutatore (istim postupkom kao i za idealne strukture), nakon ¢ega
dobijamo:

ik _(% Gﬁ,fﬁ(t) = 1h 5;{7;3 6(t) + AGv’i,r'r'c(t) -

- W [an+l,nynz;rﬁ(t) + an—l,nynz;rﬁ(t) + anny+1,nz;7ﬁ(t)+ (4-7)
+ anny—l,nz;'r'ﬁ(t) + annynz+l;ﬁi(t) + annynz—l;ﬁw(t)] .

Uvodjenjem vremenske i delimi¢ne!® prostorne Furije-transformacije:

o
Z /d.w eilkzaz(nz=—ma)thyay(ny—my)l o=itcy (k. kocw)  (4.8)

kzky_oo

1
Gnnn'ﬁzt:
:cyzy() NJ;Ny

6.,7_ m 611, m 671. m = i{kxax(nI—mI)+kyGy(ny—7Ry)]
z iz yi'ty zMMz Na:Ny kzk e 6
xRy

NzMz
(gde je: n, = 0,1,2,...N; i a; = ay = a), te zamenom gornjih transformacija u jednacinu
kretanja (4.7) dobija se:

[Aw — A+ 2W (cosaky + cosaky)] Gn,im, (koky;w) + (4.9)
+ w [an-i-l;mz(kxky;w) + an—l;mz(kxky;w)] = % 1)

NzMz )

koja vazi za 1 < n, < N, — 1. Ukoliko je n, = 0, jednatina kretanja ima oblik:

L, d .
ih EE annyo;n'i(t) =ih 5nzmx6nymy‘$0,mz 6(t) +
+ (1+ 81)AGnIny0;.,7L(t) -(1+ wl)Wannyl;m - (4.10)

- W [an+1,ny();1'ﬁ(t) + an—l,ny();'ffl(t) + anny’i’lyo;f?&(t) + anny_ly();m(t)] ‘

10 . . ", . .y . . . .
Prostorna Furije-transformacija mora biti delimi¢na (nznyn.) — (kz,ky,m.) jer je posmatrani sistem
ograni¢en duz z-pravca.
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Uvodjenjem Furije-transformacija, uz uslov n, = 0, dobija se

[hw — (1+¢€1)A+ 2W (cosaky + cos aky)] Gom, (kzky;w) + (4.11)
h
b (14 w)WGym, (koky;w) = ;7 Som, -

U slu¢aju n, = 1, jednalina kretanja e biti:

., d .
ih 2 G157 (t) = ih Sy, 1, (0) + DG,y (1) =

— (L4 W)W G037 = W Gyt 1,0y 13(8) + Gy 1,1 ()4 (4.12)
+ anny+1,l;7'ri(t) + anny—l,l;ﬁt(t) + anny2;'ﬁ'z(t)] .

Analognim postupkom kao u prethodnom slu¢aju, preko Furije-transformacija (4.8), dobija se:

[hw — A+ 2W (cosaky + cos aky)] Gim, (kzky;w) + (4.13)
R
+ W [G2;mz(kxky;w) + (1 + wl)GO;mz(kxky;w)] = ;_71' 61,7“«2 )

dok se za n, = N, — 1, istim proraunom dobija:

[hw — A+ 2W (cosaky + cosaky)] GN,—1;m, (kzky;w) + (4.14)
i
+ WIGN,-2m,(kzky;w) + (1 + w2)GN,m, (koky;w)] = ;_7r ON,—1,m. -

Za sluéaj n, = N, jednacina kretanja se na isti nacin svodi na:

[hw — (1+¢€2)A+ 2W (cos aky + cos aky)] GN,m, (kzky;w) + (4.15)
h
+ (1 + w2)WGNz“l§mz(k$ky;w) = ;—7; 6szz N
Sada moZemo formirati sistem od jednagina (4.9), (4.11) i (4.13-15). Svaku od ovih jednacina
delimo sa W, pri ¢emu uvodimo oznake:

A
0= h% W + 2 (cosak, + cosaky) ; (4.16)
ih
an;m,(kxa ky,w) = an ) }an = Wénz,Mz

(indeks m, je ,parazitski” - videti Dodatak 6.1., pa je ovde izbaten). Pomenuti sistem jednacina
ima onda oblik:

(0-¢€1)Go+(1+w)G1 = Ko
14+w)Go+oGi+G, = Ky
Gi+0G2+Gs = K2

Gn,-14+0Gn. +Gny1 = Ki, (4.17)
GN,-3+0GN,—2+GN,-1 = KnN,—2

GN,-2+0GN,-1+(1+w2)Gn, = Kn,21
(14+we)GN,—1+(0—€2)Gn, = Kn,
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Ovaj sistem diferencnih algebarskih jednatina sadrzi N, + 1 nepoznatih Grinovih funkcija:
Go, G1, Go, . . ., Gn,. Na osnovu opstih algebarskih stavova, jasno je da se nepoznate
mogu izraziti kao:
D,
Gp, = =——
DN.+1
gde D, predstavlja odgovarajucu ,zamensku” determinantu, a Dy,41 - determinantu sistema
U cilju osnovnog zadatka ovog istraZivanja, a to je odredjivanje elektronskih energija, pot-
rebni su nam polovi Grinovih funkcija (videti Dodatak 6.1.), koji se dobijaju kada iste teze
beskonaénosti, §to znaci da mora biti:

9y

Dn,+1 =0, (4.18)
p—¢1 1l4+w 0 0 00 0 0
14+ w 0 1 0 00 0 0
0 1 o 1 00 0 0
Dn.+1(0) = . . Coe el . . (4.19)
0 0 o0 -+ 1op 1 0
0 0 o0 -~ 01 0 14 we
0 0 00 --- 00 I+w eo—¢2 |y,

Dn,+1(e) predstavlja determinantu sistema i mozZe da se napise u razvijenom obliku:

Dhsile) = (e—e1)(e—£2) Proox— [(L+w1) (o —e2) + (4.20)
+ 1+ w)(e-e1)] Proat (14 w)? (L4 w2) Pr.-s,

gde je Py, karakteristi¢ni Cebigevljev polinom druge vrste (videti Dodatak 6.2.).

Uslov (4.18), u opstem slu¢aju, moze da se resi numericki za zadate parametre £;/5,wy/y i
N, ali i analiticki kada je: €1/, = wy/2 = 0.

Drugi pomenuti slu¢aj, koji éemo ovde jedino razmatrati, odgova film-strukturi koja je
sisecena” izbeskonacne. Tada je:

sin(N, + 2
Dn.+1(0) = Prn.41({) = —(—£ ; 0=2cos(. (4.21)
sin
Iz uslova (4.18), tj. za Pn,4+1 = 0, dobija se:
- _TH . —
C“_Nz+2’ p=123,...,N,+1. (4.22)
Na osnovu ovoga i jednatine (4.16) nalazimo:
hw, = A — 2W (cos ak, + cosaky — cos(y) , (4.23)
gde je cos(, = —cosak,(v), v=N,+2-p, a
T Vv
kz(V)—Z:NZ—_I_'é’, l/—].,2,3, ,Nz‘f']. (424)
Zamenom ovih relacija u (4.20) i uzimajuéi u obzir da je Ep(v) = hw, i A = 6W, sledi:
(V) = Fgky + Gr.(v) (4.25)
Ex(v) ak ak ak,(v)
(V)= = = sin? =2 4 sin? —¥ ; = sin? =21
Ex(v) = Ak Frak, = sin 5 T sint == Gi.(v) = sin 5 -
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Izraz (4.25) predstavlja zakon disperzije slabo vezanih elektrona u filmu (graficki je prikazan
na slici 4.2 levo) i ima istu formu kao izraz (3.21) dobijen za idealne neogranicene strukture,
s razlikom §to je tamo k, prakti¢no kontinualno promenljivo (u intervalu [0,7/a])!! kao sto
su k; i ky, a ovde je diskretno - dato izrazom (4.24). Na slici 4.2 (levo) prikazan je zakon
disperzije elektrona u filmu, gde je izmedju isprekidanih linija predstavlljena zona kontinualnih
dozvoljenih energija u idealnim (neograni¢enim) strukturama, dok su punim linijama oznacene
diskretne vrednosti elektronskih energija u filmu.

E 4

3

0.10 =" «

0.05

[

A€

>
>

T

Slika 4.2: Zakon disperzije (levo) i energetski gep (desno) elektrona u filmu

Pored toga, uocava se da je:

. : . T 1
kmm - kmm — O ; kmz'n - — , .
j v K e N. 12 >0 (4.26)
posto je u pitanju tanak film, odnosno: N, < (Nz, Ny) i
ks —gmes = T g TNt L T (4.27)
T Yy * *

a' 7 a N,+2 a

Izmedju minimalne i maksimalne vrednosti za k., pa prema tome i za £, postoji jos N; — 1-a
diskretna vrednost.

U skladu sa gore pomenutim, dolazimo do zakljutka da elektronski spektar u tankom filmu
poseduje dva energetska gepa (slika 4.2 desno), donji g i gornji h:

T
N.+2

(indeks f oznacava film, a b beskona¢nu strukturu).

2 - 2
) ; h= & -7 =2 ( ) (4.28)

Egmin_ min _
g=EfT -4 ( N, +2

11 posmatramo samo ,desnu” polovinu (k; > 0, j = 7,9, z) znajuéi da je on ogledalski simetri¢in na levu stranu.
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Vidi se, a i na slici 4.2 je to grafi¢ki predstavljeno, da veli¢ine gepova naglo opadaju sa deblji-
nom filma (kvadratna zavisnost). To znaci da je njihova prakti¢na egzistencija vezana samo za
ultratanke (nano) strukture.

Osnovna posledica postojanja energetskih gepova je ,suzenje” zone dozvoljenih energija elek-
trona:

2
Ve
= = (A€), — hy=1—-|————| . 4.2
A= (86), = (A8) - (g4 1) =1~ |75 75 (4.29)
Sirina energetske zone elektrona kristalnog filma veoma brzo (parabolicki) priblizava balkovskoj
vrednosti, kada se debljina filma povecava, tj. kada raste broj slojeva N,. Za izuzetno tanke
filmove (A£); je veoma uska, dok za N, — oo ona tezi (A£),.

4.2. Termodinamika tankih filmova

U prethodnim razmatranjima elektronskih svojstava kristalnih filmova analiziran je uticaj
grani¢nih energetskih parametara i debljine filma na energetski spektar elektrona. Poredje-
njem dobijenih rezultata sa balkovskim uocene su znacajne razlike koje su posledica dimenzione
ograni¢enosti filma. Na osnovu toga moZe da se ocekuje da e se termodinamicka svojstva
filma i idealnih struktura razlikovati. Slicnim postupkom, kao u slu¢aju beskonacnih kristala,
ovde éemo analizirati termodinamicke veli¢ine elektronskog podsistema kao §to su toplotni ka-
pacitet i entropija. Poznavanje ovih veli¢ina veoma je znacajno sa aspekta superprovodnosti -
njihovim merenjem i eksperimentalnim odredjivanjem dobijaju se informacije o superprovodnim
parametrima.

4.2.1 Toplotni kapacitet elektronskog podsistema

Prilikom ove analize zakon disperzije elektrona u filmu (4.25) uzima se u dugotalasnoj aproksi-
maciji i sa najnizom moguéom vrednodtu komponente kvaziimpulsa k, (samo donji energetski
gep), kako se to obi¢no u literaturi koristi, tako da se energija elektrona dobija u slede¢em obliku:

2
E(k)= Wak? + A ; A:W(N 12) . (4.30)

Za izra¢unavanje toplotnog kapaciteta elektrona u tankim filmovima polazimo od izraza (kao
i u slucéaju idealnog kristala) za unutrasnju energiju elektronskog gasa (3.22), s tom razlikom

sto koristimo sledeéi prelaz od sume na integrall?:

kmar kmaz
Z Z ZZ 27\')2 kmax _ kmm /dgo / dk / k dk ? (431)
-. k.z' ky k kmcn 0

gde1 su Ny = NyNy(N. +1) i k* = k2 + k2. Zamenom izraza (4.30) i (4.31) u izraz (3.22) on
prelazi u:

kma:r

Ny k

Uy = —
27!'0 eE—eﬂ_i_l

dk . (4.32)

Primenjujuéi isti postupak izra¢unavanja integrala kao u poglavlju 3.2. (prelaskom na integral
po energiji, uvodjenjem istih smena, zamenom gornje granice integrala sa +00) dobija se:

127bog ogranicenosti modelne strukture samo duz z-pravca, najzgodnije je bilo izabrati cilindri¢ne koordinate.
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o0
Ny £+
= 62 . .
Us ATW eé+ ldg (4.33)

§—n

Nakon parcijalne integracije integrala iz prethodnog izraza sledi:

_ N g 82 T 0 d 1
UI-S’K'WG [— e‘s"7+1_ /(E-I-n) d_fl—{- egdé. , (4.34)

gde je zbog n > 6, jer je 6 mala veli¢ina (6 — 0), donja granica integrala zamenjena sa —oo. Iz
tih razloga se vrednost prvog izraza u uglastoj zagradi moZe zanemariti, a integral se svodi na

2
tip integrala (3.26), tako da njegova negativna vrednost iznosi % + 7%, odnosno sledi da je:
2
U = —= 1+ —1|— . .
=g M I: + 3 \ &, (4.35)

Kako je i u slu¢aju filma ukupan broj elektrona jednak mogucem broju njihovih (energetskih)
stanja, to se nalaZenjem izvoda energije po u, pri konstantnoj temperaturi, odnosno primenom
(3.28), dobija da je hemijski potencijal elektrona u filmu jednak:

u, = 61W (4.36)

tj. ne zavisi od temperature. Medjutim, ako se u izrazu (4.34) ne zanemari veli¢ina § veé¢ primeni
linearna aproksimacija!® razvoja (14 e ®~7)"1 x~ 1 — e ®=" dobija se da je:

A? A—pu
uy ~ 6TW + oo e, (4.37)

odakle, trazeci limes kada § — 0, sledi da je hemijski potencijal na temperaturi 7' = 0 K:
Pso = 6TW .

Na osnovu izraza (4.35)1 (4.37), te (3.31) dobija se da je toplotni kapacitet elektrona u filmu
(u ovoj aproksimaciji) linearna funkcija temperature
k,m?

B 244,

Cy 0. (4.38)

U okviru ove aproksimacije nismo dobili nikakve znatajne razlike kako u zavisnosti hemij-
skog potencijala od temperature (koja kod idealnih kristala, iako vrlo slaba, postoji), tako i o
temperaturskoj zavisnosti toplotnog kapaciteta. Bez obzira na ovo, poredeéi (4.38) sa (3.32),
uocljiv je razli¢it koeficijent pravca linearne temperaturske zavisnosti toplotnog kapaciteta filma
i balka. To ukazuje na postojanje slabog uticaja granica sistema, na izmenjeno termodinamicko
ponasanje film-struktura.

13Linearna aproksimacija u ovima analizama je opravdana zbog linearne dugotalasne aproksimacije sinusa iz
zakona disperzije, tako da nema razloga da se ide na vise ¢lanove (jer je a®k?/2m* ~ 6).
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Radi poredjenja ovih rezultata sa odgovaraju¢im za idealne (neogranicene) kristale, uvodimo
sledeée oznake:

k,m? 0

B, —=u=, (4.39)
2 Iz

fo

sto nam omoguéava da potrebne velitine pretvorimo u bezdimenzione, kako bismo graficki mogli
da prikazemo njihovu zavisnost od temperature. Zamenom relacija (4.39), u izraz za toplotni
kapacitet elektrona u neogranicenim strukturama (3.32) i film strukturama (4.38), oni, respek-
tivno, postaju:

Co=

cbs%zf/gxzmm; c;=L=z. (4.40)
Ono §to se odmah uoéava iz izraza (4.40) je linerana zavisnost toplotnog kapaciteta elektrona u
oba analizirana sistema (film i balk), s tom razlikom $to je u filmu njegov koeficijent nesto nizi
(slika 4.3 (a): kriva 1 predstavlja zavisnost toplotnog kapaciteta elektrona u balku, dok kriva 2
predstavlja istu zavisnost u filmu).

Sa slike je evidentno da, prakti¢no u celom relevantnom temperaturskom intervalu, toplotni
kapacitet linearno zavisi od temperature i u film-strukturama, ali je, za razliku od masivnih
uzoraka, ovde ta zavisnost ,manje strma”. Drugim retima, toplotni kapacitet filma ima niZe
vrednosti na istim temperaturama nego neogranicene strukture. Fizicki bi to znatilo da je za
zagrevanje filmova od - do nekih temperatura potrebno uloZziti vecu energiju nego od - do istih
temperatura za masivne uzorke!4.

A C AS

1.2 1.5

1.0 1.25

08 1 10 1

2 2

04 0.75

(@) (b)

02 02 Oté ol,s 1'0 =X 02 0‘14 06 08 10 ;X

Slika 4.3: (a) Zavisnost toplotnog kapaciteta elektrona od temperature
(b) Zavisnost entropije elektrona od temperature

14Deo energije se ,trosi” na aktivaciju elektronskog podsistema, pa tek tako nastali podsistem moze da ucestvuje
u transportu toplote.
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4.2.2 Elektronski udeo u entropiji

Isti postupak kao u prethodnom slu¢aju primeni¢emo sada za izraCunavanje entropije pod-
sistema elementarnih naelektrisanja u film-strukturi, polazeéi od izraza za slobodnu energiju
(3.33). Nakon izracunavanja slobodne energije uz iste rezone (smene i aproksimacije) kao pri-
likom izratunavanja unutra3nje energije, dobija se:

NN,

02
4TW

Fr =

§ —n)? T .d
(n—98)In(14+ e"“s)—%_% / €2E1+1e£d€] . (4.41)

Uzimajuéi aproksimaciju In(1 + e 7~%) =  — 6, gornji izzraz prelazi u:

NN, (6 —n)? 72
" [("“5)2“2(—6,%*?] -

= T aw

Na osnovu ve¢ obrazloZenih i napred uéinjenih aproksimacija, te zamenom izraza (4.37) i pri-
menom (3.36) dobija se elektronski udeo u entropiji tankih filmova:
g her's 0

2 2y

(4.42)

Dobijene rezultate za entropiju elektrona u film-strukturama uporedi¢emo sa odgovarajucim
u neograni¢enim kristalima, pa stoga uvodimo pomoéne oznake:

2
So = kg ; b T. (4.43)
2 Fso

Njihovom zamenom u izraze (3.37), odnosno (4.42) dobija se:

sz%z\s/gle.%z; SIE%:LSII). (4.44)

Ove zavisnosti predstavljene su na slici 4.3 (b), odakle se vidi da je entropija u filmu (kriva

1) veta u odnosu na beskonac¢ne strukture (kriva 2), naravno, poredeéi ih na istoj temperaturi.
S obzirom na predominantnu linearnu temperatursku zavisnost, jasno je da je koeficijent pravca
za entropiju film-strukture veci nego balkovski. Kako je entropija mera neuredjenosti sistema,
dolazimo do zakljucka da su filmovi neuredjeniji termodinamiéki sistemi i da je podsistem nosi-
laca naelektrisanja u stanju koje je uvek blize ravnoteznom stanju nego istih u neograni¢enim
strukturama. Takvo ponaSanje film-struktura javlja se kao posledica dimenzione ograni¢enosti.
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5. Zakljucak

U radu su istraZeni i analizirani energetski spektri (moguca energetska stanja) elementarnih
nosilaca naelektrisanja u kristalnim, idealnim beskonaénim i film strukturama, sa primitivnom
kubnom resetkom, na osnovu cega se doslo do sledecih vaznijih rezultata.

1. Ove analize su pokazale bitne razlike u zakonu disperzije naelektrisanja u pomenuta dva
sistema, kao isklju¢ive posledice postojanja granica film-struktura, u kojima energetski
spektri poseduju dva gepa. Veli¢ine gepova zavise od debljine filma i veoma brzo opadaju
sa njenim povedanjem.

2. Postojanje graniénih uslova ima za posledicu promenu $irine energetske zone elektrona. U
odnosu na zonu dozvoljenih energija idealnih struktura sa prakti¢no kontinualnim raspore-
dom, zona elektronskih dozvoljenih energija u filmu je izrazito diskretna i uza. Povecanjem
broja slojeva filma poveéava se broj diskretnih stanja unutar zone dozvoljenih energija, kao
i sama §irina ove zone.

Izmenjenost zakona disperzije i energetskih stanja elementarnih nosilaca naelektrisanja u
filmovima uzrokuje izmenjeno termodinami¢ko ponadanje ovog sistema. Rezultati sprovedene
teorijske analize pokazuje sledece zakonitosti.

1. Elektronski udeo u toplotnom kapacitetu film-struktura ima istu (linearnu) zavisnost od
temperature, ali sa smanjenim koeficijentom nagiba, dakle usled prisustva ogranicenosti
sistema toplotni kapacitet filmova je nizi od odgovarajuceg (i na istim temperaturama) za
masivne - neograni¢ene strukture. To znaci da filmovi predstavljaju slabije toplotne (ai
elektri¢ne) provodnike.

2. Udeo naelektrisanja u entropiji ogranicenih sistema pokazuje malo odstupanje od linearne
temperaturske zavisnosti, kakva je kod masivnih uzoraka. Vise vrednosti koeficijenta na-
giba ukazuju da su film-strukture neuredjeniji termodinamicki sistemi od neogranicenih,
ali i blizi ravnoteznom stanju.
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6. Dodatak: Grinove funkcije i CebiSevljevi polinomi

U ovom delu biée date grube osnove teorije linearnog odziva i Grinovih funkcija u fizici
kondenzovane materije i klju¢ni elementi Cebisevljevih polinoma koji se, kao analiticko resenje,
javljaju u problemu primene metoda Grinovih funkcija!® na ogranicene sisteme.

6.1. Metod Grinovih funkcija

Poznavanje Grinovih funkcija omoguéava nalaZenje energije osnovnog stanja sistema, spektra
i vrste elementarnih pobudjenja, zatim, termodinamicka svojstva u ravnoteznim i neravnoteznim
stanjima posmatranog sistema.

Veoma bitan zadatak statisticke fizike je nalaZenje srednjih vrednosti dinamickih veli¢ina.
Za velicinu A(z,t) srednja vrednost se definise kao:

(A(z,1))e = Sp (A(z,1)ér) , (6.1)
gde je: _ .
b= e R S(1,,) e R (6.2)

neravnotezni statisti¢ki operator, a p, - ravnotezni statisticki operator!®. Ako se (6.1) zameni u
(6.2) i izvrse dve ciklicne permutacije operatora, dobija se:

Sp (A(e,03) = Sp {87 (t,10) & Az, 1) W 50,1000 |
tj. ) ) R X
(Ao, ) = (3746t ) A, D110 (6:3)
gde je

Hot

A(z,t) = exp (—%{?) A(z,t)exp (W)

Sredingerov operator A(z,t), napisan u reprezentaciji interakcije. Pisanjem (- )¢ oznatene su
neravnotezne, a ( - - - ), ravnotezne srednje vrednosti. S(t,t,) je unitarni operator, tzv. matrica
rasejanja:

t
. . 1 .
smm=Tm>E/WWw). (6.4)
tO
Ako se S'-m:jmtrica razvije u red i zadrzi na prva dva ¢lana, $to odgovara linearnoj aproksimaciji
po interakciji W(t):

. T rt .
S (t,t,)=1% E/t dt'w(t'),
0

tada je
(/i(z,t))t = (A(m,t))o + Zlﬁ_/t dt’(A(x,t)TW(t') - TW(t’)A(x,t))o . (6.5)

1% Grinove funkcije su definisane u kvantnoj teoriji polja i, uglavnom, ,barataju” sa kontinualnim promenljivima.
Njihova primena na fiziku &vrstog stanja omoguéena je translatornom invarijantnos¢u datog kristalnog uzorka.
U ovom radu je pokazana moguénost njihove primene i na ogranicene - translaciono neinvarijantne kristalne
strukture.

1674 izracunavanje neravnoteznih srednjih vrednosti najpogodnije je koristiti ravnotezni operator velikog
kanonickog ansambla: g, = e(9+"N°‘N°)/9, jer je velika kanonitka raspodela najopstija (ona ukljutuje zakone
odrzanja srednje energije i srednjeg broja &estica).
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Kako hronoloski operator T deluje samo na W(t’ ), ne mora se pisati u gornjem izrazu. Izraz ima
smisla samo za t > t', pa se ispred proizvoda operatora A i W uvodi Hevisajdova step funkcija
O(t — t'), definisana na sledeéi natin:

1 t>t
G)(t_t,):{o t<t

zbog Cega izraz (6.5) prelazi u:

(A(xat»t = (A(xvt))o + L(t’to) s (6'6)
gde je: t
L(t,1,) = % / 40t — ')Az, OW (1) — W(£)A(z, 1)), (6.7)

i naziva se linearni odziv ili reakcija sistema na spoljasnju perturbaciju W(t).
Radi dalje analize linearnog odziva potrebno je izvrsiti konkretizaciju W (t). Jedna od opstijih
formi hamiltonijana spoljasnje perturbacije je:

Ains(t') = / de'B(a', 1) e(z',1') , (6.8)

pri ¢emu su B(z',t') - operatori neke dinamicke varijable B, a e(2’,t") - funkcije koje nemaju
operatorsku strukturu i ponekad se nazivaju C - brojevima. Kako je:

W(t) = exp (— %) Hins(t) exp (%) , (6.9)

na osnovu (6.8) i (6.9) operator W(t') e biti:

W(t') = / de'B(a',¢') e(a, 1) (6.10)
gde je "
32/ 1) = exp [ — 20 Bat ¢ _Ifo_t)
B(:z:,t)-exp( = >B($,t)exp< = (6.11)
Sredingerov operator napisan u reprezentaciji interakcije. Zamenom (6.10) u (6.7) dobija se:
t
L(t,t,) = % / da’ / dt'e(a',t') Gz, a's1,1') (6.12)
tO
gde je velicina:
G(z,a';t,t') = O(t — t')(A(z,1)B(2',t') — B(z', 1) A(z, 1)), (6.13)

i naziva se dvovremenska temperaturska retardovana funkcija Grina. Ona zavisi od 6N + 2-e
promenljive (dva puta po tri prostorne i dve vremenske). Ako je prostor homogen (bez defekata,
primesa itd.) onda Grinova funkcija, kao njegova fizicka karakteristika, ne zavisi od konfigura-
cionih koordinata z i 2’ ponaosob, ve¢ od njihove razlike  — 2, pa se broj promenljivih svodi
na 3N + 2. Ako originalni operatori ne zavise eksplicitno od vremena, tj. A(z,t) = A(z) i
B(z,t) = B(z) tada Grinova funkcija ne zavisi od vremenskih koordinata ¢ i ¢’ ponaosob, veé
od njihove razlike ¢t — ¢’ i ukupan broj promenljivih se svodi na 3N + 1. U tom slu¢aju Grinova

funkcija (6.13) prelazi u:

G(z,z";t,t') — Gz -2t -t) =
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=0t —t)[Jap(z — 2’ t —t') = Tga(z —2',t = 1)) . (6.14)

Ovde su uvedene korelacione funkcije:
Tas(z — 2t — 1) = (A, )B(e", 1)), 5 Tpalz —a',t —t') = (B(2',t')A(z,1)),  (6.15)

koje u sebi sadrze svu neophodnu informaciju o svojstvima posmatranog sistema. Upravo iz ovog
razloga metod Grinovih funkcija ima izuzetan znacaj u teorijskoj fizici kondenzovane materije.

Ako se izvrii simbolicka smena: z — 7 i ' — 7 i postavi uslov ¢ = 0, izraz za Grinovu
funkciju moze da se napise u sledecem obliku:

Gan(t) = ((Aa(t) | Ba(0))) = O@)([Ax(2) , Ba(0)])s - (6.16)
Za najrasprostranjeniji naéin izratunavanja korelacionih funkcija, pa prema tome i svih rel-
evantnih karakteristika sistema, smatra se metod jednalina kretanja za Grinove funkcije:

4 Gan) = 004 Ba (0], + 0(0(| “on. Bﬁ(m] W (61D

d - R
Koris¢enjem Hajzenbergovih jednacina kretanja ihzﬁA(t) = [Az(t), H(t)] za operatore fizickih
d a A Ao
veli¢ina i osnovnih definicija E@(t) = 4(t), [A,B] = AB — BA, ovaj izraz se svodi na:

L d . : 5
ih— G (l) = ih8()Cra + ([Aa(t) , H()] | Ba(0) , (6.18)
gde je C korelaciona funkcija, Cam = ([Aa(t), B#(0)]).
Primenom Furijeove transformacije vreme - frekvencija:

+o0 .
Gam(t) = / do &= G g (w) (6.19)

jednacina (6.18) prelazi u
o Gan(@) = o=Can + ([ Aa(t) , HO)| | Ba(O))o (6.20)

Vidi se da se Grinova funkcija Giz(w) = ((Aa(1) | B (0))), izrazava preko nove - vise Grinove
funkcije (([Aﬁ(t), H(t)] | B#(0))),. Vise Grinove funkcije se ratunaju na isti nain kao i
obi¢ne (pomocu jednacina kretanja), te se tako dobija beskonacan niz, tzv. hijerarhija vezanih
jednagina za odredjivanje Grinove funkcije. Da bi se i izracunala trazena jednocesti¢na, a redje
dvotesti¢na Grinova funkcija mora se ovaj beskonatan red negde prekinuti koriS¢enjem neke
dovoljno opravdane aproksimacije.

Interesantno je jo§ podvuéi da Grinove funkcije imaju i dublji fizicki smisao. Naime, realni
delovi njihovih polova predstavljaju energije elementarnih pobudjenja dok reciproéne vrednosti
imaginarnih delova njihovih polova odredjuju vremena Zivota tih ekscitacija.

Pored toga, neophodno je dati vezu izmedju ovih Grinovih funkcija i korelacionih funkcija
koje, kao to je napred ve¢ re¢eno, definisu i sve ostale fizicke karakteristike posmatranog sistema.
Ova veza se izrazava preko spektralne teoreme:

JAim [Gia(w +i6) — Gan(w = ib)] = (e™/?—1) TEHw), (6.21)

gde je J3%(w) Furijeov transform korelacione funkcije JF8(t). Zat = 0 korelacione funkcije
(6.15) predstavljaju srednje vrednosti proizvoda odgovarajuéih operatora.
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6.2. Karakteristiéni polinomi Cebiseva

Karakteristi¢ne determinante oblika:

1 0 0 00 00

1 2z 1 .- 00 0O

01 21 ---020 00
Polz)=1] . . . . - . . . . (6.22)

0 0 00 1 2z 10

0000 --012z1

000¢O0--0012=]|

koje odgovaraju razli¢itim vrednostima, n = 2,3,4, ..., N uz pretpostavljene pocetne uslove:
Po(z)=1; Pi(z)==z, (6.23)

zadovoljavaju sledeéu rekurentnu relacijul”:
Pn+1($) = (L"Pn(.’lt) - Pn—l(x) (624)

i nazivaju se Cebisevljevim polinomima druge vrste.
Uvodeéi smenu: = 2cos ¢, determinanta (6.22) moZe se analiticki transformisati u:

sinf(n + 1) ¢] |

Po(z) — Palp) = () e#0. (6.25)
Nule Cebisevljevih polinoma, koje slede iz uslova:
Pr(p) =0, (6.26)
definisane su relacijom: -
(,O,,:n+11/; v=123,...,n (6.27)

i imaju posebnog fizickog znataja jer definisu polove (singularitete) Grinovih funkcija, a oni, sa
svoje strane, energije elementarnih ekscitacija i vreme njihovog Zivota.

170Ona predstavlja homogenu diferencnu jedna¢inu drugog reda sa konstantnim koeficijentima.
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