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1. Uvod 

Od velikog znaca ja za teori ju cvrstog s tan ja je ispi t ivanje udela i u t i ca ja elektronskog pod­

sistema n a fizicke karakter is t ike mater i ja la , je r su upravo elektroni nosioci sv ih t ransportn ih 

i drugih fizicki interesantnih procesa. Posebno interesantno je njihovo ponasanje kao nosioca 

bezotporne elektr icne s t ru je , u superprovodnom s tan ju , je r ga karakter ise sparivanje fermiona 

(e lektrona i l i sup l j ina) koje je pr isutno od niskotemperaturske do visokotemperaturske super­

provodnosti. 

Moderna nauka o mate r i j a l ima tezi preciznom s t ruk tu r i ran ju mater i ja la do sto manj ih di -

menz i ja - reda vel icine nanometara, a fenomeni povezani sa tako ma l im d imenzi jama dovode 

do specif icnih po java i izmenjenih osobina mater i ja la . Ove s t rukture su od sireg prakt icnog 

znaca ja posebno na pol ju elektronike, optoelektronike i v isoktemperaturske superprovodnosti. 

Iz tog razloga, u savremenoj fizici kondenzovane mater i je jedan od glavnih pravaca teori jskih 

i eksper imentaln ih i s t raz ivan ja je ispi t ivanje osobina niskodimenzionih s istema (superresetke, 

kvantne zice i kvantne tacke) , a pre svega tank ih filmova^. 

U ovom radu je isp i tan u t i ca j granica film-struktura n a energetski spektar i moguca s tan ja 

elektrona (promene u zakonu disperzi je, kao i elektronski udeo u termodinamic i ovih s t ruk tu ra . 

Dobi jeni rezu l ta t i poredjeni su sa odgovarajucim z a idealne beskonacne kr is ta le , da bi se n a 

osnovu toga uocile na jb i tn i je razl ike ova dva sistema. 

Pomenuta ana l iza vrsena je koriscenjem metoda dvovremenskih temperatursk ih Gr inov ih 

funkci ja^ ko j i se danas veoma cesto kor ist i u kvantnoj teori j i cvrstog s tan ja . Zahval ju juc i ugra-

djenoj s ta t is t ic i , t a j metod se uspesno pr imenjuje kod iz racunavan ja kako mikroskopskih tako 

i makroskpsk ih , ravnoteznih i neravnoteznih svojstava k r i s ta la . Pr imen jen i metod je odabran 

zbog pogodnosti koje nam nudi definici ja polova Gr inov ih funkcija'^. 

K a k o zakon disperzi je d i k t i r a termodinamiku sistema, prirodno je bilo da se i sp i ta ju os-

novne termodinamicke velicine (unut rasn ja i slobodna energi ja), te pomocu nj ih i osnovne ter-

modinamicke (makroskopske) karakter is t ike (toplotni kapacitet i entropi ja) k r i s ta ln ih filmova i 

uporede sa i s t im u neogranicenim s t ruk tu rama . U radu je obuhvacen samo udeo naelektr isanja 

u te rmodinamick im osobinama, al i i on, u ogranicenim k r i s ta ln im s t ruk tu rama, t rp i znatne 

izmene. Ovo is t raz ivanje je znacajno zbog jednostavnog eksperimentalnog merenja pomenutih 

vel ic ina odakle se dobi ja ju vazne informaci je kako o termodinamickom ponasanju, tako i o su-

perprovodnim svo js tv ima filmova. Ovde je najpre vrsena anaUza idelanih beskonacnih kr is ta ln ih 

s t r u k t u r a , a za t im is t i metod pr imenjen n a film-strukture. 

' F i lmov i predstav l ja ju beskonacne s t rukture u sv im kr is ta ln im r a v n i m a paraJelnim dvema granicnim povrsima, 

koje su normalne n a jedan pr ior i tetan pravac, duz koga je posmatrani sistem ogranicen. 

^Postoje i drugi metodi pomocu koj ih se ovaj problem moze t re t i ra t i : metod Hajzenbergovih jednac ina kre­

tan ja , metod mal ih per turbac i ja , metod ta lasnih funkci ja i s i . 

^Rea ln i delovi polova G r i n o v i h funkci ja su proporcionalni energi jama elementarnih eksic i tac i ja (pobudjenja) 

koje se j a v l j a j u u sistemu (odakle dobi jamo njihov zakon disperz i je ) , a imaginarn i - reciprocnim vrednost ima 

vremena z ivota t ih eksci tac i ja . 
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2. Nosioci naelektrisanja u kondenzovanoj materi j i 

Trans lac iona invar i jantnost idealnih k r i s ta ln ih s t r uk tu ra namece periodican (sa periodom 

kr is ta lne resetke) oblik mnogim fizickim vel ic inama koje ih opisuju (napr imer , periodicna ras­

podela pol ja i potenci ja lna energija e lektrona). 

Jedan od glavnih zadataka teorije cvrstog s tan ja je proucavanje promena diskretnog energet-

skog spek t ra e lektrona izolovanog atoma - pr i pr ib l izavanju atoma i obrazovanju kr ista lne s t ruk­

ture. U ovom procesu periodicno polje k r i s ta la i in terakc i ja medju a tomima dovodi do cepanja 

energetskih n ivoa elektrona slobodnih atoma. Posto se k r i s ta l moze t re t i ra t i kao gigantski 

molekul , to kvan tna s tan ja elektrona u tom molekulu, zbog Paul i jevog pr inc ipa isk l jucenja, 

mora ju b i t i okarakter isana raz l i c i t im kvan tn im bro jev ima sto i m a za posledicu formiranje citavog 

spekt ra energetskih n ivoa n a mestu jednog nivoa u izolovanom atomu. Umesto jednog en-

ergetskog n ivoa, jednakog za sv ih N izolovanih atoma, u cvrstom telu se pojavl ju je N blisko 

rasporedjenih n ivoa, ko j i obrazuju energetsku zonu. Cepanje energetskih n ivoa je na j iz raz i t i je 

za spoljasnje (valentne) nivoe, jer se talasne funkcije spol jasnj ih valentn ih elektrona susednih 

atoma medjusobno veoma prek lapa ju , dovodeci do kolekt iv iz i ranost i ovih s tan ja , ko j ima se n a 

ta j nac ina atomi povezuju u k r i s t a l - gigantski molekul . 

O v i ko lek t iv iz i ran i elektroni , ko j ima se inace opisuju na jkarak te r i s t i cn i ja svojs tva meta la, 

n isu vezani sa a tomima kr is ta lne resetke i mogu da se premesta ju po celoj zapremini meta­

l a . Med ju t im, cak i kada elektron napust i atom u k r i s ta l u , on se pod dejstvom primenjenog 

elektr icnog pol ja ne krece slobodno vec je podvrgnut u t i ca ju kr is ta lnog pol ja. Ova j u t ica j se 

moze usrednjeno uzeti u obzir uvodjenjem efektivne mase kvazislobodnih nosi laca naelektr isanja. 

Takodje, zbog specificnosti k re tan ja elektrona u kr is ta lnom pol ju , anomalnog ponasanja kvazislo­

bodnih elektrona n a k r a j e v i m a valentne zone, uvodi se po jam kvazislobodnih nosi laca - supl j ina. 

2 . 1 . P r o v o d n i e l e k t r o n i u m e t a l i m a 

Vel ik i bro j vaznih f iz ickih osobina mogu se razumet i polazeci od modela slobodnih elektrona 

po kome se najs labi je vezani elektroni a toma krecu slobodno po zapremini meta la . Valentn i 

elektroni posta ju provodnici e lektr ic i teta i naz iva ju se provodni elektroni. Si le izmedju provodnih 

elektrona i j ona se zanemaru ju , t j . sma t ra se da se provodni elektroni mogu kre ta t i svuda u 

unutrasnjost i uzorka. U k u p n a energi ja je jednaka k inet icko j , sto znaci da se potenci ja lna ne 

uz ima u obzir. 

Poznato je da je s tva rna raspodela provodnih elektrona rezul tat u t i ca ja jakog elektricnog po­

tenc i ja la j ona . Upotrebl j ivost ovog modela zavis i od k inet ick ih svojstava provodnih elektrona. 

Postavke ovog modela bile su date mnogo pre o tk r ica kvantne mehanike. K l a s i c n a teor i ja je i m a l a 

nekoliko uspeha, a l i i nedostataka. U uspehe spadaju izvodjenje Omovog zakona ( j = aE) i 

izvodjenje veze izmedju elektricne i toplotne provodnosti. Med ju t im, totalni neuspeh je dozivela 

u objasnjenju toplotnog kapaci teta i paramagnetne susceptibi lnosti provodnih elektrona. Za­

t i m , pomocu klasicne teorije ne moze da se objasni postojanje dugog slobodnog pu ta elektrona. 

Provodni elektron moze da se krece u metalu po pravoj putan j i duzine veceg bro ja medju-

atomskih ras to jan ja a da se ne sudar i sa drugim elektronima i l i a tomskim ostacima. Provodni 

elektroni se, u tom smis lu , ponasaju kao gas neintereagujucih cestica. Raz loz i za to su sledeci. 

• Slobodan elektron ne skrece pod u t ica jem jona uredjenih u periodicnu resetku, jer se ta lasi 

mater i je prost i ru slobodno u per iodicnim s t ruk tu rama . 

• Provodni elektroni se retko sudara ju sa drugim elektronima, sto je posledica Paul i jevog 

pr inc ipa isk l jucen ja . 
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2.1.1 M o d e l idea lnog fe rmionskog s i s t e m a 

Elek t ron i u me ta l ima se mogu, uz grubl je aproksimaci je, posmatrat i kao i elektroni u Fermi -

jevom gasu slobodnih cest ica (gas slobodnih neinteragujucih elektrona podvrgnut ih Paul i jevom 

pr inc ipu) , kada su energije zadate k inet ickom energijom translaci je: 

E = 
2m 

(2.1) 

gde ]ek = ^ - ta lasn i vektor. U s luca ju kada je e'' < 1; '')=-, 9 = k^T {n - hemi jsk i poten-

c i j a l ) , t j . ako je toplotna energi ja znatno n iza od hemijskog potenci jala: p, '> 6 kvantn i efekti 

posta ju dominantn i j i . Cestice se pokoravaju Paul i jevom pr inc ipu i n a apsolutnoj nul i one popu-

n java ju redom na jn i za kvan tna s tan ja . Takav gas se naz iva potpuno degenerisanim fermionskim 

gasom. Znaca j Paul i jevog pr inc ipa se znatno manifestuje u izgledu funkcije raspodele osnovnog 

s tan ja fermiona - Fermi -D i rakove funkci je: 

fe{E) = 
E-fi \ 

exp I —~ + 1 
e J 

- 1 

(2.2) 

k o j a n a T = 0 K , i m a vrednost: / o ( -E ) 

potenci ja la n a apsolutnoj nu l i . 

1 ^ < M o (s l ika 2.1), gde je p^ - vrednost hemijskog 

1 

S l i k a 2 .1 : Fermijeva funkcija 

na apsolutnoj nuli _ 

N a apsolutnoj nul i sva s tan ja sa energi jama man j im od p^ su popunjena, a v i sa energetska s tan ja 

su p razna, pa je /x^ jednak granicnoj energij i degenerisanog gasa. Zauzeta s tan ja n a T = 0 K 

mogu se pr ikazat i sferom u prostoru talasnog vektora, ko ja se zove Fermi jeva sfera. Njen radi jus 

je Fermi jev ta lasn i vektor k^, ko j i odredjuje granicnu - Fermi jevu energi ju: 

Mo = 2m 
(2.3) 

Tempera tu ra pr idruzena ovoj energij i je temperatura degeneracije: Tj, — Pol kg. Fermionski 

gas je degenerisan u podrucju gde vazi T ^ Tj,. B r z i n a cestice obracunata od v r h a Fermijeve 

raspodele moze da se iz raz i pomocu k^, odnosno pomocu, granicne brzine fermiona na apsolutnoj 

nu l i : Vp — fik^lm. 

K a k o je ukupna energi ja osnovnog s tan ja fermionskog gasa: 

3 
t/o = I f,E dN = ^-Np^ , (2.4) 

srednja energi ja bice: EQ = (UQ/N) — (3 /5 )^o , gde je N ukupan broj cest ica gasa. Jednac ina 

s tan ja odredjena je relaci jom: 

UO = IPOV , (2.5) 
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odakle je pr i t isak osnovnog s tan ja : 
2A^ 

I u osnovnom stan ju s is tema fermioni ima ju odredjenu k inet icku energi ju, a to kretanje se ogleda 

u p r i t i sku . Obe velicine UQ i Po proporcionalne su granicnoj energij i . 

Sa porastom temperature fermioni se pobudjuju n a gornje energetske nivoe. Naravno, sto 

je energi ja nekog s tan ja veca, to je man ja verovatnoca da ce to stanje b i t i zauzeto. Funkc i ja 

raspodele u s luca ju kada je energija za velicinu AE man ja i l i veca od hemijskog potenci jala i m a 

oblik: 

f,{fi±AE)= e 
, A t 

1 
- 1 

(2.6) 

odakle sledi: 

i specijalno za AE = 0: 

f,(ii + AE) + fJ^i-AE)= 1 

1 

P r i r > 0 ras])odela fermiona je simetr icno pomerena oko hemijskog potenci ja la. 

Sva stac ionarna s tan ja duboko ispod granicne energije Pg su zauzeta i Fermi jeva funkci ja se 

men ja jako samo u uskoni pojasu: 

-49 <E - < +49 . 

Pokazuje se da je broj fermiona iznad granicne energije 

Mo 
(2.7: 

K a k o je prosecno povecanje energije pobucijenih fermiona S9/.i, ci tav p r i ras ta j energije iznosi 

AU = . V . , ^ = ^ i 9 r . (2.8) 

Ukupna energi ja je tada 

(' = Uo + AU = '^^Nfi, 1 + 
40 

9 
(2.9) 

a pr i t isak 

1 + 
40 / ^ \ 

9 V M o / 

U podrucju degeneracije uku])na energija i pr i t isak gasa neznatno se men ja ju povecanjem tem­

perature. Osnovne vrednosti t ih vel ic ina su odredjene doprinosom koj i potice od Pauli jevog 

pr inc ipa, a temperatursk i efekat uzrokuje samo male poravke. K r i t e r i j u m za primenu ovih 

rezu l ta ta je > 6*. 

Egzak tan proracun se sprovodi metodom koj i je razvio Zomerfeld proracunavajuci toplotni 

kapacitet elektronskog gasa. On nalazi zavisnost hemijskog potenci ja la od temperature pomocu 
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koga dobi ja izraz z a unut rasn ju energiju energiju fermionskog gasa, a nalazeci izvod unutrasnje 

energije po temperatur i sledi izraz za toplotni kapacitet fermionskog sistema u obl iku 

C = 11B£LT. (2.10) 

P r i n i sk im tempera tu rama toplotni kapacitet fermiona proporcionalan je temperatur i . Poredje-

nje sa odgovarajucim rezul ta tom klasicne teorije: 

CM = \Nkg (2.11) 

pokazuje da je u podrucju degeneracije toplotni kapacitet za faktor reda velicine O/p.^ man j i nego 

sto bi bio prema klasicnoj fizici. Tek kada se gas toliko zagreje da toplotna energija postane 

mnogo veca od Fermi jeve energije, toplotni kapacitet popr ima svoju k las icnu vrednost. 

2.1.2 M o d e l rea lnog fe rmionskog s i s t e m a 

Rezu l ta t i napred razmotrenog ponasanja idealnog Fermi-Di rakovog degenerisanog gasa, mogu 

se pr imeni t i n a realne fermionske sisteme. U toj aproks imaci j i , ko ja je veoma gruba, razma t ra se 

kretanje valentn ih elektrona u meta l ima. Meta l se moze shvat i t i kao „materija" sastavl jena od 

poz i t ivn ih j ona i valentn ih elektrona, pr i cemu jon i osci luju oko ravnoteznih polozaja, a elektroni 

se krecu kroz ceo meta l . E lek t ron i su nosioci elektr icne struje pa se naz iva ju provodni elektroni. 

P r v a teor i ja metalnog s tan ja , ko ju je razradio Drude (1900.) i usavrsio Lorenc (1904.-1905.), 

se os lanja la n a rezultate klasicne fizike. O v a teori ja j e , kao sto je pomenuto, pretrpela najveci 

neuspeh u objasnjenju toplotnog kapaci teta (specificne toplote) meta la . Neka je Z broj valentnih 

elektrona u atomu. Pr imenom klasicne stat is t ike, nalazi se iz zakona jednake raspodele energije 

da ZN - e lektrona da ju doprinos toplotnom kapaci tetu 3Z iVA;^ /2 , sto je istog reda velicine kao 

i doprinos kr is ta lne resetke. Izgledalo je da elektroni ne ucestvuju u pr i jemu toplote ko ja se 

dovodi meta lu . Nepojavl j ivanje tog c lana bilo je zagonetno za klasicnu fiziku. Takvo ponasanje 

elektrona je objasnio Zomerfeld (1928.) koj i je p rv i pr imenio Fe rm i -D i rakovu kvantnu s ta t is t iku 

uz vazenje Paul i jevog pr inc ipa i tako zasnovao kvantnu teori ju metalnog s tan ja . Prosecna en­

ergi ja tol iko je vel ika da su termicka pobudjenja ogranicena n a neznatan deo elektrona iz okoline 

Fermi jeve energije. U aproksimaci j i slobodnih elektrona, toplotni kapacitet je : 

ZNi^^klT 
Ce = - ^ - ^ • (2.12) 

P r e m a D i lon -P t i j evom zakonu toplotni kapacitet jona nezavisan je od temperature: 

Ci = 3Nkg . (2.13) 

Del jenjem (2.12) i (2.13) dobi ja se: 

(2.14) 

Tempera tu ra degeneracije ( T p ) je u meta l ima toliko v isoka da je elektronski doprinos toplot­

nom kapaci tetu zanemar l j ivo ma l i . Iz raz (2.13) vazi u podrucju dovoljno visokih temperatura. 

N a n i sk im tempera tu rama, toplotni kapacitet kr is ta lne resetke proporcionalan je trecem stepenu 

temperature: 
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- je Debajeva tempera tura N a n isk im tempera turama, odnos kapaci teta je : 

C^ 247r^T^Tp ' ^ ' 

U neposrednoj b l iz in i apsolutne nule u toplotnom kapaci tetu meta la dominantni j i je elektronski 

doprinos. 

2 . 2 . N a e l e k t r i s a n j a u p e r i o d i c n o m p o t e n c i j a l u 

Elek t ron i i j on i u k r i s t a l u , u strogom smis lu , cine jedan kvantn i s istem. Resavanje ovakvog sis­

tema je suvise komplikovano, pa se pr ibegava razn im aproks imaci jama. Posmat ra juc i elektrone 

kao nezavisne cestice koje se krecu pod ukupn im u t ica jem sv ih s i la i zanemarujuc i nepravi lnosti 

u gradj i kr is ta lne resetke kao i osci lovanja atoma oko ravnoteznih polozaja, uz ima se da se svaki 

elektron krece u potenci ja lu ko j i je periodican sa periodom kr is ta lne celije: 

U{r} = Uif+ n) , (2.17) 

gde je n = r z i O i + 71202 + n^as - vektor t ranslaci je kr is ta lne resetke. U takvom periodicnom 

potenci ja lu talasne funkci je elektrona i m a j u neka opsta svojs tva ko ja proizi laze neposredno iz 

Sredingerove jednacine: 

= , (2.18) 

pr i cemu je hami l ton i jan : 

H{f) = -^A+Uir). (2.19) 

R a z m a t r a se kako se t ranslac iona s imet r i ja odrazava n a svojs tva ta lasnih funkc i ja elektrona 

$ „ ( r ) , odnosno n a svojstvene funkci je hami l ton i jana H . Delovanje operatora translaci je 

definisano je na sledeci nac in : 

TH *„(fO = {Tft r) = *„(f - n) , (2.20) 

gde funkc i ja $ „ ( r — n ) pr ipada istom (Hi lber tovom) prostoru kao i ^ ^ ( f ) . Posto je hami l ton i jan 

H t ranslaciono invar i j an tan , sto znaci da komut i ra sa operatorom T ^ , a ^ n ( r ) je i njegova 

svojstvena funkc i ja , to n a osnovu gornje relacije sledi 

H [T^ * „ ( f ) ] = Tft [H * „ ( r ) ] = T„- [ £ „ ' ^ „ ( f ) ] = E^ [r„- $ „ ( f ) ] , 

gde je En svojs tvena vrednost jednoelektronskog hami l ton i jana H . Iz ove relacije sledi da su i 

'^nir) i Tfi'^nir) svojstvene funkcije hami l ton i jana H sa istom svojstvenom vrednoscu £ „ . Ako 

je En nedegenerisana svojstvena vrednost, onda jo j odgovara samo jedna svojstvena funkc i ja , 

pa sledi da su u tom s luca ju funkcije $ n ( 0 i Tj^'^ni^ jednake do na fazni mnozi te l j , odnosno 

da je : 

p r i cemu fazni mnozitel j i j j i m a smisao svojstvene vrednosti operatora T ^ . 

Lako se pokazuje da za talasne funkcije vaze sledeca transformaciona svo js tva: 

Tn ^nki'l ^ TI * „ , - ( r ) = $„,^( f - n) = e -''^^^^,{r) , (2.21) 

gde je uveden indeks k je r talasne funkci je zavise od talasnog vektora k. Iz ovih re lac i ja sledi 

da je 

t, ^ = e . 
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Iz gornj ih jednac ina takodje sledi da jednoelektronska ta lasna funkc i ja zadovoljava re laci ju: 

* „ ? ( f - n ) = e-^^'^^Jf). (2.22) 

D a bi funkc i ja *„jf(?^) zadovol javala j j rethodnu relaci ju mora da bude obl ika: 

pr i cemu funkc i ja $ mora l) i t i periodicna sa periodom resetke: 

Poslednje dve relacije predstav l ja ju matematicke iskaze Blohove teoreme. Za = co7ist iz 

drugog obl ika ove teoreme sledi da ta lasna funkci ja elektrona ima oblik ravnog ta lasa, pri cemu 

k i m a smisao talasnog vektora. Z a elektron u k r i s ta lu , kada $ nije konstanta, moze se smatrat i 

da k ima is t i smisao, al i u tom s luca ju , ta lasna funkc i ja je funkc i ja polozaja sa periodom resetke. 

O v a ta lasna funkc i ja se naz iva Blohova talasna funkcija. Konkre tan oblik modulisane amplitude 

$ zavis i od obl ika periodicnog potenci jala k r i s ta la koj i deluje n a elektron. 

Uvrs tavan jem Blohove funkcije u Sredingerovu jednacinu ( 2 . I S ) , dobi ja se nova jednacina za 

periodicni faktor : 

- | ^ ( V + zkf <1>,̂^ + Uif) <t.,̂ j = 4>„^(f) . (2.25) 

Posto su talasne funkcije i energije elektrona ])eriodicne u prostoru inverzne resetke, to je 

dovoljno da se svojstveni ])roblem hami l ton i jana resava samo u oblasti ko ja odgovara zapremini 

jedne element arne celije, pr i cemu na granicama te oblasti t reba zadat i periodicne granicne 

uslove'*. 

Z a neke energije talasni vektor k postaje kompleksan. Takve vrednosti se i sk l j un i j u iz 

energetskog spekt ra je r , u prot ivnom, gust ina verovatnoce ne bi ima la svojstvo translacione 

invar i jantnost i ' ' . Suprotno od energije slobodnog elektrona, energija elektrona u periodicnom 

potenci jalu ne moze da se kontinualno menja. Potpuni spektar prethodne jednacine, dakle, za­

vis i od celog l ) ro ja / i paramet ra k, sto se moze predstavi t i kao niz energetskih zona Ei(k). Za 

svaki broj I postoj i kont inuum energi ja odredjene sir ine, cije zone mogu da budu razmaknute i l i 

da se p rek r i va ju . U svakoj zoni ima ukupno N energetskih n ivoa, pri cemu, ako je N dovoljno 

vel iko, onda se susedne diskretne vrednosti k malo raz l i ku ju , pa se moze uzeti da je k neprekidna 

promenl j iva i da je neprekidna funkc i ja talasnog vektora. 

' ' F u n k c i j a <̂ ^̂ ^ mora biti i s ta na si iprotnini s t ran icama celije. Ovo predstavl ja granicne uslove jednacine. 

^S tan ja sa imag inarn im vrednost ima talasnog vektora su tzv. lokalizovana ili povrsinska s tan ja sistema. 
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2 . 3 . T a l a s n i v e k t o r i b r o j s t a n j a 

K a d a se rad i jus-vektoru elektrona promeni za a,-, p rema Blohovoj teoremi sledi: 

* , - ( f - F a , ) = e ' ^ " ' * , ^ ( f ) ; i = 1 , 2 , 3 . 

Zamena talasnog vek tora k nek im drugim ta lasn im vektorom k': k' Si = k Si + 2'Kmi, gde je 

- ceo bro j , ne menja fazni faktor u ta lasnoj funkci j i . O v a invar i jantnost kvantnog sistema na 

prostorna pomeranja za a\, 0 2 i 0 3 i m a za posledicu viseznacnost talasnog vektora. 

Uvodjenjem vektora reciprocnog prostora q, qi, {i = 1 ,2 ,3 ) , neposredno se: pokazuje da je 

n-q = 2Kj2 '"'ili- To znaci da ta lasni vektor i ko j i se dobi ja ju t ranslac i jom z a vektor reciprocne 

resetke: k ^ k' = k + q, odredjuju isto stanje elektrona. R a d i uk lan jan ja te viseznacnost!, n a 

ta lasni vektor pos tav l ja ju se uslovi: 

- 7 r < f c - a , < 7 r , (2.26) 

cime se on ogranic iva n a redukovano podrucje. Redukovani ta lasn i vektor i m a svojstvo da su 

iznosi njegovih pro jekc i ja n a kr is ta lne ose min ima ln i . 

Umesto kontinualnog talasnog vektora potrebno je preci n a njegova d iskretna s tan ja . Ako 

se u smerovima Si, a^, S^ i zv rs i pomeraj za L\, L2, L 3 , respekt ivno, mora se zahtevat i da se 

talasne funkci je periodicno ponove, t j . : 

* ; j ( f + Lie--) = e'^ '^^'*^-(r) ; e1 = ^ ; i = 1,2,3 , 
" tti 

a to je ispunjeno samo ako se ta lasni vektor moze predstavi t i u obl iku: 

A k o se broj elementarnih cel i ja koje se nalaze na duzini i , sa oznaci sa gi: Li = giUi ukupan broj 

elementarnih cel i ja u k r i s ta lu je : g = Qi • g2 • 93 B r o j ta lasnih vektora koj i lezi u redukovanom 

podrucju dobi ja se zamenom (2.27) u relaci ju (2.26) : 

- I < < I , (2.28) 

odnosno, sledi da je gi bro j raz l i c i t ih mogucnosti izbora i-te komponente talasnog vektora. 

Ukupan broj ta lasnih vektora redukovanog podruc ja je g i • 92 • g s - Tako se dolazi do zak l jucka 

da je broj mogucih ta lasn ih vektora jednak bro ju elementarnih cel i ja. 

B r o j s tan ja u elementu ^-prostora d M i z racunava se iz ralaci je: 

dM _ 

gde je - zapremina elementarne celije u ^-prostoru: = . K a k o je zapremina k r i s ta la 
ilQ 

V = gQ.Q, gde je J7o - zapremina elementarne celije, sledi da je broj s tan ja u elementu zapremine 

dH: 

d M = ^ , d H . 

Odavde se dobi ja veoma vazno pravi lo transformaci je: 
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2 .4 . B r z i n a , u b r z a n j e i e f e k t i v n a m a s a 

K a k o kvazislobodni elektroni u meta lu cine degenerisan gas, odnosno, podvrgavaju se kvant­

noj Fermi -D i rakovo j s ta t is t i c i , potrebno je napust i t i k las icnu predstavu elektrona kao cestice i 

posmatrat i njegovu dualnu (cest icno-talasnu) kvantnomehanicku pr i rodu. 

Pogodan nacin pr ikaz ivan ja elektrona je u v idu talasnog paketa gde je cesticni aspekt elek­

t rona izrazen njegovom lokal izaci jom u in tervalu gde je rezu l tu juca ampl i tuda talasnog paketa 

raz l i c i ta od nule. Sredn ja b rz ina elektrona je odredjena grupnom brzinom talasnog paketa: 

S a druge strane, b rz ina p r i r as ta ja energije elektrona, pod dejstvom neke spoljasnje sile F, u 

k r i s ta lu je jednaka: 
dE 

-^ = F.v, (2.31) 

pa se n a osnovu toga dobi ja izraz za ubrzanje elektrona: 

.^di^d_ ndE\ j^^m^^F_ 

dt dt U dkJ dkdk rn* ' ^ ' ' 

gde vel ic ina — predstav l ja tenzor reciprocne efektivne mase: 
m* 

(IS] - 1 9^E{k) 

\m')ap~ h^dkadki3 2^r J ; a,(3 = x,y,z. (2.33) 

Posebno je interesantna p r im i t i vna kubna resetka kod koje se uslov da vektor k pr ipada 

redukovanom podrucju svodi n a 

- - < k a < - ; a = x,y,2. (2.34) a a 
Z a ovakvu resetku tenzor reciprocne efektivne mase je s imetr ican i i m a medjusobno jednake 

dijagonalne komponetne. Ukol iko se t a osobina tenzora pr imeni n a izraz (2.32) , odnosno (2 .1) , 

dobi ja se zakon disperzi je istog obl ika kao i slobodnog elektrona, ali sa efektivnom masom m*: 

E i i ) = . (2.35) 

Smisao uvodjenja efektivne mase sastoj i se u tome da se slozeni zakoni k re tan ja u k r is ta lu mogu 

formalno svesti n a zakone klasicne fizike. Znac i , podsrestvom efektivne mase je uracunato rezul-

tu juce dejstvo periodicnog elektr icnog pol ja kr ista lne resetke n a jedan kvazislobodan elektron. 

Zavisno od zakr iv l jenost i energetske povrsine, efekt ivna masa moze da bude negat ivna i l i po-

z i t i vna (sto odgovara e lekt ronima i l i sup l j inama, respekt ivno) . Ubrzanje nosioca naelektr isanja 

u k r is ta lno j resetki odredjeno je , ne slobodnom elektronskom masom, vec skupom vel ic ina (2.33) 

koje se men ja ju pomeranjem elektronskog s tan ja u prostoru talasnog vektora. E f e k t i v n a masa 

elementarnih nosioca naelekt r isanja je poz i t i vna oko sredine, a negat ivna pr i k r a j u redukovanog 

podrucja. 
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3. Spektr i i stanja i termodinamicki udeo 
elektrona u neogranicenim kristal ima 

Sada cemo razmot r i t i neka svo js tva elektronskog podsistema idealnog beskonacnog kubnog 

k r i s ta l a polazeci od hami l ton i jana kvazislobodnih elektrona ko j i u konfiguracionom prostoru i 

harmoni jsko j aproksimaci j i i m a obl ik: 

H = Y.^n 4«n - E 4«m , (3-1) 
n n,rn 

gde su i - kreacioni i anihi lacioni operator! elektrona na cvoru n resetke. Vel ic ina -

predstav l ja energi ju elektrona lokalizovanog na cvoru ft, a velicine Wj^^jn - su mat r icn i elementi 

elektronskog t ransfera sa cvora ft n a cvor in. Ovde je pretpostavl jeno da je broj elektrona po 

atomu re lat ivno ma l i ( jedan elektron po atomu) tako da se Ku lonova in terakc i ja elektrona moze 

zanemar i t i . U tom s luca ju , lako se pokazuje da je hami l ton i jan (3.1) ekvivalentan hami l toni janu 

elektronskog gasa u aproksimaci j i efektivne mase: 

k 

Trans lac iona invar i jantnost posmatranog idealnog k r i s ta la namece periodicnost hami l ton i jana 

(3.1) ko ja i m a za posledicu da su : 

= A , Wft,A = WA,n = W; V (ft, m) (3.3) 

N a osnovu toga, u aproksimaci j i na jb l i z ih suseda, elektronski hami l ton i jan postaje: 

nxnyUz Uxriynz 

+ (>'nxny-\-\,nz + 0,nxny-l,nz + O'nxUynz+l + f^nxTiynz-l) • (3-4) 

Zbog pogodnosti, hami l ton i jan iz relacije (3.4) pisacemo u obl iku zb i ra : 

7 

H = H i - ^ H , , (3.5) 

iy-2 

gde su : 

Hi = A ^ <^mxmymz"'mxmymz I H2 = W ('•mxmymz"''nx+l,mymz 
rrixmymz mxmymz 

H3^W 2 «m.mj,m.«m.-l,mj,m. i H4 ^ W ^mxmymz^rnxmy+l,mz 
mxmymz mxmymz 

= E ^tfixmymz^mxmy-\,mz '1 HQ = W ^ ^mxmymz^™xrnymz+l 
mxmymz mxmymz 

Hr = W ^ ^mxmymz^rnxmymz-l • 
mxmymz 
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3 . 1 . Z a k o n d i s p e r z i j e 

Svo js tva posmatranog elektronskog sistema anal iz iracemo pomocu ant ikomutatorske Grinove 

funkci je (v idet i Dodatak 6.1.) 

GftMt) = m , 4 ( 0 ) } ) , 

ko ja zadovol java jednacinu k re tan ja : 

ih ^ Gft,A{t) = in ^nrn ^ ( 0 + © ( 0 H] , at]) . 

Drug i deo i z raza n a desnoj s t ran i jednacine k re tan ja (3.7) napisacemo kao: 

m ({K, i f ] , a + } ) = F , 

a komutator: 
7 

n a osnovu cega dobijamo: 

j /=2 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

u=2 

Z a izracunavanje komutatora [a^;, H] koristicemo standardne fermionske komutatorske relaci je: 

• o-n, at] ^ ^ftm , { t tn, a ^ } = { a t , a t j = 0 . (3.11) 

Zamenom iz racunat ih komutatora C\iCu, te ve l ic ina F\\Ft,Vi jednacinu k re tan ja (3.7) dobija 

se: 

ih ^ G ^ , ^ ( i ) = ih Sftrn S{t) + AGftMt) -

- W z;m{t) + Gn^ny+l,nz;Ait) + (3.12) 

+ Gnxny-l,nz;mi'f') + Gn^nynz + hmit) + Gn^nynz-l;m{t) 

Posto se rad i o beskonacnoj translaciono invar i jantnoj s t r u k t u r i , moguce je i zv rs i t i potpuni 

vremensko-prostorni Fur i j e t ransform Gr inov ih funkc i ja , Kronekerov ih simbola i del ta funkci je: 

1 f+co 
—m)—iujt 

+ 00 

k - oo 

gde je TV = Nj;NyNz A k o se jos izraz (3.13) diferencira po t: 

k —oo 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 
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a za t im sve to zameni u jednacinu (3.12) dobi ja se: 

+00 

L^Y^ J dij e ' ^ ( " - ' ^ ) - ' ' " ' {-in + 2n[nu- A + W ( e+^"^- + e-'"^^-) + 

k —00 

+ W ( e+'"'=« + e-^''^^ + e+'"'=' + e-'"'=^)] G^ (u ; ) } = 0 , (3.16) 

odnosno: 
zTi 

[hoj — A + 2W (cos akj; + cos aky + cos ak^)] G-^{u>) = — , 

odakle dalje sledi: 

gde 

Ej^ = n LJj^ = A - 2 1 ^ (cosaA;^; + cosgA ; ^ + cosaA;^) (3.18) 
predstav l ja zakon disperzije vezanih elektrona. U s luca ju slabo vezanih elektrona (degenerisan 

elektronski gas) , A = 6 1 ^ pa je : 
Ej; = m Uv? ^ + sin^ ^ + sin^ ^ ) . (3.19) 

, • , • , 1 , akj ^ . akj akj , . 
A k o se uzme u obzir da je z a male talasne vektore: —^ C 1 =^ sm —^ —^, tada izraz 

(3.19) dobi ja obl ik: 

Ei^ « Wa^ (kl + kl + kf) = Wa^e . (3.20) 

Zakon disperzije slabo vezanih elektrona (3.19) mozemo napisat i u sledecem obl iku: 

^k^W = ^>^^ky+Gkz, (3.21) 

^>^.ky = sin^ ^ + sin^ ^ ; G,^ = sin^ ^ , 

ko j i ce nam bi t i pogodnij i zbog kasnije komparaci je sa zakonom disperzije elektrona u film-

s t r uk tu rama . 

3 . 2 . T e r m o d i n a m i c k a s v o j s t v a - t o p l o t n i k a p a c i t e t i e n t r o p i j a 

N a osnovu dobijenog zakona disperzije (3.19) odnosno (3 .20) , ovde cemo izvest i izraz za 

toplotni kapacitet i entropi ju elektrona u idealnom k r i s ta lu . 

Fe rm i -D i rakova raspodela (2.2) moze da se iskor ist i z a anal izu termodinamick ih osobina 

s istema slobodnih elektrona na n isk im temperaturama. Polazi se od standardnog i z raza za 

unut rasn ju energiju elektronskog gasa: 

- 1 

u=j:Eik) 

k 

e e +1 (3.22) 

K a k o se energi ja elektrona u zoni men ja prakt icno kont inualno, sumacioni izraz za unutrasnju 

energiju moze da se prevede u integral po ta lasnom vektoru^: 

E (27r)3 

27r ir 

jdip jsmOdO J k^ dk . 
(3.23) 

' U v o d e se sferne koordinate zbog sferne simetr i je ovog problema. 
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Zamenom i z raza (3.23) u (3.22) i prevodjenjem u integral po E{k) pomocu zakona disperzije u 

dugotalasnoj aproksimaci j i (3 .20) , dobi ja se: 

^ 1 N.NyN, I _ 
4 7r2|^3/2 j ^ 

^3/2 

+ e 
dE . 

Uvodjenjem smena T = E/dir] — p/0, nakon parci ja lne integracije se dobija: 

U = - -
4 7r2l^3/2 

.^5/2 / r_ 
J 1+ e-'-'n 

(3.24) 

Uz ima juc i u obzir da se radi o n isk im temperaturama, gornja granica integrala moze da se 

zameni sa +oo jer je Ej, > 0. Zbog toga posle smene ^ = T - TJ, gornji izraz prelazi u : 

oo 
_ 1 i W V , 5/2 , f / 2 ± _ J _ ^ . (3.25) 

- n 

N a apsolutnoj nu l i negat ivni izvod Fermi jeve funkci je jednak je s ingularnoj (5-funkciji. To 

ponasanje ostaje kva l i ta t i vno sacuvano u celom podrucju degeneracije. Drug im rec ima, funkci ja 

1 / ( 1 + e^) se menja samo u okolini nule. Zbog toga se p rv i faktor u prethodnom integralu moze 

razv i t i u red oko ^ = 0: (^ + rjf^' = 7/̂ /2 + |^^3/2 ^ ^ ^ 2 ^ 1 / 2 ^ _ 

2 0 

Po pretpostavci 77 je vel ik i broj^, a kako doprinosi integralu u podruc ju ve l ik ih apsolutnih 

vrednost i promenl j ive f eksponencijalno opadaju, to se donja granica integrala moze zamenit i sa 

- 0 0 , je r je greska uzrokovana tom aproksimaci jom zanemarl j ivo ma la . C lanov i u prethodnom 

razvo ju sa neparn im eksponentom od ^ ne doprinose integra lu, a izvod Fermijeve funkcije ne 

men ja se zamenom ^ —»• Razmat ran je se ogranicava n a kvadratne clanove po temperatur i -

v is i doprinosi se zanemaru ju . N a t a j nac in , uz koriscenje Beselove funkci je 7z-tog reda 

J2 

+00 
^ 2 n ^ 

e^ + 1 
dx , (3.26) 

ko ja za 71 = 1 , i m a vrednost J 2 = — , dobi ja se da je negat ivna vrednost integrala / iz i z raza 

(3 .25) : / = 7/5/2 1 + 
57r 2\ 

8772 
, odakle zamenom u (3.25) sledi 

1 + 
57r2 

M / 
10 7r2]4^3/2 

I z uslova jednakost i ukupnog bro ja elektrona i moguceg bro ja n j ihovih s tan ja : 

(3.27) 

(3.28) 

( iV = N^NyNz), te se nalazenjem odgovarajuceg izvoda dobi ja se: 

1 — ( ^ - V 

8 \ ^ l J 

' ' R a d i se o n isk im tempera turama. 
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gde je jx^ = p^ = ( 67 r2H^3 /2^2 /3 , vrednost hemijskog potencijala^ n a ^ = 0. U saglasnosti sa 

vec uc in jen im aproks imaci jama ovu jednacinu t reba resit i isk l juc ivo do kvadra tn ih clanova po 

temperatur i , sto vodi do i z raza 

12 
(3.29) 

ko j i pokazuje zavisnost hemijskog potenci ja la od temperature. 

Zamenom (3.29) u (3.27) dobija se izraz za unut rasn ju energiju elektrona idealne s t rukture: 

1 + 
bn^ r 6 \ 

P r e m a : 

sledi: 

C = 

Cb = 

12 

N de ' 

2 m ^ 

V M w , / 
(3.30) 

(3.31) 

(3.32) 

Ova j izraz predstav l ja toplotni kapacitet elektrona po jednom atomu^ u idealnom k r i s ta l u , odakle 

se v id i da je on l inearno proporcionalan temperatur i . 

P r i l i kom racunan ja entropije polazimo od i z raza za slobodnu energiju elektronskog gasa: 

(3.33) 

Prevodjenjem sume po u integral , na is t i nacin kao u prethodnom s luca ju kod iz racunavanja 

unutrasnje energije i uvodjenjem is t ih smena i aproks imaci ja gornji izraz postaje 

IN^NyN 
15 7r2VF3/2 ^ 1 + 

57r2 r e v 

8 Vm 

odakle se zamenom (3.29) u (3.34) dobija: 

^ = > M . 1 + 
57r2 / e 

12 Vm^o') 

K a k o je entropi ja: 

to sledi: 

^^_3kgdF 

Sb = 

2N de ' 

2m 60 
V i d i se da je entropi ja numer ick i jednaka toplotnom kapaci tetu elektrona. 

(3.34) 

(3.35) 

(3.36) 

(3.37) 

^Indeks b - upotrebl jen je d a bi se is tak l i „balkovski" rezul tat i , koje cemo kasnije poredit i sa rezul ta t ima za 

filmove. 

^Predpostav l j a se d a i m a jedan elektron po elementarnoj celi j i (p r imi t i vna cel i ja i razredjen elktronski gas: 

jedan elektron po a tomu) . 
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4. E lek t ron i u film-strukturama 

U prethodnoj glavi is t razeni su spektr i i s tan ja naelekt r isanja i nj ihov udeo u termodina­

mici neogranicenih s t r uk tu ra . Pr imen ju juc i is t i pr istup ovde cemo odredit i iste karakter is t ike 

naelekt r isanja, al i u k r i s ta ln im film-strukturama. 

4 . 1 . S p e k t r i i s t a n j a e l e k t r o n a 

Hami l ton i jan vezanih elektrona u t ank im k r i s ta ln im filmovima mozemo formirat i polazeci 

od „balkovskog" hami l ton i jana (3 .1 ) , odnosno (3 .4) , ko j i u aproksimaci j i na jb l iz ih suseda i m a 

razv i jen i obl ik: 

H = E ^nxnynzatxnynz ^niUyUz ~ ^ j j ^ ^ ^ ^ ^ ^ X 
nxtiy'n.z UxTfiyUz 

X {^nxnyUz; nx + \,nynz anx-\-'i.,nynz t WnxnyUz; nx-l,nynz 7̂1̂ :-1,71̂ 712 + ( ^ - l ) 

+ Wnxnynz;nxny+l,nz ^Uxny+l^nz + Wnxnynz;nxny-l,nz 0,n^ny-\,nz "1" 

" I " ^^nxnynz;nx'nynz-\-'i. Onxnj,nz-|-l "t" ^^nxnynz;nxnynz — i a n i n ^ n z — l ) • 

Posto su granicne povrsine filma uzete normalno na z - pravac, indeks s lo ja Uz u (4.1) - uz ima 

vrednost i = 0,1,2, . . . , , gde je G [2, 20] kod u l t ra tank ih filmova. Indeksi i 

ny, ko j i odredjuju polozaj a toma u svakom sloju mogu ima t i proizvoljne celobrojne vrednosti 

(prakt icno, od -oo , do -|-oo). 

Z a raz l i ku od idealnih beskonacnih s t r uk tu ra , realni k r i s ta l i ne poseduju osobinu translacione 

invar i jan tnost i . Postojanje izvesnih granicnih uslova, jedan je od uzroka narusenja simetr i je. S is­

temi koj i i m a j u dve paralelne granicne povrsine naz iva ju se filmovima. Posmat ra se idealni tank i 

film kubne kr is ta lne s t ruk tu re , nacinjen na substratu nek im tehnicko-tehnoloskim postupkom 

(naparavan jem, spaterovanjem i s L ) . P o j a m idealni film kor ist i se u smis lu nenarusenja kr ista lne 

s t ruk ture (bez pr isus tva defekata, pr imesa i s L ) , a ne u smislu prostorne neogranicenosti. D i -

menzi je filma su takve da je on u XY r a v n i m a beskonacan, a u ^ p ravc ima i m a konacnu deblj inu 

(L). Znac i da ovaj film poseduje dve beskonacne granicne povrsine paralelne XY r avn ima i to 

za: z = 0 i z = L ( s l i ka 4.1). 

Zbog izmenjenih uslova na granicama filma, uzecemo da je: 

\{nz<0;nz>Nz) _ n . A{'^<nz<Nz-l) _ a . 
^ nxUynz — " 1 nxUyriz ~ ^ ' 

A„ , „^o = A ( l + £ i ) ; A„ , „^ iv, = A ( 1 + £2) , (4.2) 

gde je A - energi ja elektrona n a cvoru kod beskonacnog k r i s ta la . Povrs insk i parametr i ei i £2 

(ko j i mogu b i t i > 0 i / i l i < 0 ) i z razava ju re la t ivnu promenu ove energije n a granicama filma. 

Mat r icne elemente elektronskog preskoka sa s lo ja n a s lo j , mozemo iz raz i t i : 

^ {0<nz<Nz) ^ xr^ (0<n .<Ar . ) ^ ^ ( 0 < n . < A f . - l ) ^ ^ {l<nz<Nz) ^ ^ 
nxnynz\nxii\,nynz nxnynz;nxnyii\,nz nxnynz;nxnynz+l nxnynz;nxnynz — l 

^^nxnyO;nxnyl 
^W{l + W,); WnxnyNz-l = W{1 + W2) (4.3) 

W ( " - < 0 ) ^ yy ir^^>Nz) ^ 
nxnynz;nxnynz — \ ' 

gde je W - konstanta elektronskog t ransfera idealnog k r i s ta la . Povrs insk i parametr i wi, W2 

(mogu b i t i > 0 i / i l i < 0) opisuju re la t ivnu promenu matr icnog elementa elektronskog t ransfera 

(W) izmedju granicn ih i n j i m a susednih slojeva filma. 



Zeljka. Pavlovic: Termodinamika elektronskih filmova, diplomski rad 19 

S l i k a 4 . 1 : Presek modela kristalnog filma u X{Y)Z ravni 

E lek t ronsk i hami l ton i jan tank ih k r i s ta ln ih filmova mozemo sada napisat i u obl iku: 

H = Hz + Hp , 

Nz-l 

mxTnyViz A 0.m.xmymz {P'mx-\-'i^,m.ymz 4" — l ,mj ,m2 " I " 
mxTUy mz=l 

" I " ajjixmy+l,mz " I " ̂ TOxm;; — l , m r "t" arnxmyviz+i " I " a.mxmymz — l) 

Hp = E {^ixmyO [C^ + ^l) ^amxmyO-W(l + Wi)amxmyl] + 
mxruy 

+ (^mxmyNz [ (1 + ^ 2 ) A amxmyNz " ^ ^ ( 1 + f « 2 ) a m . m , J V , - l ^ -

~ ^^mxrriyO ( " m i + l . m y O + amx-l,myO + Clmxmy+lfi + O'mxmy-l,o) — 

~ ^^tixmyNz i^rnx+l,myNz + O-mx-l^myNz + Cmxmy+l,Nz + « m x m j , - l , y v j } • 

(4.4) 
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Pomocu tako prethodno definisanog hami l ton i jana, najpre cemo izracunat i jednocesticne 

ant ikomutatorske Gr inove funkci je: 

(4.5) 

koje odredjuju ravnotezna svo js tva elektrona u t ank im k r i s ta ln im f i lmovima (v idet i Dodatak 

6.1.). 

E lek t ronske Gr inove funkci je se mogu iz racunat i mikroteori jskom procedurom n a sl ican nacin 

kao sto je uradjeno u prethodnoj g lav i . Potrebno je pre svega formirat i jednacine k re tan ja 

di ferenciranjem prethodnog iz raza po vremenu: 

in — Gnj:nynz;mxmymz{t) — ^ ( 0 ^nxnynz;mxmymz + 

+ 

(4.6) 

i i z racunat i odgovarajuce komutatore ( i s t im postupkom kao i za idealne s t ruk tu re ) , nakon cega 

dobijamo: 

ih ^ Gn,A{t) = ih S^rn m + AG^M^) -

- W Gn^+i^nynz\m{t) + Gnx-l,nynz;m{'t) + Gnxny+l,nz;m{'t')+ (4.7) 

+ Gn^ny-l,nz\m{t) + Gnxnynz+l]m{i) + Gn^nynz-l^mit) • 

Uvodjenjem vremenske i delimicne^° prostorne Fur i je- t ransformaci je: 

CO 

Gnxnynz-Mt) = ^ E j ^ ^K^^^^^ir^x-mx^kyayiuy-my)] ^~^-^Gnz;mz{k.,ky-u) (4.8) 

A _ A „ A = ^ „t(A:xax(nx-mx)-|-fcj,aj,(nj,-7nj,)] c 
'^nxmx^nymy"nzmz MM ' •' ^UZTUZ I 

^^""^^y kxky 

(gde je : — 0,1,2,...Nz i ax = ay = a), te zamenom gornj ih t ransformaci ja u jednacinu 

k re tan ja (4.7) dobi ja se: 

[huj - A + 2W{cosakx + cosaky)]Gnz;mz{kxky;uj) + 

+ W[Gnz+Umz{kxky;oj) + {kxky;u)] = — 

ko ja vaz i z a 1 < < iV^ - 1. Ukol iko je = 0, jednacina k re tan ja i m a obl ik: 

ih ^ Gn^nyO;A{t) = ih Sn^mx^nyTny^O,mz <5(0 + 

+ ( 1 + S,)AGnxnyO;rn{t) - ( 1 + Wr)WGnxnyl;rn ' 

- W Gnx+l,nyO;rni't) + G ' n x - l , n j , 0 ; m ( 0 + G„^nj , + l , 0 ;m(^ ) + G „ ^ n j , - l , 0 ; m ( 0 

(4.9) 

(4.10) 

^ " P r o s t o r n a Fur i je - t ransformac i ja mora bit i de l imicna {nxnyUz) —>• {kx,ky,nz) j e r je posmatrani sistem 
ogranicen duz z -pravca . 
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Uvodjenjem Fur i je - t ransformac i ja , uz uslov = 0, dobi ja se 

[?iuj - {l+ei)A + 2W{cosakx + cosaky)]Go-mAkxky;io)+ (4.11) 

U s luca ju = 1 , jednac ina k re tan ja ce b i t i : 

ih ^ Gn^nyl;A{t) = ih bn^rnjriymyhmz K^) + nxny\;m.{t) " 

- ( 1 + Wi)WGnxnyii; fn-W [Gnx^i,nyl-At) + G-I,nyX;rn{t)+ (4.12) 

+ Gn^ny + lXmi't) t- Gnxny-\^-,0i{i) t Gn^ny2-,rh{f') • 

Analogn im postupkom kao u prethodnom s luca ju , preko Fur i je - t ransformaci ja (4 .8 ) , dobija se: 

[hjj - A-\r2W{cosakx-\-cosaky)]Gi-rnAkxky;u))+ (4.13) 

iU 

+ W [G2-mAkxky\u) -h ( 1 + wi)Go.„,,{k:,ky;u)] = — , 

dok se za = iVz — 1, i s t im proracunom dobija: 

[hoj - A+ 2W {cos akx +cos aky)] GNz-i;mAkxky;u;)+ (4.14) 
ih 

+ W [GNz-2;mz{kxky;u;) + {I + W2)GNz;mXkxky;u)] = — ^ 7 V , - l , m . • 

Z a s lucaj riz = Nz, jednac ina k re tan ja se n a is t i nacin svodi na : 

[hu; - {l + S2)A + 2W{cosakx +cos aky)]GNz;mAkxky;oj)+ (4.15) 

ih 
+ {1 + W2)WGNz-l;mz{kxky;u;) = — Sj^^rn, • 

Sada mozemo formirat i sistem od jednacina (4 .9) , (4.11) i (4.13-15). Svaku od ovih jednacina 

delimo sa W, p r i cemu uvodimo oznake: 

u) A 
g = h— - — + 2 {cosakx + cosaky) ; (4.16) 

ih 
Gnz;mz{kx-iky',U)) = Guz i ^ r i z ~ 27rH^ ^nz,mz 

( indeks je „parazitski" - v idet i Dodatak 6 .1 . , pa je ovde izbacen). Pomenut i sistem jednacina 

i m a onda obl ik: 

( e - £ i ) G ' o + ( l + w i ) G i = /Co 

( l + w ; i ) G o + ^ G i + G'2 = / C i 

G\ Q G2 + Gz = IC2 

Gnz-xtQGnz+Gnz+X = fCuz (4.17) 

GNZ-3 + Q GNZ-2 + GNZ-I = ^Nz-2 

GNZ-2 + Q GNZ-1 + {'^ + W2) GNZ = ICNZ~1 

{1 + W2)GNZ-\+{Q-£2)GNZ = K^Nz 



Zeljka Pavlovic: Termodinamika elektronskih filmova, diplomski rad 22 

Ova j s istem diferencnii i algebarskih jednac ina sadrzi + 1 nepoznat ih Gr inov ih funkci ja : 

Go, G-i, 6*2, • • • , GN^. N a osnovu opstih algebarskih stavova, jasno je da se nepoznate 

mogu i z raz i t i kao: 
r T>nz 

gde Driz p redstav l ja odgovarajucu „zamensku" determinantu, a DN^+I - determinantu sistema 

U c i l ju osnovnog zadatka ovog is t raz ivan ja , a to je odredjivanje elektronskih energija, pot-

rebni su nam polovi Gr inov ih funkc i ja (v idet i Dodatak 6.1.), ko j i se dobi ja ju kada iste teze 

beskonacnosti , sto znaci da mora b i t i : 

T>Nz+i = 0 , (4.18) 

T^Nz+iig) = 

Q-Si l + w i 0 0 

l + Wl Q 1 0 

0 1 Q 1 

0 0 

0 0 

0 0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 0 

0 0 

0 0 

1 Q 
0 1 

1 

Q 

0 

1 + U 2̂ 

(4.19) 

• 0 0 1 + ^ 2 Q- ^2 

VNz+iig) p redstav l ja determinantu s is tema i moze da se napise u razvi jenom obl iku: 

VNz+i{g) = (g-£i){g-£2) PNz-i-[{i + m?(Q~^2) + 

+ (1 + W2f {g - £l)l VNZ-2 + ( 1 + Wif ( 1 + W2f VNZ-3 , 

(4.20) 

gde je karak ter is t icn i Cebisevl jev pol inom druge vrste (v idet i Dodatak 6.2.). 

Uslov (4 .18) , u opstem s luca ju , moze da se resi numer ick i za zadate parametre £1/2,^^^1/2 i 

Nz, al i i ana l i t i ck i kada je : £ 1 / 2 = ^ 1 / 2 = 0. 

Drug i pomenut i s luca j , ko j i cemo ovde jedino razma t ra t i , odgova f i lm-s t ruk tu r i ko ja je 

„isecena" izbeskonacne. T a d a j e : 

s in ( iV , + 2)C 
VMz+iig)^VNz+i{0 = 

/z = 1,2,3, . . . , i V , + l . 

g = 2 cos C . 

I z uslova (4 .18) , t j . za VNZ+I = 0, dobi ja se: 

~ iV , + 2 ' 

N a osnovu ovoga i jednacine (4.16) nalazimo: 

h u)^ = A. — 2W (cos akx + cos aky — cos C^) , 

gde je cos = - cos akz{u) , u = -\- 2 - fi, a 

u = 1,2,3, ...,Nz + l . 

(4.21) 

(4.22) 

(4.23) 

(4.24) 
a iV , + 2 ' 

Zamenom ovih re lac i ja u (4.20) i uz imajuc i u obzir da je E-j^{y) = i A = %W, sledi: 

£j.{u) = Tkxky + GU^) , (4.25) 

akr ak 

AW ' 
J^k^ky = sin^ + sin^ ; Qkz{i^) = sin 

. 2 o-kz{i') 
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Iz raz (4.25) predstav l ja zakon disperzije slabo vezanih elektrona u f i lmu (graf icki je pr ikazan 

n a s l i d 4.2 levo) i i m a i s tu formu kao izraz (3.21) dobijen za idealne neogranicene s t ruk ture , 

s raz l ikom sto je tamo kz prakt icno kont inualno promenl j ivo (u in terva lu [0,7r/a])^^ kao sto 

su kx i ky, a ovde je diskretno - dato izrazom (4.24) . N a sl ic i 4.2 ( levo) pr ikazan je zakon 

disperzi je elektrona u f i lmu, gde je izmedju isprekidanih l i n i j a predstavl l jena zona kont inualnih 

dozvoljenih energi ja u idealnim (neogranicenim) s t r uk tu rama , dok su pun im l i n i j ama oznacene 

diskretne vrednosti e lektronskih energija u f i lmu. 

S l i k a 4.2: Zakon disperzije (levo) i energetski gep (desno) elektrona u filmu 

Pored toga, uocava se da je : 

f^min ^ J^rn^n ^ q . ^ m m ^ l_ > q ^ ^426) 

posto je u p i tan ju tanak f i lm, odnosno: Nz C {Nx,Ny) i : 

rmax _ imax _ ^ . imax _ ^ Nz + I TT 

Izmedju min imalne i maks imalne vrednosti za kz, pa prema tome i za Sj^, postoj i jos Nz — 1-a 

d iskre tna vrednost. 

U sk ladu sa gore pomenut im, dolazimo do zak l jucka da elektronski spektar u tankom fi lmu 

poseduje dva energetska gepa (s l ika 4.2 desno), donji g i gornji h: 

( indeks / oznacava f i lm, a h beskonacnu s t r uk tu ru ) . 

Posmat ramo samo „desnu" polovinu (fcj > 0, j = x, y, zna juc i da je on ogledalski s imetr ic in na levu st ranu. 
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V i d i se, a i n a sl ic i 4.2 je to graficki predstavl jeno, da velicine gepova naglo opadaju sa deblj i-

nom filma ( kvad ra tna zavisnost) . To znaci da je n j ihova p rak t i cna egzistencija vezana samo za 

u l t ra tanke (nano) s t ruk ture . 

Osnovna posledica posto janja energetskih gepova je „suzenje" zone dozvoljenih energija elek­

t rona: 2 

AS = (AS)^ ^ {A£\ (g + fe) = 1 - ^ ^ J ^ . (4.29) 

S i r i n a energetske zone elektrona kristalnog filma veoma brzo (parabol icki ) pr ibl izava balkovskoj 

vrednosti , kada se deblj ina filma povecava, t j . kada raste broj slojeva Nz- Z a izuzetno tanke 

filmove {A£)j je veoma uska, dok za Nz —> oo ona tezi ( A 5 ) j , . 

4 . 2 . T e r m o d i n a m i k a t a n k i h filmova 

U prethodnim razma t ran j ima elektronskih svojs tava k r i s ta ln ih filmova anal iz i ran je u t ica j 

granicn ih energetskih parametara i debljine filma na energetski spektar elektrona. Poredje-

n jem dobijenih rezu l ta ta sa balkovskim uocene su znacajne razl ike koje su posledica dimenzione 

ogranicenosti filma. N a osnovu toga moze da se ocekuje da ce se termodinamicka svojstva 

filma i idealnih s t r u k t u r a raz l ikovat i . S l icn im postupkom, kao u s luca ju beskonacnih k r i s ta la , 

ovde cemo ana l iz i ra t i termodinamicke velicine elektronskog podsistema kao sto su toplotni ka­

pacitet i entropi ja. Poznavanje ovih vel ic ina veoma je znacajno sa aspekta superprovodnosti -

n j ihov im merenjem i eksper imentaln im odredj ivanjem dobi ja ju se informaci je o superprovodnim 

paramet r ima. 

4.2 .1 T o p l o t n i kapac i te t e l e k t r o n s k o g p o d s i s t e m a 

Pr i l i kom ove anal ize zakon disperzije elektrona u filmu (4.25) uz ima se u dugotalasnoj aproksi­

mac i j i i sa na jn izom mogucom vrednoscu komponente kvaz i impu lsa kz (samo donji energetski 

gep), kako se to obicno u l i te ra tu r i kor is t i , tako da se energi ja elektrona dobi ja u sledecem obl iku: 

Eik) = Wa'e + A- A = W f ^ r r ^ ) ' • (4.30) 

Z a izracunavanje toplotnog kapaci teta elektrona u t ank im filmovima polazimo od i z raza (kao 

i u s luca ju idealnog k r i s ta la ) za unut rasn ju energiju elektronskog gasa (3.22) , s tom razl ikom 

sto kor ist imo sledeci prelaz od sume na integral^2: 

Kx Ky Kz Q ^ ' " t " 0 

gde su Nf = NxNy{Nz + I) i k'^ = kl + kl- Zamenom iz raza (4.30) i (4.31) u izraz (3.22) on 

prelazi u : 
kmax 

^f = ^ f dk. (4.32) 
2w J e e + 1 

P r imen ju juc i is t i postupak iz racunavan ja integrala kao u poglavl ju 3.2. (prelaskom na integral 

po energi j i , uvodjenjem is t ih smena, zamenom gornje granice integrala sa -|-oo) dobija se: 

12 Zbog ogranicenosti modelne s t rukture samo duz z -pravca , najzgodni je je bilo i zabra t i c i l indricne koordinate. 



Zeljka Pavlovic: Termodinamika elektronskih iilmova, diplomski rad 25 

ATTW 

oo 

/ 
s-n 

e « + 1 
(4.33) 

Nakon parci ja lne integracije integrala iz prethodnog iz raza sledi: 

(52 

S-r, 
+ 

•d^ (4.34) 

gde je zbog rj^ 6, je r je 6 ma la ve l ic ina {6 0 ) , donja gran ica integrala zamenjena sa -oo . Iz 

t i h razloga se vrednost prvog i z raza u uglastoj zagradi moze zanemar i t i , a integral se svodi n a 

t ip in tegra la (3 .26) , tako da njegova negat ivna vrednost iznosi — + rj^, odnosno sledi da je : 

(4.35) 

K a k o je i u s luca ju f i lma ukupan broj elektrona jednak mogucem bro ju n j ihov ih (energetskih) 

s tan ja , to se nalazenjem izvoda energije po \i, pr i konstantnoj tempera tur i , odnosno primenom 

(3 .28) , dobi ja da je hemi jsk i potenci ja l elektrona u f i lmu jednak: 

11^ = 6 7 r l ^ (4.36) 

t j . ne zavis i od temperature. Med ju t im, ako se u i z razu (4.34) ne zanemari vel ic ina b vec pr imeni 
l inearna aproksimaci ja^^ razvo ja ( 1 + e ' 5 - ' ' ) - i ~ i _ g dobi ja se da je : 

(4.37) 

odakle, t r a i ec i l imes kada ^ ^ 0, sledi da je hemi jsk i potenci jal n a temperatur i T = 0 K : 

N a osnovu i z raza (4.35) i (4 .37) , te (3.31) dobija se da je toplotni kapacitet elektrona u f i lmu 

( u ovoj aproks imaci j i ) l inearna funkc i ja temperature 

2p 
(4.38) 

U okv i ru ove aproksimaci je nismo dobili n ikakve znacajne razl ike kako u zavisnosti hemi j ­

skog potenci ja la od temperature (ko ja kod idealnih k r i s ta la , iako vr lo s laba, posto j i ) , tako i o 

temperaturskoj zavisnost i toplotnog kapaci teta. Bez obzira n a ovo, poredeci (4.38) sa (3.32) , 

uocl j iv je raz l ic i t koeficijent pravca l inearne temperaturske zavisnost i toplotnog kapaci teta f i lma 

i ba lka. To ukazuje n a postojanje slabog u t i ca ja granica s istema, na izmenjeno termodinamicko 

ponasanje f i lm-s t ruk tu ra . 

' ^ L i n e a r n a aproks imaci ja u ov ima ana l i zama je opravdana zbog l inearne dugotalasne aproksimaci je sinusa iz 

zakona disperzi je , tako d a nema razloga d a se ide n a vise clanove (jer je a^k^/2m* ~ 6). 
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R a d i poredjenja ovih rezu l ta ta sa odgovarajucim za idealne (neogranicene) kr is ta le , uvodimo 

sledece oznake: ^ 

Co = ^ ; — = x, (4.39) 

sto nam omogucava da potrebne velicine pretvorimo u bezdimenzione, kako bismo graficki mogli 

da prikazemo nj ihovu zavisnost od temperature. Zamenom re lac i ja (4 .39) , u izraz za toplotni 

kapacitet e lektrona u neogranicenim s t ruk tu rama (3.32) i film s t r uk tu rama (4.38) , oni , respek­

t ivno, posta ju : 

Cb = ^ = {l^x^l.24x; Cf = ^ = x. (4.40) 

Ono sto se odmah uocava iz i z raza (4.40) je l inerana zavisnost toplotnog kapaci teta elektrona u 

oba ana l i z i rana s is tema ( f i lm i b a l k ) , s tom razl ikom sto je u filmu njegov koeficijent nesto nizi 

(s l i ka 4.3 ( a ) : k r i v a 1 predstav l ja zavisnost toplotnog kapaci teta elektrona u ba lku , dok k r i v a 2 

predstav l ja i s t u zavisnost u filmu). 

Sa slike je evidentno da , prakt icno u celom relevantnom temperaturskom in terva lu , toplotni 

kapacitet l inearno zavis i od temperature i u film-strukturama, al i je , za raz l i ku od masivn ih 

uzoraka, ovde t a zavisnost „manje s t r m a " . Drug im rec ima, toplotni kapacitet filma i m a nize 

vrednosti n a i s t im tempera tu rama nego neogranicene s t ruk ture . F i z i c k i bi to znacilo da je z a 

zagrevanje filmova od - do nekih temperatura potrebno ulozi t i vecu energiju nego od - do is t ih 

tempera tu ra za masivne uzorke^^. 

S l i k a 4.3: (a) Zavisnost toplotnog kapaciteta elektrona od temperature 

(b) Zavisnost entropije elektrona od temperature 

Deo energije se „trosi" n a akt ivaci ju elektronskog podsistema, pa tek tako nasta l i podsistem moze d a ucestvuje 

u t ranspor tu toplote. 
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4.2.2 E l e k t r o n s k i udeo u e n t r o p i j i 

I s t i postupak kao u prethodnom s luca ju primenicemo sada za izracunavanje entropije pod­

sistema elementarnih naelekt r isanja u f i lm-s t ruk tu r i , polazeci od i z raza za slobodnu energiju 

(3 .33) . Nakon iz racunavan ja slobodne energije uz iste rezone (smene i aproksimaci je) kao p r i ­

l ikom iz racunavan ja unutrasnje energije, dobi ja se: 

Ff = -
4wW 

{rj-S)ln{l+ e - ^ ) - ^ i ^ f ^ - l J e 
yi J y ^ ) 2( e ^ - ' J - M ) 2 J ^ 

1 

2{e^-^ + l) 2 J ^ d^l+ 
— oo 

Uz ima juc i aproks imaci ju l n ( l e '^~^) x rj — 6, gornji izzraz prelazi u : 

{6 - r,)' 

(4.41) 

7^ 

2( e ^ - ' J + 1) ^ 6 

N a osnovu vec obrazlozenih i napred ucinjenih aproks imaci ja , te zamenom iz raza (4.37) i p r i ­

menom (3.36) dobi ja se elektronski udeo u entropij i t ank ih f i lmova: 

2 2p^, 
(4.42) 

Dobijene rezul tate za entropi ju elektrona u f i lm-s t ruk tu rama uporedicemo sa odgovarajucim 

u neogranicenim k r i s ta l ima , pa stoga uvodimo pomocne oznake: 

So = 
0 

= X 
2 

Nj ihovom zamenom u izraze (3.37) , odnosno (4.42) dobi ja se: 

(4.43) 

St, 

So 
Sb = — = \l- X 1.24 X ; Sf 

So 
(4.44) 

Ove zavisnost i predstavl jene su n a slici 4.3 ( b ) , odakle se v id i da je entropi ja u f i lmu ( k r i v a 

1) veca u odnosu n a beskonacne s t ruk ture ( k r i v a 2 ) , naravno, poredeci i h n a isto j temperatur i . 

S obzirom n a predominantnu l inearnu temperatursku zavisnost, jasno je da je koeficijent pravca 

z a entropi ju f i lm-s t ruk ture veci nego balkovski . K a k o je entropi ja mera neuredjenosti s istema, 

dolazimo do zak l jucka da su f i lmovi neuredjeni j i termodinamick i sistemi i da je podsistem nosi­

laca naelekt r isan ja u s tan ju koje je uvek blize ravnoteznom s tan ju nego is t ih u neogranicenim 

s t ruk tu rama . T a k v o ponasanje f i lm-s t ruk tu ra j a v l j a se kao posledica dimenzione ogranicenosti. 
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5. Zakl jucak 

U radu su is t razeni i anal iz i ran i energetski spektr i (moguca energetska s tan ja) elementarnih 

nosi laca naelekt r isan ja u k r i s t a l n im , idealnim beskonacnim i film s t ruk tu rama , sa pr imi t ivnom 

kubnom resetkom, n a osnovu cega se doslo do sledecih vazn i j ih rezu l ta ta . 

1. Ove analize su pokazale bitne razl ike u zakonu disperzije naelekt r isanja u pomenuta dva 

s is tema, kao isk l juc ive posledice posto janja granica film-struktura, u ko j ima energetski 

spektr i poseduju dva gepa. Vel icine gepova zavise od debljine filma i veoma brzo opadaju 

sa n jen im povecanjem. 

2. Postojanje granicnih uslova i m a za posledicu promenu sir ine energetske zone elektrona. U 

odnosu n a zonu dozvoljenih energi ja idealnih s t r uk tu ra sa prakt icno kont inualn im raspore-

dom, zona elektronskih dozvoljenih energija u filmu je izraz i to d iskre tna i uza . Povecanjem 

bro ja slojeva filma povecava se broj d iskretn ih s tan ja unutar zone dozvoljenih energija, kao 

i sama s i r i na ove zone. 

Izmenjenost zakona disperzije i energetskih s tan ja elementarnih nosi laca naelektr isanja u 

filmovima uzrokuje izmenjeno termodinamicko ponasanje ovog sistema. Rezu l ta t i sprovedene 

teorijske anal ize pokazuje sledece zakonitost i . 

1. E lek t ronsk i udeo u toplotnom kapaci tetu film-struktura i m a is tu ( l inearnu) zavisnost od 

temperature, a l i sa smanjenim koeficijentom nagiba, dakle usled pr isustva ogranicenosti 

s istema toplotni kapacitet filmova je n iz i od odgovarajuceg ( i n a i s t im temperaturama) za 

masivne - neogranicene s t ruk ture . T o znaci da filmovi predstav l ja ju slabije toplotne ( a i 

e lektr icne) provodnike. 

2. Udeo naelekt r isan ja u entropi j i ogranicenih sistema pokazuje malo odstupanje od l inearne 

temperaturske zavisnost i , kakva je kod mas ivn ih uzoraka. V ise vrednosti koeficijenta na­

giba ukazu ju da su film-strukture neuredjeni j i termodinamick i sistemi od neogranicenih, 

aU i b l iz i ravnoteznom s tan ju . 
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6. Dodatak: Grinove funkcije i Cebisevl jevi polinomi 

U ovom delu bice date grube osnove teori je l inearnog o d z i v a i G r i n o v i h f u n k c i j a u f izici 

kondenzovane m a t e r i j e i k l j u c n i e lementi C e b i s e v l j e v i h p o l i n o m a ko j i se, kao ana l i t i cko resenje, 

j a v l j a j u u p r o b l e m u pr imene m e t o d a G r i n o v i h funkci ja^^ n a ogranicene s isteme. 

6 . 1 . M e t o d G r i n o v i h f u n k c i j a 

P o z n a v a n j e G r i n o v i h f u n k c i j a omogucava na lazen je energi je osnovnog s t a n j a s is tema , s p e k t r a 

i v rs te e l e m e n t a r n i h p o b u d j e n j a , z a t i m , t e r m o d i n a m i c k a s v o j s t v a u r a v n o t e z n i m i ne ravnotezn im 

s t a n j i m a p o s m a t r a n o g s i s t e m a . 

V e o m a b i t a n z a d a t a k s ta t is t icke fizike je na lazen je s redn j ih v rednost i d i n a m i c k i h ve l ic ina . 

Z a ve l ic inu A{x,t) s r e d n j a vrednost se definise kao: 

gde j e : 

{A{x,t))t = Sp {Aix,t)gt) , (6 .1) 

(6 .2 ) 

neravnotezn i s ta t i s t i ck i opera tor , a - ravnotezn i s ta t i s t i ck i operator^^. A k o se (6 .1) zameni u 

(6 .2) i i zvrse dve c ik l icne pe rmutac i j e o p e r a t o r a , dob i ja se: 

{A{x,t)Qt)^ Sp {S-\t,t,) A{x,t) e'ltrS{t,t,)QA , 
Hnt 

t j . : 

gde j e 

{A{x,t))t = {S~\t,t,)A{x,-t)S{t,t,)), , (6 .3) 

A{x,t) - exp A ( a ; , / ) e x p 
ih V ih J 

Sredingerov operator A{x,t), n a p i s a n u reprezentac i j i i n te rakc i j e . P i s a n j e m (•••)< oznacene su 

neravnotezne , a ( • • • )o ravnotezne srednje v rednos t i . S[t,t^) j e u n i t a r n i opera tor , t zv . m a t r i c a 

r a s e j a n j a : 

5 ( / , i J = T e x p ^Jdt'Wit') (6.4) 

A k o se ^ - m a t r i c a r a z v i j e u red i z a d r z i n a p r v a d v a c l a n a , sto odgovara l inearno j aproks imac i j i 

po in te rakc i j i W{t): ^ ^ 

S^\t,t,) = l ± - j ^ dt'Wit'), 

t a d a j e 

{A{x,t))t = {Aix, t)), + 1 j ^ ' dt'{A{x, t)fWit') - fW{t')A{x, 0 )o . (6 .5) 

Grinove funkcije su definisane u kvantnoj teorij i pol ja i , uglavnom, „barataju" sa kont inualnim promenl j iv ima. 

Nj ihova pr imena na fiziku cvrstog s tan ja omogucena je t ranslatornom invar i jantnoscu datog kristalnog uzorka. 

U ovom radu je pokazana mogucnost njihove primene i n a ogranicene - t ranslaciono neinvari jantne kristalne 

s t rukture . 

' ^ Z a iz racunavanje neravnoteznih srednj ih vrednosti najpogodnije je korist i t i ravnotezni operator velikog 

kanonickog ansambla : e'o = A^+I'^O-NO)/B^ j ^ ^ . ygjjj^^ kanonicka raspodela na jopst i ja (ona ukl jucuje zakone 

odrzan ja srednje energije i srednjeg b r o j a cest ica) . 
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K a k o hronoloski operator f deluje samo n a W(t'), ne mora se pisat i u gornjem iz razu . Izraz i m a 

smis la samo za / > t', pa se ispred proizvoda operatora A i W uvodi Hevisajdova step funkc i ja 

Q{t — t'), definisana n a sledeci nac in : 

zbog cega izraz (6.5) prelazi u : 

{Aix,t))t = {Aix,t)),+L{t,t,), (6.6) 

gde je : 
t 

L{t,t,) = ^Jdt'e{t - t'){A{x,t)W(t') - W{t')A{x,t)), (6.7) 

i naz iva se l inearn i odziv i l i reakc i ja s is tema n a spol jasnju per turbac i ju W{t). 

R a d i dalje anal ize l inearnog odziva potrebno je i zv rs i t i konkret izac i ju W{t). Jedna od opsti j ih 

formi hami l ton i jana spoljasnje perturbaci je je : 

H,nt{t') = J dx'B{x', t') s{x', t') , (6.8) 

pr i cemu su B{x',t') - operatori neke dinamicke vari jable B, a e{x',t') - funkci je koje nemaju 

operatorsku s t ruk tu ru i ponekad se naz iva ju C - bro jev ima. K a k o je : 

W{t) = exp ( - ^ ) H,nt{t) exp , (6.9) 

n a osnovu (6.8) i (6.9) operator W{t') ce b i t i : 

W{t') = j dx'B{x',t') e{x',t') , (6.10) 

gde je 

Bix',t') = exp ( ^ - ^ ) B{x',t')exp (?^^ (6.11) 

Sredingerov operator napisan u reprezentaci j i interakci je. Zamenom (6.10) u (6.7) dobi ja se: 

L(t,t^)=^j dx' j ' ^ dt'e{x', t') G{x, x'- t,t'), (6.12) 

gde je ve l ic ina: 

G{x, x'- t,t') = e{t- t'){Aix,t)Bix', t') - B{x', t')A{x, 0 )o (6.13) 

i naz iva se dvovremensica temperaturska retardovana funkcija Grina. Ona zavis i od 6iV + 2-e 

promenlj ive (dva pu ta po t r i prostorne i dve vremenske). Ako je prostor homogen (bez defekata, 

pr imesa i td . ) onda Gr inova funkc i ja , kao njegova fizicka karak te r is t i ka , ne zavisi od konfigura-

cionih koordinata x i x' ponaosob, vec od njihove razl ike x - x', pa se broj promenl j iv ih svodi 

n a 3A'̂  + 2. A k o or iginalni operatori ne zavise ekspl ic i tno od vremena, t j . A{x,t) = A{x) i 

B{x,t) = B{x) t ada Gr inova funkc i ja ne zav is i od vremenskih koordinata / i t' ponaosob, vec 

od njihove razl ike t - t' i ukupan broj promenl j iv ih se svodi n a 3A'̂  + 1. U tom s lucaju Gr inova 

funkc i ja (6.13) prelazi u : 

Gix,x';t,t') G(x-x',t-t') = 
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= e(t - t') [JAB(3: - x ' , t - t') - JBA{X - x ' , t - t')] . (6.14) 

Ovde su uvedene korelacione funkci je: 

JJ,B{X - x ' , t - t') = {A{x,t)Bix',t% • JBAix - x ' , t - t') = {Bix',t')A{x,t)), (6.15) 

koje u sebi sadrze svu neophodnu informaci ju o svo js tv ima posmatranog sistema. Upravo iz ovog 

razloga metod Gr inov ih funkc i ja i m a izuzetan znacaj u teori jskoj f izici kondenzovane mater i je. 

A k o se i zv rs i s imbol icka smena: a; —> n i x ' ^ m i postavi uslov t' = 0, izraz za Gr inovu 

funkc i ju moze da se napise u sledecem obl iku: 

Gfirnit) = {{Afiit) I ^ , ^ (0 ) ) ) = 0 ( O ( Mt) , ^ni (O) )o • (6.16) 

Z a na j rasprost ran jen i j i nacin iz racunavan ja korelacionih funkc i ja , pa prema tome i sv ih re l -

evantnih karak te r i s t i ka s istema, sma t ra se metod jednacina k re tan ja za Gr inove funkci je: 

d 

dAftjt) 

dt 
, ^nl (O) (6.17) 

Kor iscenjem Hajzenbergovih jednac ina k re tan ja ih—A(t) = [Anit), H{t)] za operatore f iz ickih 

d 
vel ic ina i osnovnih definici ja —Q{t) = 6{t), [A,B] = AB — BA, ovaj izraz se svodi na : 

Civ 

gde je C^if, korelaciona funkc i ja , C^rn = {[•Ayi{t),Brh{0)]). 

Pr imenom Furi jeove transformaci je vreme - f rekvenci ja: 

(6.18) 

/

+00 

-oo 
duj e-'-^GrirAiu) 

jednac ina (6.18) prelazi u 

ih 
hu G^^{u) = —Cn^ + ( ( An{t), H{t) \ . 

27r L J 

(6.19) 

(6.20) 

V i d i se da se Gr inova funkc i ja Gftifi,{u>) = {{Aft{t) \ i z razava preko nove - vise Grinove 

funkci je (( Aft{t) , H{t) \ V ise Gr inove funkci je se racuna ju na is t i nacin kao i 

obicne (pomocu jednac ina k re tan ja ) , te se tako dobi ja beskonacan n iz , tzv . h i je ra rh i ja vezanih 

jednac ina za odredj ivanje Grinove funkci je. D a bi se i i z racuna la t razena jednocesticna, a redje 

dvocesticna Gr inova funkc i ja mora se ovaj beskonacan red negde prek inut i koriscenjem neke 

dovoljno opravdane aproksimaci je. 

Interesantno je jos podvuci da Gr inove funkci je i m a j u i dubl j i f iz icki smisao. Naime, realni 

delovi n j ihov ih polova predstav l ja ju energije elementarnih pobudjenja dok reciprocne vrednosti 

imag inarn ih delova n j ihov ih polova odredjuju vremena z ivota t ih eksc i tac i ja . 

Pored toga, neophodno je dat i vezu izmedju ovih Gr inov ih funkc i ja i korelacionih funkc i ja 

koje, kao sto je napred vec receno, definisu i sve ostale fizicke karakter is t ike posmatranog sistema. 

O v a veza se i z razava preko spektralne teoreme: 

l i m fGs,^(c^ + iS) - G^rK{u - ib)\ ( e'^-/^ - l ) J^f{u) , (6.21) 

gde je J B A ^ ^ ) Fur i jeov t ransform korelacione funkcije J B A ^ ^ ) - Z a i = 0 korelacione funkcije 

(6.15) p reds tav l ja ju srednje vrednost i proizvoda odgovarajucih operatora. 
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6 . 2 . K a r a k t e r i s t i c n i p o l i n o m i C e b i s e v a 

Karak te r i s t i cne determinante obl ika: 

a; 1 0 0 

1 x 1 0 

0 1 x 1 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

•• 1 a; 1 0 

•• 0 1 a; 1 

•• 0 0 1 a: 

(6.22) 

koje odgovaraju raz l i c i t im vrednost ima, n = 2 ,3 ,4 , . . . , iV uz pretpostavl jene pocetne uslove: 

Voix) = 1 ; Vr{x) = X , (6.23) 

zadovol javaju sledecu rekurentnu relaciju^^: 

Vn+l{x) = xVn{x) - Vn-l{x) (6.24) 

i naz iva ju se Cebisevl jev im pol inomima druge vrste. 

Uvodeci smenu: x = 2cos<^, determinanta (6.22) moze se ana l i t i ck i t ransformisat i u : 

s in [ (n + 1) if] 

Nule Cebisev l jev ih pol inoma, koje slede iz uslova: 

Vn{^) = 0 , 

definisane su re laci jom: 
TT 

n + 1 
-u; = 1 , 2 , 3 , . 

(6.25) 

(6.26) 

(6.27) 

i i m a j u posebnog fizickog znaca ja je r definisu polove (s ingular i tete) Gr inov ih funkc i ja , a oni, sa 

svoje st rane, energije elementarnih eksci tac i ja i vreme njihovog z ivota. 

O n a predstav l ja homogenu diferencnu jednacinu drugog reda s a konstantnim koefici jentima. 
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