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S.Pelemis: Elektronski spektn u kvantnim zicama, dipLrad 3 

1 U V o d 

Jedan od vazn i j i h p ravaca i s t r a i i v a n j a u savremenoj fizici kondenzovane mater i je predstav-

I j a j u teor i jska i eksper imenta lna is t raz ivan ja osobina niskodimenzionih s is tema - makroskopskih 

k v a n t n i h s t r u k t u r a (superresetke, u l t r a t ank i f i lmovi , kvantne zice i kvantne tacke ) [ l ] . K o d 

ov ih s t r u k t u r a , na jvazn i je j e precizno s t ruk tu r i ran je mater i ja la do d imenzi ja reda vel ic ine na-

nometara, u po l j u elektronike, optoelektronike i v isokotemperaturske superprovodnosti . Feno-

meni povezani sa tako m a l i m d imenz i jama dovode do specif icnih po java i izmenjenih osobina 

mater i ja la [2]. 

Veoma je znacajno isp i t ivan je udela i u t i ca ja elektronskog podsistema na fizicke karakter is -

t i ke mate r i j a la , j e r su elektroni nosioci sv i h t ranspor tn ih i mnogih drugih fizicki interesantnih 

procesa [3,4]. 

U ovom r a d u ana l iz i ran i su e lekt ronsk i spektr i u k v a n t n i m z icama. I s t r a i e n j e ut ica j pos

to jan ja gran ica n a energetski spektar i moguca s tan ja e lekt rona. A n a l i z a je v rsena metodom 

dvovremenskih tempera tu rsk ih G r i n o v i h funkc i ja ko j i se danas veoma cesto kor is t i u kvantnoj 

teor i j i cvrstog s tan ja [4]. 

D a b i se izuci le posebnosti ka rak te r i s t i ka elektrona u k v a n t n i m z icama, u g lav i 2 su spomenute 

te iste karak ter is t i ke u neogranicenim k r i s t a l n i m s t r uk tu rama i t a n k i m filmovima, i na osnovu 

toga j e izvrseno poredjenje ov ih s t r u k t u r a . 
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2 Elektroni u kristalima 

Tiranslaciona inva r i j an tnos t idea ln ih k r i s t a l n i h s t r uk tu ra [1,2] namece per iodican (saper iodom 

k r i s ta lne resetke) obl ik mnogim fizickim ve l ic inama koje i h op isu ju (npr . per iodicna raspodela 

po l ja i potenci ja lne energije e lek t rona) . 

J e d a n od g lavn ih zadataka teori je cvrstog s tan ja je proucavanje promena diskretnog energet

skog spekt ra e lekt rona izolovanog atoma - p r i p r ib l i zavan ju a toma i obrazovanju k r i s ta lne s t ruk

tu re . U ovom procesu periodicno pol je k r i s t a l a i in terakc i ja medju a tomima dovodi do cepanja 

energetskih n ivoa elektrona slobodnih atoma. Posto se k r i s t a l moze t r e t i r a t i kao gigantski 

molekul , to kvan tna s tan ja elektrona u tom molekulu, zbog Paul i jevog pr inc ipa isk l jucenja, 

m o r a j u b i t i okarak ter isana raz l i c i t im k v a n t n i m b ro jev ima sto ima za posledicu formiranje citavog 

spekt ra energetskih n ivoa na mestu jednog nivoa u izolovanom a tomu [5-7]. Umesto jednog 

energetskog nivoa, jednakog za sv ih N izolovanih atoma, u cvrs tom te lu se po jav l ju je N blisko 

rasporedjenih n ivoa, k o j i obrazu ju energetsku zonu. Cepanje energetskih n ivoa j e na j iz raz i t i je 

za spol jasnje (valentne) nivoe, j e r se talasne funkci je spol jasnj ih va lentn ih elektrona susednih 

atoma medjusobno veoma p rek lapa ju , dovodeci do ko lek t iv iz i ranost i ov ih s tan ja , ko j ima se na 

t a j nac ina a tomi povezuju u k r i s t a l - g igantski molekul . 

O v i ko lek t i v i z i ran i e lekt ron i , ko j ima se inace opisuju na jka rak te r i s t i cn i ja svo js tva metala, 

n i su vezani sa a tomima k r i s ta lne resetke i mogu da se p remesta ju po celoj zapremin i meta

l a . Med ju t im , cak i kada e lekt ron napust i atom u k r i s t a l u , on se pod dejstvom primenjenog 

elektr icnog po l j a ne krece slobodno vec je podvrgnut u t i c a j u k r is ta lnog pol ja . Ova j u t ica j se 

moze usrednjeno uzet i u obzir uvodjenjem efektivne mase kvaz is lobodnih nosi laca naelektr isanja 

[7]. Thkodje, zbog specif icnosti k re tan ja elektrona u k r i s ta lnom po l ju , anomalnog ponasanja 

kvaz is lobodnih e lektrona n a k r a j e v i m a valentne zone, uvodi se p o j a m kvazis lobodnih nosilaca 

naelekt r isan ja - sup l j i na . 

2.1 M o d e l k v a z i s l o b o d n i h e l e k t r o n a 

V e l i k i bro j v a i n i h fizickih osobina mogu se razumet i polazeci od modela slobodnih elektrona 

po kome se na js lab i je vezani e lektroni a toma k recu slobodno po zapremin i meta la . Va lentn i 

e lektroni pos ta j u provodnic i e lekt r ic i te ta i naz i va ju se provodni e lekt roni . S i le izmedju provod-

n i h elektrona i j ona se zanemaru ju , t j . sma t ra se da se provodni e lektroni mogu k re ta t i svuda u 

unutrasnjost i uzorka. U k u p n a energi ja j e jednaka k inet icko j , sto znac i da se potenci ja lna ne uz-

i m a u obzir [5-7]. K l a s i c n a teor i ja j e ima la nekoliko uspeha, a l i i nedostataka. U uspehe spadaju 

izvodjenje Omovog zakona (J = tjE) i izvodjenje veze izmedju elektr icne i toplotne provod-

nost i . Med ju t im , to ta ln i neuspeh j e dozivela u ob jasnjen ju toplotnog kapaci te ta i paramagnetne 

susceptibi lnost i provodnih e lekt rona. Z a t i m , pomocu k lasicne teori je ne moze da se objasni pos-

to jan je dugog slobodnog p u t a e lekt rona. Pomenute pojave uspesno se op isu ju pomocu modela 

kvaz is lobodnih e lekt rona. 

2.1.1 E n e r g e t s k e z o n e 

Nalazenje egzaktne kvan t i ta t i vne teori je predstav l ja vazan, a l i do sada neresen problem 

teori je cvrstog s tan ja . Zato se pr ibegava odredjenim aproks imac i jama, od k o j i h j e j edna aproksi-

mac i j a kvaz is lobodnih e lekt rona u k r i s t a l u . T u se u nul to j aproks imaci j i e lektron posmat ra kao 

Slobodan dok se periodicno k r is ta lno pol je t r e t i r a kao per tu rbac i ja (odnosno kao malo narusenje 

nulte energi je). 



S.Pelemis: Elektronski spektri u kvantnim zicama, d ipArad 5 

Dozvol jene vrednost i energije slobodnog elektrona se protezu neprekidno od nu la do besko-

nacno: 
P ,2 

gde j e k intezitet ta lasnog vek to ra slobodnog elektrona. I z raz pokazuje parabol icnu zavisnost 

izmedju energije i ta lasnog vektora slobodnog elektrona. 

E l e k t r o n i ne mogu posedovati sve vrednost i energije u k r i s t a l u , tako da iz parabol icne k r i ve 

E{k) m o r a j u b i t i isk l juceni delovi ko j i odgovaraju zabran jen im zonama. Gran ice dozvoljenih 

zona moguce j e formalno odredi t i posmatran jem difirakcije e lek t ronsk ih ta lasa n a k r i s t a l n i m 

r a v n i m a , ko j a se ostvaruje shodno Bragovom zakonu: n\ 2ds in&. Posmat ran jem upadnog 

elektronskog ta lasa sa pravcem pros t i ran ja norma ln im na pomenute k r is ta lne r a v n i , za s lucaj 

kubne resetke {d = a , gde j e a - parametar resetke) dobi ja se iz Bragovog zakona A = — . Ovo 

j e ta lasna duz ina e lek t ronsk ih ta lasa ko j i b i v a j u reflektovani od k r i s t a l n i h r a v n i , odnosno ko j i 

se ne mogu pros t i ra t i kroz k r i s t a l . O n a odredjuje i vrednost i talasnog vektora koje e lektron ne 

moze i m a t i u k r i s t a l u : 

fc=^ = ^ , n = ± l , ± 2 , . . . (2.2) 

U okol in i zab ran jen ih vrednost i fc = ± - , ±— , . . . zavisnost energije od talasnog vektora 
a a _ 

E{k) odstupa od parabol icnog obl ika i dolazi do fo rmi ran ja zabran jen ih zona AEi , AE2 , . . . 
Oblas t i v rednost i talasnog vektora k p r i ko j ima se energi ja elektrona E menja neprekid

no, a n a g ran icama doziv l java p rek id , naz iva ju se B r i l uenov im zonama. Oblast u fc-prostoru 
izmedju i H — se naz iva p rvom Br i luenovom zonom. Zbog periodicnost i k r i s t a l a fizicki su 

a a 
neekvivalentne samo tacke reciprocnog fc-prostora koje p r i p a d a j u p rvo j Br i luenovoj zoni , dok su 

fizicki ekvivalentne sve vrednost i ta lasnog vektora k' i k ko je se rc iz l iku ju za vektor t ranslac i je 

reciprocne resetke K: W = k + K, gde k p r ipada prvo j Br i luenovoj zoni . U jednodimenzionom 

s l u c a j u intenzi tet vektora K j e celobrojni umnozak intenzi teta p r im i t i vnog vek to ra reciprocne 
resetke [1,3,7], p a se s tan ja elektrona sa vrednost ima talasnog vektora intezi teta k i t a lasn ih 

^ - 27r 

vektora intezi teta kf {1^ = k+n— , n = 0 , ± 1 , ±2 , . . . ) fizicki ne r a z l i k u j u . To daje mogucnost 

da se sve Br i luenove zone svedu n a p r v u zonu. 

Z a k r i s t a l konacn ih d imenz i ja Born-Keurmanovi c ik l icn i uslovi [1,3,7] d a j u diskretne^ v red

nost i kvaz i ta lasnog vektora unutar prve Br i luenove zone: 
fci = — ^ , i = l , 2 , 3 , (2.3) 

gde j e Ui ceo b ro j . U svakoj dozvoljenoj zoni posto j i N energetskih nivoa ( iV-bro j atoma u 

k r i s t a l u ) k o j i odgovaraju v rednost ima kvazi ta lasnog vektora u prvoj Br i luenovo j zoni : 

* = ^ i . r . = 0 , ± l , ± 2 , . . . ± ^ , (2.4) 

rasporedjenih ravnomerno sa medjusobnim razmakom Afe = - r ^ ^ . N a svakom od N n ivoa mogu 
Na 

se na laz i t i po 2 e lektrona sa suprotno or i jent isan im spinovima - u zoni k r i s t a l a moze b i t i na jv ise 

2N e lektrona. 

sIuCaJTi k r i s t a l a dovoljno ve l ik ih r a z m e r a moze se s m a t r a t i d a j e fc< kvaz inepreMdno [ I j . 
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S i r i n a dozvoljene zone se moze proceni t i pomocu Hajzenbergove relaci je neodredjenosti: 

A E A t ~ n . (2.5) 

U izolovanom atomu srednje vreme z ivota elektrona u pobudjenom s tan ju j e r ~ 10~^s sto za 

s i r i nu energetskih n ivoa daje A E ~ 10~^ e V . 

U t o k u obrazovanja cvrstog te la elektroni se ko lek t i v i z i r a ju prolazeci kroz potencijalne bar-

i jere tune l efektom. Prozracnost^ pravougaone bar i jere se procenjuje kao [5]: 

D « e x p ( - ^ ^ 2 m e ( ? 7 o - S ) ) , (2.6) 

gde su : UQ — E - v i s ina bar i jere ko ja je za valentne elektrone reda vel icine energije jonizaci je 

atoma (~ 10 e V ) , d - s i r i na bar i je re k o j a j e srazmerna per iodu k r i s ta lne resetke (~ 10"'"'^ m ) . 

Ako se b rz i na e lektrona u atomu proceni kao 

to za j ednu sekundu elektron udar i j pu ta u bar i je ru {I ~ 1 0 " m - s i r i na potenci jalne j ame) , 

p a j e ucestanost prolaska kroz ba r i j e ru : 

/ = | d = | e x p (-^^2m,{Uo - E ) ^ . (2.8) 

Srednje vreme p r ipadan ja elektrona datom atomu je 

r = = ^ e x p ( ^ ^ 2 m e ( t / o - E ) ^ « lO ' ^^^ ^ (2.9) 

tako da se z a s i r i nu dozvol jenih zona dobi ja 

A S ~ ^ ~ l e V . (2.10) 

S i r i n a unu t rasn j i h dozvol jenih zona j e man ja od sir ine spol jasnj ih dozvoljenih zona zbog 

naglog skoka v i s ine potenci ja lne bar i jere. N a osnovu sir ine dozvoljene zone moze se proceni t i 

ras to jan je i zmed ju susednih energetskih nivoa u n jo j . U svakoj zoni posto j i N nivoa (N « 

lO^^cm"^) tako da j e ras to jan je izmedju susednih energetskih n ivoa u dozvoljenoj zoni reda 

vel ic ine 10~^^ e V po cm^ mate r i j a la . 

S i r i n a zabran jen ih zona je reda vel ic ine dozvoljenih zona. Posto v ise energetske zone i m a j u 

vecu s i r i nu od n iz ih , rasto jan je i zmed ju n j i h je manje dok j e za nize zone s i tuac i ja obrnuta. 

Ene rg i j a k o j u e lektroni s t i cu pod dejstvom spoljasnjeg izvora st ru je je reda vel ic ine 10"^^ e V 

tako da oni veoma lako mogu ostvar i t i unutarzonske prelaze. Potrebne energije za medjuzonske 

prelaze su reda vel ic ine nekoliko e V , koje se mogu ostvar i t i tek p r i izuzetno vel ikoj raz l ic i po-

tenc i ja la (U « 10 k V ) . Dak le , p r i de js tvu spol jasnj ih c in i laca p remesta ju se elektroni unutar 

dozvoljene zone i l i on i ko j i s teknu dovoljno energije za medjuzonske prelaze iz valentne u dozvo-

I jenu provodnu zonu. 

P r e m a ve l ic in i energetskog procepa mater i ja l i se dele na provodne i na neprovodne [5]. 

Provodn i ma te r i j a l i i m a j u nezauzete energetske nivoe ko j i leze neposredno iznad zauzet ih v a -

len tn ih n ivoa. Postoje dve v rs te provodnika: 

^Re la t i vn i odnos propuStenog i upadnog elektronskog ftuksa. 
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• Provodn ic i p rve v rs te - kod k o j i h j e va lentna zona do pola popunjena. 

• Provodn ic i druge v rs te - kod k o j i h dolazi do p rek r i van ja valentne i provodne zone. 

Neprovodni ma te r i j a l i su oni kod ko j i h j e va lentna zona u potpunost i popunjena. P r e m a 

ve l ic in i energetskog procepa oni se dele na : 

• D ie lek t r i ke - kod k o j i h j e s i r i na energetskog procepa veca od 3.5 eV . 

• Poluprovodnike - kod k o j i h je s i r i na energetskog procepa man ja od 3.5 eV . 

2.1.2 B r z i n a , u b r z a n j e i e f e k t i v n a m a s a 

K a k o kvazis lobodni e lekt roni u me ta lu cine degenerisan gas, odnosno, podvrgava ju se kvant

noj Fbrmi -D i rakovo j s ta t i s t i c i , potrebno j e napust i t i k las i cnu predstavu elektrona kao cestice i 

posmat ra t i njegovu dua lnu (cest icno-talasnu) kvantnomehanicku p r i rodu [4-6]. 

Pogodan nac in p r i kaz i van ja e lektrona j e u v i d u talasnog paketa gde je cesticni aspekt elek

t rona iz razen njegovom lokal izaci jom u in terva lu gde je rezu l tu juca ampl i tuda talasnog paketa 

raz l i c i t a od nule. Sredn ja b rz i na elektrona j e odredjena grupnom brz inom talasnog paketa: 

dv du 1 -

S a druge st rane, b r z i na p r i r a s t a j a energije e lektrona, pod dejstvom neke spoljasnje sile F, u 

k r i s t a l u je jednaka: 

f = F . „ - , (2.12) 

pa se n a osnovu toga dobi ja izraz z a ubrzanje e lektrona: 

a^f = ^ a ' 4 ) = V ^ P ^ ^ , (2.13) 
dt dt \  d k J  d k d k  r n *  '  ^  ^  

gde ve l ic ina — predstav l ja tenzor reciprocne efektivne mase: 
m* 

Posebno j e interesantna p r i m i t i v n a kubna resetka kod koje se uslov da vektor k pr ipada 

redukovanom pod ruc ju svodi na 

~~<ka<~ a = x,y,z. (2.15) 
a a 

Z a ovakvu rese tku tenzor reciprocne efekt ivne mase j e s imet r ican i ima medjusobno jednake 

di jagonalne komponente. Ukol iko se t a osobina tenzora p r imen i na izraz (2.13) , odnosno (2.1), 

dobi ja se zakon disperzi je istog obl ika kao i kod slobodnog elektrona, a l i sa efekt ivnom masom 

m* : 2 2 

Eik) = 1^ . (2.16) 

Smisao uvodjen ja efekt ivne mase sasto j i se u tome da se slozeni zakoni k re tan ja u k r i s t a l u mogu 

formalno svest i n a zakone k las icne f iz ike. Znac i , posredstvom efekt ivne mase je uracunato rezu l -

tu juce dejstvo periodicnog elektr icnog pol ja k r is ta lne resetke na j edan kvazis lobodan elektron. 
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Zav isno od zakr iv l jenos t i energetske povrsine, efekt ivna masa moze da bude negat ivna i l i po-

z i t i v n a (sto odgovara e lek t ron ima i l i sup l j i nama, respekt ivno) . Ubrzanje nosioca naelektr isanja 

u k r i s ta lno j resetk i odredjeno je , ne slobodnom elektronskom masom, vec skupom ve l ic ina (2.14) 

koje se m e n j a j u pomeranjem elektronskog stanja u prostoru talasnog vektora. E f e k t i v n a masa 

e lementarn ih nosioca naelekt r isanja j e poz i t i vna oko sredine, a negat ivna p r i k r a j u redukovanog 

podruc ja . 

Ove anomalne oblast i (m* < 0) mogu da se objasne posmat ra juc i k re tan je elektrona pod dej

s tvom konstantnog spoljasnjeg elektr icnog po l ja E. Ako je pre uk l jucen ja po l ja E njegova ener

g i ja b i la jednaka nul i ( t j . na laz i se u cent ru Br i luenove zone), posle pr ik l jucen ja E, na elektron 

pocinje da deluje konstantna s i la —eE, p a kvcizi impuls e lekt rona l inearno raste sa vremenom. 

S v a k i put kada elektron dostigne gran icu Br i luenove zone k = -|-7r /a njegov kvaz i impuls se 

skokovito men ja u suprotn i {k = — T T / O ) . T a k v u skokovitu promenu doziv l java i b rz ina elektrona: 

poz i t i vn im vrednost ima brz ine odgovara kretanje e lektrona u p ravcu delovanja sile, a negat ivnim 

nasuprot delovanju te si le. Dak le , k re tan je elektrona u k r i s t a l u i m a osci latorni karak ter . Oblast i 

negativne mase odgovaraju s i tuac i j i da se elektron usporava iako na njega deluje spol jasnja s i la 

sa tezn jom da m u poveca b r z i n u {k' < k < T T / Q ) , odnosno ubrzava iako spol jasnja s i la tezi da 

m u sman j i b r z i n u ( — T T / O < k < —kf). Med ju t im, u to j ob last i faznog fc-prostora negativno 

naelekt r isani e lektron negativne mase, moze da se t r e t i r a kao poz i t ivno naelektr isana cestica 

poz i t ivne mase - supljina ko ja se krece u sk ladu sa deiovanjem po l ja +eE. P r e m a tome, v i d i se da 

se stanje u zoni moze opisat i p r isus tvom kvazicestice ko ja poseduje i s t u ko l ic inu naelektr isanja 

kao i e lektron, samo suprotnog predznaka. T i m kvaz icest icama pr ip isan i su ta lasn i vektor i 

nezauzet ih k v a n t n i h s tan ja , pa se naz iva ju sup l j inama. N j ihov smer k re tan ja u spol jasnjem 

po l j u j e suprotan od smera k re tan j a elektrona. P romena predznaka naelekt r isanja ne utice na 

izraz z a ubrzanje ako se istovremeno promeni i predznak efekt ivne mase. K a k o je masa elektrona 

p r i v r h u zone negat ivna, e fek t ivna masa supl j ina j e poz i t i vna . Znac i , supl j ine su kvazicestice 

pozi t ivnog naelekt r isan ja i poz i t ivne mase. Dak le , k re tan je elektrona na k r a j e v i m a zona moze 

da se posmat ra i kao k re tan je poz i t i vno naelektr isanih sup l j ina [5]. 

2.1.3 S t a t i s t i k a k v a z i s l o b o d n i h n o s i l a c a 

Raspode la e lektrona u k r i s t a l u po energi jama, p r i nekoj tempera tu r i T , pokorava se Fe rm i -

D i rakovo j s ta t i s t i c i [5,7]: 

ME) = , (2.17) 
e - i t r - + 1 

gde fe{E)- p reds tav l ja verovatnocu da j e energetski nivo sa energi jom E zauzet. Popunjavanje 

n ivoa v r s i se p rema Pau l i j evom p r inc ipu . K a o posledica toga p r i nu l to j temeperatur i sv i n ivoi do 

nekog odredjenog su popunjeni sa po 2 elektrona, a sv i n ivoi i znad pomenutog su p razn i . Na j v i s i 

popunjen n ivo p r i T = 0 se naz iva Fermi jev nivo, a energi ja ko ja odgovara tom nivou naziva 

se Fermi jeva energi ja Ep- S v i n ivo i v i s i od Fermi jevog su p razn i , tako da funkc i ja raspodele na 

apsolutnoj nu l i , i m a vrednost : 

fe{E) = 
E <EF 

E > EF 

Tempera tu ra p r i d r u i e n a Bbrmi jevoj energi j i naziva se tempera tu ra degeneracije. E lek t ronsk i 

gas j e degenerisan u podruc ju gde v a i i : T < T F . Sa porastom temperature jedan deo elektrona 

se pobudi i p re laz i n a v ise energetske nivoe. Verovatnoca nalazenja e lekt rona n a n iz im nivoima 

E < E F se sman j i , a l i se za isto tol iko poveca verovatnoca nalazenja elektrona na v i s i m nivoima 
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E > E F - G r a n i c a popunjenost i se rasp l in java z a ve l ic inu k^T. Z a sve temperature iznad 

apsolutne nule uvek vaz i / ( E F ) = o-

Verovatnoca nalazenja sup l j ina na nekom energetskom n ivou jednaka je verovatnoci ne-

nalazenja e lekt rona na tom n ivou: fp = l — fe-

P r i v r lo v isokoj tempera tu r i Ffermi-Dirakova s ta t i s t i ka prelazi u Bo lcmanovu, i e lektronski 

(sup l j insk i ) gas se ponasa kao k las ican gas. 

2.2 E l e k t r o n i u n e o g r a n i c e n i m s t r u k t u r a m a 

Ovde ce se nac i e lektronski zakon disperzi je metodom G r i n o v i h funkc i ja . 

2.2.1 E l e k t r o n s k i hamiltonijan 

Sada ce se razmot r i t i neka svo js tva elektronskog podsistema idealnog beskonacnog kubnog 

k r i s t a l a polazeci od hami l ton i jana kvaz is lobodnih elektrona ko j i u koni iguracionom prostoru i 

harmoni jskoj aproks imaci j i ima obl ik [4,7]: 

n ri,m 

gde su i - kreacioni i an ih i lac ion i operatori e lekt rona na cvoru n resetke. Ve l i c ina -

predstav l ja energi ju elektrona lokalizovanog na cvoru n , a vel ic ine - su mat r i cn i elementi 

elektronskog t rans fera sa cvora n na cvor m . Ovde je pretpostavl jeno da j e bro j elektrona po 

a tomu re la t i vno ma l i ( jedan elektron po atomu) tako da se Ku lonova in terakc i ja elektrona moze 

zanemar i t i . U tom s luca ju , lako se pokazuje d a j e hami l ton i jan (2.18) ekv iva lentan hami l ton i janu 

elektronskog gcisa u aproks imaci j i efekt ivne mase: 

k 

Trans lac iona invar i jantnost posmatranog idealnog k r i s t a l a namece periodicnost hami l ton i jana 

(2.18) k o j a ima z a posledicu da su: 

A f l = A , W^ ,^ = W ^ ^ = T ^ ; V ( n , m ) (2.20) 

N a osnovu toga, u aproks imac i j i na jb l i z i h suseda, e lektronski hami l ton i jan postaje: 

+ a«,rt],-l-l,n« + an,ns,-l,n«+an,ns,f»«+l + an,T>j,n«-l) • (2.21) 

2.2.2 Jedna5ine k r e t a n j a i zakon disperzije 

Svo js tva posmatranog elektronskog s is tema bie ana l i z i rana pomocu ant ikomutatorske Gr inove 

funkci je [4,7] 

Gn,^(t) = 0 ( t ) {{uftit) , a + ( 0 ) } ) , (2.22) 

k o j a zadovol java jednac inu k re tan ja : 

in I GriMi) = in 6m m + 0 ( t ) {{[an, H], a + } ) . (2.23) 
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Nakon iz racunavan ja komuta tora [ 0 3 , H] p r i cemu su koriscene standardne fermionske ko-

mutatorske re lac i je : 

jednac ina k r e t a n j a (2.23) dobi ja ob l ik : 

4 ' 4 = 0, (2.24) 

in ^ GfiMi) = in Sfirfi 6{t) + AGfiMi) -

- w Gn,+l,nj,n^;ni( i) + G^- l ,n j ,n^ ;n i ( * ) + G^n»ni,+l,n«;rii(*) + (2.25) 

+ G„^„j^_i^„^.^(t) + Gn^„j^„^+i.^(t) + G„^nj,n«-l;m(*) 

Posto se r a d i o beskonacnoj t ranslaciono invar i jantnoj s t r u k t u r i , moguce je i zv rs i t i potpuni 

vremensko-prostorni F u r i j e t rans form G r i n o v i h funkc i ja , Kronekerov ih simbola i del ta funkci je: 

fc 
+ 0 0 

k{n-Tn)-iut 

doj e -iut 

(2.26) 

(2.27) 

fc - 0 0 

Zamenom u jednac inu (2.25) k re tan ja dobi ja se: 

+ 0 0 

2 7 r i v ' ^ 

+ 0 0 

^ ^ y " d w ^''(^-^y''^{-in + 2n[nu-A + W (e+^"*=«+ e-^"*=«) + 
fc — 0 0 

+ W ( e^ ' " ^ + 6-''*'='' + e+ ' " ' ' ' + e - ' " * ' ' ) ] G ; j ( w ) } = 0 , (2.28) 

odnosno: 
in 

[nu- A + 2W (cos ahx + cos afej, + cos ak^)] GAu) — — , 

odakle dal je s ledi : 
i 1 in 1 

27r w - 27r £ ' - E g ' 

gde 

(2.29) 

E ^ — n(jj^ = A — 2W (cos akx + cos aA;j, + cos akg) (2.30) 

predstav l ja zakon disperzi je vezan ih elektrona. U s luca ju slabo vezan ih e lektrona (degenerisan 

e lekt ronski gas) , A = 6W p a je : 

Et . 0 akx . 9 ofe, . n akz 
(2.31) 



S.Pelemis: Elektronski spektri u kvantnim zicama, dipl.rad 11 

2.3 E l e k t r o n i u film-strukturanaa 

I s tom metodom kao kod neogranicenih k r i s t a l n i h s is tema moze se doci do zakona disperzi je 

u film-strukturama^. 

2.3.1 M o d e l n i hamiltonijan 

Hami l t on i j an vezan ih elektrona u t a n k i m k r i s t a l n i m filmovima mozemo formi ra t i polazeci 

od „balkovskog" hami l ton i jana (2.18) , odnosno (2.21), ko j i u aproks imaci j i na jb l i z ih suseda i m a 

razv i j en i obl ik: 

H = X ^nr«!/n« 4xns,n« ^nxnynn — X °n«ns,nr ^ 

X (Wn^nyTii; nx+l,nyni Olnx-(-l,nvnj + ^^»ns,ns; nx-l,nj,Ti j an r - l , n j , ns+ (2.32) 

+ ^nsnync;nxny+l,ne 0«»ny+l,rtj ^nxnync;nxny-l,ni ^n rT i j , - l ,n . + 

+ Wnxnyntynxny-rit+l Onj,T»j,nj+l + ^nxns,n«;nsnj,ns—1 On^nyTi j— l ) • 

Posto SU granicne povrs ine filma uzete normalno na z - pravac, indeks s lo ja Uz u (2.32) - uz ima 

vrednost i = 0 ,1 ,2 , . . . , iV^ , gde je G [2, 20] kod u l t r a t a n k i h filmova. Indeks i % i 

Uy, ko j i odred ju ju polozaj atoma u svakom s lo ju mogu ima t i proizvol jne celobrojne vrednost i 

(prakt icno, od - o o , do -foo). 

Z a r a z l i k u od idealn ih beskonacnih s t ruk tu ra , rea ln i k r i s t a l i ne poseduju osobinu translacione 

invar i jan tnost i . Posto janje izvesnih gran icn ih uslova, j edan je od uzroka narusenja s imetr i je . S is -

temi k o j i i m a j u dve paralelne granicne povrsine Ucizivaju se filmovima. Posmat ra se idealni t a n k i 

film kubne k r i s ta lne s t ruk tu re , nac in jen na subs t ra tu nek im tehnicko-tehnoloskim postupkom 

(naparavan jem, spaterovanjem i s i . ) . P o j a m idealn i film kor is t i se u smis lu nenarusenja kr is ta lne 

s t ruk tu re (bez p r i sus tva defekata, p r imesa i s i . ) , a ne u smis lu prostorne neogranicenosti. D i -

menzi je filma s u takve da j e on u XY r a v n i m a beskonacan, auz p ravc ima i m a konacnu debl j inu 

( L ) . Znac i da ovaj film poseduje dve beskonacne granicne povrsine paralelne XY r a v n i m a i to 

za : z — diz — L (s l ika 2.1). 

Zbog posto jan ja gran ica uz ima se da su povrs insk i energetski pa ramet r i elektronskog filma 

obl ika: 
AT, ,nyn. = 0 za nz<Qinz>Nz, 

A „ , „ ^ „ , = A z a \<nz<Nz-l, (2.33) 

^ n . n , 0 / i v , = A ( l + e y a ) za 1 < < iV^ - 1 , 

^nxr»s,0;nrnj,n« = 0 za Tlx < 0 , 

WnxnyN,;nxnyn, = 0 za nz>Nz, 
Wnxnyn,;r^xny,n,+l =W za 1 < < iV , - 1 , 

Wnxny^;nxny,l = W{1 + Wi) , W n . n j,iV,-l ; n . n„iV, = ^ ( 1 + W2) ; 

(2.34) 

p r i cemu j e z a svak i s lo j , 

^n«nvn«;ns±l,n»«« ~ ^nxnync;nxny±l,nt — ^ > (2.35) 

gde j e W - konstanta elektronskog t ransfera idealnog k r i s t a l a . 

^F i lmov i predstavljaJTi beskonaCne s t ruk tu re u sv imk i i a t aJn i i i i r a v n i m a p a r a l d n i m d v e m a g r a n i S n i m povrSima, 

koje s u norma lne n a j edan p r io i i te tan p ravac u prostoru, duz koga j e posma t ran i s is tem ograniCen. 
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2 

L 
A(l+g) 

HT;i-hv,) 
A 

w 
A 

w 

w 
'a" 

w 
A 

A 

A(14^,) xly 

n.= N.-l 

«,= 2 

n x = l 

n = 0 

S l i k a 2 .1 : Presek modela kr is ta lnog f i lma u X(Y)Z r a v n i 

E l ek t r onsk i hami l ton i j an t a n k i h k r i s t a l n i h f i lmova mozemo sada napisat i u ob l i ku : 

H=^Hz + Hp, 

mxmj m«=2 

l̂ ^majm^O [(-'• Oma-myO — ( 1 + ^l)^Gtm»mj,l— (2.36) 

- W(am,+vn jO + am,-VT»sO + amxm , + 4 ) + 0-mxmy-\^)\

+ « m « m , l [^'^mxmyl - WOm^rnyl - ( 1 + Tî OW^a .̂̂ ^o -

- W{amx+lmyl + <hnx-lmyl + O m . m j + l f + O m . m v - i p . ) ] + 

+ 4xmyN,-l l^arnxmyN.-l - WamxmyN,-2 - (1 + W2)WamxmyN, -

— W{amx+'^myNs-l + am»-lm!,Afj-l + 0'mxmy+\N^-l + <hnxmy-lN^-l)\

— W(am,+lms,iV» + amx-lmj,JV« + am«r7i,+liV^ + O m x m j - l i V j ) ] } 

Pomocu tako definisanog hami l ton i jana, mogu se iz racunat i jednocesticne antikomutatorske 

Gr inove funkcije'* (2.22) s l icnom mikroteor i jskom procedurom kao kod neogranicenih k r i s t a l a . 

R a z l i k a je u tome sto se ovde v r s i vremenska i de l imicna prostorna F u r i j e t ransformaci ja . Pros

to rna Fur i je - t ra j i s fo rmac i ja mora b i t i del imicna ( r ta j ^n^ ) -> {kx-,ky,nz) j e r j e posmat ran i sistem 

ogranicen duz z-pravca: 

00 

Gn.nvn. ;n i ( t ) = E / e ' [ ^ » » » ( " » — » v K - m , ) ] e - ' - * G „ , ; „ , (fc„ fc,; oj) (2.37) 

Kxl'^y—oo 

^Gi inove funkdje od red j i yu r a v n o t e z n a svo js tva e lek t rona u t a n k i m k r i s t a l n i m f i lmov ima [4]. 
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(gde je: Uz = 0, l , 2 , . . . i V z i = Oj, = a), te zamenom gornjih transformacija u jednacinu 

kretanja (2.25) dobija se sistem jednacina [8-10]: 

{Q-ei)G^ + {l+wi)Gi = /Co 

{1 + WX)GQ+QGX + G2 = 

GI+QG2 + GZ = IC2 

Gn^-l + g Gn^ + Gn^+x — }Cn^ (2.38) 

(2.39) 

+ Q GNS-2 + G j V s - 1 = K.Ni-2 

+ Q Gff^-i + + W2)GN], = 

( 1 + W2)GN,-I + { 6 - e^N, = ICf4, 

p r i cemu su uvedene oznake: 

w A 
Q = - + 2 (cos akx + cos aky) ; 

( indeks j e „parazitski" , p a j e ovde izbacen). Ova j s istem di ferencnih algebarskih jednacina 

sadrz i Nz + 1 nepoznat ih G r i n o v i h funkc i ja : GQ, G\, G2, • • • , G N ^ . N a osnovu opst ih 

a lgebarskih stavova, jasno j e da se nepoznate mogu iz raz i t i kao: 

r -

gde Dn^ p reds tav l j a odgovarajucu „zamensku'' determinantu, a ^ jv^+ i - determinantu s istema. 

U c i l j u osnovnog zada tka ovog is t raz ivan ja , a to j e odredj ivanje e lektronskih energi ja, pot-

rebn i su n a m polovi G r i n o v i h funkc i j a , ko j i se dobi ja ju kada iste teze beskonacnosti, sto znaci 

da mora b i t i : 

^ i v , + i = 0 . (2.40) 

Z a anal i t icko-resiv s lucaj (£1/2 — 0 , ti'i/2 = 0)determinanta s is tema (2.38) ima obl ik: 

g 1 0 0 

1 g 1 0 

0 1 g 1 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

1 ^ 1 0 

0 1 ^ 1 

0 0 1 ^ 

(2.41) 

i moze da se napise u razv i jeno j formi : 

gde je ka rak te r i s t i cn i Cebisev l jev pol inom druge v rs te . 

(2.42) 
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2.3.2 Zakon disperzije 

Uporedju juc i gorn ju determinantu sa Cebisev l jev im po l inomima v i d i se da je : 

= ^ i v , + i ( C ) = ' " ^ ^ ^ l t ; ^ = 2 cos C . (2.43) 
Bi l l Cj 

I z uslova (2.40) , t j . z a VN;,+I = 0, dobi ja se: 

^ ^ ^ i ^ f 2 ' /̂  = 1>2,3, . . . , i V , + l . (2.44) 

N a osnovu ovoga i jednacine (2.39) nalaz i se: 

S = A - 2W (cos akx + cos aky - cos C^i) , (2.45) 

gde je cos C;, = - cos akz{i^) , v = Nz + 2 - fi, a 

^'^""^^InT^' '̂  = 1>2,3, . . . , i V , + l . (2.46) 

Zamenom ov ih re lac i ja u (2.42) i uz ima juc i u obzir da j e E^{v) = fiw^ i A = 6 W , sledi: 

£k{^)^^hxk, + GkA^) , (2.47) 

^^'^^ = 5 = am — + sm^ ^ ; Gk, (i^) = Bm' —|^ , 

I z r a z (2.47) p reds tav l ja zakon disperzi je slabo vezanih elektrona u f i lmu i ima i s tu formu kao izraz 

(2.31) dobi jen z a idealne neogranicene s t ruk ture , s raz l i kom sto j e tamo kz p rakt icno kontinualno 

promenl j ivo ( u in terva lu [0, J T / O ] ) ^ kao sto su kx i ky, a ovde j e diskretno - dato izrazom (2.46). 

— • > 
0 . 5 1.0 1 .5 2 . 0 

S l i ka 2.2: Zakon disperzi je u tankom f i lmu 

*Posmata-aino samo ^desira" po lov imi s p e k t r a {kj > 0, j = x,y, z) z n a j n f i d a j e o n ogledaJski s imetr iCan. 



S.Pelemis: Elektronski spektri u kvantnim zicama, dipl.rad 15 

Pored toga, uocava se da je : 

A ^ - ^ f c - - = 0; kf^ = 'L_l_>o^ (2.48) 

posto j e u p i t a n j u t anak film, odnosno: - C {N^, Ny) i : 

I zmed ju m in ima lne i maks imalne vrednost i za k^, pa p rema tome i za Sj^, postoj i jos N^ - 1-a 

d iskre tna vrednost . 

U sk l adu sa gore pomenut im, dolazimo do zak l jucka da elektronski spektar u tankom filmu 

poseduje dva energetska gepa, donj i g i gornj i ft: 

g = - e f = f T T ^ ) ^ = S T " ^ - e f = h (2.50) 
\ + 2 / 

( indeks / oznacava film, a b beskonacnu s t r u k t u r u ) . V i d i se da vel ic ine gepova naglo opadaju 

sa debl j inom filma (kvadra tna zavisnost)[9,10]. T o znac i da j e nj ihova p rak t i cna egzistencija 

vezana samo z a u l t ra tanke (nano) s t ruk tu re . 
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3 Elektroni u kvantnim zicama 

U r a d u j e posmat rana kvan tna z i ca proste kubne k r i s ta lne s t ruk tu re . D imenzi je zice su takve 

da j e ona u x p ravcu beskonacna, a u y i z p ravc ima ima konacnu debl j inu (Z-i i L 2 ) . Znaci 

da ovaj s is tem poseduje dve granicne povrsine paralelne XZ r a v n i m a i to za : y = 0 i y — L i 

i dve granicne povrs ine pguralelne XY r a v n i m a z a : z = 0 i z = L2. Posto su granicne povrsine 

kvantne zice uzete normalno nayiz - pravce, indeksi s l o j e v a U y i u z u (2.32) - uz ima juv rednos t i 

r j j , = 0 , 1 ,2 , . . . , Ny ; nz = 0,1,2, . . . , Nz gde j e Ny/z G [2, 20]. Indeks Ux, ko j i odredjuje 

polozaj a toma u svakom s lo ju moze i m a t i proizvol jne celobrojne vrednost i (prakt icno, od - 0 0 , 

do + 0 0 ) [11,12]. Zbog posto jan ja granica zice, uzecemo da je energi ja elektrona obl ika: 

Y A 

S l i ka 3 .1 : Presek kvantne zice 

= (1 + e i 4 ) A , 

— ( 1 + e i ) A za 1 < n j , < iVj, - 1 , 

— ( 1 + £ 1 2 ) A , 

( l + e 2 ) A z a l < n ^ < i V ^ - l , 

(1 + £23) A , 
— ( 1 + £3)A za 1 < < iVj, - 1 , 

(1 + EZA)A , 

= ( l + e 4 ) A T,a\<nz<Nz-\, 

(3.1) 

a ma t r i cn i elementi elektronskog preskoka sa s lo ja na sloj su : 

w 

{1 + W2)W 

0 

ny = 0 0 < Tiz <Nz 

I < Tly < Ny-2 

ny = Ny-l 0 

0 < < iV^ 

0 < n,. <Nz 

< riz <Nz 
(3.2) 

ny = Ny 
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( 1 + ^ 2 ) ^ ny = 0 < nz <Nz 

W 2 < ny < Ny-1 0 < nz <Nz 

{1 + W4)W ny = 1 0 < nz <Nz 

0 % ~ 0 0 < nz <Nz 

{l + wi)W nz = 0 0 < ny <Ny 

W 1 < nz < Nz-2 0 < ny <Ny 

{1 + W3)W nz = Nz - 1 0 < ny <Ny 

0 nz = Nz 0 < ny <Ny 

{l + wz)W nz = Nz 0 < ny <Ny 

W 2 < nz < Nz-1 0 < ny <Ny 

{l + wi)W nz = 1 0 < ny <Ny 

0 nz = 0 0 < ny <Ny 

p r i cemu j e z a svak i s lo j , 

gde j e W - konstanta elektronskog t ransfera idealnog k r i s t a l a . 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

3.1 M o d e l n i hamiltonijaaa 

E lek t ronsk i hami l t on i j an k v a n t n i h z i ca sl icno kao i kod filma mozemo napisat i u ob l i ku zb i ra 

dva hami l ton i jana , tako da j e zapreminsk i hami l ton i jan obl ika: 

Ny-2 N,-2 

^z y ] y ] y ] ^mxfnymt 
nix my=2mi=2 

(3.7) 

a povrs insk i : 

N„-2 

E S E { a m . m , o [ ( l + ^ l ) ^ « m . m , 0 - ( l + « ' l ) ^ a m . m , l -

W'{amx+l,myO + a m r - l , m j , 0 + (hnxmy+1,0 + a m r m , - l , o ) ] + 

+ a m . m , i V , [ ( 1 + e 3 ) A a „ » . m ^ i v , - ( 1 + W 3 ) ^ a m « m v i V , - l -

— W(am«+l,mj,iV, + Omx-'ifnyNg + Omxtny+lyNt + °mxmy-yf:) 

+ a. 1 [^Omxmyl - 0-+Wi)Wam^rnyO " ^ a m » m j , 2 -

+ 

^ ( O m x + l , m j l + Ottix-ljOTyl + OmxTtiy+lf. + (^mxmy-l^L)] } -

!V«-2 

E {ornxOm, [ (1 + £ 4 ) A a ^ . o m , - ( 1 +W4)Warnxlm,-
mc=2 

- W{<hnx+l,^m, + flmx-liOnir + 0-mx^m^+l + amxOm«-l)] + 

+ ^-tixNy-lm^ [AamxNy-^fn,, - ( 1 + W2)WamxNym^ - W'amxAf ! , -2?n;, -

- W{am^+x^Ny-lfn:, + Omx-y^y-ynt + O m x i V , - I p ^ + l + O^mx^fy-ym^-l)] + 

+ " m x i V y m . [ ( 1 + £2)Aa„,. jv,m« - ( 1 + u )2)W^amxiVj,-i,m. -

- W{amx+l,Tfymt + clfnx -VVjm^ + amxiVj,m»+i + amxiVj,m«-l)]} + 

+ OmxlO [ (1 + ^ O^OmxlO - W^(Owx-l-lf 0 + am,-l ^ o ) -
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- ( 1 + W4)WamxOO - ( 1 + wi)Wamxii - Wchnx2o] + 

+ a + •(1 + £:2 )Aa f f l , i Vy i - ^ ( a T n . + V V j , i + am»-VVj , i } -

- ( 1 +W2)WamxNy-^^l - ( 1 + «^ i ) ^aTn . i v . o - W^am»Af,2] + 

- ( 1 +W2)WamxNy-lN^-X - ( 1 + Wz)WamxNyN^ - WamxNyN^-2] + 

+ a, •mxNy-lN: (1 + E3)^0,mxNy-lN^ - W{am^+iNy-lN:, + O m x - l i V y - l J v J -

- ( 1 +W2)WamxNyNr - 0- + W3)WamxNy-lN^-l - ^ "0^ , ^5 , - 2^^^ + 

- ( 1 +W4)WamxON^ - ( 1 + 'm}WamxlN:,-l - Wamx2N^] + 

+ " m . O i V , - i [ (1 + ^ 4 ) A a n , . o i V , - i - ^ ( a m « + l , 0 i v , - i + a m . - V ) ^ . - l ) - (3-8) 

- ( 1 + W4)WamxXN^-l - ( 1 + W3)WamxON:, - WamxON^-2] + 

+ « m , l i V ^ - l [AOm»liV^-l - W^(am.+l,liV^-l + am»-ip.JV,-i) -

- ( 1 + W4)Wam„oN:,-i - ( 1 + i03 ) W^am,iVy-uv, - W^aTn»iVj,-iiv^-2 - Wamx2N:,-i] + 

+ " m . i i [ A a ^ . n - W ( a ^ , + i , i i + a m , - i ; L i ) -

- ( 1 + W4)Wam,oi - ( 1 + wi)Wa^^iQ - T ^ a ^ , 2 i - ^ ^ 0 ^ , 1 2 ] + 

+ " m , J V , - i ; L [ A a t n , j v , - i , i - W{am,+iNy-i^ + a m , - i i V y - i , i ) -

- ( 1 +W2)WamxNyl - ( 1 +Wl )Vram»iV5,-l^ - WamxNy-2,1 - WurnxNy-X^i] + 

+ °m,JVj,-ljV^-l [Aam«7V,-iJV,-l - ^ ( a m , + l A r , - l i V » - l + Cimx-lNy-lN^-i) -

- ( 1 + ty2)Pran»«JVs,iv,-i - ( 1 + •W3)WamxNy-y^, -

- W{am^Ny-2Nf-l - 0>m,Ny-%Ni-2)] + 

+ '^mxmyN,-! [AflfflxmyiV,-! - ( 1 + m)WamxmyN, - WamxTnyN,-2-

- W{amx+lTnyN^-l + Omx-lmyN^-l + Omxmy+lN^-l + O m , m s - U V ^ - l } ] + 

+ OmxOm, [ A o m ^ o m . - ( 1 + W4)WamxOm, - ^ a m . l m . -

- W{amx+-ipmt + Om^-iflnj^ + aTn.Om^+ l + a n » x O m , - l } ] } 

3.2 J e d n a c i n a k r e t a n j a 

Zakon disperzi je e lekt rona moze se naci a tandardn im metodom G r i n o v i h funkc i ja . R a c u n a se 

jednocest icna ant ikomutatorska Gr inova funkc i ja pomocu prethodno definisanog Hami l ton i jana 

Gft,fn{t) = @{t) {{ofiit), 4 ( 0 ) } ) , (3.9) 

k o j a zadovol java jednac inu k re tan ja : 

in ^ Gfi^t) = in Sm m + 0 ( t ) {{[an, fl], 4 } ) . (3.10) 

Z a iz racunavanje komutatora [an, fl] koriste se standardne fermionske ant ikomutatorske relaci je: 
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Zamenom dobi jenih komutatora u jednac inu k re tan ja i uvodjenjem vremenske (t - ) • w) i 

del imicne prostorne {{ux riy n^ } - > {k^ riy n ^ } ) Fur i je- t ransformaci je : 

00 

fcx - 0 0 

X X X — Jfc«;a»{«»-fnr) ^ ^ 

fc. 
(gde je : n j , / ^ = 0,1,2, ...Nyjz i = a ) dobi ja se sistem diferencnih jednacina: 

1. = 0 

(a) % = 0 

[ftw - ( 1 - I - e u ) A - I - 1W cos afca;] Go,o + ( 1 + t i ' 4 ) ^ G i , o + 

+ ( l - F t i ; i ) T ^ G o , i = ^(5o,m,<5o,m, (3.13) 

(b) n j , = 1 

[ftw - ( 1 + £ i )A - I - 2T7COS akx\o + t ^ G 2 , o + 

-t- ( l 4 - W 4 ) T ^ ( G o , o + G i , i ) = |^<5i,„,,(Jo,m. (3.14) 

(c) 1<ny<Ny~2 

[Sw - ( 1 + e i ) A -h 1W cos afc^] G„, ,o + ^ ( G „ ^ + i , o + G„^_i,o) + 

+ ( l - f - m ) T 7 G „ „ i = ^<5«„„„<Jo,m, (3.15) 

(d) ny = Ny-\ 

[ftw - ( H - e i ) A -1- 2W cos afca;] GjVs,-i,o + ( 1 + W2)WG^^^^ - I -

V , _ 2 , 0 + ( 1 + U'OW^GiVj , - ! , ! = ^ 

(e) = Ny 

+ T 7 G i V , - 2 , 0 + ( 1 + U'OW^GiVj,-!,! = ^ < J i V , - l , m , <5o,m. (3-16) 

[Sw - ( 1 - I - £ 1 2 ) A + 1W cos okx] Giv„o + ( 1 + W 2 ) T ^ G j v , - i , o + 

+ (H- t i ) l )T^Giv „ l = ^ H , m / o , m , (3.17) 
27r 

2. = 1 

(a) ny — \ 

[^w -h 2T^ cos akx\i -1- T ^ G 2 , i + ( 1 + t y 4 ) T ^ G o , i + WGx,2 + 

+ ( l + tz ; i )T^Gi ,o = ^ < 5 i,r „ / i , m . (3-18) 
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(b ) 2<ny<Ny-2 

_ in , 
+ {l+Wx)WG„^^o='^Sn,,m,6i,m. (3-19) 

(c) ny = Ny-l 

[nu + 2W cos akx] G n , - i , i + ( 1 + W2)WGNy,i + W{GNy-2,i + G n , - i , 2 ) + 

+ ( 1 + wx)WG^^.x,o = ^ < J i v , - i , m / i , m . (3-20) 

3. 2 <nz <Nz-2 

(a) % = 0 

[ftw - ( 1 + £4) A + 2W cos akx] Go,n, + ( 1 + W4)WGi^n, + 

+ 

(b ) ny = l 

+ W^(Go,„,+i + G o , n . - i ) = ^ 5 o , ^ / „ „ ^ , (3.21) 

[ n w + 2T^ cos akx] G i , „ , + T y G 2 , n , + (1 + W4)WGo^n, + 

(c) 2 < n ^ < i V j , - 2 

+ W{Gi,„,+i + Gi,n.-i)='£6i,mySn.,m, (3.22) 

[ftw + 2T7 cos akx] Gn„n. + ^ ( G „ , + i , „ , + W^G„,_i,„ J + 

2 ^ ' 
+ W{Gny,n:,+l+Gny,n>-l) = 7^6ny,my6n^,m^ (3.23) 

(d ) = iVj, - 1 

[nu + 2P7COS afc^] G ^ , _ i , „ , + T7(Giv„n, + G A r , _ 2 , „ , ) + 

+ W{GNy-l,n,+l + G i v , - l , n , - l ) = ^<5 iV , - l ,m , 5«„m. (3.24) 

(e) n j , = Ny 

[nui - (1 + £ 2 ) A + 2 t^cos akx] GNy,n, + ( 1 + W2)WGN^.i^n, + 

+ W{GNy,n,+l + GNy,n,-x) = ^<5iVj„mj,<5„,,m, (3.25) 

4. = iV , - 1 

(a) ny = 1 

[So; + 2W cos afca;] G i , i v , - i + W G 2 , N , - I + ( 1 + W 4 ) T ^ G o , i v , - i + 

+ ( 1 + wz)WGx,N, + WGi^N,-2 = ^ < J i , m , SN,-i,m. (3.26) 

(b ) 2 < r i j , < iVj, - 2 

[ n w + 2 P r cos afc^] Gny,N,-i + W{Gny+i,N,-i + G„^_ i , j v , - i ) + 

+ ( 1 + W3)WGr,y,N, + ^ G „ , , i V , - 2 = '^S„y^mySN,.i,m, (3-27) 
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(c) ny = Ny-l 

[hu + 2W cos akx] GNy-l,N,-l + ( 1 + W2)WGNy,N,-l + WGNy-2,N,-l + 

+ (1 + u > 3 ) T ^ G j v , - i , i v , + T ^ G j v , - i , i v , - 2 = £<5 i v , - i ,m / i v , - i ,m . (3.28) 

5. nz = Nz 

(a) % = 0 

[nw - ( 1 + e 3 4 ) A + 2TFcos akx] GQ^N, + ( 1 + W4 )W^Gi , jv , + 

+ {l+W3)WGo^N.-i='^6o,mM,m. (3.29) 

(b ) ny = 1 

[ftw - ( 1 + £ 3 ) A + 2W cos afcce] G i , i v , + PrG2 ,Ar , + ( 1 + t«4 ) l ^Go, iv , + 

+ ( 1 + W3)WGi^N,-i = ^ ( J i , ^ , djv^m. (3.30) 

(c) 2 < n j , < iVj, - 2 

[ftw - ( 1 + £3) A + 2T^cos akx] Gny,N, + W{Gny+i,N, + G n , - i , j v j + 

+ ( l + « ^ 3 ) ^ G „ ^ , i V , - l = ^ < 5 n „ m / i V „ , „ . (3.31) 

(d) ny = Ny-l 

[nu - ( 1 + £3) A + 2W cos akx] G N , - I , N , + ( 1 + W 2 ) ^ G i , i v , + T^G^f^_2, jv, + 

+ ( 1 + W3)WGNy-l,N,+l + WGN,-1,N,-1 = -^^Ny-l ,Tny ^NcTTle 
(3.32) 

(e) ny = Ny 

[Tiu - ( 1 + £23) A + 2W cos akx] GNy,N, + ( 1 +W2)WGNy-i,N, + 

+ ( 1 + t i ;3 )WGjVy, jv^- i = 2^5jVj,,mj,^JV^,m, (3.33) 

Dobi jen i s is tem di ferencnih jednacina u opstem s luca ju nema anal i t icko resenje. U dal jem 

r a d u se v r s i ana l i za idealne kvan tne zice kod koje su per turbac ion i pa ramet r i j ednak i nu l i ( £1 = 

^2 = 63 = £4 = £12 = £23 = £34 = £i4 = W i = W2 = «̂ 3 = •u'4 = 0) Sada mozemo formi ra t i sistem 

od jednac ina (5.15-33). S v a k u od ov ih jednac ina delimo sa W, p r i cemu uvodimo oznake: 

w A 
g = n:^ - — + 2co8akx ; (3.34) 

( indeksi niy i su „parazitski" p a su ovde izbaceni) . Pomenut i s istem jednac ina onda ima 

opst i obl ik: 

Gny,ni-l + Q Gr,j„n» + Gny,n:+l + (3.35) 

+ Gn^+i^nt ~ ^ytxt 

O v a j e zapravo 2D s is tem di ferencnih algebarskih jednacina (posebno po ny i posebno po n^) i 

sadrz i {Ny - i - 1 ) x {Nz + 1) nepoznat ih G r i n o v i h funkc i ja . 
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3.3 Z a k o n d i s p e r z i j e 

N a osnofvu opst ih a lgebarsk ih stavova, jasno je da se nepoznate Gr inove funkci je iz (3.35) 

mogu i z raz i t i kao: 

gde ©ns,,n^ preds tav l ja odgovarajucu „zamensku" determinantu, a 'Z?jVj,+i,iVj+i - 2D determi

n a n t u s is tema: 

iVs,+l,iVi-H — 

R J 0 0 0 0 

J R J 0 0 0 

0 J R 0 0 0 

0 0 0 R J 0 

0 0 0 J R J 

0 0 0 0 J R 

(3.36) 

Ny+l 

gde je : 

R = RN,+I = 

Q 1 0 

1 Q 1 

0 1 Q 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

Q 1 0 

1 Q 1 

0 1 ^ _ 

(3.37) 

J j e jed in icna, a O nu l ta ma t r i ca (obe reda Nz + 1)-

U c i l j u osnovnog zadatka ovog is t raz ivan ja , a to j e odredj ivanje e lektronskih energi ja, pot-

rebn i su n a m polov i G r i n o v i h funkc i ja , ko j i se dob i ja ju kada iste teze beskonacnosti , sto znac i 

da mora b i t i : 

VNy+i,N,+i = 0 . (3.38) 

K a k o 'D}^^+X,N:+X{Q) p reds tav l ja pozna tu 2D determinantu s istema, ona moze da se iz raz i preko 

ka rak te r i s t i cn ih Ceb isev l jev ih po l inoma druge vrste. 

Us lov (3.38) se „raspada" n a dva uslova: 

Djsiy+i = 0 ; R N ^ + I — 0 , (3.39) 

p r i cemu J^jv^+i p reds tav l ja „obicnu" determineintu X>jVj,+i,jVj-f-i u ko jo j j e R zamenjen sa ^ i J 

sa 1 . 

Resavan jem uslova C jV j , - i - i = 0 dob i ja ju se vrednost i : 

Qu =—2casaky{v) ; ky{i>) =— 
a Ny + 2' 

a resavanjem uslova i2jVj+i = 0 dob i ja ju se vrednost i : 

=-2COBakzQi) ; kzifj) = -
a Nz + 2' 

= 1, 2, ...Ny + l 

^ = 1,2, ...Nz + l 

(3.40) 

(3.41) 



P o z n a t o j e d a j e : 

gde j e : 

N a osnovu i z raza (3.40-3.43) dobi ja se zakon disperzi je e lekt rona u k v a n t n i m z icama: 

tt = s in^ — * - I - sin"' 

(3.42) 

(3.43) 

„ - 2 - - s m ^ - f ^ + s i n ^ ^ , (3.44) 

k o j i j e graf ick i p redstav l jen n a s l i kama 3.2 i .3.3. V i d i se da kvaz i impu ls elektrona u kvan tn im 

z i cama uz ima d iskretne vrednost i u y i z -pravc ima, dok j e u z - p r a v c u p rak t i cno kont inualan. 

Takod je se uocava da j e m in ima lna energi ja e lekt rona raz l i c i t a od nule ( kada j e k f = 0) i 
d a t a j e i z razom: 

gde s u : 

(3.46) 

^ r ' » = A:,(l) = £ 
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N a ov im s l i kama dat j e graf ick i p r ikaz osnovnih ka rak te r i s t i ka elektronskog spekt ra , t j . 

dozvol jenih energi ja u k v a n t n i m z icama. Na jb i tn i j e raz l ike jasno se mogu uocit i ako i h upored-

imo sa i s t im u neogranicenim i film-strukturama. Z a idealne beskonacne s t ruk tu re kont inualna 

zona dozvol jenih e lek t ronsk ih energi ja, pod u t ica jem dveju para le ln ih g ran icn ih povrs ina kod 

filma, cepa se na d isk re tan niz kont inua ln ih (monoslojnih i l i dvodimenzionih} podzona. B r o j 

t i h podzona jednak j e b r o j u a tomsk ih slojeva izmed ju dve granicne povrsine filma. N a sl ic i j e 

p r ikazana kvan tna z i ca sa 5 monoatomskih slojeva duz jednog pravca ogranicenja posebno za 

i> = 1, u — 2, u = 2, 1/ = 4, 1/ = 5. Svaka od t i h podzona cepa se n a d isk re tan niz kont inual 

n i h (monolancanih i l i jednodimenzionih) podpodzona c i j i j e b ro j jednak b r o j u a tomsk ih slojeva 

izmedju druge dve granicne povrsine. To je pr ikazano sa 6 p u n i h l i n i j a za fi = 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 . 

Komp le tan spektar mogucih (dozvol jenih) d iskre tn ih e lektronskih energi ja za s lucaj 6 x 5 kvant

n i h z ica p r i kazan i su n a poslednjoj s l ic i . Ovde dolazi do prek lapan ja nek ih podpodzonskih nivoa 

k o j i p r i pada ju r a z l i c i t i m energetskim podzonama. K a o posledica posto jan ja prostorn ih granica 

p r ime tn i su dodatn i energetski gepovi (za film i z i cu ) . 
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4 Z a k l j u c a k 

U r a d u su i s t r a i en i i ana l i z i ran i energetski spekt r i (moguca energetska stanja) elektrona 

u k r i s t a l n i m ogranicenim s t u k t u r a m a ( kvan tn im z i cama) , sa p r im i t i vnom kubnom resetkom. 

Dobi jen i rezu l ta t i su uporedjeni sa i s t im u ba l ku i tankom f i lmu. N a osnovu ovoga se doslo do 

sledecih vazn i j i h rezu l ta ta . 

1. Ove anal ize su pokazale b i tne raz l i ke u zakonu disperzi je elektrona u pomenut im s istemima, 

kao isk l juc ive posledice posto jan ja granica odgovarajuce s t ruk tu re , u ko j ima energetski 

spek t r i poseduju energetske gepove. Vel ic ine gepova zavise od d imenz i ja uzoraka (deblj ine 

f i lma, odnosno, debl j ine i s i r ine zice) i veoma brzo - prakt icno parabo l ick i , opadaju sa 

n j i hov im povecanjem. 

2. Posto janje g ran icn ih uslova i m a z a posledicu promenu energetske zone elektrona. U odnosu 

n a zonu dozvol jenih energi ja idealn ih s t ruk tu ra sa prakt icno kont inua ln im rasporedom, 

zona e lek t ronsk ih dozvol jenih energi ja u f i lmu j e izrazi to d iskre tna. O n a se sastoj i od 

dvodimenzionih podzona. U svakoj od podzona energi ja uz ima kont inualne vrednost i . 

Povecanjem b ro ja slojeva f i lma povecava se bro j d iskre tn ih s tan ja unutar zone dozvoljenih 

energi ja. K o d k v a n t n i h z ica ova diskretnost je dvodimenziona - duz oba pravca gde postoje 

granicne povrsine, sto znac i da se kont inualnost podzona narusava i one dob i ja ju d iskre tan 

ka rak te r . 

3. Spek t r i e lekt rona u f i lm -s t ruk tu rama i k van tn im z i cama poseduju donji (kao i j edan gornji) 

energetski gep. Posledica posto jan ja donjeg energetskog gepa moze da se tumac i na sledeci 

nac in : on odgovara energi j i osnovnog s tan ja elektronskog sistema i predstav l ja n a j m a n j u 

energi ju k o j u t reba u loz i t i da b i u f i lmu egzistirao e lektronski gas. Sve do te energije (ak t i -

vacione temperature) e lekt ron i se mogu na laz i t i samo u nek im od vezan ih s tan ja . S druge 

st rane, po j avu gomjeg energetskog gepa mozemo tumac i t i i tako da se u f i lm s t ruk tu rama , 

z a vel ic i n u min imalnog energetskog gepa, " spus ta " Fermi jev n ivo. Samo elektroni sa 

energ i jama vec im od ove min imalne, mogu da ucestvu ju u t r anspo r tn im i osta l im f iz icki 

in teresantn im procesima, p a se lako moze zak l j uc i t i da se to lakse ostvaruje u filmovima, 

a jos in tenz ivn i je u z i cama. 

4. Sve raz l ike i zmed ju posmat ran ih (neogranicenih i ogranicenih) k r i s t a l n i h sistema su iz ra ie -

ni je, sto j e film t a n j i , a z i ca t a n j a i u i a , i iscezavaju kada debl j ina filma, odnosno debl j ina 

i s i r ina kvantne zice, teze beskonacnosti . 
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