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Predgovor

Jos jedno raskrsce nazire se na Luninom nepreglednom putu. Jedno poglavije njenog Zivota
zavrseno je, ali ¢itav svet otvara se pred njom jer put nikada ne prestaje. Nastavlja se i siri svoje
razgranate staze, pozivajuci Zeljna srca da njime hode uprkos umornim tabanima. A Lunina
dusa oduvek je ceznula za novim prostorima. Uske utabane staze vodile su je do nekih novih
neistrazenih puteva. A $ta je ceka iza ¢oska? Koju stazu ce sada odabrati? Teski izbori nalaze
se pred njom. Da li ée to biti ve¢ poznati puteljak, koji ée je podsetiti na dom i naterati je
da se oseti sigurnom na svetu, ili pak neka nova precica do glavnog puta, koja je mami poput
pozivnice za avanturu, jos uvek nije sigurna. Stoga hrabro hodi veé poznatim putem, radujuci
se svakoj novoj pustolovini i spoznaji.

Bas kao i u Luninom Zivotu, i moj Zivot je dosao do zavrsetka jednog poglavija. Bio je to
dug put, pri cemu se svaka sledeca stepenica postojano nadovezivala na prethodnu. Naravno,
samo putovanje ne bi bilo potpuno, niti dovelo do ovakvog zavrsetka, da mije bilo ispunjeno
ludima kojima ovom prilikom Zelim da se zahvalim. Tu je svakako porodica, koja je bila deo
moje svakodnevice © sa mnom prolazila kroz lepe, ali © brojne tuine momente u Zivotu, koji su
nas izgradili v osobe kakve smo danas i ucinili nerazdvojnom celinom. Zatim se tu nalaze svi
prosvetni radnici koji su tokom mog osnovnog obrazovangja nasli nacin da ohrabre radoznalost i
motivisu me da se upustim u naucne vode, ali © pobude moju ljubav prema knjiZevnosti i jezicima.
Cela prica ne bi bila kompletna bez tri gracije, koje su cesto ukazivale na moje kvalitete, ¢ak 1
kad ih sama nisam primecivala.

Zahvalnost dugujem i ljudima koji su mi tokom citavog toka studiranja pruzali podrsku
prilikom borbe sa raznim zadacima, teorijama i laboratorijskim vezZbama, posto su i sami
razumeli celokupan proces razvojnog puta jednog mladog naucnika. Osim toga, zahvalila bih se
1 profesorima Katedre za teorijsku fiziku koji su pregledali razne radove u ¢ijem sam pisanju
ucestvovala, stalno nalazeéi nacina za njihovo unapredivanje. Na samom kraju, najvecu
zahvalnost za preneto znanje i nesebicno zalaganje dugujem mentoru, koji me je uveo u prob-
lematiku doktorske teze. Njegove korisne sugestije znatno su uticale na poboljsanje doktorske
teze kako u pogledu njenog sadrzaja tako i u kontekstu naucnog jezika. Ne treba zaboraviti ovde
spomenuti © da je prilikom gotovo citavog toka mog studiranja predstavijao svesrdnu pomoc,
a povremeno i svojevrsnog psihoterapeuta, te je time omogucio da ne budem prva osoba koja
strada u okrutnim Igrama gladi.

Novi Sad, 01.10.2021.

Sonja Gombar
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Uvod

U srzi reSsavanja realnih fizickih problema nalaze se brojne aproksimacije i modeli. Odredene
situacije, u cilju lakSeg reSavanja datog problema, a ponekad i kao nuzno sredstvo da bi se
oni uopste rasvetlili, zahtevaju upotrebu pojedinih metoda i modela razvijenih za neke druge
oblasti teorijske fizike kondenzovanog stanja. Ovakvo rezonovanje poznato je i kao dualni
pristup. Fokus doktorata bi¢e na upotrebi dualizma kao sredstva za istrazivanje tri realna
fizicka sistema sa mogucénoséu prakticne primene kako u nau¢nom tako i u tehnoloskom smislu.

Prvi segment doktorata posveéen je analizi eksitonske disperzije cetiri aromaticna
ugljovodonika - pentacena, tetracena, picena i hrizena. Iako je ranija literatura isticala
Frenkelove eksitone kao najznacajniji tip eksitona (vezanih parova elektrona i Supljina) u
organskim molekulima, pojedina istrazivanja sprovedena u protekle dve decenije sugerisala su
da je uloga ovih struktura manja od pretpostavljene i da je za potrebe postizanja korektnog
slaganja teorijskih i eksperimentalnih rezultata sustinski neophodno ukljuciti i charge-transfer
eksitone u razmatranje. Oprecnost stavova inspirisala je upotrebu eksitonskog hamiltonijana
baziranog striktno na Frenkelovim eksitonima radi provere da li se ovako formirana slika moze
zadovoljavajucée uklopiti sa eksperimentalno dostupnim podacima. S obzirom na postojanje
jednoznacne korespodencije izmedu Paulijevih operatora, koji figurisu u ovim hamiltonijanima,
i spinskih operatora, celom problemu pristupa se dualnim putem. Drugim rec¢ima, sa eksi-
tonskog hamiltonijana moze se pre¢i na anizotropni Hajzenbergov hamiltonijan u prisustvu
spoljasnjeg magnetnog polja i iskoristiti c¢itav spektar alata koji spinski hamiltonijani sa
sobom povlace. Tu ¢e svakako od interesa biti bozonizacija spinskih hamiltonijana, diskretna
Furijeova transformacija, ali i perturbativni pristup razvijen specijalno za Hajzenbergove
hamiltonijane.

Drugo poglavlje doktorata bavi se ispitivanjem korespodencije izmedu dva entiteta kvantne
informatike - kvantne zamrsenosti i kvantne koherentnosti, kao i njihove povezanosti sa iden-
tifikacijom kvantnih faznih prelaza modela. Naime, kvantna informatika jedna je od mladih
izdanaka kvantne fizike i njen razvoj mogao bi dovesti do znatnog unapredenja i ubrzanja
brojnih aspekata ljudskog bitisanja. Jedna od vode¢ih tehnologija za implementaciju kvant-
nih racunara bazirana je na kvantnim tackama okupiranim elektronima koji medusobno inter-
aguju. Interesantno je da se ovakvi sistemi mogu uspesno opisati posredstvom Hajzenbergovih
hamiltonijana, koji se najces¢e koriste za ispitivanje svojstava magnetnih jedinjenja. Ovom
prilikom parametri modela ne predstavljaju konstante, ve¢ se mogu podeSavati kako eksper-
imentalno tako i u teorijskim razmatranjima. Ovakav dualan pristup omogucéava nalazenje
optimalnog skupa vrednosti parametara modela pri kojima su kvantne osobine sistema maksi-
malno iskoriSé¢ene, ali i uocavanje kvantnih faznih prelaza. U nastavku doktorata je potencijalna
veza izmedu kvantne zamrsSenosti i kvantne koherentnosti ispitana na primeru XY modela sa
Dalosinski-Morija interakcijom i dva tipa anizotropije. Tom prilikom je pristup zasnovan na
elementima tenzorske algebre, dok je kvantna renormalizaciona grupa koriS¢ena ne samo za
uocavanje kvantnog faznog prelaza u sistemu nego i za utvrdivanje veze izmedu dve kvantno-
informaticke veli¢ine u sistemima sa razli¢itim brojem spinskih kubita.

Poslednji segment doktorata posveCen je ispitivanju realnih fizickih sistema, poput talasa
gustine naboja, sistema Dzozefsonovih spojeva i koloidnih sistema, posredstvom generalizo-
vanog Frenkel-Kontorova modela podvrgnutog dejstvu spoljasnjih periodicnih sila. Naime, stan-
dardni Frenkel-Kontorova model i Frenkel-Kontorova model sa harmonijskom meducesticnom
interakcijom i razlicitim oblicima deformacionog supstratnog potencijala ve¢ su se pokazali
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podesnim sredstvima za opis spomenutih problema, te je u ovom doktoratu fokus na modelu sa
sinusoidalnim supstratnim potencijalom i dva neharmonijska konveksna oblika meducesticnog
potencijala. Naravno, kako je harmonicnost prilicno retka pojava u prirodi, smisleno je proveriti
na koji nacin ¢e uplitanje neharmonijske interakcije uticati na potencijalni dualizam sa realnim
fizickim problemima i modelima pomoc¢u kojih se oni obi¢no opisuju. U doktoratu je izvrSeno
poredenje sa dostupnim eksperimentalnim podacima, ali i sa standardnim modelom kako bi
se utvrdilo koje novitete neharmonijski izbor interakcije sa sobom donosi. Ispitani su odzivna
funkcija, ponasanje maksimalnog Ljapunovljevog eksponenta, Poankareovi preseci i amplitudne
zavisnosti kriticne sile, Sirine prvog harmonijskog stepenika i maksimalnog Ljapunovljevog ek-
sponenta. Kao osnovni alat koriséeni su Runge-Kuta metod cetvrtog reda i Sprotov algoritam
za numericko racunanje maksimalnog Ljapunovljevog eksponenta.

Osnovni cilj sva tri poglavlja doktorata jeste koncizno predstavljanje blagodeti dualnosti u
teorijskim proracunima u konkretnim primerima kroz brojne rezultate koje ovaj pristup ¢ini
moguc¢im. Svaka od tri celine sadrzi kratak uvod u problematiku, a potom su predstavljeni
rezultati istrazivanja, koji se u originalnoj formi mogu naci u ¢etiri objavljena rada:

1. S. Gombar, P. Mali, M. Panti¢, M. Pavkov-Hrvojevi¢, S. Radosevi¢, Dynamics of Frenkel
FEzcitons in Pentacene, Materials 11, 2219 (2018).

2. M. Rutonjski, P. Mali, S. Radosevi¢, S. Gombar, M. Panti¢, M. Pavkov-Hrvojevi¢, Exciton
dynamics in different aromatic hydrocarbon systems, Chinese Physics B 29, 107103 (2020).

3. S. Gombar, P. Mali, M. Panti¢, M. Pavkov-Hrvojevi¢, S. Radosevi¢, Correlation between
Quantum Entanglement and Quantum Coherence in the Case of XY Spin Chains with the
Dzyaloshinskii—Moriya Interaction, Journal of Experimental and Theoretical Physics 131,

209 (2020).

4. S. Gombar, P. Mali, S. Radosevi¢, J. Teki¢, M. Panti¢, M. Pavkov-Hrvojevi¢, Influence of
anharmonic convex interparticle potential and Shapiro steps in the opposite direction of
driving force, Physica Scripta 96, 035211 (2021).
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Glava 1
Eksitonska disperzija aromati¢nih ugljovodonika

Ve¢ nekoliko decenija posebna paznja posvecena je istrazivanju organskih kristala usled
sirokog spektra njihovih potencijalnih primena. S obzirom na standardnu upotrebu u proizvod-
nji poluprovodnika [1-5], ovi materijali uzimaju uéesée u brojnim inovativnim optoelektronskim
uredajima danasnjice, poput fleksibilnih elektronskih komponenti [6], tranzistora [7], foton-
aponskih ¢elija [8,9], elektroluminiscentnih uredaja [10] i drugih [11,12]. Organske molekulske
strukture se danas uz veoma malo napora proizvode razlicitim metodama depozicije, od kojih
se izdvaja posebno zastupljena epitaksija molekularnim snopom, pogodna za formiranje veoma
kvalitetnih i precizno definisanih monokristalnih filmova u visokom vakuumu [13]. Otuda se ovi
materijali mogu naci u raznim formama, polazeci od tankih filmova pa sve do struktura od vise
slojeva i heterostruktura!, ali je moguée i kombinovanje organskih i neorganskih poluprovodnih
materijala [14]. Stoga je razumljivo zasto je nuzno da se pronikne u samu srz mikroskopske
prirode ovih materijala, a time i proucavanje najnizih pobudenih stanja i ekscitacija odgovornih
za Sirok raspon njihovih implementacija postaje baziéni predmet brojnih studija.

Naime, elektronske ekscitacije bitne za objasnjenje razlicitih optickih efekata, poput fo-
toemisije [15], fotoprovodljivosti [16] i fotoluminiscencije [17], u organskim i neorganskim
dielektricnim i poluprovodnim kristalima, kao i za procese prikupljanja svetlosti prilikom fo-
tosinteze u biljkama i pojedinim bakterijama [18], jesu eksitoni. Radi se o vezanim parovima
elektrona-supljina, obitno generisanim apsorpcijom svetlosti ili relaksacijom slobodnih elek-
trona i Supljina [18]. S obzirom na ¢injenicu da su ove ekscitacije elektroneutralne, ne moze
se ocekivati da doprinose elektricnoj provodljivosti, ali to svakako ne ¢ini njihovu ulogu u
materijalima beznacajnom jer u sebi nose ekscitacionu energiju, te uzimaju direktno ucesce
u transportu energije. Ova pobudenja obic¢no se svrstavaju u jednu od dve grupe: u grupu
Frenkelovih eksitona (Frenkel excitons) ili Vanije-Motovih eksitona ( Wannier—Mott excitons),
u skladu sa velicinom rastojanja izmedu elektrona i Supljine, ali se u poslednje vreme izdvajaju
i takozvani charge-transfer (CT) eksitoni, kao blagi prelaz izmedu dve navedene grupacije [18].
Simboli¢ni prikaz tri razlicite vrste eksitona u kristalima dat je na slici 1.1.

a) b) c)
° (<)

Slika 1.1: Tlustrativni prikaz tri razlicite vrste eksitona u kristalima: a) Frenkelovi eksitoni ili eksitoni malog
radijusa, b) CT eksitoni i ¢) Vanije-Motovi eksitoni ili eksitoni velikog radijusa.

Frenkelovi eksitoni obi¢no se identifikuju kao parovi elektrona-supljina malog radijusa [19—
21], ¢ija energija veze ima relativno veliku vrednost, reda veli¢ine eV. Otuda je i razumljivo zasto
se u teorijskim razmatranjima uzima da se elektron i Supljina u okviru jednog para prakticno
nalaze na istom ¢voru resetke. Sa druge strane, Vanije-Motovi eksitoni, poznati kao eksitoni ve-

IHeterostrukture predstavljaju poseban tip struktura, obi¢no poluprovodnih, u kojima se hemijski sastav menja sa pozicijom u
materijalu.
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likog radijusa, podrazumevaju mnogo vece rastojanje izmedu elektrona i supljine (i po nekoliko
¢vorova u resetki), dok su energije veze nekoliko redova veli¢ine manje, okvirno oko meV. CT
eksitoni predstavljaju prelaznu vrstu izmedu Frenkelovih i Vanije-Motovih eksitona i posebno
su znacajni za razdvajanje slobodnih nosilaca naelektrisanja iz Frenkelovih parova u procesu fo-
toprovodljivosti [18]. Frustracija koja je uslovljena takmic¢enjem izmedu kuplovanja elektrona
i Supljine unutar para i clana koji opisuje preskakanje elektrona i Supljine sa jedne lokacije
na drugu (sa ¢vora na ¢vor u kristalu) odreduje tip eksitona u odredenom materijalu. Tako
su Frenkelovi eksitoni tipski vid elektronskih ekscitacija u organskim kristalima, gde izmedu
molekula uglavnom vladaju slabe Van der Valsove veze, dok su Vanije-Motovi parovi uglavnom
pripisani neorganskim kristalnim strukturama sa jakim jonskim ili kovalentnim vezama medu
molekulima ili atomima [14].

S obzirom na to da su centralna tema ovog segmenta disertacije cetiri aromaticna
ugljovodonika, shodno prethodno izlozenom, ocekujemo da ¢e prilikom ispitivanja mikroskop-
skih svojstava ovih struktura biti neophodno baziéni model konstruisati polazeci od Frenkelovih
eksitona, koji su u ovom sluc¢aju najznacajniji. Metoda spektroskopije gubitka energije
elektrona omogucila je sprovodenje direktnog i preciznog merenja eksitonskog spektra u
aromaticnim ugljovodonicima [22,23] poput pentacena [24-26], tetracena [27], picena [28] i
hrizena [29]. U skladu sa izvrSenim eksperimentalnim opservacijama, javila se potreba za
pruzanjem podesne mikroskopske slike, koja bi se uklopila sa postoje¢om eksperimentalnom.
Na taj nacin je i doslo do formiranja oprecnih stavova po pitanju znacaja Frenkelovih eksitona
u navedenim organskim jedinjenjima. Naime, dok se u fenacenima (picenu i hrizenu) slika koju
pruzaju Frenkelovi eksitoni smatra sasvim dovoljnom za opis njihove eksitonske disperzije,
neki radovi, poput [30], tvrde da je uticaj CT eksitona u slucaju acena (pentacena i tetracena)
mnogo veé¢i od dotad spominjanog u strucnoj literaturi. Stoga je prvi deo disertacije posveéen
ispitivanju validnosti ove tvrdnje, odnosno poredenju slike formirane na bazi Frenkelovih
eksitona i pripadnih efektivnih eksitonskih hamiltonijana, koji ne obuhvataju druge klase
eksitona, sa dostupnim eksperimentalnim podacima.

v

Slika 1.2: Dvodimenzioni prikaz strukture analiziranih aromati¢nih ugljovodonika: resetka acena je obojena,
dok osencena resetka prikazuje fenacenske strukture.

a[A]  b[A] 4[] Reference

pentacen 6.27 7.78 87.8 31

tetracen 6.06 7.84 85.8 32
picen 8.48 6.154 90 [28,33]
hrizen 839 6.20 90 [29]

Tabela 1.1: Konstante resetki i vrednosti odgovarajuceg ugla za elementarne Celije analiziranih struktura.

U nastavku poglavlja bice predstavljeni rezultati istrazivanja cetiri aromaticna ugljovodonika
- pentacena, tetracena, picena i hrizena. Sematski prikaz strukture kristalnih resetki ovih
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molekula dat je na slici 1.2, dok su odgovarajuci parametri resetke dostupni u tabeli 1.1. Uocava
se da aceni tetracen i pentacen kristalisu u triklinicnoj formi, dok fenaceni picen i hrizen imaju
monoklinicne kristalne oblike. Medutim, usled znatno male verovatnoce preskakanja izmedu
¢vorova u c*-pravcu [34], kristal pentacena moze se sasvim dobro aproksimirati dvodimen-
zionom reSetkom sa slike 1.2, a analogno se moze pretpostaviti i za preostale kristalne forme od
interesa. Osim toga, kako se u tabeli 1.1 vidi da vrednosti ugla v izmedu osa a i b nisu mnogo
manje od 90° u slucaju acena, dok u slucaju fenacena iznose tacno 90°, ubuduce ¢e ovaj ugao
biti aproksimiran upravo pravim uglom, te ¢e za sva cetiri kristala vaziti @ - b = 0. Naravno,
celokupno istrazivanje ne bi bilo moguce bez postojanja sirokog dijapazona dostupnih eksperi-
mentalnih podataka dobijenih metodom spektroskopije gubitka energije elektrona, te je stoga
u tabeli 1.2 istaknut pregled radova iz kojih su preuzeti podaci koriséeni u disertaciji, kao i
osnovne karakteristike eksperimentalnih postavki, pri ¢emu su sva merenja vrSena u reciprocnoj
a*b*-ravni.

Referenca Ugljovodoni¢na struktura Velic¢ina uzorka Eksperimentalna tehnika Temperatura
[25] pentacen film debljine 100 nm 170 keV spektrometar 300 K
26 pentacen film debljine 100 nm 170 keV spektrometar 20 K
27 tetracen film debljine 100 nm 170 keV spektrometar 20 K
23 picen i hrizen film debljine 100 nm 170 keV spektrometar 20 K

Tabela 1.2: Osnovne karakteristike eksperimentalnih postavki istrazivanja ¢iji su podaci koriséeni u doktorskoj
disertaciji.

Alternativni pristup za stvaranje slike o mikroskopskim svojstvima navedenih kristala, u
kom se polazi od mnogocesticnog hamiltonijana baziranog na operatorima elektrona i Supljina,
mogu¢ je i rezultati su dostupni u nekoliko relativno skorasnjih radova [33,35-38]. Medutim,
srz ove doktorske disertacije jeste prikaz problema koji se elegantno i koncizno mogu resiti
podesnim sredstvima razvijenim za neke druge oblasti ili probleme u teorijskoj fizici kondenzo-
vanog stanja, takozvanim dualnim pristupom. U ovom konkretnom primeru, eksitonski pristup
svakako ima izvesne pogodnosti zahvaljuju¢i postojanju jednoznacne korespodencije izmedu
spinskih i Paulijevih operatora za S = 1/2, ¢ime su otvorena vrata za upotrebu mnogobro-
jnih alata primenljivih u slucaju spinskih hamiltonijana. Rezultati predstavljeni u ovom delu
disertacije mogu se naé¢i u originalnoj formi u dva objavljena rada [39,40].

1.1 Veza izmedu teorijskog modela Frenkelovih eksitona i Hajzenber-
govog modela

Koncept elektroneutralnih eksitonskih ekscitacija potekao je od izvornih radova Jakova
Frenkela ( Yakov Frenkel) iz 1931. godine [41,42]. Frenkel uocava da postoji mogucénost da se iz
apsorpcije svetlosti kreira izvesni ekscitacioni talas (kako ga on naziva), koji se, poput zvuénog,
prostire materijalom u sebi nose¢i paket energije. Na ovaj nacin podesno je opisao prosti-
ranje elektroneutralnog pobudenja od molekula do molekula, pri ¢emu sam elektron ostaje u
polaznom molekulu. Naravno, Frenkelovi eksitoni su samo jedan vid ekscitacija koji nastaje ap-
sorpcijom svetlosti, ali su i te kako karakteristicni za organske strukture koje ¢e biti ispitivane u
nastavku disertacije. Ova ¢Cinjenica je upravo posledica specificne strukture organskih moleku-
larnih kristala, koja je odredena prisustvom Van der Valsovih sila ( Van der Waals forces) [43].
Njihovo dejstvo privlacno je na velikim rastojanjima, a odbojno na malim. Odgovarajuca
potencijalna energija dobro je opisana Lenard-Dzonsovim potencijalom (Lennard-Jones poten-
tial) [43]:

V(r)= A4_B (1.1)

prl2 7«6’
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gde su konstante A i B odredene prirodom strukture. Na ovaj nacin omogucava se uskladeno
uklapanje susednih molekula, odnosno molekulskih orbitala, sto za posledicu ima pojavu
specificnih eksitonskih ekscitacija.

Hamiltonijan modela formira se tako da zadovoljava karakteristicne uslove koje Frenkelovi
eksitoni moraju zadovoljavati. Kako su elektron i Supljina jednog Frenkelovog eksitonskog para
lokalizovani na istom ¢voru, operatori kreacije trebalo bi da formiraju eksiton na datom ¢voru,
dok ¢e operator anihilacije ponistiti eksiton na odabranom ¢voru. Strukture kojima se ova
disertacija bavi mogu se efektivno predstaviti dvonivovskim teorijskim modelima usled toga
Sto je razmak izmedu energijskih nivoa osnovnog stanja i prvog pobudenog stanja osetno manji
u odnosu na razmak izmedu prvog i ostalih pobudenih stanja datog molekula. Posmatrajuéi
situaciju na nivou molekula, ono $to se desava jeste kreiranje (ili anihilacija) elektrona na
odredenoj molekulskoj orbitali, Sto se efektivno registruje kao pojava molekula u osnovnom ili
pobudenim stanjima (u sluc¢aju dvonivovskog sistema u pitanju je samo jedno pobudeno stanje).
Na ovaj nacin se kreira (ili anihilira) par elektrona-supljine koji, u slucaju Frenkelovih eksitona,
pociva na istom ¢voru (molekulu). Dakle, za opisivanje ovakvog vida ekscitacija neophodna je
samo jedna koordinata, koja odreduje poziciju eksitonskog para. Osim toga, ne treba izgubiti
iz vida da se na jednom ¢voru istovremeno moze naci samo jedan eksiton. Na osnovu ovako
definisanih uslova, hamiltonijan koji opisuje dinamiku Frenkelovih eksitona u dvonivovskim
sistemima moze se zapisati u formi [18, 20, 43-46]:

X Y
H=Hy+A>Y PiP, - 5 > PiPaix— 5 > PIP.Pl \Paix, (1.2)

gde su P! i P,, Paulijevi operatori, koji kreiraju ili anihiliraju eksiton na évoru n, {\} oznacava
vektore koji spajaju susedne ¢vorove, Hy predstavlja slobodan ¢lan, A eksitonski gep, a X i Y
su parametri koji opisuju preskakanje eksitona sa ¢vora na ¢vor i interakciju izmedu eksitona
na razli¢itim cvorovima, respektivno. Moze se uociti da su svi parametri definisani nezav-
isno od ¢vora, Sto sugeriSe homogenost razmatrane strukture, ali je svakako moguce u obzir
uzeti i parametre koji se menjaju od ¢vora do ¢vora. Paulijevi operatori zadovoljavaju sledece
komutacione relacije:

[Pn, P}] = 0pnm(1 — 2P} Py), [P, Pm] =[P}, Pl] =0, (1.3)

kao i relaciju:
P2 = (Pl)?=0. (1.4)

Dakle, na razli¢itim ¢vorovima operatori komutiraju, podrazavajuc¢i ponasanje bozonskih oper-
atora, dok na istom molekulu imaju svojstva fermionskih operatora. Ukoliko se prisetimo da
je receno da se razmatraju dvonivovski sistemi u kojima se moze naci svega jedan eksiton na
makar kom ¢voru, ova Cinjenica postaje sasvim logi¢na.

Kao §to je nagovesteno, dalji pristup resavanju problema (nalazenju izraza za eksitonsku
disperziju) bazirace se na alatima razvijenim za neke druge sfere teorijske fizike kondenzovanog
stanja. Samo poreklo naziva Paulijevih operatora sugerise na dalji korak u postupanju. Naime,
Paulijevi operatori naziv su dobili iz analogije sa algebrom spinskih operatora za S = 1/2. U
nasem primeru dvonivovskog eksitonskog sistema postoji jednoznaéna korespodencija izmedu
Paulijevih i spinskih operatora [18,47], te se, usled formalne ekvivalentnosti modela, lako moze
preéi na anizotropni Hajzenbergov hamiltonijan. Naime, na osnovu transformacija [47]:

1
S, =P, St=p,, S:= 51— P! P, (1.5)

eksitonski hamiltonijan (1.2) poprima oblik anizotropnog X X Z Hajzenbergovog hamiltonijana
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u spoljasnjem polju:
’ - [Z z z z
HZ_?ZS'RS?’J;FA_?ZSR n—l—)\_MHZSn' (16)
n,A n,\ n

Kako bismo nasli vezu izmedu parametara dva modela, neophodno je spinske operatore u (1.6)
zameniti Paulijevim pomoc¢u transformacija (1.5). Dakle, polazimo od:

H_——Z Mr:z(%ﬂ_aﬁpn)(;ﬂ PP, )

n,A

“HZ( 1-— PTP) (1.7)

i nakon kratkog racuna dobijamo:

I* I* 1 I 1 I N
__ i _ 2 2 ip L f e
H=-= nEA PlPoix— 7N 1+ 5222 En PLPn == > PiPuPl \Pnix— M 5 1
+ MY PP, (1.8)

gde je N ukupran broj ¢vorova resetke, a z; broj prvih suseda. Nakon poredenja sa hamiltoni-
janom (1.2) dolazimo do sledeéih veza izmedu modelnih parametara:

YZl

kao i njihovih inverznih relacija:
Iz PN N
X=I" Y=I A= 221 , Hy=— 281 —“7; . (1.10)

Moze se uociti da je, u skladu sa polaznom eksitonskom slikom (1.2) i vezama izmedu dva
modela (1.9), anizotropni odabir integrala izmene uskladen sa potrebom da se u izraz ukljuci
preskakanje eksitona sa ¢vora na ¢vor, kao i interakcija izmedu eksitona na razli¢itim ¢vorovima
(odnosno parametri X i Y koji ne moraju imati istu vrednost).

Dakle, usled izomorfizma spinskih i paulionskih Hilbertovih prostora na svakom ¢voru
resetke, polazni problem eksitonske dinamike opisan jedna¢inom (1.2) moze se u potpunosti
preslikati na ekvivalentan efektivni spinski model (1.6). Treba obratiti paznju na ¢injenicu
da ovom prilikom nije posveéena posebna paznja razjasnjavanju znacenja pojedinac¢nih param-
etara spinskog modela jer ga u ovom kontekstu oni i nemaju. Veza izmedu relacija (1.2) i
(1.6) je puka formalnost i stoga je jedini znacaj apstrakovanih parametara [*, I* i yH u nji-
hovoj vezi sa polaznim parametrima eksitonskog hamiltonijana (1.9). Medutim, iako formalan,
ovaj dualni pristup stavlja nam na raspolaganje Sirok asortiman alata trenutno raspolozivih u
spinskim sistemima [47-57]. Dakle, sa prostora jos uvek nedovoljno eksploatisanih Paulijevih
operatora presli smo na prostor spinskih operatora bogat brojnim moguénostima. Posebno ¢e
se pogodnim ovakav formalizam pokazati u pogledu ispitivanja uticaja eksiton-eksiton interak-
cija pomocu perturbativne teorije koja je za Hajzenbergove hamiltonijane razvijena u [56,57].
Stoga ¢e se dalji racun bazirati na dualnom pristupu shodno razmatranju spinskog hamiltoni-
jana (1.6), pri ¢emu treba imati u vidu vezu modelnih parametara sa polaznim eksitonskim

(1.9).

1.2 Disperzija neinteragujuéih eksitona

U nastavku rada polazna tacka biée spinski hamiltonijan (1.6). Da bismo dosli do
konkretnog izraza za disperziju eksitona u cetiri aromati¢na ugljovodonika od interesa,
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neophodno je u racun inkorporirati njihovu strukturu prikazanu na slici 1.2. Kao sto
se moze uoCiti, razmatrace se tri tipa suseda: dva suseda na pozicijama A; = {—a,a},
dva suseda na pozicijama Ay = {—b,b}, kao i Cetiri suseda u tackama na rastojanjima
A3 = {a+b _a+b, “T_b, —GTH’}. Ova cinjenica dalje ukazuje na to da se nasi, uslovno receno,
integrali izmene [” i [* dele u tri podskupa, u skladu sa vrstom suseda o kojoj govorimo.
Stoga Ce susedi razdvojeni vektorima A; biti kuplovani integralima izmene I7 i I}, susedi na
rastojanjima A, integralima izmene I3 i I3, a susedi na pozicijama Az integralima izmene I3 i
I3 sa odabranim ¢vorom resetke. Prilagoden strukturi resetke sa slike 1.2, hamiltonijan (1.6)

poprima oblik:

H=- _an n+i1 2 ZSnS'rJLF—I—)\Q Z n—l—)\g

n)\l n)\z n>\3
JZ
Z Z 3 zZ Qz z
Y E n+>\1 E n+>\2 § :S'n n+i3 MH E Sn' (111)
n)\l 'n,)\g n,)\g n

Sada se sa spinskih prelazi na bozonske operatore pomo¢u Blohove aproksimacije (Bloch ap-
prozimation), koja se u slucaju S = 1/2 svodi na smene [20, 58]:

1
S, =Bl St=DB,, S;= 51— B! B, (1.12)

gde su BJ, i B, bozonski operatori kreacije i anihilacije magnona (elementarnih ekscitacija
lokalizovanih spinova) na ¢voru mn, respektivno. Aproksimacija odgovara linearnoj teoriji spin-
skih talasa posto zanemaruje njihovu medusobnu interakciju, tj. ne ukljucuje clanove sa vise
od dva bozonska operatora [59]. Stoga se moze zakljuciti da aproksimacija daje rezultate
koji su u saglasju sa eksperimentima onda kada je sistem slabo pobuden. Osim toga, spinske
komutacione relacije se u ovom kontekstu ne odrzavaju u potpunosti, te ne moze biti reci o
reprezentaciji u njenom punom znacenju?.

Hamiltonijan je sad forme:

H=— 71 Z B,:ranJr)‘1 — 72 Z BLBnJrAQ - ?3 Z BILBnJr)\S N1

24
n)\l n)\Q 7,3
122 174 174
2—— BTB ———NIL 222N 'Bip. — 3 -N1+22-) BiB,
— M”H? 1+ puH Y BfBn+ O(B}ByB \Bnix), (1.13)

gde je u obzir uzet broj suseda odredenog tipa, kao i ¢injenica da nas najpre zanima ponasanje
sistema neinteraguju¢ih eksitona. Da bismo dosli do konac¢nog izraza za disperziju, isko-
risticemo Furijeove transformacije:

1 : 1 . 1 .
Bn=——=Y Byt Bl = N pBlegen 5, = clakn 1.14
\/N ; q n \/N ; q q.k N ; ( )

koje ¢e nam omoguditi prelazak na impulsni prostor, u kom se disperzija direktno moze ocitati
iz novog oblika hamiltonijana. Najpre je neophodno transformisati sledec¢i clan, koji odgovara

2Prelaskom na bozonske operatore, pri éemu treba imati u vidu komutacione relacije tipa:
[Bn, Bl,] = 0n,m, [Bn,Bm] = B}, B}] =0,
postaje ocito da su spinske komutacione relacije:
(S, Sm] = 2570n,m., [Sn> 57n] = FS30n,m

zadovoljene samo aproksimativno.
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susedima prvog tipa:

1 : . .
Z BILBHJF)\I = N Z B;rceﬂk:-anelq-(nJr)\l) — Z BLBkelk:-)\l _

n,A1 n,\1,k,q ALk
= Z Bl By (e 4 e7e) = 2 Z B} By, cos(k - a), (1.15)
k k
a na istovetan nacin se i ¢lan koji odgovara susedima drugog tipa dobija u obliku:
> BiBnix, =2 BjBicos(k-b), (1.16)
7,2 k

dok c¢lan koji odgovara susedima trec¢e vrste nakon krac¢eg racuna:

1 —ik- iq- ik-
S BB = LS B - S b
m,A3 n,A3,k,q A3k

ik.2tb ik. —atb ik.2=b _if.atb
— E BLBk(elk 5 +elk 5 +elk 5 e ik- %3 ):
k

= ZB,LBk((eikTﬂ te )" + e#)) (1.17)
k
mozemo zapisati u formi:
k-a k-b
ZBILBnJrAs :4ZB,LBkcos( 5 ) cos ( 5 ). (1.18)

7,3 k
Za dalji racun neophodno je transformisati i slede¢i clan:
1 . .
> BB, = ~ > Bje *"Belt™ =" Bl By. (1.19)
n n,k,q k

Mozemo uociti da smo prilikom racuna presli na diskretan prostor impulsa, ali smo veoma lako
mogli izabrati i kontinualni prostor posto nas za pocetak interesuje samo izraz za disperziju.
Osim toga, kao Sto je i naglaseno, uzeli smo da je broj prvog i drugog tipa suseda z; = 2o = 2,
dok je broj suseda trece vrste z3 = 4.

Konaé¢ni oblik hamiltonijana je sada:
H =H,— I} Y BLBwy(k) — I} Y BlBuya(k) — 213 > Bl Biys(k)
k k k
+1;Y BiBu+1;Y BlBw+2I; Y BLBi+uH»  BjBx, (1.20)
k k k k

gde je slobodni ¢lan dat izrazom:

I+ 15+ 2I)N N
Héz—(1+ 5 +215) _MH ’ (1.21)
4 2
a geometrijski faktori su:
k- k-b

Y1(k) = cos(k - a), (k) =cos(k-b), ~3(k)=cos( a) cos ( 5 ). (1.22)

Poredenjem sa generalnijom relacijom:
H = Hj+ ) E(k)B'(k)B(k), (1.23)

k

9
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mozemo uociti da disperzija neinteragujuc¢ih eksitona ima sledeé¢i oblik:

E(k) =17 (I_l —cos(k:.a,)> + 15 (I_2 —cos(k:-b)) +2[§3<I_3 — cos (kéa) oS (k_b)> + uH,

I I I3
(1.24)
odnosno:
k- k-b
E(k) = A —I{ cos(k - a) — I5 cos(k - b) — 21 cos (Ta) cos (——), (1.25)
gde je eksitonski gep definisan relacijom:
A =17+ 15+ 215 + pH. (1.26)

S obzirom na polaznu vezu izmedu Hajzenbergovog i eksitonskog hamiltonijana (1.9), odnosno
¢injenicu® da je I7 = Yy, I = Yo i I = Y3, jasno je da je dobijena disperzija neinteragujuéih
eksitona analogna relaciji dobijenoj iz tight-binding opisa [25]:

k:-a) Cos(kQ.b), (1.27)

sa parametrima t,, t, 1 4, koji opisuju interakciju izmedu sva tri tipa suseda razmatrana na
slici 1.2.

E(k) = Ey+t,cos(k - a) + t, cos(k - b) + 2t cos (

Takode, iz izraza za eksitonski gep (1.26) uocava se znacaj ¢lana sa magnetnim poljem puH.
Naime, kako parametri I, I5 i I po svojoj prirodi imaju male vrednosti, formalno uvedeno
magnetno polje uH ima zadatak da proizvede veliki eksitonski gep, u zavisnosti od eksperimen-
talnih podataka za datu strukturu. Dakle, ovako uvedeno magnetno polje nije realni parametar,
niti je sistem eksitona izlozen njegovom dejstvu, veé je njegova uloga striktno postizanje izvesne
vrednosti eksitonskog gepa A, koji predstavlja realni parametar eksitonskog sistema. Osim toga,
kako je relacija (1.25) opstijeg karaktera, moze se zakljuciti da predstavlja pogodan temelj za
opis eksitonske dinamike u slucaju sva cetiri razmatrana aromati¢na ugljovodonika.

1.2.1 Disperzija neinteragujucih eksitona u pentacenu

Najpre ¢emo razmatrati slucaj neinteragujuc¢ih eksitona, ¢ija je dinamika opisana dis-
perzionom relacijom (1.25), u slucaju resetke pentacena. Eksperimentalni podaci preuzeti
su iz [25], pri éemu su merenja vriena na sobnoj temperaturi (~ 300 K) u cetiri razlicita
recipro¢na pravca unutar Briluenove zone - (100), (210), (110) i (120). Teorijske krive su dobi-
jene fitovanjem disperzione relacije (1.25) u skladu sa eksperimentalnim podacima, a rezultati
su prikazani na slikama 1.3-1.6. Neophodno je naglasiti da je, osim aproksimiranja kristalne
reSetke pravougaonom u ab-ravni (a - b = 0), za dobijanje teorijskih krivi nac¢injena jos jedna
aproksimacija. Naime, pravce merenja u reciprocnoj a*b*-ravni definisali smo u skladu sa
¢elijom vise simetrije, u kojoj su recipro¢ni pravci a* i b* paralelni direktnim a i b, a a*b*-
ravan definisana na ovaj nacin priblizno kvadratna. Jasno je da je trikliniéni pentacen struktura
nize simetrije i da su pravci merenja malo pomereni u odnosu na ovako zadate pravce, ali se
ispostavlja da su i uz ovu aproksimaciju rezultati zadovoljavajuéi.

Fitovanjem jednacine (1.25) u skladu sa eksperimentalnim podacima duz (100) pravca, na
osnovu opisanih aproksimacija, dobijeni su parametri I = 5.7 meV i I§ = 23.4 meV. Vrednost
eksitonskog gepa A = 1.83 eV preuzeta je iz [60]. Poslednji parametar I5 = 3.4 meV dobijen
je fitovanjem eksitonske disperzije u skladu sa eksperimentalnim podacima duz (210) pravca
i prethodno odredenim preostalim parametrima. Kako je koris¢en identican skup parametara,

3U skladu sa strukturom pentacena, u relaciji (1.2) javiée se tri skupa parametara X i Y, koji odgovaraju postojanju tri tipa
suseda.

10
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Slika 1.3: Eksitonska disperzija duz (100) pravca. Eksperimentalni podaci mereni na 300 K preuzeti su iz [25].
Teorijska kriva podrazumeva sledeéi skup parametara: A = 1.83 eV [60], If = 5.7 meV, I = 3.4 meV i
13 = 23.4 meV.
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Slika 1.4: Eksitonska disperzija duz (210) pravca. Eksperimentalni podaci mereni na 300 K preuzeti su iz [25].
Teorijska kriva dobijena je za identi¢ne vrednosti parametara kao u slu¢aju pravca (100).

oc¢ito je da za sva Cetiri pravca unutar Briluenove zone teorijske disperzione krive imaju istu
granicu A — I{ — [5 — 217 = 1.7741 eV kad k — 0. Trodimenzioni prikaz eksitonske disperzije
E(ky, k,) dat je na slici 1.7.

Kao sto se moze primetiti, eksperimentalni podaci i teorijske krive poseduju istu periodi¢nost
u slucaju sva cetiri pravca unutar Briluenove zone. Ipak, postoje mala neslaganja, koja bi se
mogla pripisati postojanju drugih ekscitacija, kao sto su sugerisani CT eksitoni [25], ali i
aproksimacijama koje su nacinjene prilikom razmatranja strukture pentacena. Uocavamo da je
poklapanje najbolje u slu¢aju pravca (100), koji je bio polazna tacka prilikom fitovanja, ali se
situacija u sluc¢aju preostalih pravaca moze donekle popraviti i uzimanjem neznatno izmenjenih
vrednosti dobijenih parametara naustrb ovog pravca. U svakom slucaju, moze se zakljuciti da
CT eksitoni nemaju toliko veliki uticaj na eksitonsku dinamiku u kristalu pentacena kao Sto
je to predoceno u [25].

Na ovom mestu uporedi¢emo dobijene rezultate sa teorijskim fitovima predstavljenim u [25],
a koji su u skladu sa disperzijom dobijenom iz tight-binding opisa (1.27), kao i identi¢nim
eksperimentalnim podacima, da bismo pronikli u poreklo prethodnog misljenja da slika koju
pruzaju Frenkelovi eksitoni nije adekvatna u slucaju pentacena i da je neophodno ukljuciti CT
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Slika 1.5: Eksitonska disperzija duz (120) pravca. Eksperimentalni podaci mereni na 300 K preuzeti su iz [25].
Teorijska kriva dobijena je za date vrednosti ve¢ odredenih parametara.
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Slika 1.6: Eksitonska disperzija duz (110) pravca. Eksperimentalni podaci mereni na 300 K preuzeti su iz [25].
Teorijska kriva dobijena je za date vrednosti ve¢ odredenih parametara.

0
ko [A1]

Slika 1.7:  Trodimenzioni prikaz eksitonske disperzije u pentacenu. Koriséen je prethodno odreden skup
parametara.

eksitone u sam model. Ovi rezultati prikazani su na slici 1.8. Kao §to se moze primetiti, odstu-
panje od eksperimentalnih podataka najveée je u slu¢aju pravca (120), gde dolazi i do znatnog
neslaganja sa periodicnos¢u merenih podataka. Ovo je i bio razlog za iznosenje zakljucka o
manjkavosti modeliranja eksitonske dinamike u pentacenu isklju¢ivo na osnovu Frenkelovih ek-
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sitona. Medutim, postoje dve ¢injenice koje se pokazuju diskutabilnim u ovom sluc¢aju. Naime,
u samom radu nisu izlozene vrednosti svih fitovanih parametara jednacine (1.27), a na slici 1.8
moze se uociti da je za razlicite pravce koris¢en razlicit skup parametara s obzirom na ¢injenicu
da teorijski fitovi imaju razli¢itu granicu kad £ — 0. Kako je u ovoj disertaciji koris¢enjem istog
skupa parametara za sva cetiri pravca pokazano da teorijske krive poseduju istu periodi¢nost
kao preuzeti eksperimentalni podaci, moze se reé¢i da je zakljucéak [25] previse jak i da su za
eksitonsku dinamiku u pentacenu u najvecoj meri zasluzni bas Frenkelovi eksitoni.
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c 1 1 c
o 1 1 iel i 4
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Slika 1.8: Eksperimentalni i teorijski prikaz eksitonske disperzije za Cetiri pravca u reciprotnoj a*b*-ravni
pentacena: a) (100), b) (210), ¢) (110) i d) (120) [25]. Teorijski fit odgovara slede¢im parametrima: t, = —2.3
meV i t,, = —10.9 meV. Preostali parametri nisu dati.

Takode, s obzirom na to da je efektivna masa eksitona u pentacenu velika, u skladu sa za-
kljuckom iz [61], kao i da je raspon energijskih vrednosti na slikama 1.3-1.6 prilicno uzak, moze
se zakljuciti da su parametri jednacine (1.2) X, X5 1 X3, koji opisuju preskakanje eksitona sa
¢vora na ¢vor u slucaju tri razlicite vrste suseda, pozitivni i mali, te odgovaraju¢i Hajzenbergov
hamiltonijan (1.6) opisuje feromagnet. Osim toga, poredenjem izraza za eksitonsku disperziju
(1.25) i (1.27) mozemo zakljuciti da su veze izmedu modelnih parametara sledece:

to=—17 <0, t,=—-15 <0, ty=-I5 <0, (1.28)
sto je u skladu sa vrednostima datim u [25].

Osim rezultata merenja eksitonske disperzije na sobnoj temperaturi, eksperimentalni podaci
su dostupni i za merenja izvrsena na temperaturi od 20 K [26]. Teorijske krive eksitonske dis-
perzije (1.25) uporedene sa eksperimentalnim podacima iz [26], merenim u pravcima reciprocne
resetke (100) i (110), prikazane su na slikama 1.9 i 1.10. Prilikom crtanja teorijske disperzije
koris¢eni su integrali izmene sa slika 1.3-1.6, dok je vrednost eksitonskog gepa prilagodena
novim podacima i iznosi A = 1.9 eV. I u ovom sluc¢aju je poklapanje teorije i eksperimenta
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Slika 1.9: Eksitonska disperzija duz (100) pravca. Eksperimentalni podaci mereni na 20 K preuzeti su iz [26].

Teorijska kriva podrazumeva slede¢i skup parametara: A =19 eV, I =5.7meV, 1§ =34 meV i I§ =234
meV.
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Slika 1.10: Eksitonska disperzija duz (110) pravca. Eksperimentalni podaci mereni na 20 K preuzeti su iz [26].
Teorijska kriva podrazumeva isti skup parametara kao na slici 1.9.

zadovoljavajuce, a periodi¢nost istovetna. Ovo dodatno pojacava zakljucak da uticaj CT eksi-
tona moze popraviti slaganje sa eksperimentalnim podacima, ali i da je on manji od prethodno
pretpostavljenog. Razlicite vrednosti eksitonskog gepa na 300 K i 20 K se u pogledu Hajzen-
bergovog modela mogu pripisati promeni ¢lana koji opisuje fiktivno magnetno polje uH, dok
bi se prelaskom na sliku eksitona i realnih parametara ovakva razlika upravo mogla pripisati
razli¢itoj temperaturi.

1.2.2 Davidovljevo cepanje u organskim molekulskim strukturama

Dosad su razmatrani pravci u molekulu pentacena duz kojih se uocava samo jedna grana
disperzije, koja odgovara relaciji (1.25). Medutim, ispostavlja se da u izvesnim pravcima
primec¢ujemo da dolazi do razdvajanja krive u dve grane, odnosno pojave fenomena poznatog
kao Davidovljevo cepanje. Sam fenomen uocio je Aleksandar Davidov (Alezander Davydov) [62],
a poreklo nalazi u nac¢inu popunjavanja elementarne ¢elije. Naime, dok se u slucaju struktura
sa jednim molekulom po elementarnoj celiji moze ocekivati postojanje svega jedne disperzione
grane, uplitanje dodatnih molekula znatno menja situaciju. Kako je pentacen triklini¢na
struktura sa dva molekula po elementarnoj ¢eliji [63], kao i tetracen, mozemo ocekivati da,
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u zavisnosti od polarizacije, postoje pravci u recipro¢noj resetki u kojima ¢e biti registrovane
dve Davidovljeve komponente. Kako i razmatrani fenaceni poseduju isti broj molekula po
jedini¢noj celiji, ocekivanja su analogna. Naravno, broj Davidovljevih komponenti jednak je
broju molekula po elementarnoj ¢eliji, pa je teorijski kod nekih struktura moguce ocekivati i
ve(i broj disperzionih grana.

Uzroc¢nika ove pojave treba traziti u interakciji izmedu simetrijski neekvivalentnih molekula.
Naime, ako se osvrnemo na sliku 1.2, vidimo da sa jedne strane imamo interakciju izmedu
molekula iste vrste, koja je opisana parametrima [ 121 I? /2 (odnosno, u re¢niku realnih eksiton-
skih parametara, X;,,1Y; /2), dok se molekuli nalaze na rastojanjima A; i Ay. Tako su molekuli
druge vrste, koji se nalaze na dijagonalnim pozicijama i rastojanjima Az od molekula prve vrste,
hemijski identi¢ni (mada to ne mora nuzno biti slu¢aj), njihova interakcija sa molekulima prve
vrste, opisana clanovima I i I (odnosno X3 i Y3), dovodi do sprezanja dve razlucive po-
dresetke®, ¢ime dolazi do njihovog meSanja i cepanja koje se registruje u energijskom spektru,
kao i na disperzionoj krivi [26,27]. Naravno, oblik krive i razdvojenost dve Davidovljeve kom-
ponente zavisi¢e od pravca posmatranja [18], te je moguée da u konkretnom pravcu ne dolazi
do ispoljavanja ove pojave [23,25-27].

Jasno je da ovakvom opisu ne moze odgovarati disperzija (1.25), koja ima samo jednu
komponentu, te je teoriju potrebno modifikovati kako bi se na zadovoljavajuéi nacin prikazale
i druge Davidovljeve grane. U kontekstu teorije bazirane na Hajzenbergovom X X Z modelu,
to znaci da najpre na svakom ¢voru m moramo definisati skup bozonskih okupacionih stanja
{INA)n ® |NB)n}, gde su sa A i B obelezeni doprinosi razlicitim Davidovljevim komponentama.
Blohovski hamiltonijan (1.23) se onda moze prilagoditi situaciji uvodenjem direktne sume:

H = Hx ® Hg, (1.29)
gde su hamiltonijani H i Hy definisani relacijom:
Hy = Hj+ )  Ex(k)B},Bak (1.30)
k
I: 3 3
Hy = Hy+ > Ep(k)B,Bes, (1.31)
k

u skladu sa bozonskim komutacionim relacijamas:

[Bik, Bl = 6:i0kq, [Bik, Bjq) = [Bly, Bl =0, i,j=A,B. (1.32)
Modifikovana eksitonska disperzija, koja se odnosi na dve razlicite Davidovljeve komponente,

sada je data relacijom:

k- a) cos (ﬂ), (1.33)

Enp(k) = Aamp — I}

s Cos(k-a) — I3 cos(k-b) — 213, ,, cos (

u kojoj je vrednost eksitonskog gepa data u obliku:
Ap =Ap =17 + I5 + 215 + pH. (1.34)

Dakle, dok se ostavlja prostora za postojanje razli¢itih vrednosti I* parametara u izrazu za iz-
menjenu disperziju (1.33), /* komponente ostaju identi¢ne za dve Davidovljeve grane, kao i gep.
Eksperimentalni rezultati koji ilustruju Davidovljevo cepanje u pojedinim pravcima sugerisu
da je gornja Davidovljeva grana ogledalski preslikana slika donje [26,27]. Stoga se ispostavlja
da je za zadovoljavajuce uklapanje eksperimentalnih podataka i teorijske krive bazirane na
relaciji (1.33) dovoljno invertovati integrale izmene, tj. postaviti uslov I = —I7 , pri cemu
jea=1,23.

4Treba uociti da vrsta molekula nije isto sto i tip/vrsta suseda, o ¢emu je prethodno bilo reci. Kada govorimo o Davidovljevom

cepanju, za njega je znacajno postojanje dve podreSetke, koje su medusobno spregnute integralima izmene I§ i I5, te u ovom
kontekstu vrsta molekula znaé¢i da oni pripadaju jednoj ili drugoj podresetki.
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1.2.3 Disperzija neinteragujuéih eksitona u pentacenu i tetracenu u skladu sa
uocenim Davidovljevim cepanjem

Najpre ¢emo fitovati pentacensku neinteragujuéu disperziju (1.33) u skladu sa eksperimen-
talnim podacima iz [25,26] i dosad nerazmatranim pravcem duz koga se uocava pojava dve
Davidovljeve grane. Koristicemo iste aproksimacije za definisanje pravca merenja kao i pri-
likom prethodnog fitovanja. Na slici 1.11 prikazana je fitovana disperziona kriva uporedena sa
izmerenim podacima duz recipro¢nih pravaca (010), (100) i (110) na temperaturi od 20 K [26].
Jedan od pravaca duz kojih se vrsilo merenje bio je pravac b*, u kom je uoceno postojanje
gornje Davidovljeve grane. Kako je u slucaju pentacena Davidovljevo cepanje najizrazenije u
direktnim a i b pravcima [64], a osa b* bliza osi b nego $to je to slucaj sa osama a* i a [26],
jasno je zasto je Davidovljevo cepanje eksperimentalno uoceno samo duz pravea (010).
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ZOOj‘ T T T T T ] Fr T T T T

N | ]
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[ } ] i
185 H[H[ 1Lsst
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Slika 1.11: Eksitonska disperzija u pentacenu duz tri pravea: a) (010), b) (100) i ¢) (110). Eksperimentalni
podaci mereni na 20 K preuzeti su iz [26]. Teorijska kriva podrazumeva sledeé¢i skup parametara: A = 1.915
eV, If, =3.2meV, I =2.2meVil§ =382 meV. Zelenom bojom oznacena je donja Davidovljeva grana, a
ljubicastom gornja.

Prilikom crtanja fitovane krive sa slike 1.11 koriséen je slede¢i skup parametara: A = 1.915
eV, I{, = 32 meV, [J, = 22 meV i I3, = 38.2 meV. Moze se primetiti da je slaganje
sa eksperimentalnim podacima zadovoljavajuée (pogotovo u pravcu duz kog se uocavaju dve
Davidovljeve grane), kao i da je periodicnost ista. Osim toga, uocava se da se invertovanjem
znaka integrala izmene donje grane (I, = —I7 ) dobijaju rezultati u saglasnosti sa podacima
za gornju granu. Takode, kako je koris¢en jedinstven skup parametara, donja grana teorijske
disperzije u svim pravcima ispoljava istovetnu granicu A — If, — IS — 2[5, = 1.8332 eV kada
kE — 0.

Na slici 1.12 prikazana je teorijska disperzija uporedena sa eksperimentalnim podacima
merenim na temperaturi od 300 K duz ¢etiri pravea reciprocne resetke pentacena: (100), (210),
(110) i (120). Uocavamo da je slaganje sa eksperimentalnim podacima dobro u smislu po-
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Slika 1.12:  Eksitonska disperzija u pentacenu duz ¢etiri pravca: a) (100), b) (210), c¢) (110) i d) (120).
Eksperimentalni podaci mereni su na 300 K [25]. Teorijska kriva podrazumeva sledeéi skup parametara: A =
1.83 eV, If, =3.2meV, I, =2.2meV il =38.2 meV.

drazavanja periodicnosti. Koristili smo isti skup integrala izmene kao i u prethodnom slucaju
(If, = 3.2 meV, I§ = 22meV il = 382 meV), dok je vrednost gepa sada procenjena na
A = 1.83 eV. Na graficima se vidi da teorijska disperzija u svim pravcima ispoljava istovetnu
granicu A — If — I3, — 2[5, = 1.7482 eV kada k — 0 s obzirom na to da smo upotrebili isti
skup parametara.

Teorijske krive na slikama 1.11 i 1.12 nalaze se u uskom opsegu energija, te bi izgledale kao
prave linije ukoliko bi se nacrtale u Sirem energijskom intervalu. Mozemo primetiti da je ova
cinjenica posledica toga da I . /A — 0. U svakom slucaju, bolje poklapanje sa eksperimen-
talnim podacima potkrepljuje konstataciju da je uticaj Frenkelovih eksitona u odnosu na ostale
znatno vedi, ali da se i oni mogu uzeti u obzir kako bi poklapanje sa eksperimentalnim podacima
bilo jos bolje. Osim toga, aproksimacija nacinjena prilikom odabira pravca za crtanje teori-
jskih krivi takode ima svoj udeo u odstupanju od eksperimentalnih podataka, te bi eventualno
sprovodenje racuna bez uvodenja opisanih aproksimacija moglo poboljsati poklapanje teorije i
eksperimenta. Ne treba izgubiti iz vida ni ¢injenicu da su svi prikazani rezultati dosad obuh-
vatali disperziju sistema neineteragujucih eksitona (1.25) i (1.33). Potencijalno uklju¢ivanje
eksitonskih interakcija u igru moglo bi biti od posebnog znacaja za poboljSanje kvaliteta fitova.
Trodimenzioni prikaz donje grane eksitonske disperzije u skladu sa merenjima izvrsenim na 20
K [26] dat je na slici 1.13.

Isto rasudivanje i aproksimacije koriséeni su i u slucaju tetracena. Teorijska disperzija
nacrtana duz recipro¢nih pravaca (100) i (010) i uporedena sa eksperimentalnim podacima
merenim na 20 K [27] prikazana je na slici 1.14. I u ovom slu¢aju uo¢avamo postojanje gornje
Davidovljeve grane duz pravca (010), dok se u slucaju pravca (100) ova komponenta ne istice.
Upotrebljen je slede¢i skup parametara: A = 2.405 eV, IT = 5.7 meV, [5, = 0.4 meV i
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Slika 1.13:  Trodimenzioni prikaz eksitonske disperzije u pentacenu. Koris¢en je slede¢i skup parametara:
A=1915eV, If, =3.2meV, IJ, =22meVilj, = 382meV.
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Slika 1.14: Eksitonska disperzija u tetracenu duz dva pravca: a) (100) i b) (010). Eksperimentalni podaci
mereni na 20 K preuzeti su iz [27]. Teorijska kriva podrazumeva slede¢i skup parametara: A = 2.405 eV,
If, =57 meV, I§, = 0.4 meV i If = 19.8 meV. Zelenom bojom oznacena je donja Davidovljeva grana, a
ljubicastom gornja.

3, = 19.8 meV. Vidimo da i u ovom slucaju teorijska disperzija u svim pravcima ima istu

granicu A — If — I3, — 2[5 = 2.3593 eV kada k — 0 jer smo upotrebili isti skup parametara.
Takode, poklapanje je zadovoljavajuce, a periodi¢nost teorije i eksperimenta ista. U blizini
k=08 A" uocava se vedi jaz izmedu eksperimentalnih podataka i teorijskih predvidanja, sto
se moze pripisati slabijoj preciznosti merenja u tom regionu [27]. Osim toga, zaklju¢ujemo
da je integral izmene I3, tetracena otprilike upola manji od vrednosti koju ima pentacen. S
obzirom na to da je ovaj parametar direktno proporcionalan eksitonskoj mobilnosti (na osnovu
veze sa parametrom Xj,, koji opisuje preskakanje eksitona sa ¢vora na ¢évor), koja opada sa
povecanjem vrednosti gepa A, fitovani podaci su konzistentni u slucaju pentacena i tetracena, a
ovim metodom mozemo proveriti konzistentnost rezultata i za druge aromaticne ugljovodonike.

1.2.4 Disperzija neinteragujucih eksitona u picenu i hrizenu

Prethodno izloZeni rezultati u slu¢aju acena (pentacena i tetracena) pokazali su zadovol-
javajuce slaganje teorije i dostupnih eksperimentalnih podataka, tako da je sledeci korak pri-
mena iste procedure na dve fenacenske strukture - picen i hrizen. U skladu sa veé izlozenim
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aproksimacijama i monoklinicnom formom fenacena prikazanom na slici 1.2, disperzija neinter-
agujucih eksitona fitovana je na osnovu merenja izvrsenih na 20 K u tri pravca: (100), (010) i
(110) [23]. Poredenje teorijske disperzije i dostupnih eksperimentalnih podataka prikazano je
na slikama 1.15 (picen) i 1.16 (hrizen). Gornju Davidovljevu granu nije moguée razluciti od
donje ni u jednom posmatranom pravcu [23,29].

a) b)
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Slika 1.15: Eksitonska disperzija u picenu duz tri pravca: a) (100), b) (010) i ¢) (110). Eksperimentalni podaci
mereni na 20 K preuzeti su iz [23]. Teorijska kriva podrazumeva sledeéi skup parametara: A = 3.249 eV,
If, =28 meV, I§, =2.0meVilj, =28 meV.

Na osnovu prikaza monoklini¢nih resetki picena i hrizena (slika 1.2) i dostupnih podataka
o konstantama njihovih resetki (tabela 1.1), moze se zakljuciti da su resetke ova dva aro-
mati¢na ugljovodonika veoma sli¢ne i stoga su zadovoljavajuci rezultati u oba sluc¢aja dobijeni
koris¢enjem istih integrala izmene: I¥, = 2.8 meV, IJ, = 2.0 meV i I3, = 2.8 meV. Jedina
razlika jeste u izboru velicine eksitonskog gepa, koja kod picena iznosi A = 3.249 eV, dok
je kod hrizena ona A = 3.4 eV. Teorijske krive nalaze se u opsegu eksperimentalnih gresaka.
Vidi se da u slucaju fenacena disperzija ispoljava vecu izotropiju. Takode, moze se uociti da
su u slucaju fenacena vrednosti integrala izmene I3, mnogo manje od vrednosti koje imaju
pentacen i tetracen, ali su istovremeno i vrednosti eksitonskog gepa A znacajno vece, $to je
konzistentno sa prethodno primecenim odnosom ove dve velicine. Pregled vrednosti ova dva
parametra prikazan je u tabeli 1.3 za sva cetiri aromati¢na ugljovodonika.

A [eV] I3, [meV]

pentacen  1.915 38.2

tetracen  2.405 19.8
picen 3.249 2.8
hrizen 3.4 2.8

Tabela 1.3:  Vrednosti eksitonskog gepa A i integrala izmene I3, za cetiri razmatrane ugljovodoni¢ne strukture.
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Slika 1.16:  Eksitonska disperzija u hrizenu duz tri pravca: a) (100), b) (010) i ¢) (110). Eksperimentalni
podaci mereni na 20 K preuzeti su iz [23]. Teorijska kriva podrazumeva sledeé¢i skup parametara: A = 3.4 eV,
If, =2.8meV, I3, =2.0meVilj, =28 meV.

I u ovom slu¢aju moguce je nacrtati trodimenzioni prikaz eksitonske disperzije fenacena
dobijene fitovanjem na osnovu podataka izmerenih na 20 K. Na slici 1.17 nalazi se primer
trodimenzionog prikaza eksitonske disperzije u picenu.

Slika 1.17: Trodimenzioni prikaz eksitonske disperzije u picenu. Korig¢en je sledeéi skup parametara: A = 3.249
eV, I, =28 meV, I§, =2.0meV il =2.8meV.
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1.3 Uticaj eksiton-eksiton interkcija na disperzioni zakon

U prethodnim poglavljima predstavljen je model neinteraguju¢ih Frenkelovih eksitona, koji
daje disperzioni zakon zadovoljavajuce uklopljen u postojece eksperimentalne podatke za cetiri
razlicita aromaticna ugljovodonika. Naglaseno je da su prilikom definisanja pravca merenja
u recipro¢noj ravni reSetki ovih molekula nacinjene izvesne aproksimacije, kao i da je uticaj
temperature u potpunosti izrazen kroz promenu vrednosti eksitonskog gepa A, §to je uoc¢eno pri-
likom uporedivanja rezultata na dve razlic¢ite temperature u slucaju resetke pentacena. Takode,
prikazane teorijske krive, bazirane na strogo frenkelovskoj eksitonskoj slici, bile su u dobrom sla-
ganju sa eksperimentalnim podacima, te su se u nekim pravcima skoro u potpunosti utapale u
raspon eksperimentalnih gresaka, ali je sugerisano da bi uplitanje dodatnih ekscitacija (poput
CT eksitona) moglo dovesti do boljeg slaganja sa eksperimentalnim podacima. Medutim, s
obzirom na to da je dosadasnje razmatranje bilo ¢isto neinteragujuce prirode, postoji i oprav-
dana sumnja da bi sklad izmedu teorije i eksperimenta bio pospesen obuhvatanjem eksiton-
eksiton interakcija. Nastavak prvog poglavlja bi¢e posveéen upravo razmatranju znacaja ovih
interakcija u strukturama organskih molekula.

Kako je u prethodnim segmentima doktorata celokupan racun baziran na prezentovanoj
dualnosti izmedu eksitonskog (1.2) i Hajzenbergovog hamiltonijana (1.6), u ovom kontekstu
bi¢emo u moguc¢nosti da iskoristimo skup alata trenutno dostupnih za izucavanje spinskih
modela. Ovakvim pristupom vrata su otvorena brojnim nacinima za ukljuc¢ivanje magnon-
magnon interakcija, koje se prakti¢no preslikavaju na zeljene eksiton-eksiton uticaje. Stan-
dardni putevi baziraju se na izrazavanju lokalizovanih spinskih operatora pomoc¢u bozonskih
operatora direktno u Hajzenbergovom hamiltonijanu, sto i jeste princip kojim smo se vodili pri-
likom trazenja izraza za disperziju neinteragujuc¢ih eksitona na osnovu Blohove aproksimacije.
Medutim, kako ova aproksimacija ne ukljucuje ¢lanove koji ukazuju na magnon-magnon in-
terakciju, neophodno je teoriju bazirati na nekoj bozonskoj reprezentaciji spinskih operatora,
poput Holstajn-Primakovljeve (Holstein-Primakoff approximation) [51,58,65], koja bi dala
¢lanove viseg reda u odnosu na prethodno uocéene BTB. Glavni problem ovakvog pristupa,
kao i drugih aproksimativnih metoda, poput aproksimacije srednjeg polja [66], jeste taj Sto
bilo kakvo uprosc¢avanje egzaktnih izraza sustinski menja prirodu polaznih operatora, Sto je
u ovom maniru tesko iskontrolisati [56,57]. Drugim rec¢ima, priroda spinskih operatora u po-
laznom hamiltonijanu (S* i S* operatora) u potpunosti se odrzava samo u formi egzaktne
reprezentacije, Sto uostalom lako primecujemo na osnovu njihovih komutacionih relacija.

Sa druge strane, polazeéi od eksitonskog hamiltonijana (1.2), moglo bi se postaviti pitanje u
¢emu je svrha prelaska na spinski hamiltonijan (1.6) ako se na bozonske operatore moze predi
direktno na osnovu neke njihove reprezentacije Paulijevih operatora, poput Agranovic-Tosi¢eve
(Agranovich-Tosié representation) [67]. Naime, jasno je da paulionski hamiltonijan (1.2) veé
sadrzi ¢lanove cetvrtog reda, Sto svedoc¢i da, osim Sto skriveni deo eksiton-eksiton interakcije
potice od komutacionih relacija Paulijevih operatora i pripadnog Hilbertovog prostora, pos-
toji i istaknuta interakcija u okviru samog hamiltonijana. Ovog clana cetvrtog reda nema u
spinskom hamiltonijanu (1.6), ali i dalje ostaju preostali izvori interakcija. Ispostavlja se da
metoda efektivne teorije polja bazirana na efektivnim lagranzijanima, koja je u [54,56, 57, 68|
razvijena za Hajzenbergove feromagnete sa O(3) simetrijom, direktno resava sve prethodno
spomenute probleme. Prvo je potrebno napomenuti da nema potrebe za uvodenjem ikakve
bozonske reprezentacije spinskih operatora, pa ni Paulijevih operatora, posto ovaj metod ko-
risti fizicke stepene slobode, odnosno magnone [56,57]. Dakle, u efektivnom lagranzijanu
uskladisteni su i sami magnoni (odnosno, u terminologiji realnog problema koji posmatramo,
eksitoni), kao i njihove medusobne interakcije (odnosno eksiton-eksiton interakcije), te je proces
"odsecanja” visih ¢lanova popravke moguce kontrolisati. Osim toga, slabost magnon-magnon
(tj. eksiton-eksiton) interakcija u okviru ovog pristupa bic¢e oc¢igledna iz oblika hamiltonijana

21



Doktorska disertacija Dualni pristupi u teorijskoj fizici kondenzovanog stanja

dobijenog kanonskom kvantizacijom efektivnog lagranzijana [56,57], te je i perturbativni razvoj
u skladu sa formalizmom Fajnmanovih dijagrama (Feynman diagrams) omoguéen, a perturba-
tivna teorija konzistentno definisana i za S = 1/2.

1.3.1 Simetrija Hajzenbergovog feromagnetnog hamiltonijana

Metod efektivnih lagranzijana koji ¢e u nastavku biti koriséen zasniva se na polaznoj pret-
postavci da su jedine bezmasene Cestice u spektru Goldstonovi bozoni (Goldstone bosons),
odnosno Nambu-Goldstonovi bozoni (Nambu-Goldstone bosons) [69-71], koji se pojavljuju u
modelima sa spontanim narusenjem simetrije. Osim toga, metod je primenljiv i za tretiranje
sistema koji poseduju eksplicitno narusenje simetrije [57,68,72], §to je u nasem slucaju okarak-
terisano anizotropijom i prisustvom ¢lana sa magnetnim poljem u hamiltonijanu (1.6), koji vrse
preferenciju z-pravca. Stoga ¢emo se najpre osvrnuti na osnovne odlike izotropnog Hajzenber-
govog feromagnetnog hamiltonijana bez uticaja magnetnog polja:

J
H=-3 > S Suia (1.35)

n,n+A

gde je J > 0 izotropni integral izmene, a A vektor koji spaja najblize susede’. Moze se
uociti da je hamiltonijan invarijantan na O(3) grupu rotacija svih spinskih operatora. Drugim
recima, ovaj hamiltonijan poseduje O(3) kontinualnu globalnu simetriju [72]. U skladu sa Emi
Neterinom (Emmy Noether) teoremom [72,73], postoje tri generatora rotacije, koji su u ovom
slucaju komponente spinskih operatora S%, S¥ i S, za koje vaze komutacione relacije® "

5%, 57] = izgijkska (1.36)
k

a otuvana veli¢ina je operator ukupnog spina S = ) S,,, koji komutira sa datim hamiltoni-
janom:

S, H] = 0. (1.37)

U ovom slucaju, operator koji implementira O(3) rotacije na dinamicke stepene slobode i stanja
dat je u obliku [72]: .
U(@) =e5, (1.38)

Kako je poznato da je osnovno stanje feromagneta stanje sa svim spinovima usmerenim u
jednom pravcu, po konvenciji obi¢no ba$ ka pozitivhom smeru z-ose, takozvanom up pravcu
[72]:

0)=[11..)=]5,8"=95)®I55)®|S,5) ®..®]5,5), (1.39)

oc¢ito je da je ovo stanje invarijantno samo u odnosu na rotacije oko z-ose, odnosno da se
prilikom rotacije oko x ili y-ose generise novo osnovno stanje, ortogonalno na ranije definisano
up stanje [74]. Dakle, spontano su naruseni generatori rotacije S* i S¥ i kontinualna simetrija
O(3) je narusena na simetriju O(2) tipa.

Sa druge strane, poznato je da Goldstonova teorema definise broj realnih Goldstonovih polja,
odnosno bezmasenih Goldstonovih Cestica koje se uocavaju u spektru, na osnovu principa spon-
tanog narusenja simetrije. Naime, ako je hamiltonijan invarijantan u odnosu na transformacije

5Mogucée je prosirenje i na dalje susede, sa novim integralima izmene.
6€ijk je Levi-Civita (totalno antisimetri¢ni) simbol u 3 dimenzije, koji se definiSe na sledeéi naéin:

—1, wuslucaju kada je (4,7, k) neparna permutacija od (z,y, ) i

+1, uslucaju kada je (i, j, k) parna permutacija od (z,y, 2),
Eijk =
0, u ostalim slucajevima.

7U doktorskoj disertaciji uzimamo uproséenje h = 1.
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koje generisu elementi grupe G, a osnovno stanje samo u odnosu na transformacije generisane
elementima grupe H, koja je podgrupa grupe G (H C G), onda je broj realnih Goldstonovih
polja Ngg jednak broju spontano narusenih generatora rotacije [56,72,75]:

Ngg = dg — dy, (1.40)

gde je dg broj generatora simetrije grupe G, a dy broj generatora simetrije grupe H. Kako
je u nasem slucaju G = O(3), H = O(2) i dg —dyg = 3 — 1 = 2, ocekuje se postojanje dva
realna Goldstonova polja i pojava dva Goldstonova bezmasena bozona u spektru feromagnetika.
Medutim, to nije slu¢aj. U spektru feromagnetika, zbog ¢injenice da je (S*)|r—¢ # 0, dolazi do
pojave samo jednog Goldstonovog bozona, magnona, koji poseduje nerelativisticku disperziju
~ k2, te jedno kompleksno polje ¥ (x) = /5/2(7'(x) + in*(x)) (gde su 7'(x) i 7*(x) dva
realna Goldstonova polja, a ¥ = N.S/V spontana magnetizacija u jedinici zapremine na 7' = 0
K) opisuje magnon [56,57,68,72]. Dakle, efektivni lagranzijan najpre ¢e biti napisan na osnovu
Goldstonovih polja m!(x) i 7%(x), a onda ¢emo preéi na prostor kompleksnih polja ().

1.3.2 Efektivni lagranzijan i hamiltonijan feromagneta u spoljasnjem magnetnom
polju

U skladu sa prethodno izlozenom teorijom prema kojoj se magnoni tretiraju kao Goldstonovi
bozoni nastali usled spontanog narusenja simetrije O(3) — O(2), magnone mozemo posmatrati
kao lokalne koordinate na sferi O(3)/0(2) = S? [57]. Tlustrativni prikaz ove situacije nalazi se
na slici 1.18.

Slika 1.18: Magnoni se u efektivnoj teoriji polja posmatraju kao skup lokalnih koordinata na sferi O(3)/0(2) =
S2. Slika je preuzeta iz [56].

Polazni oblik klasi¢nog efektivnog lagranzijana Hajzenbergovog feromagneta u spoljasnjem
magnetnom polju dat je izrazom [56,57, 68, 72]:
o,UU? — 9,UU! F_2

Log =2
ff 1+ U3 2

> " 0.U0,U" + SpHU?, (1.41)

a,l

gde su dve komponente jedinicnog vektorskog polja U(x) = [r!(x), 72(x), U(x)]T upravo re-
alna Goldstonova polja 7!(x) i 7%(x). Nadalje zavisnosti 7!, 72 i ¢ od prostornih koordinata
x; na mestima gde je to suvisno ne¢emo pisati, ali ¢emo ih podrazumevati. Spontana magneti-
zacija u jedinici zapremine na T = 0 K ve¢ je data u formi ¥ = NS/V, F? je konstanta koju
¢emo kasnije definisati u skladu sa nasim Hajzenbergovim X XZ hamiltonijanom u magnet-
nom polju (1.6), a magnetno polje uH napisano je bas u ovoj formi jer u opstem slucaju nije
istovetno polju pH iz (1.6). Vidimo da ovaj lagranzijan sadrzi ¢lan linearan po vremenskim
izvodima, takozvani Ves-Zumino-Vitenov (Wess—Zumino—Witten) ¢lan, koji je odgovoran za
nerelativisticku disperziju magnona ~ k? [56,57,68,72]. Osim toga, kako je U jedini¢no polje,
veza izmedu Goldstonovih polja i komponente U? data je relacijom U? = /1 — 72

Zamenom U? = /1 —-m2 = 1 — ”72 — %4 — 71'—2 — % + ... dolazimo do slobodnog dela

lagranzijana, u ¢ijem izrazu figurisu ¢lanovi sa po maksimalno dva Goldstonova polja (videti
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prilog A.1):
_ E 1,2 2_1 F_2 2 1 A2
Liree = 5 (8t7r T — Oy ) + 5 wVer QZ,u’HTr , (1.42)
gde je laplasijan dat kao V? = 3" 9,0,, 1 interakcionog dela lagranzijana, u kom smo odbacili
¢lanove koji sadrze vise od cetiri Goldstonova polja, $to je dovoljno za racunanje popravke

prvog reda:
2 2

F F
Lint =~ Fﬁv?w? — §7T27T Vi (1.43)

Ovom prilikom je za eliminaciju vremenskih izvoda iz interakcionog dela koris¢ena Landau-
Lifsicova jednacina kretanja (Landau—Lifshitz equation) [56,72]:

a F2 7 j
atU + i ZE(M‘]‘(VQU )UJ = 0. (144)

0]

Da bismo izvrsili kanonsku kvantizaciju i dobili hamiltonijan koji je neophodan za dalji
perturbativni racun, najpre moramo prec¢i na kompleksna polja i uociti da ¢e svi doprinosi
7 - 7 tipa konaéno preéi u doprinose srazmerne 7). Konstanta srazmernosti bi¢e 2/%, u
skladu sa definicijom kompleksnog polja fizickog magnona:

)

P(x) = 5(7r1(:c) + in?(z)). (1.45)
Ves-Zumino-Vitenov ¢lan se moze podesno zapisati u formi:
210,y
= 1.4
Lwzw 1103 (1.46)

gde je U3 = /1 — 2/% ¢Tp. Kako su pomocu jednacine kretanja (1.44) eliminisani vremenski
izvodi iz interakcionog dela, ocito je da nam je za dalji pristup problemu neophodan bas
neinteragujuéi kanonski impuls, odnosno:

I(x) = iy (). (1.47)
Sada mozemo uociti da kanonske komutacione relacije:
[¥(z), (y)] = [¥(2), 10 (y)] = i6(x — y) (1.48)

vise ne "skrivaju” deo interakcije u sebi i celokupna magnon-magnon (odnosno eksiton-eksiton)
interakcija bic¢e eksplicitno data samo interakcionim delom hamiltonijana, Sto je od pocetka i
bio cilj.

Konacni oblik hamiltonijana lako nalazimo na osnovu prethodno definisanog efektivnog
lagranzijana (Leg = Leree + Ling) [73]:

He = vp Z )0 () — Log(z)) (1.49)

u formi:
Heﬂ" - Hfree + Hinta (150)
gde je slobodni deo:
__ Y o2 >y f _
Hfree_ _2m0 ;¢ v ¢+MHUO§¢ 'QZ), mo = 2F27 (151)
1 interakcioni deo:
Hie ~ H® + HY, (1.52)
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sa formama:

e = L > o) @)V e (1.53)
i b ) F o Jr .
= o5 Zw 2)V2 (! (@)) (). (1.54)

Mozemo uociti da smo umesto 1ntegraljenja po kontinualnim varijablama presli na sumiranje
po diskretnim varijablama x, koje odgovaraju ¢vorovima resetke. Osim toga, u relacijama je
Vg, odnosno zapremina elementarne c¢elije, ukljucena usled toga sto ¢e generalno prelaskom na
kontinualni impulsni prostor i integracijom po impulsnim koordinatama konstanta 1/vg izaci
ispred integrala. Na ovaj nacin eliminiSemo buduéi dimenzioni faktor zapremine koji bi se
nasao ispred izracunatih dijagramskih popravki.

Tako je ovde ispisan samo prvi ¢lan perturbativne popravke (1.52), interakcioni doprinosi ¢e u
opstem slucaju biti razdvojeni na (a) deo, koji poti¢e od Ves-Zumino-Vitenovog ¢lana, a dobijen
je na osnovu jednacine kretanja (1.44), i (b) deo, koji potice od drugog ¢clana lagranzijana
(1.41). U teoriji resetki slobodna magnetizacija je data izrazom ¥ = S/vy, te ¢emo prakti¢no u
kona¢nom perturbativnom rac¢unu imati razvoj po 1/S. Kako je nadalje neophodno svaki ¢lan
izraza prilagoditi strukturi resetke, na osnovu opsteg izraza za laplasijan na resetki [56,57,72,
76]:

5 2D
Vig(x) = 32 (0@ + ) —g(@)), (1.55)
21 ‘ >\| V!

uvodimo i svojstvene vrednosti laplasijana, tj. —EQ, u formi [56,57,72]:

, ~ 2D
V2€1k-m _ _kZelkqp’ k2 ‘A|2 (1 fy(k))’ (156)

gde vektor A u ovom kontekstu spaja z; najblizih suseda, a:

=z Zeﬂ“‘ (1.57)

A}

su prethodno definisani geometrijski faktori. Ocigledno je da su interakcije izmedu magnona,
na osnovu interakcionog dela hamiltonijana (1.52), derivativne prirode, te je jasno da ¢emo
u perturbativhom razvoju imati ¢lanove raznih stepena impulsa. Stoga je slabost magnon-
magnon (odnosno eksiton-eksiton) interakcija pri malim vrednostima impulsa razumljiva, a
razvoj u skladu sa formalizmom Fajnmanovih dijagrama opravdan i za S = 1/2.

1.3.3 Poredenje disperzije neinteragujucih eksitona i disperzije slobodnog hamil-
tonijana magnonskih polja

Pre nego sto se posvetimo racunanju prve popravke disperzije, neophodno je prilagoditi
disperziju slobodnog hamiltonijana Hajzenbergovog feromagneta (1.51) nasoj disperziji nein-
teragujucih eksitona (1.25). Najpre laplasijan V? treba prilagoditi resetki struktura sa slike
1.2. Posto imamo tri tipa suseda, slobodni deo hamiltonijana (1.51) redefinisa¢emo na sledeci
nacin:

—~ )y
Hree = - T D2 f = — 1.58
f E Y1 (x)DY(x) + pHuvo Ew Yi(x)Y(x), mo 2F2’ (1.58)
gde je diskretni laplasijan sad dat izrazom:
D? = AV} + BV3 + V3. (1.59)
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Indeksima 1, 2 i 3 oznacena je vrsta suseda na koju delujemo, a A i B su konstante koje jos
treba da odredimo. Svojstvene vrednosti diskretnih laplasijana (1.56) zavisi¢e od vrste suseda,
pa tako sledi da je u slucaju prve vrste suseda:

; ~5 ~ 4
Vielh® — _pleik® 2 — BWE (1 —cos(k-a)), (1.60)
1
dok za drugi tip suseda vazi:
; ~5 ~ 4
v%elk'w = —kgelk.m, k% = W(l — COS(k . b)), (161)
2

a za tredi:

: ~ ~ 4 k- k-b
Vieh® = —kle*® k2 = 5 <1 — cos ( a) cos (—)), (1.62)
A3 2
pri ¢emu smo inkorporirali osobine resetke sa slike 1.2: D =2, Ay = {—a, a}, Ay = {—b, b}, kao
i Ay = {efb =atb a-b _atb} odnosno podrazumevamo |Aq|? = a?, |Xo)? = b2 i |A3)* = %.

Dakle, slobodnom delu hamiltonijana (1.51) odgovara slede¢a disperzija:

~ 2
E(k) = pH + —

mo [[Ad]?

(1—cos(k-a)) + (1 —cos(k-b))

B
|Aaf?
(L L) T

Jednostavnim poredenjem sa relacijom za disperziju neinteragujuéih eksitona (1.25) uocavamo
da su parametri dati relacijama:

+

L L0y 1AL ~
mo ]§|}\3|2’ 2|)‘3|21§7 2|)‘3|21§3, MH ,u’H+ T+ I+ 215 : ; :

(1.64)
Relacija (1.63) je, uz ovako definisane parametre, u potpunosti analogna disperziji neinter-
agujucih eksitona. Drugacije je mozemo napisati u formi:

~

k‘2
Ek)=A"+ — 1.65
(k) = &+ 5, (1.65)
gde je eksitonski gep samo redefinisan:
N =pH=pH+ I+ +2I —IF — I — 2%, (1.66)

a k2 dato relacijom:
1\>\1\2[f/\2 1‘A2‘2[§’\2
2 N2 2| NP0

k2 = k2 (1.67)

Sada kada je svojstvena vrednost diskretnog laplasijana resetke sa slike 1.2 definisana,
mozemo prionuti na rac¢unanje prve p(verturbacije. Naime, polazna tacka perturbativnog razvoja
jeste Grinova funkcija interagujucéeg Sredingerovog polja [57,72]:
(T{¥(x, 7)¥" (y, 7)U(B) }o

(UB)}o

gde (...)p podrazumeva usrednjavanje po osnovnom stanju neinteragujuceg hamiltonijana Hiee,

Gx—y,1.—7) = (1.68)

T{...} vremenski ureden poredak polja, a U(S) = %e* J§ drHia (7), Razvijanjem eksponencijala u
imeniocu i brojiocu, kao i razvojem novonastalog reda u imeniocu po obrascu (1—z)~! = 1+z+
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2?2 + ..., te postupanjem u skladu sa Vikovom teoremom ( Wick’s theorem)®, stizemo do toga da
konaé¢no svaki ¢lan datog izraza mozemo predstaviti odredenim tipom Fajnmanovih dijagrama
i primeniti pravila prilagodena formi interakcije (1.52). S obzirom na to da se usrednjavanje
vrsi po osnovnom stanju neinteraguju¢eg hamiltonijana, kontrakcije nece sadrzavati clanove
tipa (1T 1 (1) jer je njihov doprinos jednak nuli.

1.3.4 Uticaj eksiton-eksiton interakcija na disperziju pentacena

Perturbativni razvoj Grinove funkcije bice ilustrativno prikazan Fajnmanovim dijagramima,
koji ¢e biti striktno prilagodeni obliku interakcije (1.52) u skladu sa [56,57]. Kao i u uobicajenoj
terminologiji Fajnmanovih dijagrama [73,77-79], kontrakcije nazivamo propagatorima i na
dijagramima ih predstavljamo linijama kojima pripajamo pocetnu i krajnju poziciju i vreme
u koordinatno-vremenskom, odnosno impuls i frekvenciju u impulsno-energijskom prostoru. U
radu su oznake izvrSene u skladu sa impulsnim prostorom, a frekvencije na dijagramima nisu
obelezene, ali se podrazumevaju. Svaka petlja sadrzi unutrasnje koordinate i vremena, odnosno
impuls i frekvenciju, po kojima se vrsi integracija/sumiranje. Svaki verteks sadrzi oznaku u
skladu sa interakcionim ¢lanom od kog potice (4(a), 4(b)), a dejstvo laplasijana na odabrani
propagator obojeno je narandzastom bojom. S obzirom na to da smo se zaustavili na prvim
clanovima eksiton-eksiton interakcije, imamo sve $to nam je neophodno za racunanje prve
popravke, koja obuhvata svega jednu petlju i jedan verteks.

Da bismo dosli do korektnog izraza za prvu popravku, polazimo od sledec¢ih dijagrama, koji
odgovaraju prvom ¢lanu interakcije Hi(nat):

k k k
=

—<—4(a) - —<—4(a)—<£ (1.69)
i drugom clanu Hi(ft) :
0 . €
:—k<—4(b) ko & 4(b)—<£. (1.70)

Vidimo da laplasijan ¢lana obelezenog sa 4(a) deluje na jedan propagator, dok laplasijan clana
4(b) deluje na dva. Osim toga, mozemo uociti da su iz izraza (1.70) izostavljeni ¢lanovi kod kojih
laplasijan deluje samo na spoljasnje propagatore, takozvane nozice, kao i samo na propagatore
koji zatvaraju petlju. Ovi clanovi is¢ezavaju u konacnom izrazu i stoga ne figurisu u (1.70).

Polazna tacka jeste pripisivanje izraza za eksitonski propagator u Macubarinom formalizmu
svakoj propagatorskoj liniji%:

0 eiq-(w*y)*iwn(Tz*Ty)
D(x —y) = (T{v (=, )¢ (y, ) }o = % > / E(q

n=—oo

, (1.71)

) — iwy,

8Vikova teorema izrazava usrednjen vremenski ureden proizvod polja kao sumu svih ¢lanova u kojima imamo samo kontrakovana

polja [73,77-79]. Ukoliko su U,V,W,...,X,Y,Z data polja, to zna¢i da mozemo pisati:

(o I s Ml o 1 M '/ 1 m

OT{UVW..XYZ}0) = UVW.XYZ+UVW..XYZ+UVW.XYZ+ ...

pri ¢emu su svi ¢lanovi izraza spareni sa jednim od preostalih ¢lanova.

9U resetki se integracija
dD
L, s oo
P 1BZ (27)

D
sprovodi po prvoj Briluenovoj zoni, odnosno {—7 < ks < 7, -7 <ky < T}
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gde je F(q) disperzija neinteraguju¢ih eksitona, a w, = 2mnf~! Macubarina frekvencija. Prvi
dijagram (1.69) srazmeran je sledetem izrazu:

1 Vo

35" OZ/ A (V(@, 7)1 (2, )0 (2, )0 (2, 7) Vi (2, )Y (v, 7))o (1.72)

Uocimo da je izvrsena zamena 3 = S/v; i da je kontrakciju koja bi odgovarala prvom dijagramu
(1.69) moguce izvrsiti na dva nacina:

r—

Y(x, Tx)@m(za T.)Y(z, TZ)@ZJT(Za Tz)Vitb(za TZ)¢T(ya Ty) (1.73)
1L(ac, Tm)wT(z, T.)U(z, TZ)ILT(Z, .)V2(z, 7.)0 (g, Ty)- (1.74)

Oba ¢lana daju identican doprinos kona¢nom izrazu, te time eliminisu faktor 1/2. Potrebno
je naglasiti da tretiramo polja za koja vaze komutacione relacije (1.48), te nemamo problema
sa promenom znaka prilikom kontrakovanja. Minus u izrazu potice od razvoja eksponencijala
unutar Grinove funkcije i generalno ¢e se nac¢i u svim dijagramima sa jednim verteksom, a
sistematicna predstava ove situacije moze se videti u [78].

Sada mozemo raspisati izraz (1.72):
lﬂv Z/B dr,D(x — z,7, — 7.)D(0)V2:D(z T, — Ty) (1.75)
52m0 0 0 z y lx z z Y, T y). .

Prvi korak je prelazak na prostor impulsa i frekvencija, pri ¢emu ¢emo koristiti sledece izraze
za d-funkcije!”

. I -
R S A R L (1.76)
= 0

Dakle, imamo slede¢u formu:

% Z / / dTZ k‘ Wm) ik-(x—2)—iwm (72— Tz)D(p, Wn)( q )D(q’wo)eiq-(z—y)—iwo(rz—fry)
k,p,q

Z,Wm ,,Wn, ,Wo

(1.77)

i nakon kraceg sredivanja dolazimo do:

Z / k2D2 k wm)D(p, ) ik-(x—y)— uum(frx—fry) (178)
k.p

Wm,,Wn

sto znaci da razmatranom dijagramu odgovara sledeca popravka Grinove funkcije u prostoru
impulsa i frekvencija:

11)0

1
7.2 12 _
SQmok D*(k wm 5 D(p,wyn), D(p,wn) = =——. (1.79)

E(p) — iwn

Medutim, nas ne interesuje popravka Grinove funkcije nego renormalizacija eksitonske dis-
perzije, tako da ¢emo "odse¢i” spoljasnje propagatore, odnosno nozice, i uoc¢iti da suma
gy, (E(p) — iwn)_l daje Boze raspodelu slobodnih eksitona (np)o = (e#P? — 1)_1 [79].
Dakle, prvi dijagram popravke 4(a) ima doprinos:

1 Vo 79
Somk /p<n,,>0. (1.80)

10Drugacije definisanje d-funkcije u odnosu na predasnju upotrebu, prilikom izvodenja izraza za disperziju neinteragujuéih eksitona
pomocu bozonskih operatora, deo je prilagodavanja formalizmu efektivne teorije polja.
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Zarad uproscenja racunanja preostalih dijagrama, mozemo izvesti odredene zakljucke. Prvo
je jasno da se delovanje laplasijana na dati propagator registruje kroz pojavu njegove svojstvene
vrednosti u konacnom izrazu. Dakle, ako se deluje na propagatorsku liniju impulsa k, kao
faktor ¢e izni¢i svojstvena vrednost — k2. Analogno vazi i za unutrasnji impuls p. Petlje
sa sobom povlace i integraciju po unutrasnjim impulsima p, kao i sumiranje po unutrasnjim
frekvencijama w,, a u svim slucajevima sa jednim verteksom ¢e se izdvojiti ¢lan koji sumiranjem
po unutrasnjim frekvencijama daje Boze raspodelu slobodnih eksitona. Osim toga, na ovom
mestu bi valjalo naglasiti da je zapremina elementarne celije vy u nasem sluc¢aju povrsina
vy = ab jer pristupamo eksploataciji dvodimenzione resetke.

Uz ovako utvrdena pravila lako mozemo izracunati doprinos drugog dijagrama sa verteksom
4(a) (1.69). U ovom slucaju ponovo polazimo od izraza (1.72), samo sad vrsimo kontrakcije
koje odgovaraju ovom dijagramu. Dakle, moguc¢nosti su sledece:

{ \

: : \ \
(@, 7 )0 (2, )0 (2, T (2, 72) Vo (2, )0 (y, 7)) (1.81)

: — { 1 \
(@, )0 (2, ) (2, )0 (2, 7.) Vau (2, 7)Y (v, 1), (1.82)

te se i u ovom slucaju ukida faktor 1/2. U skladu sa ve¢ utvrdenim pravilima, doprinos ovog

dijagrama konacnom izrazu bice:
1 Vo ~9
—— . 1.83
Sam [ (18

Doprinos forme (1.70) malo ¢emo eksplicitnije zapisati usled delovanja laplasijana na dva
propagatora. Dakle, polazimo od sledeceg izraza:

1 Vo A
- <‘ﬁ z—movo) Z/O 7. (P(@, 7)1 (2, 1) (2, =) V2 (U1 (2, 7.0 (2, 7)) (y, 7)o, (1.84)

pri ¢emu prvom dijagramu doprinosa 4(b) odgovara sledece kontrakovanje:

r— 1

V(@ 7)Y (2, )0 (2, ) VIV (2, m) e (2, 7)) T (y, 7). (1.85)

te izraz (1.84) mozemo raspisati:

1 B
_ﬂvo Z/o dr.D(x — z,7, — 7.)Vi(D(z — y, 7. — 7y) D(w — 2,0)) |w—s- (1.86)

25 2m0

Prelaskom na prostor impulsa i frekvencija:
_ Ll w1l Z / % p D2(k, wn) D(p, w, ) @) —m(me=ry) (1.87)
7p

dolazimo do konacnog izraza za doprinos ovog ¢lana popravci neinteragujuce disperzije:

- e /p<n”>° - (1.88)

Nakon sto se u poslednjem c¢lanu prve popravke izvrse kontrakcije u skladu sa drugim dija-
gramom (1.70):

{ \

: : \ \
(@, )0 (2, )02, ) VI (U (2, 72) 0 (2, 7)) ¢ (y, 7)), (1.89)
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postaje jasno da je njegov doprinos identican prethodnom, odnosno iznosi:

1 Vo —2
- — k—p. 1.
S5 el F (1.90

Takode, na osnovu ovog izraza uvidamo da dejstvo laplasijana na propagatorske linije istog
impulsa daje doprinos jednak nuli, te je sad jasno Sto su takva dva ¢lana izostavljena iz polaznog
dijagramskog zapisa ¢lana 4(b) (1.70).

Sada preostaje samo da se sakupe sve dobijene popravke (1.80), (1.83), (1.88) i (1.90), te
su doprinosi dijagrama sa jednom petljom (one-loop diagrams) sledeéi:

+(4<a> ++(‘““> S / (mp)o(R* +5%)  (191)

S mo
i
OIS
= —=—140) + 4(b>—<—:———°/ kE—p . 1.92
Gay (kP (192)

Na prvi pogled izgleda da ovako definisane relacije nisu prilagodene strukturi prethodno raz-
matranih resetki sa slike 1.2, ali ukoliko se prisetimo izraza za svojstvenu vrednost diskretnog
laplasijana D?, odnosno (1.67), rezultati postaju konzistentni sa spomenutom strukturom. Izraz
je lako srediti ukoliko se u obzir uzme relacija [57] (videti prilog A2):

—2 ~ 5
p p

gde se j odnosi na vrstu suseda.

Dakle, disperzija racunata do na popravku prve petlje svodi se na izraz:

Eyp. (k) = E(k) — X(k), (1.94)
u kom figurise perturbativni doprinos:
k? k2 k2
Y(k) ~ Smg — A (T) + D —=As(T) + Q—mOAg(T). (1.95)

Faktor A;(T) je bezdimenzioni temperaturno zavisni faktor i za prvu vrstu suseda ima formu:

2 |)\ |2[a:
A = p> 1.96
= St [ woBt (1.96)
za drugu:
b2 |A2|2]m
Ay — — 2 D2 1.97
a za tredi tip suseda:
A3 = 2|A3|22}0/<’I’L >0]/9\2 (198)
2D 7 J, VP

u skladu sa prethodno definisanim svojstvenim vrednostima diskretnog laplasijana resetke sa
slike 1.2. Prakti¢no ove konstante registruju efekat eksiton-eksiton interakcija kroz renormal-
izovanje integrala izmene I§ — I§(T'), a njihova zavisnost od temperature u slicaju resetke
pentacena prikazana je na slici 1.19. Prilikom crtanja ove zavisnosti koriséen je ranije odreden
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skup parametara: A = 1.83 eV [60], [T = 5.7 meV, I§ = 3.4 meV i I§ = 23.4 meV. Isti obracun
mogao je biti izvrSen i za druge razmatrane ugljovodonike, ali se zaklju¢ci ne bi promenili.

Uocavamo da je uticaj eksiton-eksiton interakcija zanemarljiv na niskim temperama, a
svakako je to sluc¢aj i na visSim, poput temperature od 300 K, na kojoj je vrsen jedan skup
merenja. To mozemo pripisati vrednosti eksitonskog gepa, koja je velika u odnosu na inte-
grale izmene, pa je u odnosu na najvec¢i integral izmene I5 ona skoro dva reda velicine veca.
Osim toga, ve¢ je naglaseno da su eksitoni derivativno kuplovani interakcijama koje prakti¢no
iS¢ezavaju pri niskim impulsima. Skorasnja istrazivanja [80,81] pokazala su da amplitude rase-
janja u sistemima u kojima vladaju interakcije ovog tipa iStezavaju kada impulsi cestica teze
nuli. Do sliénih zakljuéaka dosao je i Frimen Dajson (Freeman Dyson) prilikom istrazivanja
uticaja interakcije izmedu spinskih talasa u feromagnetnim sistemima [82,83].

20

0.0 1 ‘ ‘ ‘ E
280 285 290 295 300
T[K]

Slika 1.19: Temperaturna zavisnost renormalizacionih faktora A;(T) u pentacenu. Koriséen je sledeéi skup
parametara: A =1.83 eV [60], I¥ = 5.7 meV, I§ = 3.4 meV i I§ = 23.4 meV

Dakle, uticaj eksiton-eksiton interakcija na disperziju sistema Frenkelovih eksitona jeste
neznatan. Stoga mozemo zaklkjuciti da ukljuc¢ivanje eksiton-eksiton interakcija u prethodno
formiranu sliku neée popraviti sitna eksperimentalna i teorijska neslaganja. Ukidanje poje-
dinih aproksimacija prilikom definisanja pravaca u resetkama aromati¢nih ugljovodonika, kao
i ukljuc¢ivanje drugih ekscitacija, poput CT eksitona, moglo bi imati presudan znacaj za
poboljsanje prikazanih rezultata. Medutim, ono $to je sigurno jeste to da su Frenkelovi ek-
sitoni kljuc¢an tip ekscitacija u razmatranim ugljovodonicima i da su oni gotovo u potpunosti
odgovorni za eksitonsku dinamiku u ovim jedinjenjima. Osim toga, ispostavlja se da je ovakva
slika, bazirana na Frenkelovim eksitonima, prilicno podesna jer daje mnogo bolje slaganje sa
eksperimentalnim podacima u odnosu na teoriju istkanu iz primarnih principa, odnosno bazi-
ranu na operatorima elektrona i supljina [36]. Takode, rac¢un predstavljen u ovom doktoratu
otporniji je na perturbativne korekcije.
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Glava 2
Kvantna zamrsenost 1 kvantna koherentnost u modelima
spinskih lanaca

Poslednjih nekoliko decenija posebna paznja posvecena je tretiranju kvantne mehanike u
pogledu potencijalnih primena koje bi uticale na sto svrsishodniju i efikasniju eksploataciju
svakodnevnih dobara. lako pri samom nastanku nije bila opsSte prihvacena i jos uvek se nije
dovoljno priblizila komercijalnoj proizvodnji i upotrebi, kvantna informatika pustila je svoje
korenje upravo iz esencijalne potrebe da se povec¢aju efikasnost i brzina postizanja rezultata u
odnosu na trenutno rasprostranjene klasi¢ne racunare. Jedan od polaznih motiva za njen razvi-
tak bila je nemoguénost postojece tehnologije da isprati predvidanje Gordona Mura (Gordon
Moore) iz 1965. godine, prema kom bi se broj tranzistora po ¢ipu poveéavao pri istovremenom
smanjivanju njegovih dimenzija, dok bi se snaga procesora duplirala okvirno nakon svake druge
godine uz istrajnost cene [84]. Glavni problem ovakve teze lezi u tome $to se tranzistori ne
mogu beskonac¢no smanjivati i u poslednje vreme uoceno je blago usporenje rasta performansi
¢ipova. lako je jedan od vodec¢ih nacina za reSavanje ovog problema trenutno paralelizacija
¢ipova i okretanje visejezgarnim procesorima [85], sveprisutan problem zagrevanja procesora
zahteva pronalazenje efikasnih rashladnih sistema, Sto otvara pitanje balansa izmedu efikasnosti
i cene.

Kvantni racunari jesu daleko od komercijalne upotrebe i resavanja problema cene, ali pred-
stavljaju slede¢u kariku u hijerarhiji racunara usled Sirokog spektra mogucnosti koje bi bili u
stanju da ponude. Stoga ne treba da c¢udi to sto je kolektivni um naucne zajednice revnosno
posvecen trazenju sto efikasnijih implementacija kvantne masinerije pored brojnih drugih ak-
tuelnih problema. Razlog potice od ¢injenice da je kod kvantnih racunara efikasnost paralelnog
procesuiranja znatna usled zamene klasi¢nih bitova 0 i 1 kubitima (kvantnim bitovima)®, koji
se nalaze u superpoziciji ortogonalnih stanja |0) i |1) [86,87]. Ovakvo alternativno resenje,
spontano rodeno iz potrebe za poboljsanjem Ceré-Tjuringove teoreme? [86,88], postalo je rev-
olucionarna ideja utemeljena u radovima Ric¢arda Fajnmana (Richard Feynman) [89] i Dejvida
Dojca (David Deutsch) [90]. T dok je u vreme njenog nastanka bilo izvesnih strepnji po pitanju
same realizacije, danas je jasno da razne dobrobiti ¢ine kvantne racunare podesnim kandi-
datima za Sirok spektar primena u razlicitim sferama ljudske prakse, poput neuronauke [91],
hemije [92-94], finansija [95] i brojnih drugih oblasti.

Osim znacajnog pospeSenja brzine procesuiranja, kvantni racunari nude i moguénost
reSavanja izvesnih problema koji su u svetu klasi¢nih rac¢unara bili praktiéno neresivi. Danas
se pretpostavlja da broj algoritama resivih u svetu kvantnih ra¢unara znacajno prevazilazi
broj postojec¢ih klasi¢nih algoritama. Ove prednosti kvantnih racunara u odnosu na klasiéne
poznate su u literaturi pod nazivom kvantna nadmo¢ (quantum supremacy), kako ih je
nazvao Dzon Preskil (John Preskill) 2012. godine. Posebno su znacajna dva algoritma koja
ilustrativno ukazuju na superiornost kvantnih racunara - Groverov i Sorov. Dok je Lov Grover
(Lov Grover) pokazao da bi kvantni ra¢unar ubrzao pretragu u nestruktuiranom prostoru [96],
algoritam Pitera Sora (Peter Shor) osetno povecéava efikasnost resavanja problema nalazenja

1Kubiti su osnovna gradivna jedinica kvantnih ra¢unara.

2Ceré-Tjuringova (Church—Turing) teorema tvrdi da, ukoliko postoji moguénost sprovodenja algoritma na makar kom hardveru,
onda postoji ekvivalentan algoritam za univerzalnu Tjuringovu masinu, koji sprovodi apsolutno identican zadatak. Naime,
Tjuringova masina je delo Alana Tjuringa (Alan Turing) i predstavlja teorijski idealizovan model za vrienje matematickih
proracuna. Sastoji se od beskona¢no dugacke trake podeljene na celije, instrukcijske table i glave koja moze da zauzme beskonacan
broj moguéih stanja.

32



Doktorska disertacija Dualni pristupi u teorijskoj fizici kondenzovanog stanja

delilaca celog broja u odnosu na klasi¢ne racunare [97].

Najveci potencijal kvantnih rac¢unara u modernom svetu lezi u brojnim blagodetima kvantne
mehanike, koja sama po sebi nudi sredstva i reSenja bez analoga u klasicnom svetu. Pre svega,
tu govorimo o jednom od najéudnovatijih izdanaka kvantne mehanike - kvantnoj zamrsenosti,
meri jakih nelokalnih korelacija u sistemu. U pitanju je fenomen prisutan u sistemima sa
viSe od jedne cestice koje, cak i ako se nalaze na ogromnim rastojanjima, dele zajednicko
zamrseno stanje i ne mogu biti tretirane nezavisno jedna od druge [86,87]. Ideje o kvantnoj
kriptografiji, kvantnoj teleportaciji i ”gustom” kodiranju (dense coding) duboko su protkane
nitima zamrsenih stanja [86,87]. Kvantna kriptografija zasniva se na teoremi kvantne infor-
matike koja tvrdi da se nepoznata stanja ne mogu klonirati, te na taj na¢in omogucava ra-
zotkrivanje prisluskivaca odredene tajne komunikacije dve stranke. Sa druge strane, kvantna
teleportacija omogucava slanje nepoznatog stanja posredstvom zamrsenog stanja ukoliko u sis-
temu postoje minimum tri kubita, dok ”gustim” kodiranjem mozemo poslati dva bita informa-
cije slanjem svega jednog kubita. Stoga je neophodno ustanoviti da li, i pod kojim uslovima, se
u sistemu javlja zamrsenost. Ispostavilo se da je dovoljno proveriti validnost nekog tipa Belove
nejednakosti®, ¢ijim narusenjem utvrdujemo da se sistem nalazi u zamrsenom stanju [98,99].

Medutim, i dalje ostaje otvoreno pitanje da li je praksa u stanju da isprati teorijsko pristu-
panje kvantnoj informatici. Kao sto je ve¢ receno, komercijalna proizvodnja kvantnih racunara
jos uvek je daleko od stvarnosti. Do danas su konstruisani kvantni racunari sa jedva nekoliko
desetina zamrsenih kubita [100,101]. Ispostavlja se da je u kvantno-informatickim sistemima
efekat dekoherencije, koji mozemo posmatrati kao zamrsenost sistema sa okruzenjem, taj koji
uzima maha i uti¢e na smanjenje zamrsenosti sistema [102]. Shodno tome, danas je posebna
paznja posvetena upravo reSavanju ovog problema. Doduse, postoje izvesni koncepti kvantne
informatike koji su ve¢ uspesno eksperimentalno provereni i realizovani. Recimo, kvantna krip-
tografija utvrdena je u razli¢itim sistemima baziranim na kubitima i ispitana pri razli¢itim
rastojanjima [103-105]. Osim kvantne kriptografije, brojni drugi aspekti kvantne informatike
eksperimentalno su istrazeni u prethodnim godinama [106-114]. Dakle, sama oblast prili¢no
je razvijena od rodenja pojma kubita u radu Bendzamina Sumahera (Benjamin Schumacher)
iz 1995. godine [115], ali svakako ostaje jos pregrst neiskoriséenog potencijala za dalji tok is-
trazivanja.

S obzirom na evidentnost potrebe da se nade sistem koji moze na podesan nacin simuli-
rati kvantne probleme i ustanovljenu cinjenicu da nijedan klasi¢ni ra¢unar nije u stanju da
obavi tako nesto sa dovoljnom efikasnos¢u, okretanje kvantnim rac¢unarima i njihovim mogudéim
realizacijama predstavlja logican izbor [86]. Znacajan broj postojeéih sistema poseduje po-
tencijal u ovoj oblasti. Srz problema je u tome da se za konzistentne predstavnike sistema
kubita biraju kvantni sistemi sa dva postojeéa ortogonalna stanja, |0) i |1). To su, recimo,
opticki sistemi, koji kao osnovu koriste dve polarizacije fotona, nuklearna magnetna rezonanca,
gde nuklearni spinovi reprezentuju kubite, zarobljeni joni, sistemi Dzozefsonovih spojeva i
mnogi drugi [116-118]. Najcesée reprezentacije kvantnih rac¢unara jesu upravo one koje koriste
spinske kubite [119]. Jedna od skorasnjih tehnologija, u koju kvantna informatika polaze velike
nade, bazirana je na kvantnim tackama [112,120-124]. Re¢ je o spinskim kubitima reprezento-
vanim elektronima, koji se odlikuju dugim vremenima koherentnosti, zarobljenim u kvantnim
tackama. Pripajanjem izvora elektri¢nog impulsa generise se interakcija izmedu susednih kubita
posredstvom preklapanja talasnih funkcija susednih elektrona. I dok se ocekuje da se sistem
moze tretirati posmatranjem elektrona u kvantnim tackama sa stanovista direktnih stepeni
slobode, pri ¢emu je njihovo medusobno dejstvo definisano odabranim potencijalom [120, 121],
ispostavlja se da je opisana situacija uporediva sa sistemima opisanim Hajzenbergovim hamil-

3Belova nejednakost dobila je naziv prema svom tvorcu, Dzonu Belu (John Bell). Nastala je kao odgovor na prethodno ustanovljeni
EPR (Einstein-Podolsky-Rosen) paradoks [87], koji je sugerisao nekompletnost kvantne teorije. Prakti¢no receno, nejednakost
ukazuje na to da li se sistem nalazi u zamrSenom stanju ili ne. Jedan od ¢es¢ih oblika Belove nejednakosti jeste CHSH (Clauser-
Horne-Shimony-Holt) nejednakost [99].
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tonijanima [123,124]. Naravno, postoji krucijalna razlika izmedu magnetnih izolatora, obi¢no
opisanih takvim modelima, i sistema kubita. Dok u prvom slu¢aju parametri modela (poput
Hajzenbergovih integrala izmene izmedu susednih spinova) predstavljaju neodvojiva svojstva
sistema, u drugom sluc¢aju oni mogu biti eksperimentalno kontrolisani [125,126].

U ovom radu akcenat ¢e biti upravo na ovakvom dualnom pristupu problemu. Sistemi
spinskih kubita bice tretirani polazec¢i od jednodimenzionih Hajzenbergovih spinskih hamiltoni-
jana, te su u srzi modela upravo spinski operatori. Parametri modela ¢e biti posmatrani kao
promenljive i bi¢e utvrdeno na koji nacin znacajne veli¢ine kvantne informatike zavise od njih.
S obzirom na to da je jedan od najdragocenijih resursa kvantne mehanike u ovim sistemima
upravo kvantna zamrsSenost, ni ne ¢udi da je od interesa na¢i optimalni skup parametara koji
¢e je odrzati na maksimalnom mogué¢em nivou u datom sistemu. Kako se spinski modeli koriste
prilikom opisa raznih fizickih problema, pocevsi od svojstava magnetnih jedinjenja [127-131],
kvantnih Holovih sistema [132,133], sistema Dzozefsonovih spojeva [134], pa sve do kvantnih
faznih prelaza i brojnih drugih [135-139], jasno je da je broj raspolozivih alata u datom slucaju
velik.

U poslednje dve decenije znacajna su ispitivanja uticaja anizotropije na ponasanje
zamrsenosti u sistemima XY i XY Z spinskih lanaca [140, 141], od kojih je poseban interes
pripisan modelima sa Palosinski-Morija (Dzyaloshinskii—Moriya, DM) interakcijom [142-149],
kao i u visedimenzionim strukturama [150]. Stoga ¢e ovaj segment doktorata biti posveéen ek-
sploataciji bas Hajzenbergovih XY spinskih lanaca sa DM interakcijom i dve vrste anizotropije.
Glavni cilj ¢e biti ispitivanje uticaja modelnih parametara na dva resursa kvantne informatike,
kvantnu zamrsenost (quantum entanglement) i kvantnu koherentnost (quantum coherence), ali
i utvrdivanje potencijalne veze izmedu njih. Razmatrani sistemi bic¢e izgradeni od trospinskih
blokova sa pojedina¢nim spinom S = 1/2. Pritom ¢emo se sluziti veoma korisnim orudem u
teoriji kvantnih faznih prelaza, kvantnom renormalizacionom grupom [143, 145,146, 151-156],
kako bismo proverili da li potencijalna veza utvrdena u sistemima od tri spina vazi i u veéim
sistemima (koji se sastoje od vise trospinskih blokova). Upravo razmatranje sistema kreiranih
od velikog broja kubita blize je realnoj situaciji, koja bi mogla imati prakti¢ni interes. Ovaj
segment doktorata predstavlja prirodni nastavak rada na vezi ¢ije su naznake uocene u [157],
a rezultati predstavljeni u nastavku mogu se naé¢i u objavljenom radu [158].

2.1 Kvantna zamrsSenost

Dosad je pojam kvantne zamrsenosti nekoliko puta spomenut u kontekstu vaznog resursa
kvantne informatike, koji se ni na koji nac¢in ne moze objasniti klasicnom fizikom. Temeljna
ispitivanja same pojave dovela su do nalazenja raznih nacina na koje zamrsenost moze biti
uocena u sistemu, utvrdivanja noviteta koje ona donosi u pogledu kvantne informatike, kao i
definisanja mera koje je mogu podesno kvantifikovati. Medutim, da bismo ustanovili svedoke
kvantne zamrsenosti u sistemima od interesa i uslove za dobre mere kvantne zamrsenosti, najpre
je neophodno postaviti temelje pojma zamrsenih stanja.

Shodno tome, krenuéemo od definisanja Smitove dekomporzicije (Schmidt decomposition)
(86,87, 159]. Naime, neka je kompozitni prostor konstruisan od dva Hilbertova potprostora
J 1 A, sa odgovarajuéim proizvoljnim ortonormiranim bazisima {|a;)} i {|b;)}, respektivno.
Tada se ma koje ¢isto stanje iz Hilbertovog prostora tenzorskog proizvoda ¢4 ® 5 moze
predstaviti na slede¢i nacin:

B) = cijlas) @ [by), (2.1)
irj

gde je C' matrica kompleksnih brojeva ¢;;. U skladu sa dekompozicijom singularne vrednosti,
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svaka kompleksna matrica C' moze se predstaviti na sledeé¢i nacin:
C =UDY, (2.2)

gde su U i Y unitarne matrice, a D matrica u dijagonalnoj formi. Onda mozemo pisati:
0) = wirdiryglai) @ [by). (2.3)
ij,k

U tom slu¢aju mozemo uvesti nove skupove ortonormiranih stanja [sa) = Y. wigla;) i |sp) =
> Ykilbj), kao i Ay = dyy, te izraz poprima formu:

W) = 3" Afsa) @ [sn), (2.4)

gde su A\, nenegativni realni brojevi poznati kao Smitovi koeficijenti, koji zadovoljavaju uslov
>, A2 = 1. Ovi koeficijenti jesu glavni pokazatelji prirode stanja sistema, odnosno razluéuju
separabilna, takore¢i razdvojiva, stanja od zamrsSenih. Naime, ukoliko postoji samo jedan
Smitov koeficijent koji je razlicit od nule (konkretno jednak jedinici), re¢ je o separabilnom
stanju, dok se u suprotnom govori o zamrsenom stanju.

U literaturi se kao najceséi primeri zamrsenih stanja navode stanja Belovog bazisa, formirana
od up i down svojstvenih stanja Paulijeve matrice o*. U slu¢aju dvokubitnog sistema imaju

slededi oblik [87]:
B B
V2 V2

pri ¢emu su ortogonalna stanja |0) i |1) svojstveni vektori z-projekcije spina S = 1/2:

|0%) = —(]00) + [11)), [¥*) = —(|01) + [10)), (2.5)

o =19=s m=19=]]. 26

U pitanju su stanja maksimalne zamrsSenosti, koja su ¢esto u upotrebi u kvantnoj informatici
upravo usled ¢injenice da se svako stanje Belovog bazisa moze veoma jednostavno prevesti u bilo
koje drugo stanje Belovog bazisa posredstvom delovanja Paulijevih matrica i jedini¢ne matrice
[160]. Sada ¢emo se uveriti u zamrsenost ovih stanja. Posmatrajmo, na primer, stanje |[¥7).
Ako podemo od pretpostavke separabilnosti ovog stanja, to znac¢i da ga mozemo predstaviti u
obliku tenzorskog proizvoda stanja «|0) + 8|1) i stanja v|0) + |1), pri ¢emu su « i § konstante
za koje vazi |a|* +|B]*> = 1, a v i § konstante za koje vazi |y|>+d|> = 1. Dakle, mozemo pisati:
1
ﬁ(\(n) +110)) = («]0) + B|1)) ® (7]0) + §]1)) =

= ay]00) + a6[01) + By|10) + B6[11). (2.7)

) =

Ocigledno je da u ovom slu¢aju moraju vaziti uslovi ad = gy = %, kaoiay = 6 = 0. Kako su
ova dva uslova medusobno iskljuc¢iva, jasno je da je polazna pretpostavka separabilnosti netacna.
Sliéno se pokazuje da su i preostala stanja Belovog bazisa zamrsena. Mozemo zakljuciti da u
datom slucaju dvokubitni sistem u stanju [U*) ne mozemo razloziti na sastavne kubite, veé ih
posmatramo kao deo jedinstvene celine, Sto je zajednicka osobina svih zamrsSenih sistema.

Vec¢ je spomenuto da je kvantna zamrSenost duboko utkana u samu srz kvantne informatike.
Konkretno, svojstvo zamrsenosti u kvantnom sistemu polazna je tacka i nuzan uslov za kvantnu
teleportaciju 1 "gusto” kodiranje [87]. Osim toga, za postizanje sto vece efikasnosti i brzine
kvantnih racunara insistira se na zamrsenju Sto vec¢eg broja kubita. Upravo to je razlog
izrazenog interesovanja za nalazenje mogucih svedoka zamrSenosti i novih mera zamrsenosti.
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Naime, da bi neka velic¢ina delotvorno ukazivala na postojanje zamrsenosti u sistemu, ona mora
zadovoljavati izvesni uslov. U opstem slucaju, svedok zamrsenosti je ermitski operator W koji
ima nenegativne srednje vrednosti za sva ¢ista separabilna stanja |Wep,) [159]:

<\IIsep|W|\IIsep> Z 0. (28)

S obzirom na to da se matrica gustine separabilnih mesanih stanja moze zapisati u formi:
psep = Zpi|\p;ep><lpéep|7 (29)
i

gde za koeficijente p; vazi p; > 0, kao i uslov kompletnosti >, p; = 1, u opStem slucaju uslov
separabilnosti postaje [159]:

Tr(pSGPW) = sz<\p;ep|W|\I/;ep> Z 0. (210)

Dakle, negativne srednje vrednosti svedoka zamrsenosti W, odnosno Tr (pW) < 0, ukazuju na
zamrSenost razmatranog stanja. Treba uociti da izbor ovako definisanog svedoka zamrsenosti,
ali i sam uslov zamrSenosti, moze poprilicno zavisiti od razmatrane problematike.

Recimo, Caslav Brukner i Vlatko Vedral ispitivali su jednodimenzione XX i X X X spinske
lance pod uticajem spoljasnjeg magnetnog polja B orijentisanog u z-pravcu, pri ¢emu je rele-
vantna bila samo interakcija izmedu najblizih suseda, i ustanovili da je u oba slucaja sistem
zamrsen ukoliko je zadovoljena nejednakost [161]:

U + BM|
— >1 2.11
v L (211)
gde je U = (H) unutrasnja energija modela, J integral izmene za najblize susede, M =

Zﬁil (07) ukupna magnetizacija, a N ukupan broj spinova. Sa druge strane, u sistemu od

dva spina (dimer), koji medusobno interaguju posredstvom Hajzenbergove interakcije, sam
hamiltonijan predstavlja dobrog pokazatelja zamrsenosti [162]:

(H) = |Tx(pH)| = J|(o) (o) > J, (2.12)

pri ¢emu su o Paulijeve spinske matrice koje odgovaraju spomenutim spinovima, a J konstanta
kuplovanja izmedu njih.

2.1.1 Osobine dobre mere kvantne zamrsSenosti. Konkurentnost

Da bi neka veli¢ina bila zadovoljavaju¢a mera kvantne zamrsenosti i konzistentno opisivala
njeno ponasanje, ona mora zadovoljavati nekoliko uslova [163]:
1. E(p) = 0 samo pod uslovom da je p separabilno stanje,

2. lokalne unitarne operacije ostavljaju E(p) invarijantnim: E(p) = E(Ux ® UBpUL ® U}g),
gde su A i B dva podsistema,

3. vazi ), Tr(pi)E(nf();i)) < E(p), gde je p; = Vz‘,OV;T, a V; operator objedinjenog dejstva

lokalnog generalnog merenja sa uslovom ), ViTV; =1.

Prva dva uslova prilicno su jasna: samo kod separabilnih stanja nema zamrsenosti, a lokalne
promene bazisa ne mogu nikako uticati na promenu koli¢ine zamrsenosti - kako na povecanje,
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tako i na smanjenje. Treé¢i uslov je malo manje ocit, ali njegova uloga jeste da eliminise
mogucnost povecanja zamrSenosti posredstvom lokalnih merenja pracenih klasicnom komu-
nikacijom, sto, ovako sroceno, postaje razumljivo s obzirom na to da je zamrSenost striktno
kvantni efekat.

Ove uslove zadovoljava nekoliko fizickih veli¢ina, a najcesce se koriste zamrsenost formacije
(entanglement of formation), zamrsenost destilacije (entanglement of distillation) i relativna en-
tropija zamrsenosti (relative entropy of entanglement) [163]. Prva mera je i najéeséa i uglavnom
se obelezava sa Fr. Za Cisto dvocesticno stanje dato matricom gustine p = |¥)(¥| zamrsenost
formacije definise se pomoéu Fon Nojmanove entropije ( Von Neumann entropy):

S(p) = —Tr(plog, p) (2.13)

redukovane matrice gustine [164]:

Ex(p) = =Tr(p" log, p*), (2.14)

gde je p* = Trg p*B redukovana matrica gustine podsistema A, koja se nalazi kao parcijalni
trag matrice gustine sistema A ® B po podsistemu B (videti prilog B.1). Uoc¢imo da je baza
logaritma 2 upravo zbog kubitne problematike zasnovane na dva ortogonalna stanja. Za meSana
stanja, koja se definisu pomocu c¢istih stanja:

p= Zpipia pi = U (T, (2.15)
zamrsenost formacije poprima sledeéi oblik [164]:

Er(p) = min ZpiEf(pi)v (2.16)

gde se minimum trazi po svim ¢istim stanjima, Sto ume biti poprilicno komplikovan posao, a
¢esto i nemoguc¢. lako su neke mere zamrsenosti za sisteme od vise kubita prethodno razmatrane
[165,166], u ovom radu biée koriséena pogodna relacija koja vazi samo za dvokubitne sisteme,
a do koje je dosao Vilijam Vuters ( William Wootters) [167]. U nasem sluc¢aju to znaci da ée
vedi sistem (od tri kubita) biti neophodno redukovati bas na dvokubitni podsistem pre daljeg
racunanja.

Da bi dosao do izraza za zamrsSenost formacije, Vilijam Vuters posao je od transformacije
obrtanja spina. U slucaju ¢istog stanja jednog kubita, ona se definie u obliku [167]:

) = 0¥ ), (2.17)
gde je |¥*) kompleksno konjugovano stanje u odnosu na stanje |W), definisano u standardnom
bazisu {| 1) = [0) = [(1)] by =1 = [(1)] }, a0l = [(1) Bl] poznata forma Paulijeve matrice.

Naravno, da bi se operacija primenila na sistem od /N kubita, neophodno je proceduru ponoviti
za svaki od njih. U slucaju sistema od dva kubita, to podrazumeva izraz [167]:

p=(c"®a")p*(c¥ ®0Y), (2.18)

u kom je p* kompleksno konjugovana matrica u odnosu na matricu gustine p, dobijena opet u
standardnom bazisu {| T,),| 1), | 41),| Id)}. Izraz za zamrsenost formacije dat je u obliku

[167]:
B(C(p) = h(F ), (219)

E¢(p) =

gde je C(p) konkurentnost, a h(x) = —xlogs z — (1 — x)logy(1 — ).
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Kako zamrsenost formacije monotono raste sa porastom konkurentnosti, a vrednosti obe
velicine se kre¢u izmedu 0 i 1, ova velicina takode predstavlja dobru meru zamrsenosti.
Konkurentnost se definise na sledeéi nacin [167]:

C(p) = maX{O, )\1 — )\2 — )\3 — )\4}, (220)

gde su \; (i = 1,...,4) kvadratni koreni svojstvenih vrednosti matrice R = pp u opadajuéem
poretku, i upravo ovu veli¢inu koristi¢cemo u nastavku kao validnu meru zamrsenosti u sistemu.

2.2 Kvantna koherentnost

Kao pojam koji se nasiroko odomacio u sferama ljudskog interesovanja poput optike,
akustike, ali i neuronauke, koherentnost sve vise dolazi do izrazaja i u oblastima kvantne
mehanike [168]. Veé je spomenuto da je odrzavanje koherentnosti u sistemima kvantnih
racunara esencijalno za dugotrajnu i iscrpnu upotrebu njihovih kvantnih blagodeti. Medutim,
za razliku od podrobno istrazenih mera kvantne zamrsenosti, kvantna koherentnost je u ovom
polju probudila veéi interes relativno skoro. Naime, prve naznake znacajnijeg istrazivanja
mera pomoc¢u kojih bi se superpozicija ortogonalnih kvantnih stanja sistema mogla kvan-
tifikovati pojavile su se 2006. godine u radu Johana Eberga (Johan Aberg) [169]. Medutim,
pravi vrh ledenog brega dotaknut je 2014. godine u radu istrazivacke grupe koja se posvetila
trazenju uslova neophodnih da bi se neka veli¢ina mogla zvati dobrom merom kvantne koher-
entnosti [170]. S obzirom na to da sama pojava proizilazi iz principa kvantne superpozicije, in-
tuitivno se moze pretpostaviti da postoji izvesna veza izmedu nje i kvantne zamrsenosti. Stoga
se istrazivanje potencijalnih veza izmedu ova dva resursa kvantne informatike moze pokazati
posebno korisnim za njihovu dalju eksploataciju.

Da bismo mogli pricati o osobinama mera kvantne koherentnosti, najpre je neophodno
uvesti pojam nekoherentnih matrica gustine i nekoherentnih kvantnih operacija. Naime, u
d-dimenzionom Hilbertovom prostoru sa referentnim ortonormiranim bazisom {|i)}, pri ¢emu
je v = 1,2,...,d, nekoherentne matrice gustine o € Z jesu sve one matrice gustine koje su

dijagonalne u datom bazisu [170]:
d

o= pili)il, (2.21)
i=1
sa verovatnocama p;.

Sa druge strane, nekoherentne operacije predstavljaju se pomocu skupa Krausovih operatora
{K,}, koji zadovoljavaju uslov > K!K, = 1 i za koje vazi K,ZK] C Z, gde je T skup svih
nekoherentnih matrica gustine [170]. Ovakva definicija ima za cilj da obezbedi da pri ukupnoj
operaciji p — . K,pK] nijedan posmatra¢ ne registruje koherentnost iz nekoherentnog
stanja. Poznate su dve klase nekoherentnih operacija [170]:

1. nekoherentne potpuno pozitivne kvantne operacije sa odrzivim tragom ®xkppor, koje su
date relacijom:

(I)NKPPOT(p) = ZKnpKl, (2-22)

gde su Krausovi operatori istih dimenzija di,., X duay,

2. merne, selektivne ili stohasticke operacije, koje se definiSsu pomoc¢u Krausovih operatora
razlicitih izlaznih dimenzija (d,, X dyua.,). Stanje koje odgovara n-tom ishodu je:

K.pK],

= T (RpT) (2.23)

Pn

38



Doktorska disertacija Dualni pristupi u teorijskoj fizici kondenzovanog stanja

Ovakve operacije kljuéne su za gubitak koherentnosti u sistemu.

Ako uvedemo d-dimenziono maksimalno koherentno stanje |Vy) = Ld S | |#), onda posred-

stvom nekoherentnih operacija mozemo proizvesti sva ostala d-dimenziona stanja [170]. Nar-
avno, jasno je da maksimalno koherentno stanje mora biti praceno maksimalnom vrednoséu
mere koherentnosti, dok nekoherentno stanje odgovara njenoj nultoj vrednosti.

2.2.1 Osobine dobre mere kvantne koherentnosti. Relativna entropija koherent-
nosti

Kao sto je to vazilo za zamrSenost, i u slucaju koherentnosti postoje uslovi koje neka
velicina C(p) mora zadovoljavati da bi je kvalitativno i kvantitativno uspela opisati. U pitanju
su sledece osobine [170]:

1. C(p) > 0 za sva kvantna stanja, dok znak jednakosti vazi iskljucivo kada je re¢ o nekoher-
entnom stanju, tj. za p € Z,

2. monotonost pod ®xkppor mapiranjima: C(p) > C(CIDNKppoT(p)),

3. monotonost koherentnosti pod selektivnim operacijama: C(p) > > p,C(pn), gde je p,
definisano relacijom (2.23) i p, = Tr(K,pK}),

4. funkcija ne raste pri mesanju kvantnih stanja: ). p,C(p;) > C(ZZ pipi) za ma koji skup
stanja {p;} i p; > 0 sa uslovom ) . p; = 1.

Prvi uslov je priliéno jasan i potvrduje prethodni zakljucak da je koherentnost jednaka nuli u
slucaju nekoherentnih stanja. Drugi i treé¢i uslov mogu se prakticno podvesti pod jedan. Tako bi
to bilo idealno, ¢esto je nemoguce proveriti oba uslova, ali je drugi uslov za siroku klasu mera ko-
herentnosti direktno zadovoljen [170]. Oba uslova ukazuju na to da dejstvom nekoherentnih op-
eracija moze do¢i samo do smanjenja koherentnosti, nikako povec¢anja. Poslednji uslov ukazuje
na to da koherentnost moze samo opadati usled mesanja stanja, sto nas dovodi do vaznosti
razluc¢ivanja dva pojma - kvantne superpozicije, koja dovodi do povec¢anja koherentnosti, i
mesanja kvantnih ¢istih stanja. Naime, u ovom doktoratu baratamo hamiltonijanima ¢iji su svo-
jstveni problemi egzaktno resivi. Dobijene svojstvene vrednosti (energije) u tom slu¢aju odgo-
varaju svojstvenim vektorima koji predstavljaju ¢ista stanja. Ona se nalaze u odredenim kvant-
nim superpozicijama stanja trokubitnog standardnog bazisa {| T11), | T14), | T41), | $11)...} 1,
usled ¢injenice da se u radu ne razmatra uticaj temperature, u obzir se uzimaju sistemi koji
se nalaze u ¢istom svojstvenom stanju najnize energije. Ukoliko bi se data svojstvena stanja
na neki na¢in kombinovala (recimo, razmatranjem uticaja temperature), tada bismo govorili o
sistemu koji se nalazi u meSanom stanju.

Nekoliko veli¢ina, poput /;-norme (l;-norm) koherentnosti, trag-norme (trace norm) koher-
entnosti i relativne entropije entropije koherentnosti (relative entropy of coherence), zadovoljava
navedene uslove [170]. Poslednja mera je i najceséa i bi¢e koriséena u ovom radu. Obicno se
obelezava sa Cy, a definise se na slede¢i nacin [170]:

re pu— 1 y . 4
Cre(p) Igman(PHQ) (2.24)
gde je S (pHg) kvantna relativna entropija:

S(plle) = Tr(plog, p) — Tr(plog, o), (2.25)
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pri cemu smo p ranije uveli kao stanje iz skupa nekoherentnih stanja Z. Relativna entropija
koherentnosti moze se zapisati u prigodnijem obliku [170]:

Cre(p) = S(paiag) — S(p), (2.26)

gde je paiag dijagonalizovani oblik matrice gustine p:

p= S psl Ul = paias = 3 puli il (227)

Y] i
i iskoris¢ena je osobina Tr p = Tr pgiag. Mozemo uociti da iz izraza (2.26) automatski sledi
relacija:

Cre(p) < S(paiag) < 10g, d, (2.28)

gde je d dimenzija razmatranog Hilbertovog prostora. Upravo ovo ograni¢enje moglo bi i dovesti
do intuitivne veze sa kvantnom zamrsenosti u sistemu.

2.3 Ideja o povezanosti kvantne zamrsenosti i kvantne koherentnosti

Veoma lepa paralela izmedu kvantne zamrsSenosti i kvantne koherentnosti moze se naciniti
ukoliko se razmotri njihova priroda. Naime, obe pojave svoje korene crpe iz kvantne superpozi-
cije i kvantnih korelacija - razlicito je samo tumacenje.

S jedne strane, kvantna koherentnost zasniva se na ¢injenici da su materiji pripisana i talasna
svojstva. Ako se inicijalni talas podeli na dva dela, onda dva novonastala talasa koherentno
interferiraju jedan sa drugim tako da formiraju jedinstveno stanje, koje predstavlja superpozi-
ciju dva talasa. Stoga je jasno da moze biti nac¢injeno poredenje izmedu navedene situacije i
kubitnog stanja u superpoziciji ortogonalnih stanja |0) i |1).

Za razliku od koherentnosti, kvantna zamrsenost oznacava superpoziciju u drugacijem kon-
tekstu. U ovom slucaju, superpoziciju dele dve zamrsene ¢estice, odnosno dva fizicki razdvojena
kubita, koja poseduju zajednicko stanje. Kao Sto je ve¢ receno, ovakav vid superpozicije igra
kljuénu ulogu u brojnim blagodetima kvantne informatike, poput kvantne teleportacije i " gus-
tog” kodiranja.

Posmatrajmo relacije (2.26) i (2.28). Ocito je da se iz njih moze izvuéi sledec¢a nejednakost:
Cre(p) + 5(p) < log, d. (2.29)

Dakle, zakljucujemo da povecanjem entropije kvantnog sistema dolazi do smanjenja relativne
entropije koherentnosti i obrnuto. Drugacije se moze re¢i da kada se sistem zamrsi sa
spoljasnjim okruzenjem, koherentnost automatski opada. U sluc¢aju kada je re¢ o maksimalno
mesanom stanju, sistem ne poseduje koherentnost, a entropija je maksimalna [171].

Sa druge strane, poznato je da se u dvokubitnim sistemima zamrsenost formacije povec¢ava
sa smanjenjem relativne entropije koherentnosti jednog od njegovih podsistema i obrnuto [171].
Takode, pre nekoliko godina utvrdeno je da nekoherentne operacije mogu generisati zamrsenost
odredenog stanja sa nekoherentnim jedino pod uslovom da je polazno stanje bilo koherentno
[172]. Stoga ¢e cilj ovog segmenta doktorata biti utvrdivanje veze izmedu konkurentnosti i
relativne entropije koherentnosti u konkretnim sistemima u slucaju dve vrste anizotropije, bez
uplitanja bilo kakvog delovanja spoljasnjih operacija.
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2.4 Model XY spinskih lanaca sa dva oblika anizotropije

Rezultati prikazani u ovom segmentu doktorata dobijeni su za XY Hajzenbergov model sa
dve vrste anizotropije. Oba razmatrana hamiltonijana obuhvataju i DM interakciju s obzirom
na to da je utvrdeno da ona utic¢e na koli¢inu koherentnosti u sistemu od interesa [145]. Osim
toga, prisustvo ove interakcije nezanemarljivo je u pojedinim strukturama, poput CsCuCl; i
FeBOj3 [173,174]. Interakciju je u svet fizike najpre uveo Igor Palosinski (Igor Dzyaloshinskii)
1958. godine [175], a potom ju je Toru Morija (Téru Moriya) 1960. godine identifikovao kao
postojeéi efekat, koji se u materijalima javlja kao posledica spin-orbitalnog kuplovanja [176].
Drugacije se naziva i antisimetricnom izmenom usled toga Sto potice od antisimetricnog dela
interakcione matrice oblika [177]:

Hpy = Dij : (Sz X Sj), (230)

gde je sa D;; oznacen vektor Dalosinskog, a S; i S; su operatori spina na ¢vorovima 7 i j, u
razmatranom slucaju bas susednim. Iz navedenog oblika interakcije moze se zakljuciti da se
privileguje normalna orijentacija susednih spinova, a ¢esto se preferentne strukture nazivaju
hiralnim [177].

Prvi razmatrani modelni hamiltonijan jeste Hajzenbergov hamiltonijan periodicnog XY
spinskog lanca sa simetriénim tipom anizotropije i DM interakcijom [143]:

N
J T T % T T
H = 1 Z ((1 +y)oioi + (1 —v)ofol, + (=1)'D(ojof,; — Uzygz'ﬂ))a (2.31)
i=1
gde je J integral izmene, relevantan samo za najblize susede, N broj ¢vorova (odnosno kubita),
v parametar simetri¢ne anizotropije, D ja¢ina DM interakcije u z-praveu i o8 (o = z,y) su
Paulijeve matrice za i-ti ¢vor, date u sledecoj formi:

= l(l) (1)} , oY= [? ﬂ , 0F = Ll) _01] : (2.32)

Za v = 11D = 0 (2.31) se svodi na Izingov model, dok je za v = D = 0 re¢ 0o XX
modelu [145]. Ako se vrednost parametra anizotropije nalazi u intervalu 0 < v < 1, modeli
pripadaju Izingovoj klasi univerzalnosti, a za N — oo dolazi do kvantnog faznog prelaza pri
kriticnoj vrednosti parametra ~ [178].

Medutim, s obzirom na ¢injenicu da je jedan od ciljeva ovog segmenta doktorata istrazivanje
ponasanja kvantne zamrsenosti i kvantne koherentnosti pri povec¢anju velicine sistema, bice
neophodno naciniti malu korekciju modela. Kako metoda kvantne renormalizacione grupe
zahteva da polazni i efektivni hamiltonijan, dobijen nakon izvrSsenih nuznih transformacija,
ispoljavaju svojstvo samosli¢nosti, u model ¢emo uvrstiti m-rotaciju oko x-ose za sve parne
¢vorove, dok ¢éemo neparne ostaviti netaknutim [143]. Receno je da ¢emo metod implementirati
polazeéi od trospinske baze, tako da ¢emo najpre razmotriti hamiltonijan oblika [143,145,179—
181]:

72
H = 1 Z <(1 + V)U?Uzﬁl - (1 - '7) o, D(Ufaf“ + Ufcrﬁrl)). (2.33)

i=1
Jedan od glavnih razloga zbog kog koristimo upravo hamiltonijan (2.33) prilikom tretiranja
kubitnih sistema jeste taj $to svi modelni parametri (integral izmene, parametar anizotropije
i jacina DM interakcije) mogu biti eksperimentalno kontrolisani, kako je i predoceno u uvodu
[125,126]. Osim toga, korisno je istaéi nekoliko ¢injenica vezanih za uzeti oblik hamiltonijana.
U hamiltonijanu (2.33) ne figurisu spinski operatori ve¢ Paulijeve matrice, a s obzirom na vezu:

h
S = 500‘, a=uw,1,z, (2.34)
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jasno je i da smo u trenutnom razmatranju uzeli uproséenje h = 1. Takode, ako se osvrnemo na
prvobitni oblik hamiltonijana (2.31), jasno je da je za pozitivne vrednosti konstante izmene re¢
o antiferomagnetnom uredenju, dok u slucaju negativnih vrednosti govorimo o feromagnetnom
uredenju. U ovom kontekstu mozemo naglasiti i da je konstanta DM interakcije upotrebljena u
hamiltonijanima (2.31) i (2.33) zapravo veli¢ina koja jac¢inu DM interakcije izrazava relativno
u odnosu na konstantu izmene J:

D
D — = (2.35)

Upravo ovakav izbor odgovoran je za ¢injenicu da svojstvena stanja hamiltonijana (2.33) nece
eksplicitno zavisiti od parametra J.

Na osnovu izraza za konkurentnost (2.20) i relativnu entropiju koherentnosti (2.26), sto
su upravo veli¢ine ¢ije ponasanje zelimo da ispitamo u odabranom sistemu, uo¢avamo da na-
jpre moramo doc¢i do matrice gustine sistema. Matrica gustine ¢e nadalje biti spominjana u
kontekstu relevantnog stanja sistema upravo zbog cinjenice da se u kvantnoj mehanici ona
odomacila kao podesno sredstvo za resavanje brojnih problema, ekvivalentno pristupu vektora
stanja [182]. S obzirom na to da njena upotreba ¢esto uveliko olaksava razmatrani problem,
ova metoda moze se sresti u modernoj atomskoj fizici, prilikom opisivanja rasejanja, u laserskoj
fizici, statistickoj fizici i brojnim drugim oblastima [87,183,184].

Kako ¢emo razmatrati ponasanje sistema na nultoj temperaturi, na kojoj se sistem nalazi
u osnovnom stanju, matricu gustine racuna¢emo shodno obrascu:

p=|T)(0] (2.36)

gde je |W) svojstveni vektor koji odgovara osnovnom stanju hamiltonijana. Dakle, najpre je
neophodno naéi svojstvene vektore i svojstvene vrednosti hamiltonijana (2.33).

Najpogodniji metod za rad jeste upravo grupisanje spinskih matrica velicine 2 x 2, prip-
isanih svakom od tri ¢vora, u prostor njihovog tenzorskog proizvoda. To podrazumeva da ¢e
hamiltonijan sistema od tri kubita biti dimenzija 8 x 8 (2¥ x 2V, gde je N broj ¢vorova). Na
ovaj nac¢in dolazimo do matri¢ne forme hamiltonijana (2.33):

[0 0 0 2(1-iD) 0 0 2(1-iD) 0 7
0 0 2 0 0 0 0 2(1—1iD)
0 sl 0 0 2 0 0 0
_|2(1+iD) 0 0 0 0 2 0 0
=1 0 2 0 0 0 0 2(1—iD)|’ (2:37)
0 0 0 o 0 0 s 0
2(1+1D) 0 0 0 0 2 0 0
L0 2(1+iD) 0 0 2(1+iD) 0 0 0

kome odgovara dvostruko degenerisano osnovno stanje. Svojstvena vrednost energije koja
odgovara datom osnovnom stanju je [143,157]:

By =——Lq, (2.38)

Sl =

a pripadni svojstveni vektori su:
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0 [ v20-iD) ]

iq q

V2(=i+D)
_ v
—i+D

(2.39)

V2y

0

1

0 Y
0 K

1

0

gde je ¢ = \/1 4 D? + ~2. Svojstveni vektori (2.39) mogu se prigodnije zapisati u standardnom
bazisu {| 1), | T11), | T41), | 4171)...}, kada se svode na oblike [143,157]:

vD?24+1

. _ q i _ q
e e T+ g Tmmwmwuw) (2.40)
/ _1 ﬂ(l_iD) \/57
w) =5 (- 2B s - B ). e

gde su | 1) =10) = [(1)] i|l)=11)= [(1)] svojstveni vektori Paulijeve matrice o*. Izrazi (2.40)

i (2.41) odgovaraju ¢istim stanjima i matricu gustine racunamo u skladu sa relacijom (2.36).
Ukoliko se sistem nalazi u stanju opisanom svojstvenim vektorom (2.40), pripadna matrica
gustine bice [157]:

0 0 0 0 0 0 0 0 7
1 1 —1+iD
0 1 —2\2}% 0 1 0 0 (21 ﬂ%)
y(1—1
0 =5/ 3¢ 0~ 00 T
0 0 0 0 0 0 0 0
p= 0 1 -2 0 1 0 0 —14iD | > (242)
4 2v/2q 4 2v/2¢q
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1+iD  y(1+iD) 1+iD 1+D?
_O T 2V2qg 2¢? 0 T 2v2g 00 2¢%
dok ée u slucaju svojstvenog vektora (2.41) ona biti:
r 1+D? iD—1 y(1-iD)  iD-1 .
2q2 0 0 2v2¢ 0 242 2v/2q 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
__iD+1 1 S 1
p=| u SO S e (2.43)
0 0 0 0 0 0 0 0 ’
~v(1+iD) 2
s 00 =50 0 5p g O
—“otog 0 1000 -2 1 0
2v/2q 4 2v/2¢q 4
. 0 0 0 0 0 0 0 0.

Ve¢ se moze uociti da su dijagonalni elementi obe matrice, iako na razlicitim pozicijama, isti,
a moze se napraviti i analogija izmedu preostalih elemenata matrica, te ne ¢udi da obe daju
iste rezultate u pogledu trazenih veli¢ina kvantne informatike. Stoga ¢e nadalje biti koris¢ena
matrica gustine (2.42).

Danas je poznato da brojni antiferomagnetici poseduju i magnetokristalnu anizotropiju, koja
je odredena interakcijom izmedu orbitalnog stanja magnetnog jona i okruzujuceg kristalnog
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polja [185-187]. Kako polje ima simetriju kristalne resetke, posredstvom ove interakcije or-
bitalni momenti se mogu veoma snazno kuplovati sa resetkom. Na spinske momente se ova in-
terakcija prenosi putem spin-orbitalne sprege, ali je taj uticaj dosta slabiji. Magnentokristalna
anizotropija, koja je poznata i pod nazivom single-ion anizotropija, daje slede¢i doprinos hamil-
tonijanu:

Hyx = JAY (S7)%. (2.44)

gde je A relativna jac¢ina magnetokristalne anizotropije u odnosu na konstantu izmene J i moze
se u opstijem slucaju razlikovati od évora do ¢vora. Hamiltonijanu (2.33) uticaj ove interakcije
menja formu u:

2

J JA S
H = Z Z <(1 +’Y)0'ZCO'§C+1 - (1 ’)/)OZ OH_l + D(O’fgly_’_l +gz‘yo-f+1)) + TZ(OZ'Z)Qv (2.45)

=1

sa pripadnim matricnim oblikom:

3/4 39,4 g 2(1—iD) 0 0 2(1-iD) . 0
A T
2 4 2
|4 +iD) 0 0 324 0 2 0 0
= 0 0 e 0 324 0 0 2(1—iD)|" (2.46)
0 0 0 s 0 3}%‘ o 0
2(1+1D) 0 0 0 0 2 324 0
.0 Z(1+iD) 0 0 2(1+iD) 0 0 4

Ispostavlja se da uplitanje magnetokristalne anizotropije daje trivijalan doprinos problemu s
obzirom na to da dvostruko degenerisanom osnovnom stanju odgovara modifikovana vrednost
energije:

B~ 34l (2.47)

4 V2
ali su zato, za antiferomagnetike, svojstveni vektori identi¢ni prethodno dobijenim (2.40) i
(2.41):

VDT gl )
9) = S0 (= A )+ 1 1) = e )
(2.48)
o) =3 (- 2Dy s - 2 g ), e

gde je g ve¢ definisano kao ¢ = /14 D? ++2. S obzirom na to da su dobijeni svojstveni
vektori (2.48) i (2.49), koji se koriste za racunanje matrice gustine i odabranih mera kvantne
zamrsenosti 1 kvantne koherentnosti, isti kao prethodni (2.40) i (2.41), jasno je da single-ion
anizotropija nec¢e uticati na veli¢ine od interesa. Ovo smo mogli intuitivno ocekivati usled
trivijalnosti doprinosa single-ion anizotropije u slucaju S = 1/2. Naime, uoc¢avamo da se
doprinos anizotropije hamiltonijanu (2.33) svodi na dodavanje jedinitne matrice pomnozene
konstantom. Dakle, moze se izvuéi zakljucak da uplitanje magnetokristalne anizotropije ne
utice na kvantnu zamrsenost i kvantnu koherentnost u slucaju S = 1/2.

Drugi modelni hamiltonijan koji ¢e biti korisS¢en za ispitivanje veze izmedu kvantne
zamrsenosti i kvantne koherentnosti jeste Hajzenbergov hamiltonijan XY spinskog lanca sa
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asimetri¢nim odabirom anizotropije. U pitanju je slede¢i hamiltonijan:

)

J ~
H= " Z (crgcafJrl + Molo? , + D(ofol,, + crg’crfﬂ)), (2.50)

i=1

gde M predstavlja konstantu novoizabrane anizotropije, a J i D su ponovo integral izmene i
konstanta DM interakcije, respektivno. Ovakav hamiltonijan ve¢ je dat u formi prilagodenoj
metodu kvantne renormalizacione grupe, odnosno ukljucuje neophodnu rotaciju. Mozemo
uociti da se hamiltonijan (2.50) moze jednostavnim transformacijama prevesti u prethodnu

formu sa simetri¢nim izborom anizotropije (2.33):

5 ~ D v—1
J=1+v)J, D=—r M=——. 2.51
(1+7) o M= (251)
Medutim, treba primetiti da ova transformacija nije definisana u slucaju v = —1, te nema

smisla modelni hamiltonijan (2.50) spominjati u kontekstu opstijeg oblika hamiltonijana, veé
je jednostavno re¢ o modelu sa drugim vidom anizotropije. Matricna forma hamiltonijana
(2.50) data je kao:

0 0 0 Z(a—2iD) 0 0 Z(a—2iD) 0
0 0 Ip 0 0 0 0 I (a — 2iD)
0 Zb 0 0 Zb 0 0 0
7 _ |4a+2iD) 0 0 0 0 Ib 0 0 o)

0 0 2b 0 0 0 0 La—2iD)|"
0 0 0 Ip 0 0 Ip 0

I(a 4 2iD) 0 0 0 0 Ip 0 0

0 J(a+2iD) 0 0 J(a+2iD) 0 0 0 |

gdesua=1—Mib=1+ M. Ovom hamiltonijanu takode odgovara dvostruko degenerisano
osnovno stanje, a pripadna svojstvena vrednost energije je:

1 - _
By=—3Jm, m= V1+2D% + M2, (2.53)

dok su svojstveni vektori dati izrazima:

B VAD? + (—1+ M2 im i(1+ M)
7= 2m (2D+i(—1+M)|TN>_ 2D+i(—1+M)|NT>
m
+ B ) (254
i ~
) = %(_1 FADEI ) + 1) — 0 ) + | m>). (2.55)

Uzimanjem asimetri¢nog oblika anizotropije u razmatranje, mozemo ocekivati da ¢e i
ponasanje kvantno-informatickih veli¢ina biti u izvesnoj meri drugacije nego sto je to slucaj
sa simetricnim izborom. Takode, bi¢emo u moguénosti da ispitamo Sta se deSava u slucaju
M = +1, sto je tacka izopstena u prethodnom obliku (2.33). Matrice gustine koje odgovaraju
svojstvenim vektorima (2.54) i (2.55) su:
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[ 0 0 0 0 0 0 0 0 i
1 1+ M 1 21D+ (—1+M)
’ ! (_1%?3 ’ ! - DA (M2 1)
14+M +M)? 1+M —2iD(14+M)—(M>—
A A S
p= 2iD+(—14+M (2.56)
0o N N
0 0 0 0 0 00 0
0 0 0 0 0 00 0
—2iD+4+(=1+M) 2D(1+M)—(M?-1) —2iD+(—1+M) 4D (=14 M)?
L 0 4m 4m? 0 4m 00 4m? -
i:
_ 4D2+4(1;12+M)2 00 2ib+g;n1+M) 0 _Zib(Hi\Q;(MLl) 2iD+E;;11+M) 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
Z2D+(-14M) g 1 0 _ 1M 1 0
[ 4m 4 4m 4
P= 0 00 0 0 0 0 o (257)
e I T -
—2iD+(—14+M)
4y 00 5 0 —Sm i 0
i 0 0 0 0 0 0 0 0]

respektivno, a nadalje ¢e biti koris¢ena matrica (2.56), u skladu sa objasnjenjem datim u
slucaju simetri¢nog izbora anizotropije.

2.5 Poredenje konkurentnosti i relativne entropije koherentnosti u
sistemima sa bazom od tri spina

Najpre ¢emo razmatrati sistem od tri kubita i ustanoviti potencijalnu vezu izmedu kvantne
zamrSenosti i kvantne koherentnosti. Relevantne veli¢ine su parna konkurentnost i relativna
entropija koherentnosti, date relacijama (2.20) i (2.26), respektivno. Naravno, ovde mozemo
naglasiti da ¢emo relativnu entropiju koherentnosti racunati u skladu sa uproséenom relacijom:

Cre(p) = S(pdiag) (258)

zbog Cinjenice da je za Cista stanja, kakva i razmatramo, Fon Nojmanova entropija S(p) =
—Tr(plog, p) = 0, sto direktno sledi iz logy(1) = 0. Kao $to vidimo iz relacije (2.20), za
racunanje konkurentnosti najpre je neophodno svesti matricu gustine sistema od tri kubita na
redukovanu matricu gustine dvokubitnog sistema (videti prilog B.1). Ovo mozemo uéiniti na
dva nac¢ina: racunanjem matrice gustine vezane za podsistem prvog i tre¢eg spina, sumiranjem
po stepenima slobode sredisnjeg spina, ili racunanjem matrice gustine podsistema koji ¢ine
srednji i jedan od njemu susednih spinova, dok se parcijalni trag trazi po preostalom spinu [143].
Kako se ispostavlja da oba nac¢ina daju iste rezultate, redukovane matrice dobi¢emo na prvi
nacin.

2.5.1 XY model sa DM interakcijom i simetricnom anizotropijom

U sluéaju simetri¢nog izbora anizotropije, matrici gustine (2.42) odgovara redukovana ma-
trica gustine oblika [157]:
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2 1-iD
2’7? 0 0 7(2q2 )
13 0 11 0
p” =Tryp= 0 {1 0 , (2.59)
1 1
(1+iD) 1+D?
1 o 0 0 ;LqQ
a konkurentnost se dobija na osnovu matrice:
(14+D2?)42 (1-iD)
oA 2 0 0 e 1
13 13 0 5 3 0
R=p"pt = 0 1. | (2.60)
8 8
(14iD)(1+D?) (1+D?)
B 0 0 e
odnosno njenih svojstvenih vrednosti:
1 (1+ D?)»?
)\1 - Z’ )\2 == T, )\3 = )\4 - 0 (261)

U skladu sa relacijom (2.20), konkurentnost poprima oblik [143, 157]:

013—\ﬁ—\/ 1+D2 (2.62)

Osim toga, izraz za relativnu entropiju koherentnosti u slu¢aju simetricne anizotropije naden
je u skladu sa relacijom (2.58) [145,157]:

Cre =—Tr (pdiag 10g2 pdiag) =

211 1 721 72 1+D21 1+ D?
= —4— 108y — — —= 10 — | — ——— 10 — | =
4 g2 4 2q2 g 2(]2 2q2 g 2q2

2 2 2 2
- 1+ D 1+ D
1 Lo, (o) - 2 e, () 2.63

2612 082 (2612) a2 % ( 2¢? (2.63)

Poredenje ponasanja konkurentnosti i relativne entropije koherentnosti u zavisnosti od
parametara XY modela sa DM interakcijom i simetricnom anizotropijom u trokubitnom sis-
temu prikazano je na slici 2.1. Moze se zakljuciti da za male vrednosti parametra anizotropije ~y
dolazi do povecanja konkurentnosti i smanjenja relativne entropije koherentnosti sa pove¢anjem
parametra DM interakcije D. U ovom segmentu prakticno DM interakcija utice na kreaciju
konkurentnosti i poniStavanje koherentnosti. Sa druge strane, za velike vrednosti parametra
anizotropije v sa povecanjem parametra DM interakcije D dolazi do povecanja relativne en-
tropije koherentnosti i smanjenja konkurentnosti.

Mozemo uociti da se kod konkurentnosti i relativne entropije koherentnosti manifestuje
obrnuto ponasanje. Maksimumi jedne veli¢ine nalaze se na pozicijama koje odgovaraju mini-
mumima druge veli¢ine. Dakle, mozemo zakljuciti da isti procesi koji uticu na povecanje jednog
svojstva kvantne informatike uticu na smanjenje drugog. Moze se primetiti i da je vrednost
minimuma konkurentnosti Ci3 = 0, dok postoji izvesna rezidualna vrednost relativne entropije
koherentnosti C,, = 1.5, koja odgovara njenoj minimalnoj vrednosti. Osim toga, obe veli¢ine
ispoljavaju simetricno ponasanje u odnosu na y-osu, Sto je posledica simetricnog izbora ani-
zotropije odredene parametrom . Naravno, treba naglasiti da je razmatrana konkurentnost
parna i da samim time opisuje zamrSenost izmedu dva spina. lako je na slici prikazan tek
uzi interval parametra anizotropije 7, to je ucinjeno samo zbog preglednosti grafika i izneseni
zakljucci vaze i na Sirem intervalu.
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-4 2 0 2

Y

Slika 2.1: Zavisnost konkurentnosti a) i relativne entropije koherentnosti b) od parametra anizotropije v i
parametra DM interakcije D u slu¢aju tri kubita.

2.5.2 XY model sa DM interakcijom i asimetriécnom anizotropijom

Sada ¢emo preéi na asimetric¢ni izbor anizotropije, za koji redukovani oblik matrice gustine
(2.56) postaje:

(1+M)? 00 —2iD(14+M)—(M2-1)
. Ty
p= 0 i1 0 (2.64)
2iD(14+M)—(M?—-1) S S 4D2 4 (—14-M)?
4m? 4m?
i odgovara mu matrica:
(4l52+(71+M)2) (14M)? 0 0 _ (+M)P(142iD4M)
T 11 o
, 8 8
(=14-2iD+M)(1+M) (i(—1+M)+2D) 0 0 (14-M)? (4D2+(—1+M)2)
8m4 Sma
sa pripadnim svojstvenim vrednostima:
1 14 M)?*(1+4D? — 2M + M?
AL = 7 Ay = ( I g ), A3 =N\ = 0. (2.66)

U ovom slucaju, konkurentnost se ponasa u skladu sa relacijom:

1 1+ M)2(1+4D2 —2M + M2
C’13=\/£—\/( il 1 ), (2.67)

4m
dok je relativna entropija koherentnosti data izrazom:
1+ M)? 1+ M)?\  4D%+ (=1 + M)? AD? + (=1 + M)?
gng((Jr ))— + (=1t )log2< 1+ M)

Cre =1— . (2.68
4m?2 4m? 4m?2 4m? ) ( )
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Poredenje ponasanja konkurentnosti i relativne entropije koherentnosti u zavisnosti od param-
etara XY modela sa DM interakcijom i asimetricnom anizotropijom u slucaju tri kubita
prikazano je na slici 2.2.

a)
0O5F A T 1
0.4F ] — D=0
« 037 ' .
Q E ]
0.25 — D=2
0.1, ]
000 D=5
4 2
20*
19+ — P=0
. 187 e
O r
1.75 - D:Z
1.6 -
1560 . D=5
4 2

Slika 2.2: Zavisnost konkurentnosti a) i relativne entropije koherentnosti b) od parametra anizotropije M i
parametra DM interakcije D u slu¢aju tri kubita.

Obrnuto ponasanje konkurentnosti i relativne entropije koherentnosti uocava se i u slucaju
asimetricnog odabira anizotropije na slici 2.2. Maksimumi jedne veli¢ine odgovaraju minimu-
mima druge. Stoga mozemo zakljuciti da promena oblika anizotropije ne uti¢e na prethodno
utvrdenu korelaciju izmedu dve kvantno-informaticke velicine. Opet mozemo uociti da postoji
rezidualna vrednost relativne entropije koherentnosti C, = 1.5 u njenom minimumu. Ovoga
puta maksimumi konkurentnosti su ostriji u odnosu na minimume relativne entropije koher-
entnosti. Sem toga, y-osa sada ne predstavlja osu simetrije, izuzev u slucaju D = 0, kada
obe veli¢ine ispoljavaju simetricno ponasanje u odnosu na y-osu. Ovo je posledica odabranog
oblika anizotropije.

2.6 Uopstenje ustanovljene veze na vece sisteme

Slededi cilj, koji se prirodno namece, jeste provera vazenja utvrdene korelacije izmedu
konkurentnosti i relativne entropije koherentnosti u slucaju sistema koji se sastoje od veceg
broja spinova. U tu svrhu koristi¢e se metod kvantne renormalizacione grupe, u kom ¢e baza
biti trokubitna. Sam metod Siroko je rasprostanjen u problematici sistema spinskih lanaca
usled toga sto rad u visokodimenzionim prostorima prebacuje u kompaktnije, nizedimenzione
prostore od svega nekoliko spinova [145]. U nastavku ée biti koriséen pristup Lea Kadanova
(Leo Kadanoff), baziran na blok-matricama [152,188]. Na slici 2.3 nalazi se Sematski prikaz
ideje metode na primeru sistema od devet spinova. Najpre je potrebno izvrsiti razdvajanje
hamiltonijana na blokovski H® i medublokovski H®B, a potom posebno razmatrati pojed-
inacan blok kako bismo dosli do svojstvenih stanja blokovskog hamiltonijana. Od dobijenih

49



Doktorska disertacija Dualni pristupi u teorijskoj fizici kondenzovanog stanja

stanja, s obzirom na to da uticaj temperature nije razmatran u ovom segmentu doktorata,
izdvajamo upravo dvostruko degenerisano osnovno stanje, pomoc¢u koga ¢emo izgraditi bazis
novog, renormalizovanog prostora. Na taj nacin se sistem od velikog broja spinova kontrakuje
na sistem od svega nekoliko spinskih blokova, odnosno blok-spinova.

spinski blokovi

spinovi

Slika 2.3: Sematski prikaz Kadanovljeve ideje u sluéaju lanca od devet spinova. Lanac se deli na tri spinska
bloka, od kojih svaki sadrzi po tri spina.

2.6.1 XY model sa DM interakcijom i simetricnom anizotropijom

U slucaju simetri¢nog izbora anizotropije, polazni hamiltonijan:
N
J T 5T Yy T Y Yy _x

=1

mozemo zapisati u formi:
H = H"+ H"® (2.70)

gde je H® blokovski hamiltonijan [145,157]:

N/3
HP =) "np, (2.71)
=1

sa
J
h = 1 ((1 +9) (011072 + 072073) = (1 =) (0] 1015 + 075075)
+ D(afflaff2 + afzal%?, + al&flaﬁ + 03{20%)) , (2.72)

a HBB medublokovski hamiltonijan [145,157]:

N/3
HPP =3 "h", (2.73)
=1
u kom je:
J x x T x
hlBB 1 ((1 + ’7)‘7173‘71+171 - (1 - 7)013{30-ly+1,1 + D(Ul,?,aly+1,1 + Uly,sal+1,1))- (2.74)

Da bismo izvrsili mapiranje polaznog hamiltonijana (2.69) na renormalizovan prostor blok-
spinova, neophodno je da iskoristimo sledeéu transformaciju [188]:

Hug =TVHT, (2.75)
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gde je:
T=>T, (2.76)
l

pri cemu su operatori 7; i TIT, koji deluju na [-ti spinski blok, dati relacijama:

Ty= O [+ [ |, T = [ (] + ] U], (2.77)

Ketovi |W); i [¥'); su svojstveni vektori osnovnog stanja blokovskog hamiltonijana, (2.40) i
(2.41), dok su | f); 1 | {); svojstvena stanja Paulijeve ¢* matrice pripisane blok-spinovima
formiranim od tri spina:

=] 1w=9. (2.78)

Operator T} naziva se ”operatorom ugradivanja” (embedding operator) usled toga §to uzima
stanje blok-spina i prebacuje ga u stanje sistema od tri spina, dok je drugi ”operator sazimanja”
(truncation operator) s obzirom na to da stanje sistema od tri spina transformise u stanje jednog
blok-spina [188]. Drugim re¢ima, svrha delovanja ovih operatora jeste da osmodimenzioni
sistem od tri spina pretvore u dvodimenzioni sistem od jednog blok-spina i obrnuto. Lako se
moze proveriti da za ove operatore vazi TlTTl = 1, dok obrnuto ne vazi, odnosno TlTlJr # 1 [157].
Dakle, ovaj operator, koji vrsi projekciju na prostor odrzanih stepeni slobode (sa polaznog
sistema tri spina vraca se finalno na sistem od tri spina), nije unitaran [188].

Da bismo dosli do konacnog oblika efektivnog hamiltonijana, samosli¢cnog polaznom (2.69),
potrebno je utvrditi na koji nac¢in se, posredstvom (2.75), transformisu sve Paulijeve matrice.
Naime, Paulijeve ¢” matrice koje odgovaraju prvom i trecem ¢voru [-tog spinskog bloka trans-
formisu se u skladu sa [143,157]:

Tiof Ty = e0% + oy, i =1,3, (2.79)
gde su: )
&:%:i%%%%’&:&:jﬁ%%%' (2.80)
U slucaju drugog ¢vora vazi [143,157]:
TlTal“jQTl = £30," + &30, (2.81)

gde su odgovarajuce konstante:

1 V1+ D%y ¢ D
E9g = — — R = -
T 91t D2 ¢ T 91t D2

Istu proceduru treba ponoviti i za Paulijeve oY matrice, te u slucaju prvog, drugog i treceg
¢vora vazi [143,157):

(2.82)

TlTangl = /~L10'l/m + Vl(fl/y, j}TO'lyQﬂ = MQng + 1/201/‘1’, TlTal‘l{?,]} = ugal/:” + 1/30';?’, (2.83)
gde su sad:
vD y-1-D?
g —= — Y, VN =/ = ————
M1 = H3 I+ D2 1 3 V1T D2

D V14 D%y 1
o= ——— oy = . . (2.85)
2vV1+ D? q 21+ D?

Ovako transformisanim Paulijevim matricama sada je neophodno zameniti matrice u polaznom
hamiltonijanu (2.69). Za dobijanje efektivnog hamiltonijana relevantan je uticaj transformacija

(2.84)
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na medublokovski hamiltonijan, dok delovanjem na h¥ jednostavno dolazimo do dijagonalizo-
vanog hamiltonijana, ¢ije dve svojstvene vrednosti odgovaraju energiji dvostruko degenerisanog
osnovnog stanja hamiltonijana (2.33). Nakon elementarnog sredivanja dobijamo oblik efek-
tivnog hamiltonijana [143,145,157]:

+ N/3
J ! x € i / T x
Heg = T Z <(1 +v)ojoig — (1 —7)ojol,, + D (oj0f,, + cr]ycrjﬂ)), (2.86)
j=1
gde su renormalizovani parametri:
,:1—|—D2+372 ,:37+37D2+73 D
2¢> 1+ D%+ 342

Trazene kvantno-informaticke velicine u sistemima sa vise od tri spina sada se dobijaju
zamenom inicijalnih parametara renormalizovanim u izrazima (2.62) i (2.63). Poredenje

konkurentnosti i relativne entropije koherentnosti predstavljeno je na slikama 2.4 i 2.5 u
slucaju sistema sa 9 i sa 27 ¢vorova, respektivno.

J J,

—D. (2.87)

a)
0.5¢ e
0.4 — D=0
- 0.3} D=1
[_) [
02| — D=2
0.1
0.0 D=5
Y
— D=0
D=1
— D=2
D=5

-4 2 0 2 4

Y

Slika 2.4: Konkurentnost a) i relativna entropija koherentnosti b) u zavisnosti od parametra anizotropije ~ i
parametra DM interakcije D u sistemu od 9 spinova.

Uocavamo da je obrnuto ponasanje dve veli¢ine odrzano i u slucaju ve¢ih dimenzija sistema.
Minimumi jedne veli¢ine odgovaraju maksimumima druge i obrnuto. Vidimo da kad N —
oo konkurentnost ima nenultu vrednost samo za v = 0. Sa druge strane, koherentnost ima
minimalnu vrednost samo u toj tacki, dok za ostale vrednosti parametra + ima maksimalnu
vrednost C), = 2. Osim toga, izoStravanje maksimuma konkurentnosti i minimuma relativne
entropije koherentnosti sugerise da za N — oo model prolazi kroz kvantni fazni prelaz pri
vrednosti v = 0 [143,145]. S obzirom na to da divergencija konkurentnosti i relativne entropije
koherentnosti ukazuje na kvantni fazni prelaz I vrste, a divergencija prvog izvoda ovih veli¢ina
na kvantni fazni prelaz IT vrste [143,145,189], u nasem slucaju evidentno je da se radi o faznom
prelazu II vrste. Takode, uocljivo je da parametar DM interakcije D nema uticaja na kriticno
ponasanje, te variranje ovog parametra nec¢e prouzrokovati kvantni fazni prelaz.
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Slika 2.5: Konkurentnost a) i relativna entropija koherentnosti b) u zavisnosti od parametra anizotropije =y i
parametra DM interakcije D u sistemu od 27 spinova.

2.6.2 XY model sa DM interakcijom i asimetricnom anizotropijom

Sada ¢emo razmatrati hamiltonijan sa asimetricnim oblikom anizotropije. U skladu sa
prethodno opisanom procedurom, najpre dolazimo do nacina na koji se transformisu Paulijeve
matrice. Operatore T; i TlT kreiramo pomocu svojstvenih stanja (2.54) i (2.55) hamiltonijana
(2.50). U slucaju Paulijeve o® matrice, transformacije su sledeé¢eg oblika:

TzTUlm,lTl =10/ + &0/, TlTalxaTl = £20)" + &0, TzTUlm,sTl = e30," + &30, (2.88)

gde su odgovarajuci parametri:

\/4l52+(—1+M)2 M2 —1 D(1+ M)
€1 =¢&3= 9 - — s S1=8=— —
m 2m\/4D2 + (=14 M)? m\/4D2 + (=14 M)?
(2.89)
i
M—1 (1+M)\/4E2+(—1+M)2 D
E9 = — — o2 s gg = — .
2\/4D? + (—1 + MY’ m VAD? + (=1 + M)
(2.90)

Analogno je za oY matrice ustanovljeno da se transformisu u skladu sa izrazom:

Tiol\ Ty = o + 10, Tol, Ty = pao)™ + o, T]ol T = pzo)™ + vs0,", (2.91)
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sa odgovaraju¢im parametrima:

D(1+ M) \/4l32+(—1+M)2 M2 —1
M1 = p3 = = y M=V = — o - -
mAJAD? 4 (~1 + M)? 2m\JAD? + (~1 + M)?
(2.92)
i
D (1+M)\/4E2+(—1+M)2 M—1
Ho = — — , Vo= 9 2 + — .
VAD? + (=1 + M) m 2\/4D? + (—1 + MY’
(2.93)
Shodno navedenim transformacijama, dolazimo do efektivnog hamiltonijana oblika:
PR i
Heg = T Z (afa;?’jrl + M'olol  + D' (cf0l,, + J?Jfﬂ)), (2.94)

i=1
gde su renormalizovani parametri dati relacijama:
:J1+D2(2+M) M,:D2+2D2M+M3 - -1+ D?+ M+ M?

J _ _ D' =—-D (2.95)
1+2D2+ D2M

’ 142D2+ D2M

Dakle, odgovaraju¢i hamiltonijan je, u skladu sa nuznim uslovom, samoslican polaznom. Na
osnovu datih renormalizovanih parametara, pronadene su i zavisnosti konkurentnosti i relativne
entropije koherentnosti od parametara anizotropije M i DM interakcije D u sluc¢ajevima sistema
od 91 27 ¢vorova. Rezultati su prikazani na slikama 2.6 1 2.7.

m2

a)
0.5F T
- 037 D=1
Q [
0.2} — D=2
0.1] .
0.0 = D=5
20=
1.9} — D=0
. 1.8 D=1
) g
L7 — D=2
1.6] ~
156 D=5

Slika 2.6: Konkurentnost a) i relativna entropija koherentnosti b) u zavisnosti od parametra anizotropije M i

parametra DM interakcije D u sistemu od 9 spinova.

Obrnuto ponasanje perzistentno je i u slucaju sistema vec¢ih dimenzija sa asimetricnom ani-
zotropijom. Dakle, velicina sistema ne utice na korelaciju izmedu konkurentnosti i relativne
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Slika 2.7: Konkurentnost a) i relativna entropija koherentnosti b) u zavisnosti od parametra anizotropije M i

parametra DM interakcije D u sistemu od 27 spinova.

entropije koherentnosti. Osim toga, i u ovom slu¢aju uocava se izostravanje minimuma i maksi-
muma razmatranih veli¢ina, Sto ukazuje na ¢injenicu da parametar asimetricne anizotropije
takode moze prouzrokovati kvantni fazni prelaz u modelu. Ovoga puta kriticna vrednost
parametra asimetri¢ne anizotropije M = —1 odgovara prethodno uo¢enom kvantnom faznom
prelazu u simetricnom slucaju za v = 0. Medutim, moze se registrovati jos jedna kriticna tacka,
koja odgovara vrednostima parametara D = 0 i M = +1, te u ovom slucaju, za razliku od
simetri¢nog izbora anizotropije, DM interakcija itekako moze indukovati kvantni fazni prelaz.

Naime, ovaj prelaz nije se mogao uociti u prethodnom slucaju, prikazanom na slikama 2.4
i 2.5. Ako se izvrsi odabir v = D = D = 0, hamiltonijani (2.31) i (2.69), koji odgovaraju
simetricnom izboru anizotropije pre i nakon izvrSenja m-rotacije, imaju isti oblik kao hamil-
tonijan sa asimetri¢cnom anizotropijom za vrednosti M = 411 M = —1, respektivno. Izvrsena
rotacija, koja povezuje hamiltonijane (2.31) i (2.69), omogué¢ava nam da predemo sa jednog
izbora parametra M na drugi (odnosno sa M = +1 na M = —1 i obrnuto). Dakle, model
sa asimetricnim izborom anizotropije obuhvata i jedan i drugi hamiltonijan sa simetri¢cnom
anizotropijom za v = 0. Stoga se u simetricnom sluc¢aju detektuje samo jedan kriticni pik, dok
asimetriéni registruje dva. S obzirom na to da kvantni fazni prelazi odgovaraju divergenciji
prvih izvoda konkurentnosti i relativne entropije koherentnosti po parametru anizotropije M,
Sto je prikazano na slikama 2.8 1 2.9, poput sluc¢aja simetriéne anizotropije [143,145,189], oba
prelaza sa slika 2.6 1 2.7 su fazni prelazi II vrste.

U radu je ispitana i zavisnost konkurentnosti i relativne entropije koherentnosti od parametra
DM interakcije D, pri cemu se parametar M odrzavao konstantnim. Rezultati su prikazani na
slici 2.10. Uocavamo da za male vrednosti parametra D dolazi do pove¢anja koherentnosti
i smanjenja konkurentnosti, dok pri ve¢im vrednostima ovog parametra dolazi do obrnutog
ponasanja. Za D = 0 konkurentnost dostize svoju maksimalnu vrednost, dok je pak kod
relativne entropije koherentnosti ona minimalna. Takode, primetno je da je parametar DM
interakcije sposoban da indukuje kvantni fazni prelaz II vrste u slucaju M = +1, te se on moze
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Slika 2.8: Prvi izvod konkurentnosti u zavisnosti od parametra anizotropije M za dve vrednosti parametra DM
interakcije a) D = 01ib) D = 1. Primecuje se da ¢e za beskonacéno dugacke lance (N — oo) doéi do divergencije
prvog izvoda konkurentnosti po parametru anizotropije M.
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Slika 2.9: Prvi izvod relativne entropije koherentnosti u zavisnosti od parametra anizotropije M za dve vrednosti
parametra DM interakcije a) D = 01 b) D = 1. Primecuje se da ¢e za beskonacno dugacke lance (N — o)
doéi do divergencije prvog izvoda relativne entropije koherentnosti po parametru anizotropije M.
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Slika 2.10: Konkurentnost i relativna entropija koherentnosti u zavisnosti od parametra DM interakcije D
pri izboru parametra anizotropije M = +1 prikazani su na figurama a) i b), dok su prvi izvodi ovih veli¢ina
prikazani na figurama c) i d), respektivno.

registrovati pri vrednosti D=0.

Zakljucak, koji ostaje konzistentan, jeste da se obrnuto ponasanje parne konkurentnosti i
relativne entropije koherentnosti odrzava u svim razmatranim problemima. U slucaju XY
modela sa DM interakcijom, uocava se da ova korelacija ne zavisi od vrednosti parametara
anizotropije i DM interakcije, kao ni od izbora same anizotropije i velicine sistema. Kako je
iznimno vazno odrzati obe veli¢ine u razmatranom sistemu, oc¢ito je neophodno postici izvestan
balans izmedu njih.
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Glava 3
Mogucénosti primene generalizovanog Frenkel-Kontorova
modela u realnim fizickim problemima

Tajnu sinhronih efekata prvi je razotkrio Kristijan Hajgens ( Christiaan Huygens) Sezdesetih
godina sedamnaestog veka prilikom izucavanja ponasanja dva sata sa klatnom okacena o isti
zid [190]. Nakon toga efekat je uocen i u prirodi, kod svitaca koji sinhronizuju svoju svet-
lost [191], ali i kod brojnih drugih Zivotinjskih grupacija [192, 193], prilikom glasnog aplaudi-
ranja, kojim pokazujemo odusevljenje u koncertnim halama i pozoristima [194,195], i u drugim
slucajevima, sto je omogucilo njegovu primenu u savremenim elektromehanickim i optoelek-
tronskim oscilatorima [196]. Iako sama sinhronizacija obuhvata mnostvo razli¢itih primera,
danas je od posebnog interesa ispitivanje dinamickog zakljucavanja, do kog dolazi kada se sis-
temi sa karakteristicnom unutrasnjom frekvencijom podvrgnu uticaju spoljasnjih periodi¢nih
sila [197,198]. Tada je dinamika sistema odredena nadmetanjem dve frekventne skale: frekven-
cije koja odgovara primenjenoj spoljasnjoj periodicnoj sili i karakteristi¢ne frekvencije sistema.
Makroskopski odziv ovakvog sistema bi¢e u formi stepenista, pri ¢emu stepenici nose naziv
Sapirovi stepenici, prema nauéniku koji ih je prvi i otkrio, Sidniju Sapiru (Sidney Shapiro) [199].

Do danasnjeg dana Sapirovi stepenici teorijski i eksperimentalno su uoceni u raznim
koloidnim sistemima [198, 200-203], sistemima talasa gustine naboja [204-206], vorteksnim
reSetkama! [207-209], sistemima DZozefsonovih spojeva [210-214] i drugim. Naravno, kada
je re¢ o odzivnoj funkciji, u kojoj se ogledaju spomenuti stepenici, njen odabir zavisi od
sistema koji se razmatra. NajceSCe je reC¢ o zavisnosti srednje brzine cCestica od primenjene
konstantne (dc) sile ili o volt-amperskoj karakteristici. Ono $to je zajednicko za oba tipa
odzivnih funkcija jeste da se na njima jasno uocavaju ne samo Sapirovi stepenici veé i prelaz
izmedu stacionarnog rezima, u kom nije prisutno kolektivno kretanje i srednja brzina (odnosno
struja u slucaju ispitivanja volt-amperske karakteristike) jednaka je nuli, i dinamickog rezima,
kada kolektivno kretanje postaje izrazeno i srednja brzina (odnosno struja) poprima nenultu
vrednost [205,206,215-217].

Model koji je bio u moguénosti da uspesno reprodukuje opisano ponaSanje u brojnim
sistemima kondenzovane materije, mikro- i nanotehnologiji u poslednjih nekoliko decenija
jeste upravo Frenkel-Kontorova (FK) model podvrgnut uticaju spoljasnjih periodi¢nih sila
[218-220]. Sam model danas se uspesno koristi prilikom opisivanja dinamike Dzozefsonovih
spojeva [221-224], DNK lanaca [225], talasa gustine naboja [215,226,227], koloidnih sistema
[198,200-203], dielektrika, dinamike zidova izmedu domena u feromagneticima [219] i u brojnim
drugim slu¢ajevima. S obzirom na to da jednodimenzioni FK model opisuje lanac identi¢nih
¢estica u supstratnom potencijalu, koje interaguju sa svojim najblizim susedima, zanimljivo je
Sto jedan u biti jednostavan model moze biti iskoriS¢en za reprodukovanje rezultata u brojnim
realnim fizickim problemima. U slucaju kada je meducesti¢éni potencijal harmonijski, a sup-
stratni potencijal sinusoidalni, re¢ je o standardnom FK modelu, koji je u prethodnom periodu
podrobno istrazen [226]. Posebno je znacajno ispitivanje disipativnog FK modela? podvrgnutog

1U superprovodnicima druge vrste, pri poljima jac¢im od odredene kriti¢ne vrednosti, dolazi do prodiranja polja kroz materijal na
odredenim mestima koja nose naziv vorteksi. Vorteksne resetke predstavljaju formacije u kojima ulogu ¢vorova resetke preuzimaju
bas vorteksi. Za superprovodnike druge vrste karakteristi¢no je postojanje jos jednog kriti¢nog polja, veée jac¢ine od prethodnog,
pri kom dolazi do prodiranja primenjenog magnetnog polja kroz celokupan materijal, kada on gubi svoja superprovodna svojstva.
?Disipativni FK model podrazumeva postojanje ¢lana negativnog predznaka (suprotnog smera delovanja u odnosu na dc silu)
srazmernog brzini Cestice u jednacinama kretanja. Ukoliko je konstanta srazmernosti, koja odgovara jacini disipacije, velika u
poredenju sa masom Cestica, govorimo o jako prigusenom rezimu, dok je u suprotnom slucaju re¢ o slabo prigusenom rezimu. U

58



Doktorska disertacija Dualni pristupi u teorijskoj fizici kondenzovanog stanja

uticaju konstantnih (dc) i periodi¢nih (ac) sila u jako prigusenom [228-232] i slabo prigusenom
rezimu [233-235].

Decenijama su se istrazivanja bazirala upravo na standardnom FK modelu ili nekom gen-
eralizovanom FK modelu sa harmonijskim meducesticnim potencijalom i razlicitim oblicima
deformacionog periodi¢nog supstratnog potencijala koji su u oba slucaja podvrgnuti uticaju
periodicnih sila. Osim toga, sporadicno je ispitivana i dinamika FK modela sa nekoliko
tipova neharmonijskog meducesticnog potencijala - sa izvesnim nekonveksnim oblicima inter-
akcionog potencijala [236,237], kao i sa Morsovim (Morse potential) [238] i Todinim (7Toda
potential) [239] interakcionim potencijalom. Takode, neharmonijska forma meducesti¢nog po-
tencijala u upotrebi je i prilikom modeliranja Dzozefsonovih spojeva [240], kao i brojnih drugih
sistema [241]. S obzirom na to da je harmoni¢nost po pravilu ¢esto narusena u prirodi, pot-
puno je jasno postojanje potrebe za dodatnim istrazivanjem modela sa neharmonijskim tipom
interakcije izmedu cCestica. Smisleno je zakljuciti da bi temeljnije ispitivanje uticaja razlicitih
formi neharmonijskog meducesticnog potencijala na dinamiku FK modela podvrgnutog uticaju
periodi¢nih sila moglo imati presudan uticaj za njegovu primenu na realne fizicke sisteme.

Glavni cilj ovog segmenta doktorata bi¢e upravo ispitivanje kako zamena standardne
harmonijske meducesticne interakcije odabranim neharmonijskim ali konveksnim oblicima
utice na dinamiku FK modela. Konretno ¢e akcenat biti na ispitivanju svojstava jako
prigusenog FK modela sa sinusoidalnim supstratnim potencijalom i konveksnim neharmoni-
jskim meducesticnim potencijalima koji zavise samo od rastojanja izmedu najblizih suseda.
Odabrani su meducesticni potencijali forme polinoma cetvrtog stepena i eksponencijalne
forme, koji nalikuju potencijalima koriséenim u referencama [242] i [243], respektivno. Zarad
mogucnosti poredenja, u nastavku c¢e biti reprodukovani veé¢ postojeéi rezultati vezani za
standardni FK model i istaknute glavne sli¢nosti i razlike izmedu njih i generalizovanih FK
modela ispitivanih u sklopu doktorske disertacije. Pritom ¢e pristup zadatku biti baziran
na analizi odzivne funkcije, ali i najveéeg Ljapunovljevog eksponenta (Lyapunov exponent).
Naime, najve¢i Ljapunovljev eksponent podesna je zamena odzivnoj funkciji prilikom ispiti-
vanja dinamike FK modela zbog veée senzitivnosti na registrovanje Sapirovih stepenika [230],
ali i ¢injenice da ukazuje na prisustvo ili odsustvo haosa u sistemu [226].

S obzirom na to da je navedeno da se FK model pod dejstvom spoljasnjih periodi¢nih sila
uspesno koristi za dualni opis brojnih kompleksnijih problema, poput sistema Dzozefsonovih
spojeva, koloidnih sistema i sistema talasa gustine naboja, jedan od ciljeva ovog segmenta dok-
torata jeste ispitivanje svojstava FK modela sa dva tipa neharmonijske interakcije i moguénosti
njegove primene za poredenje sa konkretnim eksperimentalnim rezultatima u srodnim sis-
temima. Stoga ¢e na samom kraju ovog segmenta biti predstavljeni dostupni eksperimentalni
rezultati u navedenim sistemima, koji ¢e biti uporedeni sa rezultatima generalizovanih FK
modela koriséenih u doktoratu zarad potvrdivanja dualne prirode ovih problema. Rezultati
predstavljeni u nastavku mogu se naéi u sklopu objavljenog rada [244].

3.1 Svojstva Frenkel-Kontorova modela

U skladu sa ranijom definicijom, energija FK modela data je izrazom:

H= Z (V(uy) + W(uj,uj41)), j=1,2,...,N, (3.1)

gde je u; pozicija j-te Cestice sistema, N ukupan broj cestica, a V(u;) 1 W (u;, uj41) supstratni
potencijal i potencijal koji odgovara interakciji izmedu najblizih suseda, respektivno. Kao §to

slucaju kada bi ovako dodat ¢lan imao pozitivan predznak (isti smer kao smer delovanja dc sile), umesto disipacije bilo bi reéi o
upumpavanju energije u sistem.
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je receno, ovo poglavlje doktorata bavi se modelima sa meducesticnim potencijalom koji zavisi
samo od rastojanja izmedu susednih cestica W (u;,uj11) = W(u 41 — u;). Osim toga, samo
konveksni meducesti¢ni potencijali bi¢e razmatrani u nastavku, pa se dodaje uslov W”(u) > 0.

a) b)

@ - @ s wo@-sr @ ol
ap
<+—>

!

ds
+—>

Slika 3.1: Takmicenje izmedu dve duzinske skale a) oblikuje ravnotezno stanje Frenkel-Kontorova modela
definisano parametrom w b). Slika je preuzeta iz [245].

Mozemo uociti da sa jedne strane meducesti¢ni potencijal W favorizuje uniformno rastojanje
ap medu cesticama, dok sa druge strane supstratni potencijal V' sa periodom a, tezi da zarobi
¢estice na dnu potencijalnih jama [226]. Takvo ponasanje za posledicu ima takmicenje medu
spomenutim duzinskim skalama ag i as, Sto ¢esto u fizici nazivamo i frustracijom. Prikaz ove
situacije nalazi se na slici 3.1. Ravnotezna konfiguracija® postize se kada se sile koje deluju na
svaku ¢esticu izbalansiraju, odnosno za:

OH
— =0. 3.2
o (3:2)

Medu vaznim parametrima FK modela nalazi se i srednje meducesticno rastojanje konfigu-
racije (winding number) w, definisano relacijom:

. UnN — Upm
w = lim

M 3.3
(N-M)—oo N — M (3.3)

Serz Obri (Serge Aubry) je za konveksne modele pokazao da svaka konfiguracija sa minimumom
energije ima dobro definisano srednje meducesti¢no rastojanje w, ali i da za svaki realni broj
w postoji bar jedna konfiguracija sa minimalnom energijom [226].

S obzirom na to da se u ovom doktoratu razmatraju samo homogeni modeli, kod kojih
periodiéni supstratni potencijal V' (u;) sa periodom as = 1 i meducesti¢ni potencijal W (u;41 —
u;) ne zavise od izbora indeksa j, konfiguracija {u; } mora biti invarijantna na izvesne celobrojne
transformacije. Dakle, ako je neka odabrana konfiguracija {u;} konfiguracija sa minimumom
energije, onda je to i:

ormiugy = {ujir +mj, (3.4)
gde su r i m proizvoljni celi brojevi. Dok r definiSe renumerisanje Cestica, parametar m odreduje
prostornu celobrojnu translaciju. Za datu konfiguraciju sa minimumom energije {u;} kaze se
da je uvek rotaciono uredena [226], sto znaci da je, za svaku simetrijsku transformaciju oblika

3Konfiguracija modela, {u;}, gde je j skup uzastopnih prirodnih brojeva, predstavlja realan niz, bilo da je on konacan ili beskonacan,
koji definiSe polozaje Cestica wu;.
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(3.4), nova konfiguracija o, ,,{u;} ili manja od polazne konfiguracije (za rw +m < 0) ili veca
(za rw +m > 0)L.

Osnovno stanje modela definisao je Serz Obri kao rekurentnu konfiguraciju® sa minimumom
energije [226]. Tada za svaku realnu vrednost srednjeg meducesticnog rastojanja w postoji
bar jedno osnovno stanje sa srednjim rastojanjem w i pripadnom energijom po cCestici €(w),
koja je kontinualna funkcija. Definisano osnovno stanje moze biti samerljivo i njemu tada
odgovaraju racionalne vrednosti srednjeg meducesti¢nog rastojanja, dok nesamerljiva osnovna
stanja povezujemo sa iracionalnim vrednostima parametra w. Samerljive strukture mozemo
tumaciti u slede¢em maniru: kao strukture sa jasno definisanim srednjim meducesti¢nim ras-
tojanjem w = p/q, pri éemu su p i ¢ prosti celi brojevi, koje imaju prosetno ¢ Cestica u p
potencijalnih jama. U nastavku rada bavicemo se samerljivim strukturama sa unapred za-
datim vrednostima srednjeg meducesti¢nog rastojanja. Zakljucci izvedeni u ovom segmentu
primenljivi su ne samo na standardni FK model nego i u slucaju generalizovanih FK modela
razmatranih u nastavku doktorata.

3.2 Dinamika Frenkel-Kontorova modela podvrgnutog uticaju ac i dc
sila

Posmatra¢emo sad uticaj spoljasnje periodi¢ne sile:

F(t) = Fy. + Fae cos(2mipt), (3.5)
koja se sastoji od dc sile Fy. i ac sile amplitude F,. i odgovarajuée frekvencije vy = T, pri
¢emu je T njen period. Najpre ¢emo razmatrati standardni FK model, kod kog je supstratni
potencijal sinusoidalne forme [226]:

V(uj) = 1 — cos(2muy)), (3.6)

o
(2m)?
gde K definise visinu barijere supstratnog potencijala, a meducesticni potencijal ima harmoni-

jsku formu:
1 2
Wiujr — uy) = §(Uj+1 —u; —ag)’, (3.7)

pri ¢emu je ag duzina neistegnute opruge. S obzirom na to da se u ovom radu razmatra
jako priguseni slucaj, u kom dolazi do zanemarivanja masenog ¢lana, odgovarajuce jednacine
kretanja bic¢e oblika:

K
;= Viu; — 7 sin(2ru;) + F(t), j=1,2,..,N, (3.8)
T
gde je V? diskretni laplasijan na resetki [246,247]:
VQU]‘ = Uj+1 + Uj—1 — 2Uj. (39)

Ve¢ je istaknuto da se ovaj deo doktorata bavi striktno jednodimenzionim jako prigusenim
FK modelom sa konveksnim oblicima meducesti¢nog potencijala, te je, u skladu sa time, di-
namika sistema oblikovana postovanjem Midltonovog pravila o zabrani zaobilaskaS [247,248].

4Konfiguracija {u;} je veéa od neke druge konfiguracije {v;} jedino ako je u; > v; za svako j.

5Konfiguracija {u;} je rekurentna ako se mogu definisati simetrijske transformacije o7 m sa r — oo, ¢ije dejstvo na polaznu
konfiguraciju daje ponovo tu istu konfiguraciju.

6Midltonovo pravilo (Middleton’s no-passing rule) odgovorno je za odrzanje poretka Cestica tokom njihovog kretanja. Naime, ono
ukazuje na to da dinamika lanca Cestica zadrzava uredenost kakvu je imala i u pocetnom trenutku, bez moguénosti obrtanja re-
dosleda konfiguracija u bilo kojoj tacki, u bilo kom trenutku vremena. Sistem poseduje svojstvo asimptotske jedinstvenosti resenja.
Drugim rec¢ima, u granici beskona¢no dugog vremena (¢t — o), srednje brzine odredene samerljive strukture teze jedinstvenom
reSenju. Pravilo je posledica upravo konveksnog izbora meducesti¢nog potencijala prilikom razmatranja jednodimenzionog jako
prigusenog FK modela. Ispostavlja se da pravilo vazi i u slucaju konac¢nih ali dovoljno dugih vremena, sto ¢e biti korisno u
numerickim prora¢unima.
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Jedna od najznacajnijih posledica ovog zakljucka jeste i ¢injenica da su asimptotske srednje
brzine ¢estica, koje su ne samo prostorno [226]:

N-1
1
t) = li —_— 15 (T 1

o= dim gy i) (3.10)

j=M

nego i vremenski usrednjene:
) 1 to+T

v = Th_r)gof /t0 v(t)dt, (3.11)

svih pocetnih konfiguracija zadatih istim srednjim meducestiénim rastojanjem w jednake”. To
konkretno znaci da izbor polazne konfiguracije nema uticaja na srednju brzinu ravnoteznog
stanja dok je god parametar w jasno definisan.
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Slika 3.2: Odzivna funkcija © = 9(Fy.) standardnog FK modela podvrgnutog dejstvu dc sile za sledeéi set

parametara: w = 1, K = 4.0, F,. = 0. Reprodukovani su rezultati iz [230].

Prvo ¢emo razmatrati Sta se deSava u slucaju kada je F,. = 0, odnosno kada u sistemu
imamo samo uticaj dc sile Fy., koja se ravnomerno povecava. Na slici 3.2 uocava se jasna
separacija izmedu dva rezima, stacionarnog (pinning regime) i dinamickog (sliding regime)®.
Fazni prelaz odgovara kriticnoj vrednosti sile Fi., odnosno vrednosti dc sile Fy. koja razdvaja
dva rezima, pri éemu se u blizini prelaza srednja brzina ponasa u skladu sa relacijom [226]:

=

o~ (Fac— F) (3.12)

Da bismo objasnili ovakvo ponasanje, mozemo dejstvo spoljasnje dc sile zamisliti kao nag-
injanje izbrazdane povrsine (usled dejstva supstratnog potencijala), u ¢ijim jamama se nalaze
cestice. Povecanjem vrednosti dc sile ¢estice ispoljavaju sve izrazenije kretanje, ali tek nakon
dostizanja kriticne vrednosti F, ¢estice su u stanju da napuste svoje pozicije i predu u narednu
dostupnu konfiguraciju. Ilustrativni prikaz ovakve situacije na uproséenom primeru jedne
¢estice mozemo videti na slici 3.3.

"Nadalje ée se T nazivati srednjom brzinom.

8Pod stacionarnim rezimom podrazumeva se rezim u kom &estice izvode male pomeraje oko svojih polozaja, ali kolektivno kretanje
izostaje i srednja brzina kretanja Cestica jednaka je nuli. U dinamickom rezimu kolektivno kretanje je jasno izrazeno i srednja
brzina Cestica veca je od nule.
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b)

c) \Y

Slika 3.3: Ilustracija delovanja spoljasnje sile. U slu¢aju a) na sistem ne deluje spoljasnja sila, dok u slucaju
b) ona deluje, ali i dalje nije dovoljna da omoguéi kolektivno kretanje Cestica (stacionarni rezim). U slucaju c)
spoljasnja sila je dostigla dovoljnu vrednost da omoguéi kolektivno kretanje (dinamicki rezim), sto za situaciju
sa slike znaci da ée Cestica napustiti svoju jamu. Slika je preuzeta iz [249].

Naime, ukoliko se osvrnemo na izvor ovakvog ponasSanja, moramo se vratiti na prirodu
samerljivih osnovnih stanja definisanih parametrom w. Ona moze biti kontinualnog ili
diskretnog karaktera [226]. U kontinualnom slucaju izmedu dva proizvoljna osnovna stanja
uvek smo u moguc¢nosti da uoc¢imo jo$ jedno osnovno stanje. Tada nije potrebno uloziti
dodatnu energiju u sistem kako bi on presao iz jednog stanja u drugo i uvek se nalazimo u
dinamickom rezimu. Ukoliko se razmatra diskretan skup stanja, uvek mozemo naéi susedna
stanja izmedu kojih nema drugog osnovnog stanja. Tada je bez ulaganja konkretne vrednosti
dodatne energije, koja nosi naziv Perls-Nabarova energijska barijera (Peierls-Nabarro barrier),
nemoguce preéi u susedno stanje [226]. U direktnoj vezi sa ovom energijom nalazi se vrednost
minimalne homogene sile koja mora delovati na sistem da bi doslo do kolektivnog kretanja
njegovih Cestica, a koju dobijamo na osnovu balansiranja sila koje deluju na jednu ¢esticu [226]:

L Wi — ) + OW (u; — ujs)
6uj
Uoc¢imo da je vrednost minimalne neophodne sile za prelaz u dinamicki rezim upravo jednaka

kriti¢noj vrednosti dc sile F;. kada se razmatra uticaj samo spoljasnje konstantne sile, odnosno
za F,. = 0.

V' (u;) _F =0 (3.13)

Sada ¢emo preci na razmatranje slucaja kada je F,. # 0. S obzirom na to da ac sila polovinu
perioda gura c¢estice u jednu stranu, dok ih drugu polovinu perioda vraca nazad, ocigledno je
da ¢e preovladati kretanje u smeru duz kog deluje dc sila. Kako je ukupna spoljasnja sila
koja deluje na lanac cestica rezultanta ac i dc dela, oc¢ekuje se i promena kriticne vrednosti dc
sile. Osim toga, u ovoj situaciji dolazi do takmicenja izmedu dve konkurentne frekventne skale -
jedne koja odgovara spoljasnjoj periodi¢noj ac sili i druge koja odgovara kretanju u periodicnom
supstratnom potencijalu pod dejstvom spoljasnje dc sile. Tada se dinamika modela karakterise
pojavom Sapirovih stepenika. Oni odgovaraju rezonantnim resenjima jednacina kretanja (3.8).
Naime, ako je konfiguracija {u;(t)} resenje jednacina kretanja (3.8), onda je i:

s {115 ()} = {0 (t — §0> +m} (3.14)

reSenje istih jednacina, koje odgovara pocetnim uslovima o, ,, s{u;(t9)}, pri ¢emu su parametri
r i m ve¢ definisani kao celobrojni parametri renumerisanja cestica i prostorne translacije, re-
spektivno, dok je s celobrojni parametar koji odreduje vremensku translaciju. U verodostojnost
simetrijske transformacije (3.14) mozemo se uveriti jednostavnom zamenom:

. s s s s
Ujir(t — V_o) =Ujpri1(t — V_o) + g (t = V_o) — 2uj . (t — V_o)

— 25 sin (27T(Uj+r(t — Vi) + m)) + F(t). (3.15)

™ 0

63



Doktorska disertacija Dualni pristupi u teorijskoj fizici kondenzovanog stanja

Kako je
sin <27T (wjpr(t — i) + m)) = sin (27TUj+r(t — i))
Vo

Y
i F(t) funkcija vremenski periodi¢na sa periodom T = v, !, jednacine (3.8) i (3.15) su ekvi-
valentne i stoga je konfiguracija (3.14) takode resenje jednacina (3.8). ReSenje je rezonantno
ako je invarijantno na simetrijsku transformaciju (3.14). Odgovarajuéa srednja brzina tada se
jednostavno racuna:

P N 2 ) ) = D S 0k w0), 616)

nakon ¢ega se dobija prepoznatljiva forma [218,226,230,250]:

v rw+m

(3.17)

y S
Jasno je da triplet (r,m,s) nije jedinstven. Za racionalnu vrednost w = p/q, kakve i razma-
tramo u ovom doktoratu, minimalni triplet (r, m, s) jeste takav da rp+mgq i s nemaju zajednicke
delioce [226]. Medutim, ¢ak i tada je samo parametar s jedinstven i Sapirove stepenike nazi-
vamo harmonijskim ako je s = 1, dok su u slu¢aju s > 1 oni subharmonijski. U posebnom

slucaju, kada je s = 2, stepenici su poluceli. Takode, za w = 1/q uvek se moze odabrati m = 0,
kada se (3.17) svodi na:

v=—w (3.18)

i stepenici se jednostavno numerisu na osnovu samo dva parametra: r i s, od kojih je za
minimalni triplet parametar s jedinstveno odreden.
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Slika 3.4: Odzivna funkcija v = 9(Fy.) standardnog FK modela podvrgnutog dejstvu ac+dc sila za sledeéi skup
parametara: w = %, K = 4.0, Foe = 0.2, vy = 0.2. Prikazan je 8iri interval, na kom se uoc¢avaju harmonijski
stepenici a), kao i zumiran interval sa numerisanim subharmonijskim stepenikom b). Reprodukovani su rezultati
iz [250].

Na slici 3.4 nalazi se prikaz odzivne funkcije standardnog FK modela podvrgnutog uticaju i
dc i ac sila. Uocavamo da je kriticna vrednost dc sile manja nego u slucaju kada je razmatrano
F,. = 0 (slika 3.2). Takode, obelezeni su i harmonijski stepenici a) i subharmonijski stepenik
uocen na zumiranom delu b). Na osnovu prethodno utvrdenog pravila, mozemo dati primer
odredivanja minimalnog tripleta za prvi harmonijski stepenik. S obzirom na to da je v = 0.1
za ovaj stepenik, kao i s = 1 zbog harmonijske prirode, i znamo da su koriséeni parametri
w=1/21vy = 0.2, o¢ito je da je na osnovu relacije (3.18) dobijen minimalni triplet (r,m,s) =
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(1,0,1). Preostalih tripleta, koji su resenja jednacina (3.8), ima beskona¢no mnogo i neki
od njih su, na primer, (—1,1,1), (—891,446,1), (233, —116,1), (—413,207,1)... Analogno, za
prvi poluceli stepenik dobijamo triplete (1,0,2), (=891, 446, 2), (233, —116, 2), (—313,157,2)...
Posle odredene vrednosti dc sile ne dolazi vise do pojavljivanja stepenika, ve¢ srednja brzina
samo raste sa porastom dc sile.

Mozemo naglasiti i da se za celobrojne vrednosti w sistem jednacina kretanja (3.8) svodi na
razmatranje jednacine kretanja jednocesticnog sistema:

K
u; = —=V'(uy) + F(t) = 5 sin(2mu;) + Fae + Fac cos(2mupt). (3.19)
i
U tom slucaju je pokazano da se subharmonijski stepenici ne manifestuju na grafiku odzivne
funkcije, te tako pri celobrojnim vrednostima w postoje samo harmonijski stepenici [226, 254,
255].

3.2.1 Jednacine kretanja Frenkel-Kontorova modela sa neharmonijskom
meducesticnom interakcijom

Prvi model koji ¢emo koristiti odabran je iz jednostavne potrebe da se utvrdi kako dodatni
neharmonijski ¢lanovi u izrazu za meducesticni potencijal uticu na dinamiku prethodno po-
drobno istrazenog standardnog FK modela podvrgnutog dejstvu spoljasnjih periodi¢nih sila.
Dakle, prva meducesti¢na interakcija koja nas interesuje bice sledeceg oblika:

g h f
Wujer = uy) = 5w = uj)® + 3 (Uje1 — )’ + 7 (W1 = i)y (3.20)

gde su konstante g, h i f odabrane tako da oblik meducesti¢nog potencijala (3.20) bude kon-
veksan. Odgovarajuce jednacine kretanja su:

K
u; = gViu; — h(Vu;)? + f(V2u;)? — o sin(2mu;) + F(t), j=1,2,...,N, (3.21)

pri ¢emu je supstratni potencijal dat predasnjom formom (3.6), a F'(¢) primenjena ac+dc sila
oblika (3.5). Parametre g, h i f ¢emo u nastavku rada varirati i utvrditi na koji nac¢in uticu
na dinamiku opisanog modela.

Drugi oblik neharmonijskog meducesticnog potencijala koji ¢emo koristiti u nastavku rada
jeste eksponencijalni:

W(Uj+1 — Uj) = 6_(uj+1_uj), (322)
sa pripadnim jednac¢inama kretanja:
. —(uj—uj_1) —(ujg1—uy) K . .
Uj = e W) — T Wikl —%sm(%ruj)JrF(t), j=12..,N, (3.23)

pri ¢emu su supstratni potencijal i primenjena ac+dc sila ve¢ definisanih oblika.

Uocavamo da su oba oblika konveksnih neharmonijskih meducesti¢nih interakcija, (3.20)
i (3.22), funkcije rastojanja izmedu najblizih Cestica i nezavisni od vremena, te je simetrija
resenja ista kao u slucaju standardnog FK modela (3.14), a odgovarajuce rezonantne brzine
date su veé utvrdenom relacijom (3.17). Dakle, stepenici ¢e biti numerisani na isti nac¢in kao
sto je to bio slucaj sa standardnim FK modelom, a ocekivano je i da se identi¢ne vrednosti
rezonantnih brzina registruju na graficima odzivnih funkcija.
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3.2.2 Odzivne funkcije generalizovanog Frenkel-Kontorova modela sa neharmoni-
jskom meducesticnom interakcijom

U ovoj sekciji bic¢e prikazane odzivne funkcije FK modela sa neharmonijskim meducesticnim
interakcijama (3.20) i (3.22) podvrgnutog dejstvu spoljasnjih periodi¢nih sila. Njih smo dobili
integracijom jednacina kretanja (3.21) i (3.23) Runge-Kuta metodom ¢etvrtog reda (fourth
order Runge-Kutta method) [251-253] (videti prilog C.1), pri ¢emu je odabran broj ¢estica N =
8, sa nametnutim cikli¢nim grani¢nim uslovima (ug = uy — Nw, uyy1 = u;+ Nw) 1 definisanim
parametrom srednjeg meducesti¢nog rastojanja w. S obzirom na to da se razmatraju cikli¢ni
grani¢ni uslovi, kada ¢estice dodu do poslednje jame u nizu, one nastavljaju kretanje ka prvom
minimumu supstratnog potencijala. Polazna konfiguracija zadata je kao {u;} = {jw}, pri
¢emu je j = 1,2,..., N, ali svakako postoje i drugi nacini definisanja polazne konfiguracije,
koji obuhvataju koris¢enje programski ugradenih generatora nasumicnih brojeva. U ovom
kontekstu mozemo napomenuti da je odredena samerljiva struktura definisana odabirom broja
¢estica i broja jama supstratnog potencijala u kodu, te promena broja cestica N, dokle god je
ista samerljiva struktura u pitanju, ne¢e dovesti do promene grafika predstavljenih u nastavku
doktorata za isti skup parametara modela. Korak dc sile korigéen u rac¢unu bio je AFy. = 1075,
dok je vremenski korak Runge-Kuta metoda iznosio At = 0.021,*. Najpre je izvesno vreme
neophodno pustiti sistem da evoluira do dostizanja ravnoteznog stanja. Ispostavilo se da je
dovoljno bilo uzeti vreme ¢, = 1001 . Potom se posmatra ponasanje sistema tokom vremena
ty = 12001, !, nakon cega se vrsi vremensko usrednjavanje.
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Slika 3.5: Zavisnost srednje brzine od primenjene dc sile u tri slu¢aja: standardnog FK modela sa harmonijskom
interakcijom (3.7) a), FK modela sa meducesti¢nim potencijalom oblika polinoma Getvrtog stepena (3.20) b) i
FK modela sa eksponencijalnim meducesti¢nim potencijalom (3.22) ¢). Sve tri odzivne funkcije identi¢ne su
za isti skup parametara. U ovom slucaju odabran je sledeé¢i skup parametara: w = 1.0, K = 4.0, F,. = 0.2,
vg = 0.2, kaoi g =h = f = 1. Numerisani stepenici su harmonijski.

Prvo je ispitano ponasanje sistema u slucaju celobrojnih vrednosti parametra w. Razma-
trano je ponasSanje pri razli¢itim skupovima vrednosti parametara modela, i u Sirim i u uzim in-
tervalima dc sile, a na slici 3.5 prikazana je odzivna funkcija u slucaju w = 1, kada u svakoj jami
supstratnog potencijala prosecno figurise po jedna cestica sistema, dok su preostali parametri
K = 4.0, F,, = 0.2 1y, = 0.2. Ustanovljeno je odsustvo subharmonijskih stepenika, kao
i potpuno podudaranje odzivnih funkcija koje odgovaraju neharmonijskim izborima potenci-
jala (3.20) i (3.22) i odzivne funkcije standardnog FK modela za isti skup parametara, $to se
moze videti na slici 3.5. Ovaj zakljucak u potpunosti je u skladu sa jednocesti¢nim opisom
(3.19) [254,255], te mozemo reéi da se, u slu¢aju celobrojnih vrednosti w, ne moze ocekivati
dodavanje novih stepeni slobode zamenom harmonijskog meducesticnog potencijala neharmoni-
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jskim oblicima (3.20) i (3.22). Harmonijski stepenici su na slici numerisani u skladu sa relacijom

(3.18).
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Slika 3.6: Zavisnost srednje brzine od primenjene dc sile u slu¢aju dva izbora neharmonijskog meducesti¢nog
potencijala: oblika polinoma Cetvrtog stepena (3.20) sa parametrima g = h = f = 1 a) i eksponencijalnog
oblika (3.22) b). Izabran je sledeéi skup parametara: w = 1/2; K = 4.0 i vy = 0.2. Numerisani stepenici su
harmonijski.

Slede¢i predmet ispitivanja bile su odzivne funkcije koje odgovaraju jednacinama kretanja
(3.21) 1 (3.23) u slucaju srednjeg meducesticnog rastojanja w = 1/2, sto podrazumeva konfigu-
raciju u kojoj se u proseku u svakoj potencijalnoj jami nalaze po dve cCestice sistema. Rezultati
ispitivanja prikazani su na slici 3.6. Svi obelezeni stepenici su harmonijski i numerisani su u
skladu sa relacijom (3.18). Uoctavamo da su ispitivane funkcije dosta slicne sluc¢aju standard-
nog FK modela prikazanog na slici 3.4. Analogno standardnom slucaju, zumiranjem segmenata
grafika na slici 3.6 uocava se postojanje subharmonijskih stepenika, koji su prikazani na slici
3.7.
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Slika 3.7: Zumirani segmenti grafika na slici 3.6 u slucaju meducesti¢cnog potencijala oblika polinoma cetvrtog
stepena (3.20) a) i eksponencijalnog meducesti¢nog potencijala (3.22) b). Numerisani stepenici su subharmoni-
jski.

I povrh svih sli¢nosti sa standardnim FK modelom, ipak postoje odredena odstupanja uko-
liko se odabere neharmonijska konveksna forma meducesticnog potencijala. Prvo sto se moze
uociti jeste da vrednosti kritiéne sile F, i sirine Sapirovih stepenika itekako zavise od izbora
meducesti¢nog potencijala. Vidi se da su za isti skup parametara (w = 1/2, K = 4.0, F,. = 0.2
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i 1y = 0.2) vrednosti kriti¢ne sile za oba izbora neharmonijskih potencijala na slici 3.6 nesto
vece nego §to je to slucaj kod harmonijskog odabira na slici 3.4. Ovo sugerise da neharmoni-
jska forma meducesti¢nog potencijala na izvestan nacin utice na tendenciju ¢estica da napuste
svoje pozicije i predu u narednu dostupnu konfiguraciju, te je, za dati skup parametara, njihovo
kretanje uslovljeno ve¢im vrednostima spoljasnje dc sile.
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Slika 3.8: Zavisnost srednje brzine od primenjene dc sile u slu¢aju meducesti¢nog potencijala oblika polinoma
cetvrtog stepena (3.20) za razlicite vrednosti parametara g, h i f. Izabran je sledeéi skup parametara: w = 1/2,
K =4.0, Foc = 0.2 1 19 = 0.2. Numerisani stepenici su harmonijski.

Kako se meducesti¢ni potencijal oblika polinoma ¢etvrtog stepena (3.20) redukuje na stan-
dardnu harmonijsku formu za ¢ — 1, h, f — 0, ocekujemo da se u tom slucaju grafik sa slike
3.6 a) poklopi sa standardnom formom sa slike 3.4 za F,. = 0.2 (naravno, analogno vazi i u
slucaju biranja drugog skupa parametara). Ovakvo ponasanje ilustrovano je na slici 3.8. Uvida
se da kriti¢na sila F, tezi vrednosti koju ima u slucaju standardnog FK modela (F, ~ 1.6 za
odabrani skup parametara). Vidimo da variranje parametara g, h i f ne utice na znacajno
Sirenje subharmonijskih stepenika jer se samo harmonijski stepenici mogu detektovati golim
okom i neophodno je dodatno zumirati segmente grafika kako bi i subharmonijski stepenici
dosli do izrazaja.

3.3 Najveéi Ljapunovljev eksponent kao sredstvo za detekciju
Sapirovih stepenika

Ljapunovljevi eksponenti mera su stope razdvajanja inicijalno infinitezimalno bliskih kon-
figuracija usled dinamike sistema. U slucaju diskretne problematike, Ljapunovljevi eksponenti
se pojavljuju u jednacini oblika [256]:

[ (1)] = €"|0u;(0)], (3.24)

gde su du;(0) i du;(t) perturbacije dve konfiguracije u pocetnom trenutku i u trenutku
odredenom vremenom ¢, respektivno. UopsSteno govoreé¢i, Ljapunovljevih eksponenata ima
koliko i stepeni slobode sistema [257]. To znaci da u nasem sluc¢aju postoji osam Ljapunovljevih
eksponenata (j = 1,2,...,8) s obzirom na to da se sistemi diferencijalnih jednac¢ina (3.21) i
(3.23) u oba slucaja sastoje od N = 8 jednacina prvog reda. Ljapunovljevi eksponenti mogu
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se definisati na slededi nacin [258,259]:

|0u;(t))]

|0u;(0)]

Medutim, u numerickim kalkulacijama uvek se sre¢emo sa Ljapunovljevim eksponentima u
kona¢nom vremenu, te se prakti¢no izraz (3.25) svodi na:

1 [ou;(t)]
i(t) = i “ln —1 2.
() 15u; (0)] =0 ¢ |u;(0)]

1
Aj = lim lim ;ln (3.25)

T 4500 [5u; (0)] -0

(3.26)

Ispostavlja se da je za konzistentno ispitivanje dinamike modela od interesa u ovom segmentu
doktorata dovoljno utvrditi ponasanje najveceg Ljapunovljevog eksponenta. Upravo on ukazuje
na linearnu stabilnost date konfiguracije’. Naime, u slu¢aju pozitivnosti najveéeg Ljapunovl-
jevog eksponenta, u sistemu se registruje prisustvo haosa, dok negativna vrednost odgovara
njegovom odsustvu [226,256,259,260]. S obzirom na to da ¢emo u proracunima koristiti samo
najve¢i Ljapunovljev eksponent, ubuduce ¢e on biti obelezen sa A. Kada je re¢ o standardnom
FK modelu, na stepeniku (pri rezonantnim brzinama) su trajektorije Cestica periodi¢ne u vre-
menu i otuda je najveéi Ljapunovljev eksponent negativan [250]. Na ivici stepenika uocava se
da najveci Ljapunovljev eksponent tezi nultoj vrednosti, sto je prikazano na slici 3.9.
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Slika 3.9: Zavisnost najve¢eg Ljapunovljevog eksponenta A od primenjene dc sile standardnog FK modela

za sledeéi skup parametara: w = %, K = 4.0, F,c = 0.21i 19 = 0.2. Prikazan je §iri interval, na kom se

uocavaju harmonijski stepenici a), kao i zumiran interval sa numerisanim subharmonijskim stepenikom b).
Reprodukovani su rezultati iz [250].

Receno je da analiza najveceg Ljapunovljevog eksponenta predstavlja znacajan alat pri-
likom detekcije Sapirovih stepenika. Posmatranjem slike 3.9 b), mozemo se uveriti da je razlog
to Sto pokazuje vecu senzitivnost na pojavu subharmonijskih stepenika u odnosu na odzivnu
funkciju [226,230]. Tako vidimo da su, osim obelezenog subharmonijskog stepenika uocljivog
i na slici 3.4, prisutni razni manji stepenici u intervalu izmedu prvog i drugog harmonijskog
stepenika. Osim toga, uocava se odsustvo haosa u jako prigusenom standardnom FK mod-
elu podvrgnutom dejstvu periodi¢nih sila. Sli¢no je utvrdeno i prilikom razmatranja jako
prigusenog FK modela sa raznim oblicima generalisanog supstratnog potencijala [245,261], te
bi bilo posebno interesantno ispitati uticaj odabranih formi neharmonijskog meducesti¢nog
potencijala na pojavu haosa u sistemu.

9Stabilnost neke konfiguracije ispituje se odabirom slabo perturbovane konfiguracije, pri ¢emu je neophodno pratiti evoluciju
perturbacija tokom vremena. S obzirom na to da u ovom kontekstu govorimo o linearnoj stabilnosti, to znaé¢i da su perturbacije
trajektorija cestica du; u trenutku ¢ odredene sukcesivnim dejstvom Jakobijana J;; na inicijalne perturbacije:

ui(t) =y Jij(t, 0)5u;(0).
J

Ljapunovljevi eksponenti predstavljaju upravo svojstvene vrednosti Jakobijana.
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3.3.1 Odsustvo haosa u sistemu sa neharmonijskom meducesti¢nom interakcijom

Prilikom ispitivanja najveceg Ljapunovljevog eksponenta koris¢en je Sprotov algoritam
(Sprott’s algorithm), koji se bazira na metodi separacije orbita [262,263]. Naime, polazi se
od ravnotezne konfiguracije {u;} i bira se slabo perturbovana konfiguracija {%;}, pri ¢emu je:

2

{60} = {u(t)t £ o, do =/ T (327)
gde je ty vreme neophodno da sistem dostigne ravnotezno stanje (steady-state), a parametar
€ = 1077 predstavlja mali parametar pomoc¢u kog se definie perturbacija dy polazne konfig-
uracije {u;}. U jednacini se plus i minus znak pojavljuju sa istom verovatno¢om kako bi
se obuhvatio ¢itav potprostor Ljapunovljevih eksponenata i izdvojio upravo najveéi [261]. S
obzirom na to da se u numerickim kalkulacijama susre¢emo sa Ljapunovljevim eksponentima
racunatim u kona¢nom vremenu, vazno je dobro izabrati pretpostavljeno vreme neophodno
za dostizanje ravnotezne konfiguracije. Prekratka vremena mogu dovesti do znatnih oscilacija
najve¢eg Ljapunovljevog eksponenta, a predugacka mogu preopteretiti numericki proces. Vre-
menska evolucija kompletnog Ljapunovljevog eksponenta detaljno je diskutovana u [257], gde
je ustanovljeno da za velike vrednosti ts Ljapunovljevi eksponenti u kona¢nom vremenu kon-
vergiraju ka svojoj asimptotskoj (s — 00) vrednosti.
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Slika 3.10: Zavisnost srednje brzine v i najveceg Ljapunovljevog eksponenta A od primenjene dc sile FK modela
u dva slucaja: kada je odabrana meducesti¢na interakcija oblika polinoma ¢etvrtog stepena a) i eksponencijalne
forme b). Koriséen je slede¢i skup parametara: w = %, K=40,F, =02, 19=021ig=h=f =1 Na
graficima su numerisani harmonijski stepenici.

Nakon dostizanja ravnotezne konfiguracije poc¢inje racunanje najveceg Ljapunovljevog ek-
sponenta. Uzorkovanje se vrsi pri dostizanju svakog 26. vremenskog koraka. S obzirom na
¢injenicu da su se za to vreme obe konfiguracije pomerile, ra¢una se novo rastojanje d;, a po-
tom dodaje doprinos najve¢em Ljapunovljevom eksponentu u formi In |§—(1)\. Nakon toga se vrsi
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prilagodavanje orbita, odnosno orbitu ; redefiniSemo tako da se opet nalazi na rastojanju dy
od polazne orbite u;. Procedura se ponavlja pri dostizanju sledeceg 26. vremenskog koraka, pri
¢emu se poziva ranije pohranjena informacija o vrednosti najvec¢eg Ljapunovljevog eksponenta
iz prethodnog uzorkovanja. Naravno, i u ovom slucaju, vremenska evolucija orbita cestica
ispituje se pozivanjem Runge-Kuta metoda ¢etvrtog reda (videti prilog C.1).

Osim u sluc¢ajevima kada je to posebno naglaseno, u nastavku rada odabrano vreme bilo je
te = 300y, . Korak dc sile ponovo je bio AFy. = 107°. Na grafiku 3.10 nalazi se poredenje
analize Sapirovih stepenika posredstvom odzivne funkcije i najveéeg Ljapunovljevog eksponenta
u slucaju odabira dva neharmonijska meducesti¢na potencijala data relacijama (3.20) i (3.22).
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Slika 3.11: Zumirani segmenti grafika na slici 3.10 u slu¢aju meducesti¢nog potencijala oblika polinoma cetvrtog
stepena (3.20) a) i eksponencijalnog meducesti¢nog potencijala (3.22) b). Numerisani stepenici su subharmoni-
jski.

Bas kao sto je to bio slucaj sa standardnim modelom, i prilikom odabira meducesti¢nih
neharmonijskih konveksnih potencijala (3.20) i (3.22) ne dolazi do pojave haosa u sistemu.
Zapravo, ispitivanjem ponasanja najve¢eg Ljapunovljevog eksponenta pri raznim odabirima
parametara w, K, v i F,., ustanovljeno je da su njegove vrednosti u svim slucajevima nepozi-
tivne, te samim time i da odgovaraju¢a dinamika nije haoti¢na. Ocigledno je da je u pitanju
jos jedna osobina koja je svojstvena citavoj familiji jako prigusenih FK modela sa razlicitim
konveksnim meducesticnim potencijalima. Osim toga, bas kao sto je to vazilo za standardni
model [226,230,250], najveéi Ljapunovljev eksponent je i u slu¢aju meducesti¢nih potencijala
razmatranih u ovom doktoratu negativan u stacionarnom rezimu, da bi nulu prvi put dosti-
gao pri kriticnoj vrednosti dc sile F.. Nakon toga ponasanje je prilicno uobicajeno i najveci
Ljapunovljev eksponent je ponovo negativan duz ¢itave Sirine Sapirovih stepenika i tezi nuli
na njihovim krajevima. Na slici 3.11 nalazi se zumiran prikaz grafika sa slike 3.10, tako da
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se i u ovom slucaju Ljapunovljev eksponent pokazuje korisnim orudem za detekciju pojedinih
subharmonijskih stepenika koje prosto nije moguce uociti na grafiku odzivne funkcije bez zu-
miranja.

Takode, moze se uociti da su rezultati na slici 3.11 prikazani za tri odabira vremena tg.
Male oscilacije najveteg Ljapunovljevog eksponenta oko A = 0 posledica su upravo koriséenja
konaé¢nih vremena tg pri numerickim kalkulacijama. Primetno je da ove oscilacije postaju sve
manje i manje kako se vreme ty povecava i u asimptotskoj granici (ts — 00) u potpunosti
¢e nestati, Sto je u skladu sa ponasanjem sa slike 3.11. Dakle, pozitivne vrednosti najveceg
Ljapunovljevog eksponenta ¢e u granici tis — 0o odgovarati njegovoj nultoj vrednosti, Sto
potvrduje odsustvo haosa u sistemu.

3.4 Amplitudne zavisnosti kriticne sile, Sirine prvog harmonijskog
stepenika i maksimalnog Ljapunovljevog eksponenta

Poznato je da je u slucaju standardnog FK modela pod dejstvom ac+dc sila najveci
Ljapunovljev eksponent ne samo korisno sredstvo za detekciju malih subharmonijskih stepenika
i utvrdivanje prisustva haosa u sistemu nego i generalno znacajan resurs za ispitivanje izvesnih
prikrivenih karakteristika modela. Naime, utvrdeno je da zavisnost najveceg Ljapunovljevog
eksponenta od amplitude ac sile F},. u slucaju Fy. = 0 predstavlja ogledalsku sliku amplitudne
zavisnosti kriticne sile. Drugim re¢ima, minimumi jedne veli¢ine odgovaraju maksimumima
druge i obrnuto [230]. Osim toga, zna se da amplitudne zavisnosti kriticne sile i Sirine pr-
vog harmonijskog stepenika ispoljavaju beselovsko ponasanje!? i da maksimumi jedne veli¢ine
odgovaraju minimumima druge [228,229]. Amplitudna zavisnost kriticne sile, Sirine prvog har-
monijskog stepenika i najve¢eg Ljapunovljevog eksponenta za Fy. = 0 u slucaju jako prigusenog
standardnog FK modela podvrgnutog dejstvu periodi¢nih sila prikazana je na slici 3.12, dok se
Beselove funkcije Jy, Ji, Ja, J3 1 Jy [182] nalaze na slici 3.13.
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Slika 3.12: Amplitudna zavisnost kriticne sile F,, sirine prvog harmonijskog stepenika A F} i najveceg Ljapunovl-
jevog eksponenta A za Fy. = 0 u sluc¢aju standardnog FK modela. Izabran je sledeéi skup parametara: w = 1/2,
K =4.0, vp =0.21 F,. = 0.2. Reprodukovani su rezultati iz [230].

10Tako se same funkcije ne poklapaju strogo sa Beselovim funkcijama (recimo, nemaju negativne segmente kao Beselove funkcije),
njihovo ponasanje podseca na oblik Beselovih funkcija, te stoga i koristimo izraz beselovsko ponasanje.
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Slika 3.13: Beselove funkcije Jy, Ji1, Jo, J3 1 Jy.

Sa druge strane, ustanovljeno je i da zamena sinusoidalnog supstratnog potencijala (3.6)
nekim oblicima generalisanog potencijala dovodi do deformacije beselovske forme, kao i ko-
relacije izmedu amplitudne zavisnosti kriti¢ne sile i Sirine prvog harmonijskog stepenika [245].
Stoga bi bilo zanimljivo videti da li bi se isto desilo ukoliko bi harmonijski meducesticni po-

tencijal (3.7) bio zamenjen jednom od dve razmatrane neharmonijske konveksne forme (3.20)
i (3.22).

3.4.1 Uticaj neharmonijske meducesti¢ne interakcije na amplitudne zavisnosti

Na slici 3.14 nalaze se amplitudne zavisnosti kriti¢ne sile Fi, Sirine prvog harmonijskog
stepenika AF) i najveteg Ljapunovljevog eksponenta A za Fy. = 0 u slucaju razmatranja dva
neharmonijska meducesti¢na potencijala (3.20) i (3.22).
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Slika 3.14: Amplitudna zavisnost kriti¢ne sile F¢, Sirine prvog harmonijskog stepenika A F} i najveceg Ljapunovl-
jevog eksponenta A za Fy. = 0 u dva slucaja: kada je odabrani meducesti¢ni potencijal oblika polinoma ¢etvrtog
stepena a) i eksponencijalnog oblika b). Izabran je sledeéi skup parametara: w = 1/2, K = 4.0, vy = 0.2 i

Na graficima je jasno vidljivo da amplitudne zavisnosti kriti¢ne sile i Sirine prvog harmoni-
jskog stepenika ocuvavaju prethodno opisano ponaSanje u slucaju standardnog FK modela -
beselovsko ponaSanje je ponovo prisutno, a minimumima jedne veli¢ine odgovaraju maksimumi
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druge i obrnuto. Ovo predstavlja jos jedan dokaz korelacije izmedu ¢lanova porodice FK mod-
ela sa razlicitim formama konveksnog meducesti¢nog potencijala. Medutim, obrnuto ponasanje
amplitudne zavisnosti najveceg Ljapunovljevog eksponenta i kriticne sile manifestuje se samo
u slu¢aju eksponencijalnog izbora meducesticnog potencijala (3.22). U slucaju meducesticnog
potencijala oblika polinoma etvrtog stepena (3.20) dolazi do izvesnih odstupanja od ovakvog
ogledalskog preslikavanja, te se prethodno uoc¢eno pravilo u slucaju standardnog FK modela
ne moze uopstiti na sve sisteme.

Jos jedno odstupanje od slucaja standardnog modela prikazanog na slici 3.12 uocava se na
slici 3.14 a). Naime, prime¢ujemo da, u istom intervalu amplitude ac sile F,., kod standardnog
FK modela kriti¢na sila poprima nultu vrednost, ili bar vrednost veoma blizu nuli, za nekoliko
vrednosti F,., dok se u slucaju meducesticnog potencijala oblika polinoma c¢etvrtog stepena
(3.20) to ne moze reéi. Sada postaje ocigledno da predasnji zakljucak, prema kome u slucaju
neharmonijskog potencijala (3.20) sistemu mora biti pridruzena dodatna dc sila kako bi ¢estice
iz stacionarnog rezima presle u dinamicki, vazi za Sirok raspon parametra F,.. Dakle, postoji
neka dodatna sila koja deluje u suprotnom smeru od smera dc sile i onemogucava cCesticama
da napuste svoje pozicije u jamama. Kratka analiza odgovarajucih jednacina kretanja (3.21)
pruza odgovor na pitanje prirode ove sile. Ukoliko nacrtamo grafik zavisnosti meducesticne sile
(interparticle force) Fiy = gV2u; — h(V2u;)? 4+ f(V?u;)? (odnosno sile koja odgovara dejstvu
meducesticnog potencijala (3.20)) od ¢lana sa diskretnim laplasijanom VZu;, kao §to je to
ucinjeno na slici 3.15, resenje postaje evidentno. Naravno, treba uociti da negativan znak sile
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Slika 3.15: Sila koja deluje izmedu najblizih suseda, data u jednacini (3.21) (Fine = gVZ2u; — h(V3u;)? +
F(V?u;)?), u zavisnosti od ¢lana sa diskretnim laplasijanom V?u; za nekoliko vrednosti parametara g, h i f.

Uocava se da u standardnom harmonijskom slucaju (¢ = 1, h = f = 0) meducesticna
sila Fi, predstavlja neparnu funkciju ¢lana sa diskretnim laplasijanom V?u;. Tada i kriti¢na
sila F, ima najmanju mogucu vrednost (F. ~ 1.6). Medutim, kada parametri h i f poprime
nenulte vrednosti, meducesti¢ni potencijal postaje neharmonijski i sa grafika se jasno vidi da
su preferentne negativne vrednosti meducesticne sile.

Da bi se proverila konzistentnost ovakvog zakljucka, uvek je najbolje pre¢i na unutrasnje
stepene slobode i ispitati kretanje cestica jedne u odnosu na drugu. Kretanje druge cestice u
odnosu na prvu cesticu u FK lancu sa dva oblika neharmonijskih interakcija dato je Poankare-
ovim presecima (Poincaré sections) na slikama 3.16 i 3.17. Ranije je naglaseno da su u nu-
merickim proracunima koris¢eni cikliéni graniéni uslovi i da su razmatrani lanci od N = 8
cestica. Uzevsi u obzir ¢injenicu da je periodi¢nost supstratnog potencijala (3.6) jednaka je-
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Slika 3.16: Poankareovi preseci za dve susedne Cestice, ¢ije su koordinate w1 i uo, u sluéaju FK modela sa
meducesti¢nim potencijalom oblika polinoma ¢etvrtog stepena (3.20) za dati skup parametara: w =1/2, K =
4.0, vy = 0.2 and ¢ = h = f = 1. Vrednosti dc sile su sledece: a) Fy. = 0.25, b) Fg. = 0.265, ¢) Fgc. = 0.11d)
Fy. =0.12.

dinici i da je parametar srednjeg meducesticnog rastojanja u razmatranom slucaju w = 1/2,
oCigledno je da je na slikama 3.16 1 3.17 prikazano kretanje dve susedne Cestice (jedne u odnosu
na drugu) u cetiri jame supstratnog potencijala.

Rezultati su prikazani za dve vrednosti amplitude ac sile, F,. = 0.2 1 F,. = 0.4, i cetiri
vrednosti dc sile, koje se nalaze u blizini vrednosti kriticne sile F¢, tako da za svaku vrednost
amplitude ac sile jedna vrednost dc sile odgovara stacionarnom, a druga dinamickom rezimu.
Uocava se da su u stacionarnom rezimu pozicije ¢estica ogranic¢ene na vrlo uski prostor, dok je u
dinamickom rezimu kolektivno kretanje prili¢cno izrazeno. S obzirom na cikli¢ne granic¢ne uslove,
nakon sto jedna od cestica dode do kraja grafika (poslednje jame), ona se vra¢a na pocetak.
Takode, uocava se izvesni procep u relativnom kretanju cestica na slici 3.16 d), Sto sugerise da
za ovaj odabir parametara dolazi do znacajnog preskakanja jama supstratnog potencijala.

3.5 Dinamicko zakljucavanje u oba smera kretanja cestica

Kao sto je receno u prethodnom segmentu, u slucaju neharmonijskog potencijala oblika
polinoma c¢etvrtog stepena, clan sa diskretnim laplasijanom je u odredenim trenucima tokom
numerickog racuna pozitivan, dok je u drugim negativan, ali je sa grafika na slici 3.15 jasno da je
preferentan smer koji je suprotan u odnosu na smer delovanja dc sile. Upravo ovaj efekat utice
na povecanje kriticne sile F,.. Ovakav zakljucak mogao bi imati veoma zanimljive implikacije.
Recimo, mozemo pretpostaviti da bismo podesnim odabirom parametara h i f mogli doc¢i u
situaciju da vrednost kriticne sile Fi. padne na nulu. U tom slucaju je sama meducestic¢na sila
dovoljno jaka da izgura Cestice iz potencijalnih jama, koje teze da ih zarobe, u smeru suprotnom
od smera pretpostavljene dc sile. Na slici 3.18 prikazani su dokazi da je takav rezon prilicno
opravdan.
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Slika 3.18: Zavisnost srednje brzine od primenjene dc sile u slu¢aju modela sa meducesticnim potencijalom
oblika polinoma ¢etvrtog stepena (3.20) za w = 1/2, F,. = 0.2, K = 4.0, vy = 0.2 g = 1 i nekoliko vrednosti
parametara h i f: a) h = f =1.25,b) h=f=2,¢) h=4,f =10id) h = 20, f = 140. Numerisani stepenici

su harmonijski.
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Na slici 3.18 a), gde su vrednosti parametara h = f = 1.25, meducesti¢na sila jos uvek nije
dovoljna da izgura cestice iz njihovih pozicija u potencijalnim jamama i kriticna sila je veca
nego sto je bila u slucaju izbora parametara ¢ = h = f = 1, prikazanom na slici 3.10. Ova
situacija rezultat je ¢injenice da je preferentan smer meducesti¢ne sile suprotan u odnosu na
smer dc sile. Medutim, porastom vrednosti parametara h i f, Cestice su u stanju da iz svojih
pozicija budu izgurane u smeru suprotnom od smera delovanja dc sile, ¢ak i za Fy. = 0, upravo
posredstvom delovanja intenzivne meducesti¢ne sile, $to mozemo uociti na slikama 3.18 b), ¢)

id).

Naravno, ne treba izgubiti iz vida da je negativan znak srednje brzine samo posledica smera
kretanja cestica, koji je suprotan smeru delovanja dc sile. Dinamicko zaklju¢avanje, odnosno
Sapirove stepenike, uo¢avamo u oba smera kretanja Gestica. Tako su stepenici detektovani pri
oCekivanim rezonantnim vrednostima srednje brzine: v = 0.1 (slika 3.18 b), ¢) id)) i v = 0.2
(slika 3.18 d)), ali sada negativnog predznaka usled suprotnog smera kretanja. Kada dc sila
postane dovoljno jaka da se suprotstavi preferentnom smeru meducesticne sile, srednja brzina
padne na nulu. Daljim porastom dc sile dolazi do manifestovanja ponasanja koje je potpuno
analogno ve¢ razmatranom ponasanju sa slika 3.8 i 3.10. Tada je dc sila ta koja preovladuje
nad meducesticnom silom, te se kretanje nadalje odvija u smeru njenog delovanja.

3.6 Realni sistemi na koje je moguce primeniti generalizovani
Frenkel-Kontorova model sa neharmonijskim meducesticnim
potencijalima

U samom uvodu spomenuto je da postoje brojni fizicki sistemi kod kojih je uocena pojava
dinamickog zakljucavanja i prelaz izmedu stacionarnog i dinamickog rezima. S obzirom na to
da su ovi sistemi ¢esto veoma kompleksni, interesantno je da je jedan jednostavan model lanca
cestica smesStenih u izvesni periodi¢ni supstratni potencijal, koje interaguju sa svojim najblizim
susedima, u stanju da reprodukuje dostupne eksperimentalne rezultate. Stoga ¢e ovaj segment
biti posvecen poredenju rezultata doktorata sa fizickim rezultatima u nekim srodnim sistemima.
Kako cista harmonicnost nije toliko ¢esta pojava u prirodi, jasno je da bi rezultati doktorata
mogli biti znacajni za brojne sisteme, od kojih ¢e biti izlozeni neki od najbitnijih - talasi gustine
naboja, sistemi Dzozefsonovih spojeva i koloidni sistemi.

3.6.1 Talasi gustine naboja

Rudolf Perls (Rudolf Peierls) prvi je ustanovio da jednodimenziona metalna resetka postaje
nestabilna na niskim temperaturama, bliskim apsolutnoj nuli, kada prolazi kroz fazni prelaz II
vrste u neprovodno stanje [226]. Temperatura koja uslovljava fazni prelaz iz jednog u drugo
stanje karakteristika je materijala, a u ¢ast nauc¢niku koji je pojavu razotkrio, prelaz je naz-
van Perlsov prelaz. Pojava je povezana sa distorzijom periodicnosti resetke [226,249]. Na
nivou elektrona dolazi do sparivanja i medusobnog odbijanja parova [249]. Ovakva promena
izaziva modulaciju gustine naboja u materijalu, sto je poznato kao talas gustine naboja (charge
density wave). Elektroni ispoljavaju kolektivno ponasanje, te se mogu posmatrati kao jedna
celina (sliéno lancu ¢estica u FK modelu). Njihov rezim postaje stacionaran i primena malih
elektricnih polja nije u stanju da "razdrma” inertne elektrone. Pojava talasa gustine naboja
karakteristicna je za sisteme visoke anizotropije zonalne strukture, poput raznih organskih
i neorganskih jedinjenja, ali su za nas svakako najznacajnija neorganska jedinjenja linearne
strukture, poput NbSes, TaSes, Kg3MoOj3 i drugih, radi uporedivosti sa razmatranim jednodi-
menzionim FK modelom [226].
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S obzirom na to da su talasi gustine naboja povezani sa distorzijom periodi¢ne resetke, ove
strukture u opstem slucaju su nesamerljive [226]. Ispostavlja se da se ponasanje modulacije
naboja moze podesno opisati modelom elasticnog medijuma na koji deluju sile koje teze da
ga zakljucaju u stacionarnu konfiguraciju, pri ¢emu je realna varijabla od interesa faza talasa
gustine naboja ¢;, odnosno distorzija u odnosu na ¢vor j razmatrane resetke [226,247]. I
zaista, ako osmotrimo Midltonov oblik jednacina kretanja jako prigusenih talasa gustine naboja
podvrgnutih dejstvu spoljasnje periodicne sile F(t) [247]:

05 = V20 + V() + F(t), j=1,2,..,N, (3.28)

gde je V? diskretni laplasijan resetke, a V; odgovara potencijalu koji zakljucava talas gustine
naboja u stacionarnu konfiguraciju (ostavljena je moguénost da se oblik potencijala razlikuje
od ¢vora do ¢vora reSetke), jasno se uocava dualnost sa razmatranim jednodimenzionim FK
modelom.

Odzivna funkcija od interesa je zavisnost registrovane jacine struje od primenjenog dc
napona. Shodno predocenom, za ove sisteme karakteristicna je pojava praga napona, odnosno
kriticne vrednosti napona pri kom dolazi do proticanja struje. Stoga se i u ovom slucaju
registruju stacionarni i dinamicki rezim, koji uveliko zavise od temperature, nehomogenosti
resetke, velicine uzorka i slicnih karakteristika posmatranog materijala [226]. Osim toga, uko-
liko se sistem podvrgne istovremenom uticaju i ac i dc napona, na grafiku odzivne funkcije
registruju se dobro poznati platoi, sto je prikazano na slici 3.19.

3.0~

CDW WITH
ALTERNATING
20 VOLTAGE

CURRENT

0.0 2.0

1.0
DIRECT VOLTAGE

Slika 3.19: Volt-amperska karakteristika metala i talasa gustine naboja u slu¢aju primene dc i ac+dc napona.
Slika je preuzeta iz [249].

Postoje¢ih eksperimentalnih rezultata u ovim sistemima ne manjka [204-206]. Za NbSe;
ispitan je diferencijalni otpor u funkciji od primenjenog dc napona, pri éemu se Sapirovi ste-
penici registruju kao pikovi diferencijalnog otpora [205]. Registrovani stepenici su i harmonijski
i subharmonijski, kao Sto se moze videti na slici 3.20. Mozemo primetiti da je ovakva situacija
u potpunosti analogna FK modelima pod dejstvom ac+dc sila razmatranim u doktoratu u
slucaju srednjeg meducesticnog rastojanja w = 1/2, gde zumiranjem pojedinih segmenata,
pored harmonijskih, uocavamo i subharmonijske stepenike. Takode, vidljivo je da u slucaju
dejstva samo dc napona dolazi do iS¢ezavanja stepenika.

Za isti materijal izvrSeno je i merenje amplitudne zavisnosti Sirine prvog harmonijskog ste-
penika i kriti¢ne vrednosti dc napona. Rezultati su prikazani na slici 3.21. Uocavamo da raz-
matranje neharmonijskog meducesti¢nog potencijala oblika polinoma ¢etvrtog stepena (3.20),
umesto standardnog harmonijskog, donosi izvesne pogodnosti prilikom poredenja sa eksperi-
mentalnim rezultatima u realnim sistemima s obzirom na ¢injenicu da i u ovom slucaju mini-
mumi kriti¢ne sile imaju nenulte vrednosti. Osim toga, ponasanje obe funkcije je beselovskog
tipa, kao §to je slucaj i sa modelima razmatranim u doktoratu.

78



Doktorska disertacija Dualni pristupi u teorijskoj fizici kondenzovanog stanja

5 MHz Nb583 Sample No.1
7=121 K
3 V=50 mv L=2.8 mm
= 13 1/2 1/1 2/1
pul
g Wﬂ
o
@
S
£
kS V_ =0 mV
ac
S
N
iS)

Slika 3.20: Diferencijalni otpor u zavisnosti od primenjenog dc napona. Merenja su izvrSena za NbSez na tem-
peraturi od 121 K, pri frekvenciji ac napona od 5 MHz. Numerisani su subharmonijski (1/3, 1/2) i harmonijski
(1/1, 2/1) stepenici. Slika je preuzeta iz [205].
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Slika 3.21: Amplitudne zavisnosti Sirine prvog harmonijskog stepenika a) i kriti¢ne vrednosti dc napona b)
za razlicite frekvencije ac napona. Merenja su izvrsena za NbSes na temperaturi od 121 K. Slika je preuzeta

iz [205].

Dakle, u skladu sa dostupnim eksperimentalnim podacima, mozemo zakljuciti da je FK
model sa neharmonijskim meducesti¢nim potencijalima oblika (3.20) i (3.22) podvrgnut dejstvu
periodi¢nih sila u stanju da na podesan nacin opise dinamiku sistema talasa gustine naboja.

3.6.2 Sistemi Dzozefsonovih spojeva

Dzozefsonovi spojevi predstavljaju mozda i najcesée izucavan sistem kod kog dolazi do
ispoljavanja pojave dinamickog zakljucavanja. Sam spoj formiraju dva superprovodnika razd-
vojena tankim slojem izolatora izmedu njih. Da bismo ustanovili moguénost postojanja veze sa
jednodimenzionim FK modelom, razmatra¢emo sta se desava povezivanjem vise Dzozefsonovih
spojeva u jedan paralelni niz. U ovom slu¢aju, relevantne varijable su fazne razlike duz svakog
spoja ;. Dinamika paralelno nanizanih Dzozefsonovih spojeva moze se konzistentno opisati
pomocu sledeéih jednacina evolucije faznih razlika [225]:

()bj + /790] + Sin(@j) = )‘(SOjJrl - 2@] + 90]'*1) + ispolj<t>7 j = 17 27 ceey N7 (329)
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gde je N broj spojeva u nizu, ~ disipativni parametar, A predstavlja parametar kapacitivnog
kuplovanja medu spojevima, dok je is,0; primenjena spoljasnja radijacija, koja je periodi¢na
funkcija vremena:

ispotj = I + Asin(iyt), (3.30)

pri ¢emu je I njen konstantan (dc) deo, A amplituda njenog ac dela, a vy frekvencija ac kom-
ponente. U slu¢aju male kapacitivnosti spojeva, maseni ¢lan (drugi izvod) moze se zanemariti
i tada uocavamo problematiku analognu razmatranom jednodimenzionom jako prigusenom FK
modelu pod dejstvom ac+dc sila [231].

Slika 3.22: Volt-amperska karakteristika sistema Dzozefsonovih spojeva. Prvi uoGeni Sapirovi stepenici. Slika
je preuzeta iz [199].

U ovom sluc¢aju dolazi do takmicenja izmedu intristicne frekvencije Dzozefsonove plazme i
frekvencije primenjene spoljasnje radijacije v, $to ukazuje na ¢injenicu da su Sapirovi stepenici
ponovo ocekivani. Ove stepenike je, bas u sistemima Dzozefsonovih spojeva, prvi put uocio
Sidni Sapiro, a na slici 3.22 nalazi se prikaz volt-amperske karakteristike koju je snimio [199].
Kao sto se vidi na slici, odzivne funkcije znatno podsec¢aju na odzivne funkcije razmatranih
FK modela podvrgnutih dejstvu periodicnih sila.

3.6.3 Koloidni sistemi

Posebna paznja je poslednje decenije posveéena izucavanju koloidnih sistema [196, 198,
200,201,203]. U pitanju su sistemi ¢vrstih cestica, dimenzija izmedu nekoliko nanometara i
nekoliko mikrometara, suspendovanih u odredenoj fluidnoj fazi. Najcesce se ¢estice nalaze pod
dejstvom periodiénog supstratnog potencijala, obi¢no sinusoidalne forme [196, 198,200, 202],
formiranog pomoc¢u raznoraznih varijacija sistema lasera, poput optickih pinceta, kojima se
sa lako¢om uskim laserskim snopom moze po zelji delovati na veoma male cestice. Pazljivim
odabirom cestica moze se uticati i na njihovu medusobnu interakciju, pa se tako, recimo, moze
inicirati odredeni vid magnetne interakcije medu Cesticama [198]. Potom se na cestice lako moze
delovati spoljasnjom periodicnom silom u Zzeljenom smeru. Primer ovakve eksperimentalne
jednodimenzione postavke prikazan je na slici 3.23.

Sapirovi stepenici eksperimentalno su detektovani u ovakvim sistemima i nastaju kao rezul-
tat rezonancije izmedu frekvencije supstratnog potencijala, koja je pridruzena poznatoj talasnoj
duzini laserskog sistema Ag,p, 1 frekvencije primenjene periodicne sile. Interesantno je da su
harmonijski stepenici uoceni i u sistemima u kojima interakcija izmedu cestica nije posebno ini-
cirana, kao i u sistemima gde je ona nametnuta magnetnom prirodom odabranih ¢estica [198].
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Slika 3.23: Sema eksperimentalne postavke iz [198]. Koloidne ¢estice nalaze se u supstratnom potencijalu poz-
nate talasne duzine Agup, pri ¢emu na njih deluje spoljasnja periodi¢na sila, koja poseduje dc i ac komponentu.

Eksperimentalne podatke moguée je reprodukovati pomocéu Lanzevenove jednacine
(Langevin equation) u jako prigusenom rezimu [196]:

Cu(z,t) = Fyc + Faesin(2mvpt) + Faup(z) + £(2), (3.31)

gde je v(z,t) brzina Cestice, ¢ konstanta prigusenja, a Fy. spoljasnja dc sila. Fj. i v su ampli-
tuda i frekvencija ac sile, respektivno, Fy,, sila koja odgovara dejstvu supstratnog potencijala
i u opstem slucaju moze imati komplikovaniji oblik od jednostavne sinusoidalne forme razma-
trane u doktoratu, a £ Gausov beli sum (Gaussian white noise). Srednja vrednost Gausovog
belog Suma jednaka je nuli:

(£(1)) =0, (3.32)
dok je odgovarajuca standardna devijacija:
(§(t1)&(t)) = 2ChpTo(t — t2). (3.33)

Dobijeni rezultati u tom slucéaju gotovo se podudaraju sa eksperimentalnim [196], a slicnost
sa razmatranim FK modelom je ocigledna. Za vise informacija o FK modelu podvrgnutom
dejstvu spoljasnjih periodi¢nih sila i Gausovog belog suma ¢italac se upuéuje na [264,265].

Mozemo uociti da u ovim sistemima postoji najveca slicnost sa opisanim standardnim i gen-
eralizovanim FK modelima podvrgnutim dejstvu ac+dc sila, Sto ovakve postavke ¢ini favoritima
za dalja ispitivanja modela. Medutim, iako se supstratni potencijal, kao i dejstvo spoljasnje sile,
mogu lako prilagoditi zelji istrazivaca, to nije slucaj sa meducesticnom interakcijom. Nalazenje
potencijalnog reSenja u ovom pogledu omogucilo bi ispitivanje uticaja meducesti¢nog potenci-
jala oblika polinoma ¢etvrtog stepena i, samim tim, kolektivnog kretanja cestica bez uplitanja
de sile, kao i pojave Sapirovih stepenika u suprotnom smeru od smera primenjene dc sile.
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Zakljucak

U sklopu doktorata razmatrana su tri znacajna problema u teorijskoj fizici kondenzovanog
stanja posredstvom dualnog pristupa. Dakle, za resavanje problema od interesa koriSéeni su
modeli razvijeni za neke druge oblasti teorijske fizike, ¢ime je i spektar raspolozivih metoda
i alata prosiren. Videli smo na koji nacin se eksitonska disperzija ugljovodonika moze razma-
trati posredstvom Hajzenbergovih hamiltonijana, kako se kvantno-informaticke veli¢ine mogu
izracunati u sistemima spinskih kubita, baziranim na kvantnim tackama, polaze¢i od XY
Hajzenbergovog modela sa Dalosinski-Morija tipom interacije, ali i da se generalizovan Frenkel-
Kontorova model podvrgnut dejstvu spoljasnjih periodi¢nih sila moze koristiti prilikom analize
realnih fizickih sistema, poput sistema talasa gustine naboja, Dzozefsonovih spojeva i koloidnih
sistema.

Prilikom istrazivanja aromatic¢nih ugljovodonika iskoris¢ena je korespodencija izmedu Pauli-
jevog eksitonskog i Hajzenbergovog spinskog hamiltonijana u slu¢aju S = 1/2, pri ¢emu su inte-
grali izmene fitovani pomocu postojecih eksperimentalnih podataka za dati materijal. Utvrdeno
je da ovako dobijena disperzija poseduje istu periodi¢nost kao eksperimentalni podaci u svim
razmatranim sluc¢ajevima. Osim toga, izvrSeno je prilagodavanje hamiltonijana, pomoc¢u di-
rektne sume, kako bi se ispitali slucajevi kada je eksperimentalnim putem registrovana pojava
Davidovljevog cepanja. Cak i tada, teorijske krive podrazavaju periodiénost eksperimentalnih
podataka i nalaze se u domenu eksperimentalnih gresaka. Ustanovili smo i da je disperzija
kod acena (pentacena i tetracena) anizotropna za razliku od fenacena (picena i hrizena), gde
je ona skoro izotropna i konstantna. Dakle, ovakva slika, formirana pomoc¢u neinteragujucih
Frenkelovih eksitona kao vodec¢ih eksitona u razmatranim materijalima, sasvim je dovoljna za
konzistentno reprodukovanje eksperimentalnih podataka i CT eksitoni, iako njihov uticaj moze
doprineti boljoj korespodenciji izmedu eksperimenta i teorije, nemaju toliki znacaj za disperz-
iju kao $to je to prethodno sugerisano [24,26,30]. U radu je ispitan i uticaj eksiton-eksiton
interakcija na eksitonsku disperziju, te smo utvrdili da su one zanemarljive na temperaturama
izvrSenih merenja. Zadovoljavaju¢e poklapanje izmedu teorije i eksperimenta u razmatranim
slucajevima ukazuje na ¢injenicu da se predstavljeni rezultati mogu primeniti i na druga organ-
ska jedinjenja u kojima je uticaj CT eksitona mali, Sto ukazuje na znacaj razmatrane tematike.

Kako bismo ispitali ponasanje kvantno-informatickih veli¢ina u sistemima kubita, baza nam
je bio XY spinski hamiltonijan sa Dalosinski-Morija interakcijom i dva tipa anizotropije, pri
¢emu parametri modela nisu intristicna svojstva razmatranih sistema, ve¢ su eksperimentalno
podesivi. Istrazivanje je vrseno u sistemima od svega tri ¢vora, ali i u veéim sistemima, za
¢ije smo razmatranje koristili metod renormalizacione grupe. Cilj je bio da se utvrdi ko-
relacija izmedu kvantne zamrsSenosti i kvantne koherentnosti, te su velicine od interesa bile
parna konkurentnost i relativna entropija koherentnosti, respektivno. Uocili smo da razmatrane
veli¢ine ispoljavaju obrnuto ponasanje, gde minimumi jedne veli¢ine odgovaraju maksimumima
druge i obrnuto, nezavisno od ja¢ine Palosinski-Morija interakcije, integrala izmene, tipa i vred-
nosti parametra anizotropije, ali i veli¢ine sistema. Kako su obe veli¢ine kljuéne u kvantno-
informatickim sistemima, jasno je da je pozeljno posti¢i neki balans izmedu njih, a ne teziti
ekstremnim vrednostima. Takode, analizirana je primenljivost kvantne zamrsenosti i kvantne
koherentnosti prilikom ispitivanja kvantnih faznih prelaza u sistemu. Ranije je ustanovljeno da
u sistemu sa simetri¢nim odabirom anizotropije dolazi do kvantnog faznog prelaza pri kriticnoj
vrednosti parametra anizotropije v = 0, kao i da se kvantni fazni prelaz ne moze indukovati
variranjem parametra Dalosinski-Morija interakcije [143,145]. Sa druge strane, u doktoratu je
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utvrdeno da je situacija malo drugacija u slucaju asimetricnog odabira anizotropije. Tada se
kvantni fazni prelaz ispoljava pri vrednosti parametra anizotropije M = —1 (koji je analogan
prethodno istaknutom prelazu u slu¢aju simetricnog izbora anizotropije), ali i za M = +1 pri
D = 0. Dakle, u ovom slu¢aju Palosinski-Morija interakcija uti¢e na pojavu kvantnog faznog
prelaza u sistemu, pri ¢emu su svi spomenuti prelazi fazni prelazi druge vrste.

Da bismo utvrdili vezu sa sistemima talasa gustine naboja, Dzozefsonovih spojeva i koloid-
nim sistemima, u poslednjem segmentu doktorata istrazene su karakteristike disipativnog
Frenkel-Kontorova modela sa neharmonijskim konveksnim meducesticnim potencijalima pod-
vrgnutog uticaju spoljasnjih periodi¢nih sila. Odabrana su dva tipa meducesti¢nih potencijala
- jedan ima oblik polinoma ¢etvrtog stepena, a drugi eksponencijalnu formu. Izvrsena su
poredenja sa dostupnim rezultatima u sluc¢aju standardnog Frenkel-Kontorova modela, u kom
je konveksni meducesti¢ni potencijal harmonijskog oblika. Utvrdeno je da postoji izvesna ko-
respodencija izmedu modela sa konkveksnim odabirom meducesticne interakcije, sto mozemo
pripisati postovanju Midltonovog pravila u ovim sistemima, te odzivna funkcija i Ljapunovljev
eksponent ispoljavaju sliéno ponasanje. Medutim, vrednosti kriticne sile i girine Sapirovih ste-
penika itekako se menjaju sa promenom izbora konveksnog potencijala. Osim toga, uocili smo
da se odzivne funkcije u oba slucaja poklapaju sa odzivnom funkcijom standardnog Frenkel-
Kontorova modela pod dejstvom ac+dc sila, za isti skup parametara, pri celobrojnim vred-
nostima parametra srednjeg meducesticnog rastojanja, ali i da se na grafiku registruju samo
harmonijski stepenici. Subharmonijske stepenike nije bilo moguée uociti ni zumiranjem grafika
jer oni uopste ne postoje. Odatle se moze izvuéi zakljucak da se i pri odabranim neharmoni-
jskim potencijalima model svodi na jednocesticni za celobrojne vrednosti parametra w.

Ispitivanjem amplitudnih zavisnosti kriti¢ne sile, sirine prvog harmonijskog Sapirovog ste-
penika i najveceg Ljapunovljevog eksponenta za Fy. = 0, ustanovljene su jos neke devijacije
u odnosu na standardni model. Naime, ogledalska slika izmedu amplitudne zavisnosti kriti¢ne
sile i najveceg Ljapunovljevog eksponenta, ustanovljena prilikom ispitivanja standardnog mod-
ela [230], odrzana je samo u slucaju eksponencijalnog izbora meducesticnog potencijala, ali ne i
kada je meducesticna interakcija oblika polinoma cetvrtog stepena. Otuda se ovakvo ponasanje
ne moze generalizovati. Takode, uocili smo da minimumi kriti¢ne sile u slu¢aju meducesticne
interakcije oblika polinoma cetvrtog stepena ne padaju na nulu u Sirem intervalu amplitude
ac sile. Ovakvo ponasanje posledica je ¢injenice da odabrani meducesticni potencijal utice na
tendenciju Cestica da se kre¢u u smeru suprotnom u odnosu na smer delovanja dc sile. Drugim
recima, preferentan smer delovanja meducesti¢ne sile suprotan je smeru delovanja dc sile. Nar-
avno, kada dc sila postane dovoljno jaka, u stanju je da prevlada nad dejstvom meducesti¢ne
sile i ¢estice se tada pokrecu u smeru njenog delovanja. Samim tim je i vrednost kriti¢ne sile
veca nego §to je bila u slucaju harmonijskog oblika meducesticnog potencijala. U disertaciji
je ukazana i moguénost ispoljavanja dinamickog zakljucavanja u oba smera kretanja. Naime,
ukoliko se u startu odabere meducesticna sila koja je dovoljno jaka da izgura cestice iz njihovih
jama i potom postepeno primenjuje sve jaca i jaca dc sila, na grafiku odzivne funkcije Sapirovi
stepenici bi¢e registrovani i pri pozitivnim i pri negativnim vrednostima srednje brzine. Treba
napomenuti da je negativni znak srednje brzine posledica kretanja cestica u suprotnom smeru
u odnosu na smer delovanja dc sile. Na samom kraju treceg segmenta izvrseno je poredenje sa
dostupnim eksperimentalnim podacima u realnim fizickim sistemima, kao Sto su sistemi talasa
gustine naboja, Dzozefsonovih spojeva i koloidnih cestica. Ustanovljeno je da generalizovan
Frenkel-Kontorova model sa neharmonijskim konveksnim meducesti¢nim potencijalima moze
predstavljati podesan nacin za dualno pristupanje ispitivanju navedenih kompleksnijih fizickih
problema, Sto moze igrati znacajnu ulogu prilikom njihove buduce eksploatacije.
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Prilozi

Prilog A

A.1 Razdvajanje slobodnog i interakcionog dela efektivnog lagranzijana

U doktoratu je prikazan princip rac¢unanja prve perturbativne popravke upotrebom metoda
efektivne teorije polja. Tom prilikom koris¢en je efektivni lagranzijan Hajzenbergovog feromag-
neta u spoljasnjem magnetnom polju:
o,UtU? — 9,U* Ut F?

1+ U3 2

L =Y > " 0.U0,U" + SpHU?, (A1)

a,l

gde je jedini¢no vektorsko polje U = [r!(x), m?(x), U?(x)] definisano uvodenjem dva realna
Goldstonova polja ! (z) i 7%(x), te vazi veza U?(x) = /1 — 72(x).

Najpre ¢emo iz lagranzijana izdvojiti slobodni deo:
L :§(8W17T2—8W2W1)—F—228 70, 71'—}2;;77{772 (A.2)
free 2 t t 2 « « 2 ) .

gde smo u obzir uzeli razvoj:
2 4 6

5%
3 _— /1 — 2:1_71'__7'&'__71'___
v T 2 78 16 128

e (A.3)

kao i:

——————— Sl ST A
2 8 16 128 2 8+16+128+256Jr (A-4)

pri ¢emu smo se zadrzali na ¢lanovima u kojima figurisu proizvodi maksimalno dva Goldstonova
polja, dok ¢e u interakcionom delu figurisati ¢lanovi sa po cetiri i vise Goldstonovih polja,
kod kojih je kuplovanje derivativnog tpa. S obzirom na to da smo u radu racun bazirali na
prvom redu popravke, prilikom konstrukcije interakcionog dela od interesa ¢e biti ¢lanovi dati
proizvodom maksimalno ¢etiri Goldstonova polja:
EN22812821 i 0, 0, A5
intNgﬂ'(tﬂ'ﬂ'—tﬂ'ﬂ')—TZ(ﬂ'-a?‘r)(ﬂ'-aﬂ'). (A.5)

«

<2 w2 x #% 5x8 )1 1 w2 =t s5rb%  Txd

Drugi ¢lan slobodnog dela lagranzijana, ali i drugi ¢lan interakcionog dela, mogu se zapisati
u mnogo kompaktnijoj formi ukoliko ih raspisemo. Poéi ¢emo od drugog clana izraza (A.2).
Naime, mozemo uociti da je:

O (71' . 8a7r) = O0y7 - OfT + T - 0,0, 7. (A.6)

Clan sa leve strane predstavlja divergenciju polja u zagradi i, u skladu sa Gausovom teore-
mom, njegova integracija po zapremini dac¢e nulu. Dakle, ¢lanove sa divergencijom mozemo
i ubuduce odbaciti posto ¢e se efetkivni hamiltonijan svakako kasnije kreirati na osnovu efek-
tivnog lagranzijana putem integracije po zapremini. Sada se slobodni deo lagranzijana moze
zapisati u obliku:

F? 1.~
(Opr'm® — Om*mt) + 77TV27T — =YuHm?, (A.7)

»Cfree - 9

no|
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sto je i konacan oblik koji smo videli u prvoj glavi doktorata.
Drugi ¢lan izraza (A.5) mozemo zapisati u podesnijoj formi nakon kraceg racuna:
O (w28aw2) = 2(77 . 8a7r)8a772 + 72 00,2 = 4(77 . 8a7'r) (77 . (%ﬂ') + 7% 00,72, (A.8)

Ponovo ¢emo odbaciti divergenciju polja u zagradi i time dolazimo do izraza:
1
(ﬂ' . 8a7r) (ﬂ' . 6(171') = —171'2 - 0072, (A.9)

sto drugi ¢lan (A.5) svodi na:

F2

2
5 (ﬂ' . 8a7r) (ﬂ' . 6(171') = % Z w2 . 9,0, (A.10)

«

Medutim, mozemo uociti da i interakcioni ¢lan efektivnog lagranzijana sadrzi izvode po
vremenu, koji generalno usloznjavaju problem prilikom kanonske kvantizacije. Kao Sto je i
spomenuto u samom doktoratu, ove poteskoc¢e lako ¢emo se resiti ako iz interakcionog dela
lagranzijana eliminiSemo vremenske izvode pomoc¢u Landau-LifSicove jednacine kretanja:

a F2 ) j
OV + 5 ngj(vm )U7 = 0. (A.11)
27.]

U nasem slucaju se to svodi na:

2 2 F2 F2
oymtn? — Oyt zi(VQU?’)?TQ 2 —(V27T2)U3772 + i(sz‘?)ﬁlwl — S(v%l)U?’ =
F? _, ., n? w w% 5ad
- ] - — - - _ - 2
s (V-5 -5 - s )
F2(_, n w w% 5ad
- 1 - - = _ i 2,2
> (V 0= =5 1% 13 ))W 8
F2(_, n w w% bHad
- 1T T o 1_1
l> (V e R R TR T )> 8
F? _, n w =% 5ad 1
—f(Vﬂ')(l—7—§—E—E8+...)7T, (A12)
sto u konacnom izrazu dobija formu:
F? 2 ot nw% b5nd
12 2 1 2
at’ﬂ'ﬂ'—at’ﬂ"ﬂ':—iﬂ"Vﬂ'(l—T—?—ﬁ_ﬁg‘i‘ )
F? o, n? wt w® 5t
— - — - — +.. A.13
BT ot et Sl T T (A.13)

Sada je neophodno zadrzati samo ¢lanove koji doprinose prvom redu popravke i odbaciti vise,
te je prvi ¢lan izraza (A.5) oblika:

X 90 12 2 1 o, 2
g Oyt — Oy & —g T V. (A.14)
Dakle, interakcioni lagranzijan (A.5) postaje:
F? F?
Line = FWQVQWQ - §7T27T -Vim, (A.15)

Sto u potpunosti odgovara relaciji datoj u prvog glavi doktorata.
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A.2 Dijagrami sa jednom petljom

U prvoj glavi doktorata racunali smo prvu popravku disperzije, koja se moze slikovito
prikazati Fajnmanovim dijagramima sa jednom petljom. Dakle, na osnovu raspisanih izraza:

( k 1’00

—<—4(a) + —<—4( ~~— _ L2 4 p2 A16
So [wo® 7))
i:
k k k k 1w -
— —a—4(b) + 4(b)F——— _ ___0/ k— A17
S2m0 p<np>0 b, ( )
dosli smo do konacnog oblika prve popravke:
3
1 ’Uo 2 979
2 Jo2 A.18
S 2m0 — p_] 77 ( )

pri cemu smo iskoristili:

2 ~ 5
p P

gde se j odnosi na vrstu suseda. U ovom prilogu detaljno éemo raspisati izraz (A.19) da bismo
se uverili u njegovu validnost. Naime, podimo od definicije svojstvene vrednosti diskretnog

laplasijana na resetki:

~ 2D 1 :

ki = S (1 - = el’“j). (A.20)
A % 653

Najpre ¢emo raspisati zagradu iz (A.19):

2
Ez +1/7\2- i P‘j‘ Ez 1/)\2 _ 2D (1 B l eik-)\j) + 2D (1 B l eip.Aj)

J J J |2 ) |2 )
2D A % ) A Zj {)‘.}

A1 2D ( 1 ‘k-A~) < A)

D (1 Ly ) (1L

|2 . 2

2D |A]| Z] {Aj} |A | Z] {)\ }

2D 1 ikX; ip A

:|AA|2(1_;(26 ) (e J)). (A.21)
! TN {A5}

Podseticemo se da su geometrijski faktori, koje smo uveli u prvoj glavi:
1 TRy
ORI (A.22)
TNy

za tri razlicite vrste suseda oblika: ~i(k) = cos(k - a), 12(k) = cos(k - b) i y3(k) =
coS (ka) cos (kb). Dakle, ¢lan sa proizvodom suma iz (A.21) za prvi tip suseda moze se
zapisati u obliku:

_2 Z ek A (Z ePM) = cos(k - a) cos(p - a), (A.23)

T M)
dok za drugi tip vazi:
1 : .
Z_%({)\Z}elk'/b) ' ({)\Z}em"\z) = cos(k - b) cos(p - b), (A.24)
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a za tredi:
1

— Z ek 2s) . (Z ePX) = cos (kéa) cos (ka) cos (péa) cos (pr) (A.25)

2
ERNW! W

Poznat nam je izraz za kosinus razlike:
cos ((k —p) - x)) = cos(k - @) cos(p - x) + sin(k - ) sin(p - x), (A.26)

a takode i Cinjenica da je integral neparne funkcije u simetri¢nim granicama jednak nuli. Stoga
su prilikom integracije po impulsu p u (A.19), a s obzirom na ¢injenicu da je funkcija distribu-
cije slobodnih eksitona (n,)o parna funkcija, u kona¢nom izrazu eliminisani sinusni ¢lanovi i
preostaje nam samo:

[0 = [mhira (1 cos (B2 o (B0 )

- / (nehorr (1 ks — p>), (A.27)

¢ime je polazna relacija dokazana u slucaju treceg tipa suseda, a jos je lakse pokazati da isto
vazi i u sluc¢aju preostale dve vrste suseda.

Prilog B

B.1 Redukovana matrica gustine. Parcijalni trag

Ve¢ je nagovesteno da je tehnika bazirana na matricama gustine ¢esto znatno elegentnije
sredstvo prilikom analiziranja ponaSanja nekog sistema u odnosu na svoj ekvivalent - pristup
zasnovan na vektorima stanja. U matrici gustine sadrzane su sve nuzne informacije o datom
kvantnom sistemu. Takode, utvrdena su i izvesna pravila koja svaka matrica gustine p mora
zadovoljavati:

svojstvo ermitovosti p = pT,
svojstvo normiranosti Tr p = 1,

svojstvo pozitivnosti (V]p|¥) > 0 za sva stanja | V),

- W

svojstvo Tr(p?) < 1, pri cemu znak jednakosti vazi samo za Cista stanja.

Uocavamo da je, na osnovu ¢etvrte navedene osobine, matrica gustine dobar pokazatelj
prirode stanja, te razlikuje Cista stanja od mesanih. Naime, matrica gustine ¢istog stanja data
je u obliku:

p=[¥) (], (B.1)

te za njih moZemo ustanoviti vazenje jednakosti p?> = p. U slucaju da se sistem nalazi u
meSanom stanju, pripadna matrica gustine je oblika:

p= Y nlVNT] (B.2)

pri ¢emu su p; verovatnoée pojavljivanja stanja (¥*| u datoj mesavini. Takode, bitno je istac¢i da
se iz oblika matrice gustine ne moze doneti zakljucak o pripadnom ansamblu stanja s obzirom
na to dva razli¢ita ansambla stanja mogu dati istu matricu gustine. Dakle, informacija o stanju
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sistema sa datom matricom gustine bazira se na samoj matrici gustine i ne moze se ispratiti
do ansambla stanja sistema bez dodatnih informacija.

Poseban znacaj matrica gustine ima u kvantnoj informatici, gde ne samo da sadrzi
neophodne informacije o stanju sistema ve¢ omogucava i njegovu dekompoziciju na sastavne
delove. Naime, ako se posmatra trokubitni sistem, pri ¢emu su dati oblici matrice A:

A= aix a2 ’ (B.3)

| Q21 Q22
koja pripada podsistemu iz prostora .7, matrice B:

b1y buo]

B =
D21 Da2]’

(B.4)

koja pripada podsistemu iz prostora .3, i matrice C iz prostora J:

C — 11 C12 ’ (B.5)

[C21 C22]

trag matrice A ® B ® C iz prostora J ® H#p ® & nalazimo na sleded¢i nacin:

a11611C  a11012C  a1201:C  a12b12C
anB (1123} ®C) — Tr a11b21C  a11b22C  a12b21C  a12b22C
anB  axnB a21011C  ag012C  anbiiC  axnbioC
a21021C  a21022C  a22021C  a22b22C

Tr(A®B®C) :Tr<[

[a11biicir anbiicia anbisciy  anbiacia aigbiicin aigbiicia agbiacin  azbiacio]
apibiicor  anbiicas  anibiacar  aribiaces  arabiicar  aigbiicas  aigbiacar  aizbiacas
apbaicir anbacia anbypciy  anbycia agbaicin agbaicia aibacii aizbacio
— Tr a11baicor  aibaican a11baacar  a11baacas  ai2baicar  @i2baican Gi2baacar  G12baacan _
agibiicir agibiicia agibiagciy agibiacia asbiicin axbiicia asbiacii  axbiacio
a1b11Co1  A21b11Co2  A21b12Ca1  A21b12Ce  Aebi1Cor A2ebi1Cae A22biaca  G22biacao
agibaicir  agibaicia agibaaciy agibaacia  axbaicin axbaicia axbacii  azbacio
a21b21Co1  A21ba1Cor  A21baaCar  A21b2aCan  A22b21C21  A22b21Ca0  G22D22Ca1  G22D22Cos ]

= ay1by1(c11 + c22) + arnbas(ciy + €a2) + aebii(c11 + c22) + agabas(c1y + co2) =
= (0,11 + 0,22) (bH + bgg) (011 + 022) = TI'A TrB TI‘C, (BG)

te je ocigledno da parcijalni trag po odgovaraju¢em podsistemu moze predstavljati dobro sred-
stvo za eliminaciju stepeni slobode tog podsistema iz celokupnog sistema. Shodno tome, ma-
trica gustine zeljenog podsistema .7, ® ¢, iz celokupnog sistema 3 ® H#p ® ¢, dobija se
trazenjem parcijalnog traga po podsistemu B:

¢ = Trg p"BC. (B.7)

Konkretno, za matricu gustine trokubitnog sistema datu formom:

P11 P12 P13 P14 P15 L6 P17 P18
P21 P22 P23 P24 P25 P26 P21 P28
P31 P32 P33 P34 P35 P36 P37 P38
123 _ P41 P42 P43 P44 P45 P46 P47 P48 (B. 8)
P51 P52 P53 Psa Pss Pse PsT P58
P61 Pe2 P63 Pea P65 Pe6 P61 P68
P P2 Pr3 Pra Prs Pre Pt P78
LP81 P82 P83 P84 P85 P86 P87 P88

redukovana matrica gustine koja se trazi vrSsenjem parcijalnog traga po drugom ¢voru dobija

se u skladu sa:
o3 = Ty, p12, (B.9)
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dok se u slucaju matrice gustine u kojoj su sacuvani stepeni slobode dva susedna kubita moze
pisati:

p'? = Trs p'* (B.10)
ili:

p** = Try p'*. (B.11)
Posto je u ovom doktoratu koriséena redukovana matrica gustine oblika p'?, do nje dolazimo
na sledeé¢i nacin:

Tr P11 P13 Tr P12 P14 Tr P15 P17 Tr P16 P18
| P31 P33 | P32 P34] | P35 P37 ] 1736 P38 ]
Tr P21 P23 Tr P22 P24 Tr P25 P2t Tr P26 P28
13 _ T 123 _ | P41 P43 ] | P42 P44 | P45 P4t | P46 P48 | _
p rg p
Tr P51 Ps3 Tr P52 Ps4 Tr Ps5 P57 Tr P56 P58
P71 P73 | P72 P14 | P75 P77 P76 P18 ]
Tr P61 P63 Tr P62 Pe4 Ty Pes  Per Ty Pe6  Pes
| [Ps1 P83 | P82 P84 ] | P85 P87 | | P86 Pss| |
P11+ P33 P12+ P34 P15+ P37 Pre t+ Pss
_ P21+ paz P2t paa P25+ par pas Tt pas (B.12)
ps1+ P13 ps2+ pra pss + prr Pse + prs | '
| P61 + P83 Pe2 + P4 Pes T Ps7 Pes T Ps8

u skladu sa ¢ime su dobijene redukovane matrice gustine (2.59) i (2.64). Za vise informacija o
samim matricama gustine, kao i o redukovanim matricama gustine i njihovoj ulozi u kvantnoj
informatici, ¢italac se upucuje na [86,87,182-184].

Prilog C

C.1 Runge-Kuta metod cetvrtog reda

U tre¢em poglavlju doktorata spomenuto je da se diferencijalne jednacine prvog reda
(3.21) i (3.23) resavaju numerickom integracijom Runge-Kuta metodom ¢etvrtog reda [251-253].
Naime, cilj je resiti jednacinu oblika:

= f(t,u), u(t®) =u° (C.1)

nad intervalom [t°,¢"], sa zadatim vremenskim korakom A¢. Ukoliko se krene od pocetnog
uslova u(t) = u°, svaki slede¢i korak evolucije varijable u sa vremenskim korakom At racuna
se na sledeci nacin:

) ) 1
utt =t 6(kl + 2k + 23 + k), (C.2)
pri éemu su koeficijenti &° dati relacijama:

1 2
k' = Atf(tu'), k*=Atf(t+ %u + %), k= Atf(t' + %u + %) (C.3)

k= Atf(t' + At,u' + k). (C.4)

Medutim, u slucaju od interesa treba resiti sistem od N = 8 jednacina, te zadatku prilazimo
sa ve¢om paznjom. Primena Runge-Kuta metoda cetvrtog reda najpre ¢e biti predstavljena
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na primeru Frenkel-Kontorova modela podvrgnutog dejstvu ac+dc sila sa meducesticnim po-
tencijalom oblika polinoma cetvrtog stepena. Dakle, polazimo od sistema jednacina kretanja

oblika:
: 2 2, \2 2 3 I
;= gVou; — M(Vou;)” + f(Vu;)° — o sin(27mu;) + Fae + Fae cos(2muyt), (C.5)

pri cemu je j =1,2,....8 1
VQUJ‘ = Uj4+1 + Uj—1 — 2Uj. (C6)

U proracunima je odabran vremenski korak At = 0.02y,' = 0.1, a integracija se vrsi do vre-
menskog trenutka t". Za pocetni trenutak uzima se t° = 0, a odgovarajucéa polazna kofiguracija

je {u; (1)} = {jw}, ti.
ul = 0.5, ud=1.0, uj =15, u) =20, u) =25, uj =3.0, ud =35, ug=4.0 (C.7)

U tom slucaju, izraz (C.2) poprima formu:

ufth =l + 6(k1 +2k3 + 2k3 + k), (C.8)

gde koeficijente kj, k7, k? i kj racunamo na osnovu:

J J

kj =At (9(“§‘+1 gy — 2up) = h(uj g +ujy = 2up)? + fug g +ugy — 2up)°

K A .
— o sin(27u) + Fae + Fac COS(QWVOtZ)) : (C.9)
kl Kl ‘ Kl k1 ! ,
2 -1 ) -1 )
! . Kl . Kl . k} K k!
2 ; 41 ; ~1 ; 3
_QEJ) +f(uj+1+]7+uj_1+]7—2uj—2?]) —%SID(ZW(U +EJ))
At
+ Fy. + F,. cos (27T1/0(t + 7))) , (C.10)
k2 k2 . k2 k2 k2 .
k2., k2, ‘ k2, , ks K k?
- Ej) + f(u uiy g+ —o— 5 +uj71+37—2uj—2?]) —%SID(ZW(U +EJ))
. At
+ Fye + F,. cos (27T1/0(15Z + 7))) (C.11)

- 27{:?)2 + fuby +hy +ul kS —2ul — 2!{;;’) —5-sin (2m(ul + K3))
+ Fye + Fue cos (2mug(t + At))) , (C.12)

uz upotrebu cikliénih graniénih uslova (uf = uly — Nw, uly,; = u} + Nw). Treba napomenuti
da se procedura ponavlja sve dok se ne dosegne konac¢no vreme t" (odnosno dok ne dodemo
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. n_ 40
do koraka i = n = %

svake cestice u sistemu.

), pri cemu se tokom svakog vremenskog intervala At ra¢una pozicija

U slucaju eksponencijalnog odabira meducesti¢ne interakcije polazimo od sistema jednacina:

K

iy = e (W) e (W) o sin(2mu;) + Fae + Fac cos(2mipt), j=1,2,..,8 (C.13)
T

pri ¢emu je ponovo odabrana polazna konfiguracija (C.7), pocetni trenutak t° = 0, kao i

vremenski korak At = 0.02v,' = 0.1. Pozicije nakon svakog vremenskog koraka ponovo se

racunaju u skladu sa (C.8), gde su sada koeficijenti kj, k7, k3 i k] dati izrazima:

k:Jl = At <e(“j“j—1) e T e o sin(2mu}) + Fye + Fic COS(27TI/0tZ)), (C.14)
ik ki i k ik K k]
k:]2 =At (e(”ﬁ;“jl ) L et =) o sin (27T(U;‘ + EJ)) + Fyc
At
+ F,. cos (27?1/0(15’ + 7))), (C.15)
Lk K2_ ; k2 . k3 K . 2
/{;}3 =At (e_(“ﬁ?]_“jl_ ) it —f) o sin (27T(U3‘ + 7])) + Fye
. At
+ Fye cos (2w (t° + 7))), (C.16)

4 _ (iRl k3 )  —(uly k3, —ui—k3) 5 . ; 3
k; —At(e T T — e TR T T — o sin (27 (u} + k7)) + Fuc

+ Fye cos (2mvo(t' + At))). (C.17)

Problem se nadalje resava analogno opisanoj proceduri u slu¢aju meducesticne interakcije oblika
polinoma cetvrtog stepena.
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