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1 Uvod

7a modernu nauku o materijalima danas je najznacajnije precizno strukturiranje materijala
do dimenzija reda veli¢ine nanometara, poscbno na polju elektronike, optoelektronike i visokotem-
peraturske superprovodnosti. Teorijska i eksperimentalna istrazivanja osobina niskodimenzionih
sistema (superresetke, tanki filmovi, kvautne zice i kvantne tacke), postala su u poslednjoj deceniji
veoma intenzivna, pa bi se moglo reé¢i da predstavljaju jedan od udarnih pravaca istrazivanja u
savremenoj fizici kondezovane materije. Razlozi interesovanja za ovakve sisteme, kao realnjje
strukture od ncogranicenih, su mnogobrojni. Fenomeni povezani sa tako malim dimenzijama
dovode do pojave novih i drugagijih, odnosno izmenjenih osobina materijala i specificnih pojava
§to je interesantno ne samo sa fundamentalnog fizickog stanovidta, veé su takve strukture od Sireg
praktiénog znacaja.

Fononi predstavljaju osnovna pobudjenja u kristalima i fononski podsistem je u njima uvek
prisutan, bez obzira na to da li se kao glavni nosioci mehanizama koji yproizvode” odredjene
fizicke osobine, pojave i efekte u kristalnim strukturama javljaju elektroni, eksitoni, feroelektron-
ska pobudjenja ili neki drugi vidovi elementarnih ekscitacija. Iz tog razloga, ispitivanje udela i
uticaja fononskog podsistema na fizicke karakteristike materijala poseduje veliki znacaj za teoriju
¢vrstog stanja. U ovom radu izviSena je analiza fononskih spektara u kristalnim filmovima na
bazi metoda dvovremenskih temperaturskih retardovanih Grinovih funkcija. Za reSavanje ovog
problema razvijen je i niz drugih matematickih aparata (metod Hajzenbergovih jednacina kre-
tanja, malih perturbacija, talasnih funkcija itd.), ali je pomenuti formalizam odabran iz sledecih
razloga.

1. Iz opéte teorije linearnog odziva sisteina poznato je da se formiranjem jednacine kretanja za
Grinovu funkciju u opétem slucaju dobija nova funkeija Grina, ¢iji je red visi od reda polazne
funkcije. Sukcesivnim ponavljanjem ove procedure dobija se beskonaéni lanac medjusobno
povezanih jednagina za Grinove funkcije, koji se koridéenjem izvesne dovoljno dobre aproksi-
macije prekida na taj nacin §to se visa Grinova funkcija izrazava pomocu prve nize. Od ovog
pravila, medjutim, izuzeti su tzv. ,kvadratni” hamiltonijani, ¢ije prisustvo obezbedjuje da
se u jednacini kretanja ne pojavljuju Grinove funkcije viseg reda. Kao §to ¢e u daljem tekstu
biti pokazano, hamiltonijan fononskog podsistema superresetke upravo je takvog oblika.

2. Realni deo pola Grinove funkcije odredjuje frekvenciju (a samim tim i energiju) elementarnih
ekscitacija koje se javljaju u sistemu, dok je reciproéna vrednost njegovog imaginarnog dela
proporcionalna vremenu zivota ovih ekscitacija (tj. kvazicestica).

Da bi se izucile posebnosti karakteristika fonona u kristalnim filmovima, moraju se prethoduo
spomenuti te iste karakteristike u neogranicenim kristalnim strukturama i na osnovu toga izvrsiti
poredjenje ovih struktura. U radu su poscbno izucene i odredjene makroskopske termodinamicke
osobine: koeficijent difuzije 1 specificna toplota. '
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2 Fononi u kristalima

Najjednostavniji oblik kretanja u ¢vrstom telu jeste oscilatorno kretanje konstituenata od
kojih je sastavljena kristalna resetka (atoma, molekula, odnosno jona) oko odgovarajucih polozaja
ravnoteiie.  Ukoliko se posmatrana kristalna struktura moze smatrati neograni¢cnom, onda je
ovo oscilatorno kretanje atoma analogno prostiranju talasnih poremecaja (tj. elasticnih tala-
sa) kroz kristal. Ova éinjenica implicira moguénost uspostavljanja izvesne formalne analogije
izinedju mehanickih oscilacija sredine i prostiranja elektromagnetnih talasa: naime, slitno kao
§to elektromagnetno polje vrii razmenu energije sa drugim sistemima u nedeljivim clementarnim
iznosima hw (tj. fotonima), energija vibracije kristalne resetke takodje je kvantovana, pri cemu
se kvant energije elasti¢nog talasa naziva fononom. S obzirom da nikakav eksperiment direktno
analogan fotoelektricnom efektu - koji predstavlja jak dokaz u prilog kvantovanja svetlosti - nije
do danas izveden sa fononima, postavlja se pitanje eksperimentalne potvrde njihovog postojanja.
Najvazniji dokazi ukljucuju sledece.

1. Udeo resetke u toplotnom kapacitetu &vrstog tela uvek tezi nultoj vrednosti kada tempera-
tura tezi nuli. Ovo moze biti objasnjeno jedino kvantovanjem vibracija kristalne resetke.

2. X-zraci i neutroni se neelasti¢no rasejavaju na kristalima, pri éemu promene njihove energije
odnosno impulsa odgovaraju kreaciji ili anihilaciji jednog ili vise fonona.

Dakle, fononi opisuju oscilatorno kretanje u posmatranoj kristalnoj strukturi i - s obzirom da se
kristal u smislu njegovih oscilatornih karakteristika moze smatrati sistemom povezanih oscilatora
- uvode se prilikom kvantnomehani¢kih analiza linearnog oscilatora, ¢ija je cnergija data izrazom:

E, = (n + %) rQY, ne(0,1,2,..) (2.1)

a prirastaj energije pri prelasku iz stanja n u stanje n + 1 (tj. energija fonona):
E,.1 — E, =hQ (2.2)

Energija fonona zavisi od mase oscilatora M i konstante koja karakteriSe elasti¢nu silu oscilatora
C: Q = +/C/M, a impuls mu je jednak p = k. S obzirom da svaki atom prilikom oscilovanja
trpi uticaje okolnih atoma i istovremeno i sam utice na njihovo oscilovanje, fononi u kristalnim
strukturama ne mogu se smatrati kvantima oscilovanja pojedinacnih atoma, ve¢ predstavljaju
elementarna pobudjenja Citavog kristala.

2.1 Fononi u neograni¢enim strukturama

Potencijalna energija kristala na apsolutnoj nuli (tzv. zamrznuti kristal) data je izrazom:

W= %ZV(ﬁ—m) (2.3)

i,

pri ¢emu je V(i — m) potencijal interakcije izmedju dva atoma na mestima 7 i m. Ako se
temperatura povisi, atomi po¢inju da osciluju tako da trenutni polozaj atoma ne karakteriSu vise
vektori 71 1 7, veé vremenski zavisni vektori

i+ (i, t), m+da(m,t),
gde je @(7,t) = (7)) pomeraj atoma iz ravnoteznog polozaja 7i. Tada se mora izvrsiti i prelaz:

V(i —m) =V, (7 —m) = V{7 —m)+ [a@) —d(n)]} .
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S obzirom da su na niskim temperaturama pomeraji %(7) mali, koristeéi standardnu teoriju malih
oscilacija, funkcija V se razvija u stepeni red po Dekartovim komponentama uq(7) vektora (%)
oko polozaja ravnoteze:

V(=) + (@) — dom)) = Vi) 3 [T () = ualm) +
1 %V (it — 1) . ) ) ]
T3 aﬁ-zﬁm 07 — 1)a0( — 1it)g | [Ua(71) — ua ()] [ug(@) — ug(m)] + --- (2.4)

(e i f oznacavaju moguce projekcije vektora na ose Dekartovog sistema). Svaki atom lezi u
nekoj potencijalnoj jami, pa iz uslova stabilnosti kristala sledi da je drugi sabirak s desne strane
znaka jednakosti u izrazu (2.4) jednak nuli. Dakle, oscilovanje karakteriSe samo tre¢i sabirak u
izrazu (2.4) - harmonijski ¢lan. Ako se ovaj ¢lan sumira po svim ¢vorovima i doda mu se kineticka
energija Z M2 /2, dobija sc oscilatorni hamiltonijan sistema:

o

)+ 3 Y Caalii=77) ualid) — ual®)] [ua(i) —us()] ,  (25)

afiit,m

OV (il — )
57t — ) aB(A — )5 |
Posto sile koje deluju izmedju atoma u kristalu brzo opadaju sa porastom rastojanja | 7 — m
izmedju atoma!, to se izraz za potencijalnu energiju moze napisati na slede¢i nacin:

- Hukove konstante elasti¢nosti.

gde su Cyp(fi —m) =

V(i —m) ~ y>1.

Tada se izraz za potencijalnu energiju u (2.5) moze napisati u aproksimaciji najblizih suseda, koja
se sastoji u zameni sumiranja 7,m — 7,7 £ A, gde A povezuje atom na mestu 7 sa njegovim
najblizim susedima. Kako je intenzitet A za sve najblize susede isti (idealan kristal!), kocficijent
Cap(A) ne zavisi od A. Na taj nacin oscilatorni hamiltonijan sistema postaje:

H:é%ui(ﬁ) + i ;Xcaﬂ [4a() = ua( £ X)] [ug(7) —ug@x X)] . (26)

2.2 Formiranje fononskog modela

Mada u prirodi nema cistih izotropnih kristala, niti se oni mogu na danasnjem nivou tehnolo-
gije proizvesti, izu¢avanje idealnih (beskonacnih) struktura korisno je zbog toga, §to se za osnovne
fizitke fenomene mogu izracunati njihove globalne karakteristike i dobiti ono §to se naziva - kvali-
tativna slika, a zakljucci dobijeni na taj nacin, kao i metodologija istrazivanja, mogu se prenositi
na neidealne strukture, a pre svega na kristalne strukture sa narusenom translacionom simetrijom.
Idealne beskonac¢ne strukture su kristali sa osobinom translacione invarijantnosti u tri uzajamno
nekomplanarna pravca. Ovi pravci, koji se uvode u kristalografiji, ne moraju biti uzajamno orto-
gonalni, pa se zato u teorijskoj fizici kondenzovane materije uvodi dodatni Dekartov sistem. Ovde
¢e biti posmatran samo kubni kristal kada su kristalografski uvedeni pravci uzajamno ortogonalni

Lenard-Dzonsov potencijal koji je proporcionalan Ar~% — Br~!?, najpogodniji je kod fonona u slucaju kova-
lentnih i molekulskih kristala
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i ovih problema nema. S obzirom na to, hamiltonijan sistema u aproksimaciji najblizih suseda
(2.6) moze da se napise u obliku:

P, 1 2
H= % —é—?—\} + 1 Zﬂng\i ('U.a;f,: — “a;ﬁii) , (2.7)

;T A

gde je p = M % - impuls atoma kristala, a M - masa tih atoma. Drugi sabirak sa desne strane
znaka jednakosti predstavlja efektivni medjuatomski potencijal interakcije (Vesy).

Da bi se shvatio pocetak primene matema-

ey, il g tickog formalizma, priloZena je slika 2.1,
n-1,n,n koja analiticki prikazuje 7i-ti atom kristala
u okruzenju svojih najblizih suseda. Radi

jednostavnosti, pretpostavlja se da se radi

o prostoj kubnoj strukturi sa jednim ato-

e, 1,-1,n, J n,m,tl,n mom po elementarnoj éeliji (primitivna

o o ¢elija). Vidi se da |X|/a moze jedino da
r uzme vrednosti: -1 i 1. U skladu sa svim
ovim, izraz za fononski hamiltonijan (2.7)
moze da se napiSe u pogodnijoj (razvi-
n+ln,n jenoj) formi:
onx,ny,nz—l H=T+ Vyy (2.8)
. . . pri ¢emu su:
Slika 2.1: Atom u okruzenju najblizih suseda ,
Pt
T = — 2.
< 2M (2.9)
a;nl
C, 2 2
Veff = Z == [(ua;nz-{-l,ny,nz - ua;nz,ny,nz) + (ua;nx—l,ny,n; - 'U/a;nz,ny,nz) +
aina,ny,ns
2 2
+ (Uaz;nz,ny+1,nZ - “a;nm,ny,nz) + (uo(;nr,nyfl,nZ - ua;nx,ny,nz) + (2-10)

2 2
+ (uamfz:ny;nz‘f'l - ua;”:-ﬂy,”z) + (ua§nm,nyynz—l - ua}”zynyynz) } .

Torzione Hukove konstante Cyg su zanemarene u odnosu na konstante istezanja Cp = Caq, a
operatori ugs 1 pan = Muan zadovoljavaju standardne komutacione relacije:

[tass, Pg,m) = 1h dag Oam s [Uadi> Ug, m) = [Par» PB.m) =0. (2.11)

2.3 Zakon disperzije fonona

Energetski spektri i stanja, kao §to je u uvodnom delu naglaseno, bi¢e potrazeni metodom
Grinovih funkcija. U tu svrhu posmatra se dvovremenska temperaturska Grinova funkcija:

T%T?z(t - t,) = ((ua;ﬁ(t) | ua;ﬁ"t(tl))} = @(t - t,) <[ua;ﬁ(t)a ua;ﬁl(tl)Do . (212)
Dvostrukim diferenciranjem ovog izraza po vremenu i neznatnim sredjivanjem, dobija se:
d? : o -1t
M 2 Gl =) = =ih dnn 6 — ) + 2D (o), HO |, @),
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Uzimanjem #' = 0 i Furije transformacijom ¢ — w poslednji izraz prelazi u jednakost:

i ih 1
/dwc Wt{2—7;5 —‘MOJQGﬁuﬁl( )—E«[ ;T H] l ua;rﬁ))w}:oa
koja je zadovoljena za:

MWL) =~ bant = ([P H) | e (213)

Dalji postupak odredjivanja Grinovih funkcija G $
figuriu u vi§im Grinovim funkcijama ({--- | -

7 (w), zahteva izratunavanje komutatora koji
- iz gornje jednacine.

[Pf};mz,my,m, s T] + [Pﬂ;mz,my,m: ’ Veff} =

D

Nz, Ny Nz

[pﬂ;mz,my R H]

[pﬁ;mz,my,mz , Veff} =

{2 [pﬁ e my mes (Yasmg ny e — “a;nz+1,ny,nz)] (ua;nx,ny,nz = Uging+1myns) T

PBimg,my,m.» ( Uaing,ny,n. — Yasng—1,ny,n, — Uoinz—1,ny 0,

2 [pﬁ;mx,my,mza Uaing,ny,n. — Yasng,ny+1,n, — Uasng,ny+1,n;

( (
[pﬁ Ma,My,ms s (“a Nz Ny,Ny (Ua Nayny .
( (

2 {p[)’;mz,my,mzv Uasnz,ny,n, — Uoing,ny,n;+1 Uaing,ny,n. — UYaing,ny,n;+1

+ o+ o+ + o+
[\]

)
)
~ Yagnamy 1]
)
)]

)+
)+
= Ugin, ;n,—1n.) +
)+
0}

2 [pﬁ;mz My ) (Ua;nz,ny,nz - (ua;nr,ny,nz

y L

~ 0ap [(0am
g, Ny s

Uainz ny,n,—1 Ua;ng,ny,n. —

—th - 671.1-{-1,‘(711- (5ny,my (snz,mz) (Ua;nx My, Tty ua;nz+1,ny,n:) +

5
6‘1
d,

(
(
(d,
(6,
(

=+

- (5nm—1,m1 6nu my n~,m~

R

) Yasng,ny,n. — Uang—1,n, 0,

R

- 6n1~,m1, 6ny+1 my On, m. — Uasng,ny+1,n,

!

3

(
(ua;nx My,Mz
(

ua;"z My, Nz

31

6nm,m26ny,my n.+1,m, (ua;nx,ny,nz - ua;n;,ny,n;ﬁ-l

+ o+ o+ +

) )
) )
= OnyymaOny—1,m, On.,m, ) — Uaing,ny—1,n.,)
) )
) )

‘573771 5nz,mx5ny,my n:—1,m; (ua;nx,ny,nz — Uaing,nyn.—1 ]

—1hCp (6“[3;mm,my,mz — UBime+1,my,m: T UBma—1,my,m. —
uﬂ;mrymy‘f‘lzmz - uB;'mz,my_l,mz - uﬂ;’”xamy,mz'l'l - ulgimz»myym:‘l)

Ovde su iskoriséene komutacione relacije za pomeraje i impulse (2.11), kao i definicija Kro-
nekerovog simbola. Dalje, uzimajuéi u obzir:

« — «
G'Fz, an,ny,n,,m,,my,m. = ((ua:na:,ny,nz | “a;mz\my,mz)) (2.14)
i zamenom nadjenih komutatora u jednacinu (2.13) sledi:
2, _ ih «
— Muw an,ny,nz,mz,my,mz = —'2_7r Ng,Mz ny,myisn;,mz —Cq (6 Gn,,ny.n”mr,my,mz
« _ [e3 _ [s3 _
nz+1,ny,n:me ,my,m, ng—1ny,nzime,my,m; an,ny+1,n;;mz,my,mz (2‘15)

- G2 , -Gy

nz,ny—1,n; Mz, My, MMy

Ne,Ny,ne+1ime,my,m, —

«
N Ny Nz — ;Mg My M., )
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Primenom nove Furije transformacije (77, — k):
iRk 1 i
Gﬁofm(w) - Z e i(i—m)k %(w) : 6",7’1’1 _ ﬁ Z e i(A—-m)k
k k
na jednacinu (2.15), te nakon neznatnih algebarskih operacija, ona prelazi u:

% Z (=il { 21?;&\/[ _ GE”(W) [w2 + 2% (3 — cosazky — cosayk, — cos azkz)J } =0.
— s
E

Ova jednakost je ispunjena za:

w? th
oz + 2 (cos agky + cos ayky + cosak, — 3)} GE(w) = 5w O (2.16)
odnosno:
h 1
Gow) = — -1 | (2.17)
4 M wo(k) (w—wal(k) w+ we(k)

Odavde se, otigledno, polovi Grinovih funkcija nalaze kada se imenioci izraza u uglastoj zagradi
izjednace sa nulom. ReSavanjem tog uslova po w = wy(k) dobija se trazeni zakon disperzije
fonona:

9 azk

Eo(R) = hwa(k) = 2 E, \/sin2 a“;ﬁ 4 sin? @Ry | g2 %2Rz (2.18)

2 2

gde je Eq = Iy = h\/Co/M . Zbog poredjenja ove relacije sa odgovarajuéom za film strukture,
zgodno ju je napisati u sledecoj (bezdimenzionoj) formi:

r = _ Eo(k
Ealf) =2 ROk +S0he) 5 Eal) = 22 (2.19)
(07
R(kzky) = sin® % + sin® akay ; S(k,) = sin® A

U aproksimaciji malih talasnih vektora k = |/k2 + kf, + k2 i obelezavanjem: a = a, = ay = a,
poslednja relacija se svodi na:
Ealk) =ak, (2.20)

Sto predstavlja tipiCan i poznat izraz za zakon disperzije akustickih fonona.

Kvanti mehanickih pobudjenja sa linearnim zakonom disperzije, tj. osobinom

%g%wa(k) =0,

nazivaju se akusti¢kim fononima. Analizom kristala slozene strukture (sa o podresetki) dobija

se 30 dozvoljenih frekvencija, od kojih tri uvek teze nuli kada k — 0 (akusticki fononi), dok

preostalih 30 — 3 frekvencija zadovoljavaju uslov %in(x) wa(k) # 0. Mehanicke oscilacije sa ovom
_)

osobinom nazivaju se opti¢kim fononima.
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3 Fononi u kristalnim filmovima

Tanki kristalni filmovi predstavljaju ograni¢ene kristalne strukture kod kojih se uslovi na
granicama razlikuju od onih u unutrasnjosti, tj. translaciona simetrija narusena je duz pravca
normalnog na film (z-pravac).

Z4

SPOLJASNJA SREDINA

SUPSTRAT ny=-1

=
+
8
o)
A%
[
1
N:S
il
| —
o<
Q v

Slika 3.1: Poprecni presek (u X/Y — Z ravni) modela kristalnog filma

Ako unutar filma (izmedju grani¢nih povrsina) nema nikakvih deformacija (narusenja) kristalne
strukture (kristalna resetka je bez primesa, vakancija i sl.), onda se on naziva idealnim filmom [10].
U suprotnom, ako ove deformacije postoje (npr. kao posledice dopingovanja stranim atomima),
tada se ta struktura naziva deformisanim filmom.

3.1 Analiza fononskog modela

Posmatra se idealni? tanki film kubne kristalne strukturc nacinjen na supstratu nekim teh-
nicko-tehnoloskim postupkom (naparavanjem, spaterovanjem i sl.), ¢iji su osnovni kristalografski
podaci:

Ay =ay =a; =a; Z\r’x,ywl()8 >N, ~10;

o e va _ L .
am = COnm = O 5ix = Crjias = Ononet1 s

CNeNepy =CON N, =(1+7)C, Coip=Co_1=(1+6)C; e,9> -1,

gde je n, - indeks reSetke duz z-pravca i n, € (0,1,2, --- , N,). Na osnovu toga, o modelu se
moze zakljuciti sledece.
1. Kristalni film poseduje dve beskonatne graniéne povrsine paralelne XY - ravnima i to za
z=01iz=L,dok uz - pravcima ima kona¢nu debljinu (L).
2. Duz z - ose locirano je N, + 1 atoma.
3. Torzione konstante C*? zanemarljive su u odnosu na konstante istezanja C,,.

?Pojam - idealni, koristi se u smislu nenarusenja kristalne strukture (bez prisustva defekata, primesa i sl.), a ne
u smislu njene prostorne neogranicenosti.
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4. Smatra se da atomi, koji pripadaju graniénim slojevima prikazanog tankog filma, intera-
guju sa spoljasnjom sredinom, bez obzira na to §to duz z-pravaca iznad gornje 1 ispod donje
granicne povrSine nema atoma (motiva, ¢vorova) filma, ali su grani¢ni atomi ,spregnuti”
izmenjenim Hukovim silama za atome sredine, odnosno supstrata. U skladu sa napred nave-
denim uslovima, konstante elasti¢nosti koje opisuju interakciju atoma grani¢nih povrsina sa
spoljasnjim sredinama (supstrat i npr. vazduh), modifikovane su odgovarajuéim koeficijen-
tima € i 7.

Uzimajuli u obzir uslove C; = C, (j =1,2, --- ,N, — 1, N;) i ¢injenicu da su slojevi za n, < —1
izamn, > N, + 1 odsutni, moramo obra¢unati i sledece:

Ua;nz,ny,j=0§ -1>5 A J>N,+1; (]€[0, NZ]) s

Ci=Q10+e)C; Cni=Q1+7)C.
Kada bi bilo: C_y = Cy,+1 =0 (¢ =y = —1), tada bi grani¢ni atomi za n, = 0 i n, = N, bili
»zamrznuti”, tj. javio bi se efekat ,krutih zidova”, a ako bi vazilo: C_, = Cn41=C (e=v9=
= 0), bio bi to efekat ,slobodnih povrsina”.
S obzirom na definisani model, hamiltonijan fononskog podsistema opisanog filma u aproksi-
maciji najblizih suseda ima isti oblik kao i kod neogranicenih kristala - izrazi (2.8-10), ali ga je.
zbog postojanja grani¢nih slojeva, zgodno napisati u razdvojenom vidu:

H=T+V,[;+ V7, (3.1)

gde je T - standardan kineti¢ki ¢lan. Potencijal koji ukljucuje interakcije sa grani¢nim slojevima
je oblika:

C 2 2
Vef/ = Z Za- [2 (1 + E) (ua;nz,ny,O) +2 (1 +7) (ua;nr,ny,Nz) +
aing,ny

2 (ua;nz,"yw] - uﬂ’%”my”yyo)Q 2 (ua;nzyny;Nz - ua;nzynny:_])Q +
Uainz+1,ny,0 — ua;nz,ny,O)
0

2
Uaing,ny—1,0 — Uasn, ,ny,O) +

[

+
2 2

( + (ua;nl-—l,ny,o - uae;nr,ny,O) + (32)

(ua;nz,ny+1,0 — Uajng,ny, )2 + (

( )

2
ua;nr+1,ny:Nz - uu;"la:yn'y,Nz (ua§nw_l‘n'nyz - ua;nunnyz) +

+ o+ o+ o+ o+

+
2 2
(U‘QETLZany‘I‘lyN: - ua?nmnny:) + (uQQnr;”y“l»N: - u’“;”x;”y»N:) .

Potencijal sa interakcijama koje obuhvataju unutrasnje slojeve Jje onda sledeceg oblika:

N.—-1
4 _ Ca 2 2
V:?ff - Z A Z [(ua;n1+l’ny*nz - uammnyvnz) + (uamr“lynyvnz - uainm»"y:nz) +
ang,ny ny=1
2 2 3.3
+ ('U'a;nr,ny-i-l,nz - Ua;n,,ny,n;) + ('U'amx,ny—l,nz - Ua;nr,ny,n:) + ( . )
N,—2 9 N,—1
2
+ Z (Ua;nz,ny,nz-i-l - Ua;nz,ny,n;) + Z (ua;'n,,ny,nz—l - Ua;nr,ny,n:)
n,=1 n,=2

Zakon disperzije fonona i u ovom sluéaju se nalazi, kaoiu prethodnoj glavi, metodom Grinovih
funkcija, traze¢i Grinovu funkciju istog oblika kao i (2.12) pomocu jednagine kretanja (2.13). Za
razliku od (jednostavnije) situacije za idealne strukture, ovde se moraju izratunati odgovarajuéi
komutatori, odnosno odrediti Grinove funkcije posebno za atome grani¢nih slojeva, a posebno
za atome iz unutraSnjosti filma. Koriste¢i u prethodnoj glavi navedene standardne komuta-
cione relacije za pomeraje i impulse atoma (2.11), kao i ostale neophodne osnovne definicije,
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izracunavaju se potrebni komutatori impulsa i hamiltonijana.
Za donju graniénu povr§inu za koju je m, = O:
PBima,my,0s H} = —ih C, [(6+6) UBima,my,0—
- uﬁ§mz=myal - uﬂimx+17my10 - (34)

—  UBmg—1,my,0 ~ UBma,my+1,0 — UBim, ,mrl,o] )
za 1 <m, <N, —1,
[pﬂ;mz,my,mzaH] = —ih Cq (6 UB,mz,my,m: —

- uﬁamerl,my,mz - uﬂ,mzfl,my,mz - uﬁ,mzvmy+1’mz - (35)

- UBmemy—1m. — UBmzmy,m.+1 T “ﬂ,mx,my,mrl)
i konaéno, za gornju graniénu povrsinu za koju je m, = N,, dobijamo:

[pﬂ;mz,my,NzaH} = —th Cq [(6 +7) UBimy my,N; —
- uﬁ?mzymnyz_l - uﬂ;mm—i—l,my,Nz - (36)
- uﬂ?"nz_lamy:N: - uﬂ§m1)my+1;Nz - uﬁ§mrzmy—1,N::|

Zamenom nadjenih komutatora u (2.13) i preimenovanjem § — «; m — n, dobija se:
-zan, =0,

h
— Mw2G'r?;,ny,0;mm,my,m; = _;—W 5nz,mm5ny,my60,mz -
- Ca [(6 + 5) Gno;,ny,[);mz,my,mz - Gr&,ng,l;mmmy,mz - Gvgcﬂ,ny,ﬂ;mz,my,mz o (3'7)
- Gno;—1,ny,O;m;.;,my,mz - Gnaz,ny+1,0;mz,mg,mz - Gri,ny—l,o;mr,,my,mz} >
-zal<n, <N,—-1,
- MwZGnO;,ny,nz;mz,my,m; = "g T,z ny,myénz,mz -
— Ca (6 Gﬁ;,ny,nz;mz,my,mz_ G&%—],ny,nz;m;@,my,mz - G1$;~l,ny,nz;nrzz,irny,mZ - (3'8)
a | -~ G . -a2 -G
Ng Ny + 1,00z Mg, My M N, Ny — 1,12 ;Mg My, M Ng Ny Nz + 1M My, m; N, My, Nz — 1;ma My i
-zan, =N,
ih

- MWQGnO;,ny,Nz;mr,my,mz = “% 6nxym25nyymy5}v: Mz T
- Ca [(6 + '7) G'r?r,ny,Nz;mx,my,m:_ Gno;,ny,N:——1;-m,,my,ml - Gri+1,ny,N: PN Ty Ty (39)
- Gnax—l,ny,Nz;mz,my,mz _sz;,ny+l,/\’z;mr,my,m; - Grz,ny—l,Nz;mz,my,m:]
Primenom delimic¢ne (zbog narudenja translacione simetrije samo duz z-pravaca) Furije trans-
formacije:

1 .
o — a _ —ta[(ng—mg)kz+(ny —my )k «
T My Tz M My Mz — Gﬁ',r’ﬁ(w) = _N N Z e ((ng:—ma ko +-(ny —my ) ”] an’mZ
T2 kg ky

(kg ky;w)  (3.10)
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na sistem jednacina (3.7-9), i nakon istovetnih algebarskih operacija koje su iskoriséene na odgo-
varajutem mestu u prethodnoj glavi, dolazi se do relacija na osnovu kojih se moze uspostaviti
sledeci sistem algebarskih diferencnih jednagina:

(Qka - 6) GOL,sz + Gla,mz = K (50’7”2
GOC,sz + Qka l?mz + GZC,'mZ = K Jl,m:
Glc,ymz + Qka GZL,sz + G3l,1mz = K 52,mz
Gn{t—l,m, + QkaGnoi,mz + Gn{t+1,mz = K 6nz,mz (3‘11)
Gl%;—.’%,mz + QkaGlgz~2,mz + Gﬁz—l,mz = K 6Nz—2-,mz
Gﬁ;_—?,mz + gkaGﬁz—l,mz + Gﬁ;,mz = K 61\";—1 mz
Gﬁ;—l,m; + (Qka - 7) Glsz,mz = K JN:,mz

ih .
gdesu: G2 =G2,. (ks ky;w), K= v k= /k2+k2 i

a
2 k k
gk"‘zgg—4sin2a2—z—4sin2%—2zg. (3.12)

Sistem jednacina (3.11) ima redenja koja mogu da se prikazu u obliku G,;, = D,/D, gdeje D,
odgovarajuca zamenska, a D determinanta sistema (obe kvadratne):

e—e¢ 1 0 -~ 00 0
1 el -~ 00 O
I 9 -« 00 0
Dn,yilo)=| . . . -~ . . . (3.13)
0 00 o 1
0 00 1 o 1
0 0 0 1 o—v

N.+1

3.2 Spektri i stanja fonona u filmu

U skladu sa osnovnim zadatkom ovog istrazivanja, a to je odredjivanje spektra dozvoljenih
fononskih energija, koji se dobija iz (3.12) i na osnovu osobina Grinovih funkcija, potrebno je
da se odrede polovi trazenih Grinovih funkcija. Jasno je da se ovo svodi na odredjivanje korena
(nula) determinante (3.13), odnosno reSavanje jednakosti:

Dn.ileie, ) =0 = p=0,(67); v=123, ....N,+1. (3.14)

Ovaj zadatak u opstem slu¢aju nije analiticki resiv (moze se resiti numericki za zadate parametre:
g, vi N,).
U slucaju modela slobodnih povréina, kada su: ¢ = 7 = 0, ovaj problem ima analiticko resenje:

Dn.+1(0) = 0 Pn.(0) — Pn.-1(0) = P, 11(0) . (3.15)

Determinanta (3.13) sistema jednacina (3.11) se izrazava direktno preko karakteristicnih polinoma
Cebigeva reda N,. Iz uslova (3.14) slede nule Cebisevljevih polinoma, a uzimajuéi u obzir i izraz
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(3.12), jednostavnim algebarskim transformacijama dolazi se do izraza koji daje zakon disperzije
fonona u tankom (strukturno nedeformisanom) filmu:

£(F) = “’g('“) ~2 R+ S0) : (3.16)

2 akz(l/)

k k
R = sin? 92—36 + sin® a2_y i S(v) =sin

Na ovaj natin, izraz za moguée energije fonona po formi je isti kao izraz (2.19) dobijen za idealne
ncogranicene strukture, s tom razlikom $to je tamo k, prakti¢no kontinualno promenljivo (u
intervalu [0, w/a]) kao §to su k; i k,, a ovde je izrazito diskretno:

V .
N,+2’

ky(v) = v=1,23, ... N, +1. (3.17)

SHE

Pored toga, uotava se da je: Emin = k;””" =0, kmMn = k(v =1) = z ﬁ > 0, posto

Je u pitanju tanak film, odnosno N, <« (Ngy Ny), 1 kmez = kjet = o kT = k(v =

N,+1) = g%%; < 7. Izmedju minimalne i maksimalne vrednosti za k., pa prema tome i za
2

&y (k), postoji jo§ N, — 1 diskretnih vrednosti3. To znaci da fononi u tankim filmovima poseduju
»donji” energetski gep:

A = Amin = & (ke = ky = 0,k, = k7"") = 2 sin [ (3.18)

T
2(N, + 2)J ’
kao i ,gornji”, ali fizicki manje interasantan gep.

Na osnovu ovih rezultata zakon disperzije (3.16) graficki je prikazan na slici 3.2 i to: za idealne
beskonaéne strukture (2.19) - isprekidanim linijjama, izmedju kojih je on kontinualan, i za tanki
film (3.16) - punim linijama, on je diskretan.

0.5 1 15 2 R

Slika 3.2: Fononski spektar £ = &, (R) i parametrom S(v)

Primetni su gepovi i energetska diskretnost (za film), koji su iskljuciva posledica postojanja,
prostornih granica.

3Ukupan broj mogucéih vrednosti kvaziimpulsa k. Jjednak je broju energetskih i dvodimenzionih podzona: N, +1.
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4 Difuzija i toplota

4.1 Koeficijent difuzije

Koeficijent difuzije D (ta¢nije tenzor difuzije D;;) biée odredjen koriséenjem Kubo formule.
Radi odredjivanja temperaturske zavisnosti gustine filma bi¢e koris¢en metod Grinovih funkcija,
za izraCunavanje unutranje energije i srednjeg kvadrata molekulskih pomeraja.

Svi navedeni racuni biée izvedeni za idealne uslove na granicama filma i posebne povrsinske
uslove koji se u principu mogu birati sa ciljem da se postigne zeljeni efekat.

Pri odredjivanju koeficijenta difuzije polazimo od Kubo formule:

00 B
1
D;j = E/dt e“”/d)\ < D;(—ihA)D;(t) >, (4.1)
0 0

gde su @; i 0; operatori brzina, u Hajzenbergovoj reprezentaciji, prostiranja mchanickih oscilacija
duz kristalografskog pravca 14,5 € (z,y,2), § perturbacioni parametar.
Na osnovu ¢injenice da je

h
hB = 1,
p k,T <
formulu (4.1) svodimo na
o.o]
Dij = lim /dt e_‘” < ﬁz(O)ﬁ](t) > . (42)
d—o00
0

Usrednjavanje se vrsi po velikom kanoni¢kom ansamblu:
Q+uN—-H
<o>=Sp{eT ()}, (4.3)

gde je 2 termodinamicki potencijal, ¢ hemijski potencijal, H hamiltonijan sistema, 6 = k g1
Da bi se odredila korelaciona funkcija < 0;0; > naci ¢emo Grinovu funkciju < pi(t)[p; (0) >,
gde su p;(t), p;(0) komponente impulsa.
Fononski hamiltonijan sistema ima oblik
H=_—— Zpﬁ2 + - Z(U% + “37—1 = 2upus_1); 7€ (ng,ny,n,) , (4.4)
. -
gde su M mase molekula, Cy Hukove konstante istezanja, u molekulski pomeraji. Trcha naglasiti
da je navedeni hamiltonijan idealne fononske strukture u harmonijskoj i aproksimaciji najblizih

suseda, a grani¢ni uslovi ée biti uzeti u obzir u sistemu Jednacina za Grinovu funkciju.
Potrazi¢emo Grinovu funkciju

annynzf;mzmyng =< innyf(t)lpm;mygm) > . (4-5)

U jednagini za Grinovu funkciju (4.5) pojavljuje se i Grinova funkcija <« Ungny £ (8) [ Urngm,g(0) >
Koristeéi standardnu proceduru tehnike dvovremenih Grinovih funkcija, i transformaciju:

1 . .
Gnmn,,f;mzmyg(t) = N__xNy Z kakyf;kmkyg(t) etkza(ns —mz)+ikya(ny —m,) (4.6)
kzky
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za Furije lik Grinove funkcije Ghoky fikekyg(t) = Gp(t) (drugi indcks se ispuéta jer nije od bitne
vaznosti)

o
1 )
Grw) =< pylps »u= o [ Gy(1) eat (4.7)
— 00
dobijamo sledeéi rezultat
ih
Granw) + Groaw) + pGplw) = Tar, (4.8)
gde je
Muw? g aky ., aky
= - i i 4.
0 Cn 4(5111 > + sin 5 ) (4.9)

Na ovom nivou mozemo uzeti u obzir da se radi o filmu i da na granicama filma postoje odredjeni
granicni uslovi.
Za f € (1,...,N, — 1) jedna¢ina za Grinovu funkciju je oblika:

Gra1(@)+ Gpr(w) + pGp(w) = R: R= %M. (4.10)
Za sloj f = 0 imamo jednaéinu
Gi(w) + (p + po)Go(w) = R, (4.11)
gde je po popravka veli¢ini p na granici f = 0.
Za sloj f = N, imamo jednaéinu
GN.-1(w) + (p+pn)Gn,(w) = R, (4.12)
gde je py popravka veli¢ini p na granici f = N,.
Sistem jednacina (4.7), (4.9) i (4.11) reSavamo smenom
Gf(w) = Asin fk,a + Bsin (f - 1)k,a , (4.13)

gde je a konstanta resetke, k, komponenta talasnog vektora, a A i B konstante koje ¢emo odrediti

iz grani¢nih uslova.
Ako se (4.13) uvrsti u sistem (4.10), (4.11) i (4.12), dobija se:

ih 1
Grlw) = —Cy , (4.14)
s w? — w?
gde je
Wk = Wik k, = 2&)\/sin2 % + sin? a—f];ﬁ + sin® ak, . (4.15)
Ovde su:

_ |Cu 2muy 2y Nepy Ny 8
Q=\/ﬁ; ky = Noa ky = Nya; ]/.r/gje[_Ta+ 5 J; Ny ~ 10°

dok se k, dobija iz transcedentne jednacine

3 -2 2 _
cot (N, — 1)ak, 4 cos gkz (po 2+ pN) cos® ak; + (popn — 3) cos ak, + popn ' (4.16)
—sinak; [4cos? ak, +2 (po + pn) cos ak, + (1 — PopN)]
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U ?cut-oft” slucaju:
TV,

a
N, +2
Vidi se da su nivoi k; i ky ekvidistantni, dok nivoi k,, zbog deformacija strukture, gube ekvidis-

tantnost.
Korelaciona funkcija Grinove funkcije (4.13) ra¢una se po opstoj formuli:

ky, = v, =1,2,3,..,N, + 1. (4.17)

+oo

) . LWl
< psr(t)ps(0) >= 62120 / dw ¢

— 00

Grlw+1d wa—v(S)

-1

?,_ (1.18)
e

Grinova funkcija (4.14) razbija sc na sumu clementarnih razlomaka i posle zamene u (4.18) dobi-
jamo korelacionu funkciju

h.(,'” O--iw,\.l, in;_vl
<pr(thps(0) >= ( T ) (4.19)
Wi O_o_& — e'?h 1 _
odakle sledi |
TLCU o Wk oWk t
<vs(t)os(0) > ( o~ . (4.20)
MZ(.L)IC el“gk -1 er_g-ﬁl 1
Prema, opstoj formuli (4.2) koeficijent difuzije je dat sa:
hC“ i (,~iwkl, ()lw“
M*wy 0 cd —1 e it 1
hCy |
T M2 (4.21)

Kao §to se vidi fononski koeficijent difuzije u filnu, kao i kod balka, ne zavisi od temperature.

4.2 Specificna toplota

Da bi se odredio koeficijent toplotue provodnosti, kao §to je to nagladeno u uvodnom delu
rada, pored koeficijenta difuzije, koji je definisan u prethodnom paragrafu, potrebno je izraCunati
specificnu toplotu i gustinu posmatranog sisteina.

Specifiéna, toplota film-struktura odredjena je preko unutrasnje energije. Uzimajuci da, kada
k — 0 (u dugotalasnoj aproksimaciji), energije sve tri fononske grane ostaju razlicite od nule,
mozemo koristiti disperzionu relaciju (4.15) u nesto uproséenom obliku. Uvodjenjem aproksi-

. . 9 (ak, _ ak g, 4
macija: 4 [5“12 <—§E> + sin’ (—57—/” ~ a’k? kY =kt f\é, A = ak"™E,. Tada zakon

disperzije fonona u filmu ima sledecu formu:
E(k) =/ a*k*E2 + A% . (4.22)
Unutrasnju energiju ovog sistema izracunacemo polazeéi od standardnog oblika:

Ur=3 5 E(k) [o’ ““)/”—1]"' . (4.23)
Ko kg ks
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Prelaz sa sume na integral sc izrazava na sledeéi nagin:?

kmam

27
3NNy (N, + 1)a
> 3 Y -’fhr;Jr)“ [de [k,
0 0

Kz ky ke K Ky

gde je kmor =k, = V6r2 Debajev talasni vektor za dve dimenzije. Ovaj integral se reSava razvo-
jem podintegralne funkcije u red i visestrukom parcijalnom integracijom, nakon Cega se dobija
konacan izraz za unutrasnju energiju posmatranog prostorno-ogranicenog kristalnog sistema:

U, = %(Eﬁo)?a{[zl(%)—ézl(e%)]Jr (4.24)
+ g [P -eamie] + 237 [m(5) - 7]}

gde su

Ep =B, akmaz 5 E, =hQ; Ny=N,Ny(N,+1); e=\/1+(E,/A)?;
. el .
K =kl+k;, A=akE ; Z.(X)= i edX, (4.25)
j=1

( Z; - su Dajsonove funkcije).
Za malazenje izraza za toplotni kapacitet po Jednoj elementarnoj éeliji (ovde: po jednom
atomu) koji se moze i eksperimentalno odrediti, kreéemo od standardnog izraza:

1 Uy _ ky OUy

- =8 % 2
=N, T TN, o0 (4.26)

1, nakon jednostavnijih matematickih transformacija dobijamo:

¢ = 3k, (é)z{é[(eA/o—l)_]—sg(esA/'q~l)*]]+3[Zl(é)—52Zl(£%) n

2r \ E, ) 0
+ 6% [zz(%) —522(5%)} +6(§)2 [Zg(%) _ Zg(g%)” . (4.27)

Kod nalazenja odgovarajuéih izvoda. korigéene su sledeée relacije:

273 = B (),

007" 0 62
d A A
@Zr(g) 5527_1(5) . za r>1.

Na osnovu dobijenih rezultata moze se zakljuéiti da je specifiéna toplota tankih filmova na
niskim temperaturama znatno niza od specifi¢ne toplote masivnih struktura jer ona opada ek-
sponencijalno, dok u masivnoj strukturi opada sa tre¢im stepenom temperature. Ovaj rezultat
bi trebalo da nadje neposrednu primenu: sendvi¢ od nekoliko filmova trebalo bi da obezbedjuje
znatno bolju izolaciju nego masivna struktursa iste debljine.

"Razlika u odnosu na ,balkovski” prelaz Z — /dE = /dsk, gde se sa Dekartovih prelazi na sferne koordinate,
E

ovde, zbog ogranicenosti jedne prostorne koordinate, moramo predi na cilindricne.
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Iz izraza (4.26) i (4.27) vidi se da toplotni kapacitet film-strukture zavisi od debljine filma.
Ova zavisnost je prikazana na sl.4.1.

re0f
N /

0.04 0.05

Slika 4.1: Niskotemperaturska zavisnost toplotnog kapaciteta
idealnog filma za razne debljine N, + 1 = 5,10, 15, 20
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5 Zakljucak

U radu su istraZeni i analizirani energetski spektri (moguca energetska stanja) fonona u kristal-
nim idealnim beskonaénim, tj. neogranicenim i u ograni¢enim stukturama (filmovima), sa primi-
tivnom kubnom reSetkom. Na osnovu ovoga se doslo do slede¢ih vaznijih rezultata.

1. Ove analize su pokazale bitne razlike u zakonu disperzije fonona u pomenutim sistemima, kao
iskljuc¢ive posledice postojanja granica odgovarajuce strukture, u kojima energetski spektri
poscduju energetske gepove. Velicine gepova zavise od dimenzija uzoraka (debljine filma) i
veoma brzo - prakti¢no parabolicki, opadaju sa njihovim poveéanjem.

2. Postojanje granicnih uslova ima za posledicu promenu energetske zone fonona. U odnosu na
zonu dozvoljenih energija idealnih struktura sa prakti¢no kontinualnim rasporedom, zona
fononskih dozvoljenih energija u filmu je izrazito diskretna. Ona se sastoji od dvodimen-
zionih podzona. U svakoj od podzona energija uzima kontinualne vrednosti. Poveéanjem
broja slojeva filma povecava se broj diskretnih stanja unutar zone dozvoljenih energija.

3. Spektri fonona u film-strukturama poseduju donji (kao i jedan gornji) energetski gep. Posled-
ica postojanja donjeg encrgetskog gepa moze da se tumaci na sledeéi na¢in: on odgovara
energiji osnovnog stanja fononskog sistema i predstavlja najmanju energiju koju treba uloziti
da bi se u filmu pojavili akusticki fononi (optickog tipa). Sve do te energije (aktivacione
temperature) fononi se mogu nalaziti samo u nekim od vezanih stanja, npr. sa elektronima
u Kuperovim parovima. Do te temperature ceo sistem se ponasa kao zamrznut.

4. Sve razlike izmedju posmatranih (neogranicenih i ograni¢enih) kristalnih sistema su izraze-
nije, §to je film tanji i i8Cezavaju kada debljina filma teZe beskonaénosti.
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