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1 U V o d 

Z a Hiodernu nauku o mater i ja l i iua danas je najznacajni je precizno s t ruktur i rau je mater i ja la 

do dimenzi ja reda velicine nanonietara, posebno na polju elektronike, optoelektronike i visokotem-

peraturske superjjrovodnosti. Teor i jska i eksj jer imentalna is t raz ivanja osobiiui niskodimenzionih 

sistema (superrcsetke, tank i f ihnovi, kvantne zice i kvantne tacke), i )ostala su u poslednjoj dcMxniiji 

vcoma intenzivna, pa bi se moglo reci da predstavl ja ju jedan od udarni l i pravaca istrazivanja u 

savrenienoj fizici kondezovanc materi je. Razlozi interesovanja za ovakve sistenie, kao realnijc; 

s t rukture od neogranicenili, su nniogobrojni. Fenomeni povezani sa tako mal im dimenzi jama 

dovode do pojave novil i i drugaci j i l i , odnosno izmenjcui l i osobina mater i ja la i spccificnih pojava 

sto je interesantno ne samo sa fundamcntalu(jg fizickog stanovista, vec su takve strukture od sireg 

prakticnog znacaja . 

Fononi predstav l ja ju osnovna pobudjenja u k r is ta l ima i fononski podsistem je u n j ima uvek 

pr isutau, bez obzira n a to da l i se kao glavni nosioci mehanizama koj i „proizvode" odredjene 

fizicke osobine, pojave i efekte u k r is ta ln im s t ruk tu rama j a v l j a j u elektroni, eksitoni, feroelektron-

ska pobudjenja i l i neki drugi vidovi elementarnil i ekscitaci ja. Iz tog razloga, ispit ivanje udela i 

u t ica ja fononskog podsistema na fizicke karakterist ike mater i ja la jiosedujc; vel iki znacaj za teoriju 

cvrstog stanja . U ovom radu izvrsena je anal iza fononskih spektara u k r is ta ln im l i lmovima na 

bazi metoda dvovremenskih tempcratmski i i letardovani l i Gr inov ih funkcija. Z a resavanje ovog 

problema razvi jen je i niz drugih mateniat ickih aparata (metod Hajzenbergovih jednacina kre-

tan ja , ina l ih per turbaci ja , ta lasnih funkci ja i td . ) , al i je pomenuti formalizam odabran iz sledecih 

razloga. 

1. Iz opste teorije linearnog odziva sistemia poznato je da sc formiranjem jednacine kr(!tanja za 

Gr inovu funkci ju u opstem s lucaju dobija nova funkci ja G r i n a , ci j i je red v is i od reda polaznc; 

fiuikcije. Sukcesivniu} ponavl janjem ovt̂  procedurt; dobija se b(^skonacni lanac niedjns(ji)no 

povezanih j (Klnacina za Grinove funkcije, koj i se koriscenjem izvesne dovoljno dobrc aproksi-

macije prekida na ta j nacin sto se v isa Gr inova funkci ja izrazava pomocu prve nize. Od ovog 

prav i la , medjut irn, izuzeti su tzv. „kvadratni" hami l toni jani , cije ])risustvo obezbedjuje da 

se u jednacini k re tan ja ne po jav l ju ju Grinove funkcije viscg reda. K a o sto ce u daljem tekstu 

b i t i pokazano, hami l toni jan fononskog podsistema superrcsetke upravo je takvog oblika. 

2. Rea ln i deo pola Grinove fimkcije odredjuje frekvenciju (a samim t im i energiju) elementarnil i 

ekscitaci ja koje se j a v l j a j u u sisteimi, dok je reciprocna vvednost nj(;govog imaginaniog dela 

proporcionalna vremeiiu zivota ovih ekscitaci ja ( t j . kvazicestica). 

D a bi se izucile posebiiosti karakter is t ika fonona u kr is ta ln i iu h lmovima, mora ju se pretliodno 

spomenuti te iste karakter ist ike u neogranicenim kr is ta ln im s t r u k t u r a m a i na osnovu toga izvrsi t i 

poredjenje ovih s t ruk tu ra . U radu su jjosebno izuceii(> i odredjene makroskopske teriiiodiiiamickf; 

osobine: koeficijent difuzije i sjjecificna toplota. 
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2 Fononi u kr is ta l ima 

Najjednostavniji oblik kretanja u cvrstom telu jeste oscilatorno kretanje konstituenata od 
kojih je sastavljena kristalna resetka (atoma, molekula, odnosno jona) oko odgovarajucih polozaja 
ravnotcze. Ukoliko sc posmatrana kristalna struktura moze smatrati ncogranicenom, onda je 
ovo oscilatorno kretanje atoma analogno prostiranju talasnih poremecaja ( t j . elasticnih tala-
sa) kroz kr ista l . Ova cinjenica implicira mogucnost uspostavljanja izvesne formalne analogije 
izmedju mehanickih oscilacija sredine i prostiranja elektromagnetnih talasa: nairne, slicno kao 
sto elektromagnetno polje vrsi razmcnu energije sa drugim sistemima u nedeljivim clementarnim 
iznosima hw ( t j . fotonima), energija vibracije kristalne resetke takodje je kvantovana, pri cemu 
se kvant energije elasticnog talasa naziva fononom. S obzirom da nikakav eksperiment direktno 
analogan fotoelektricnoni efektu - koji predstavlja jak dokaz u prilog kvantovanja svetlosti - nije 
do danas izveden sa fononima, postavlja se pitanje eksperimentalne potvrdc njihovog postojanja. 
Najvaznij i dokazi ukl jucuju sledece. 

1. Udeo resetke u toplotnom kapacitetu cvrstog tela uvek tezi nultoj vrednosti kada tempera-
tura tezi nuli. Ovo moze bit i objasnjeno jedino kvantovanjem vibracija kristalne resetke. 

2. X-zrac i i neutroni se neelasticno rasejavaju na kristal ima, pri cemu promene njihove energije 
odnosno impulsa odgovaraju kreaciji i l i anihilacij i jednog i l i vise fonona. 

Dakle, fononi opisuju oscilatorno kretanje u posmatranoj kristalnoj strukturi i - s obzirom da se 
kr ista l u smislu njegovih oscilatornili karakteristika moze smatrati sistemom povezanih oscilatora 
- uvode sc prihkom kvantnomehanickih analiza linearnog oscilatora, ci ja je energija data izrazom: 

En = 
/ 

n 
V 

u G (0,1,2, . . . ) (2.1) 

a prirastaj energije pr i prelasku iz stanja n u stanje n + 1 ( t j . energija fonona): 

En+x -En = hn (2.2) 

Energi ja fonona zavisi od mase oscilatora M i konstante koja karakterise elasticnu silu oscilatora 
C : n — \ / C J M , a impuls mu je jednak p = hk. S obzirom da svaki atom prilikom oscilovanja 
trpi uticaje okolnih atoma i istovremeno i sam iitice na njihovo oscilovanje, fononi n kristalnim 
strukturama ne mogu se smatrati kvantima oscilovanja pojedinacnih atoma, vec predstavljaju 
elementarna pobudjenja citavog kristala. 

2.1 F o n o n i u n e o g r a n i c e n i m s t r u k t u r a m a 

Potencijalna energija kristala na apsolutnoj nuli (tzv. zamrznuti kristal) data je izrazom: 

W = \Y.^{n-'m) (2.3) 

pri cemu je V{n — m) potencijal interakcije izmedju dva atoma na mestima n i m. Ako se 
temperatura povisi, atomi pocinju da osciluju tako da trenutni polozaj atoma ne karakterisu vise 
vektori n i m, vec vremenski zavisni vektori 

n + u{n, t) , 771 + u(m, t) , 

gde je u{n, t) = u{n) pomeraj atoma iz ravnoteznog polozaja n . Tada se mora izvrsit i i prelaz: 

V{n - m) = Vo(n - m) ->• V { (n — m) + [u{n) - u(m)]} 
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S obzirom da su na niskim temperaturama pomeraji u{n) mali , koristeci standardnu teoriju malii i 
oscilacija, funkcija V se razvi ja u stepeni red po Dekartovim komponentama Uain) vektora u{n) 
oko polozaja ravnoteze; 

V {{n-m) + [{u{n) - u{m)]} = Vg{n ~ m) + ^ 
a;n,m 

dV{n — m) 

1 

a0;n,m . 

d^V{n-m) 

d{n - Th)ad{n - m)p 
Ua{n) - Ua{rn)] [up{n) - u^Cm)] + 

v.c{n) - Ua{m) 

(2.4) 

{a i fj oznacavaju moguce projekcije vektora na ose Dekartovog sistema). Svaki atom lezi u 
nekoj potencijalnoj jami , pa iz uslova stabilnosti kristala sledi da je drugi sabirak s desne strane 
znaka jednakosti u izrazu (2.4) jednak nuli. Dakle, oscilovanje karakterise samo treci sabirak u 
izrazu (2.4) - harmonijski clan. Ako se ovaj clan sumira po svini cvorovima i doda mu se kineticka 
energija ^ M ? i ^ / 2 , dobija sc oscilatorni hamiltonijan sistema: 

H = J2Y^lin) + ^ Cap{n - m) [uo,{n) - uaim)] [u^{n) - U0{m)] , (2.5) 

5 V ( 7 i - m) 
gde su Ca/3(n - m) = 

d{n — •m)ad{n — m) 
- Hukove konstante elasticnosti. 

-I 0 
Posto sile koje deluju izmedju atoma u kristalu brzo opadaju sa porastom rastojanja | n - m 

izmedju atoma\o se izraz za potencijalnu energiju moze napisati na sledeci nacin: 

V{n - rri) 
- m 7 n — m 

7 > 1 . 

Tada se izraz za potencijalnu energiju u (2.5) moze napisati u aproksimaciji najblizih suseda, koja 
se sastoji u zameni sumiranja r l , rri —>• n.n ± X, gde A povezuje atom na mestu n sa njegovim 
najblizim suscdima. Kako je intenzitet A za sve najblize susede isti (idealan kr istal ! ) , koeficijent 
C'a^(A) ne zavisi od A. Na taj nacin oscilatorni hamiltonijan sistema postaje: 

Ua{n) ~ Ua{fH X) l i^ (n) — u^(n ± A) (2.6) 

2.2 F o r m i r a n j e fononskog m o d e l a 

Mada u prirodi nema cistih izotropnih kristala, niti se oni mogu na danasnjem nivou tehnolo-
gije proizvesti, izucavanje idealnih (beskonacnih) struktura korisno je zbog toga, sto se za osnovne 
fizicke fenomene mogu izracunati njihove globalne karakteristike i dobiti ono sto se naziva - kval i -
tat ivna slika, a zakljucci dobijeni na taj nacin, kao i rnetodologija istrazivanja, mogu se prenositi 
na neidealne strukture, a pre svega na kristalne strukture sa narusenom translacionom simetrijom. 
Idealne beskonacne strukture su kristal i sa osobinom translacione invarijantnosti u t r i uzajamno 
nekomplanarna pravca. Ovi pravci, koji se uvode u kristalografiji, ne moraju bit i uzajamno orto-
gonalni, pa se zato u teorijskoj fizici kondenzovane materije uvodi dodatni Dekartov sistem. Ovde 
ce biti posmatran samo kubni kr istal kada su kristalografski uvedeni pravci uzajamno ortogonalni 

^Lenard-Dzonsov potenci ja l koj i je proporcionalan Ar''' - Br~^', najpogodnij i je kod fonona u s luca ju kova-
lentnih i moleku lsk ih k r i s t a l a 
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i ovih problema nema. S obzirom na to, hamiltonijan sistema u aproksimaciji najblizih suseda 
(2.6) moze da se napise u obliku: 

(2.7) 

a;n,X 

gde ie p = M u - impuls atoma kristala, a M - masa t ih atoma. Drugi sabirak sa desne strane 
znaka jednakosti predstavlja efektivni medjuatomski potencijal interakcije (Ve / / ) -

D a bi se shvatio pocetak primene matema-
tickog formalizma, prilozena je slika 2.1, 
koja analiticki prikazuje n- t i atom kristala 
u okruzenju svojih najblizih suseda. Radi 
jednostavnosti, pretpostavlja se da se radi 
o prostoj kubnoj struktur i sa jednim ato-
mom po elementarnoj celiji (primit ivna 
celija). V i d i se da \X\/a moze jedino da 
uzme vrednosti: - 1 i 1. U skladu sa svim 
ovim, izraz za fononski hamiltonijan (2.7) 
moze da se napise u pogodnijoj (razvi-
jenoj) formi: 

Sl ika 2.1: Atom u okruzenju najblizih suseda 

H = T+ Veff {2.i 

pri cemu su: 

a;n 

Pl;n 
2M 

(2.9) 

eff - E 
Ca 

a;nx,ny,nz 

" I " i'U-a;nx,ny,nz + l ~ Uoi-^nx,ny,nz) ~l~ {Ua;nx,ny,nz — 1 ~ "^ainxjUyjUz) 

(2.10) 

Torzione Hukove konstante Ca0 su zanemarene u odnosu na konstante istezanja Cq = Caa, a 
operatori Uan i Pan — Miiait zadovoljavaju standardne komutacione relacije: 

(2.11) 

2.3 Z a k o n d i s p e r z i j e fonona 

Energetski spektri i stanja, kao sto je u uvodnom delu naglaseno, bice potrazeni metodom 
Grinovih funkcija. U tu svrhu posmatra se dvovremenska temperaturska Grinova funkcija: 

Dvostrukim diferenciranjem ovog izraza po vreinenu i neznatnim sredjivanjem, dobija se: 

M ^ Gi^it - t') = -in 8n,rn Sit - t') + ^ ^ ^ ^ ([[Pa;n(0, ^(t) ] , «„,n(i')])o • 
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Uzimanjem t' = 0 i Fi ir i je transformacijom i -)• w poslednji izraz prelazi u jcdnalcost: 

/ " ^^^^n,rn{^) - ^ H] \ = 0 , 

koja je zadovoljena za: 

ih, 

iTi 
(2.13) 

Dal j i postupak odredjivanja Grinovih funkcija ^ ^ ^ - ( a ; ) , zahteva izracunavanje komutatora koji 

figurisu u visim Grinovim funkcijama ((• • • | • • •)) iz gornje jednacine. 

Pli;mx,my,m, i H i;rnx,my,rnz . T + 3;mx,my,rnz i ^eff 

P0;mx,my,m, : V^ff = ^ 

a;nx,ny,nz 

'U-a\nx,ny,nz ~ '^a;nx + l,ny,nz) + 

+ 2 

+ 2 

+ 2 

+ 2 

+ 2 

P0;mx,my,mt) \>J-a\nx,ny,nz Ua-,nx+\,ny,nz 

Pl3;mx,my,mzi {'^Q\nx,ny,nz ~ '^a\nx-l,ny,nz) {Ua;nx,ny,nz ~ f ' a ; n i - l , n „ , n j ) + 

Pfi;mx,my,mzi {''^a;nx,ny,nz ~ ''^a;nx,ny + \,nz) {Ua;nx,ny,nz ~ ''J'a;nx,ny + l,nz) + 

P0\mx,my,mzi {''^a\nx,ny,nz ^ '^a;nx,ny-l,nz) Wa;nx,ny,nz ~ ''J'a;nx,ny-l,nz) + 

PP\rr).x,my,mz^ V^a\nx,ny,nz UQ-nx,ny,nz + li {Un;nx,ny,nz W<i;ni,ny,n; + 1) + 

P(S;mx,my,mzT {'^a;nx,ny,nz 'U'a;nx,ny,nz-l) ('^Q;na;,ny,ni Ua;nx,ny,nz — l ) ^ — 

- -ih ^ Sa0 [{6fi,rn - 5n^ + l,mxSny,mySnz;mz) iua;nx,7iy,nz ~ Ua;nx + l,ny,nz) + 
n;nx,ny,nz 

(<̂ n,7n ~ Sn^ — l,mxSny,mySnz,mz) {Ua;nx,ny,nz ~ '^a;nT-l,ny,nz) 

+ {Sri ,m Sn^,TnxSny + l,mySnz,mz) {'^a;nx,ny,nz Ua;nx,ny + l,nz) ~^ 

" I " (<^n,m ~ Sn^,mxSny — l,mySnz,mz) ('^a;nx,ny,nz ~ 't^a;nx,ny — l,nz) " I " 

+ {Sfi^rn ~ <5Tix,mi'^ny,m.j,<^nj + l ,Tnj) ( w Q ; n x , n j , , n j ~ f * Q ; n i , n j , + 1 ) + 

— -ihCj} [tiU0-mx,my,mz - '>^0;mx + \,my,mz - UiS-mx-hrriy,mz' 

~ '^0;mx,my + l,mz ~ '^0\mx,my — l,mz ~ '^l:i;mx,my,mz + l ~ '^0;mx,my,mz-l^ • 

Ovde su iskoriscene komutacione relacije za pomeraje i impulse (2.11), kao i definicija K r o -

nekerovog simbola. Dalje, uzimajuci u obzir: 

^n,m = ^nx,ny,nz;mx,my,mz ~ {{'^a;nx,ny,nz I Ua;mx,my,mz)) (2-14) 

i zamenom nadjenih komutatora u jednacinu (2.13) sledi: 

— MuJ „^ „j_^ = ~2t: ^"':'"^':^'^V'"^y^'^^^"^- ~ ^nx,ny,nz;mx,my,mz~' 

^nx + \,ny,nz;mx,my,mz ^nx-l,ny,nz;mx,my,mz ^nx,ny + \,nz;mx,my,mz K'^-'-'-') 

a a / ^ a ^ 
'^nx,ny-\,nz;mx,my,mz '^nx,ny,nz + 'i;mx,my,mz '^nx,ny,nz-l;mx,m.y,mz J ' 
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Primenom nove Fnri je transformacije ( n . m k): 

k 

na jednacinu (2.15), te nakon neznatnih algebarskih operacija, ona prelazi u: 

M y 3 - z ( n - m ) £ f _ l i _ _ ^ p ( ^ 

Ova jednakost je ispunjena za: 

a;2 

C 
+ (3 - cos ttxkx - cos Gyky - cos a^kz) = 0 . 

odnosno: 

—2" + 2 (cos a^kx + cos ayky + cos Ozfcj - 3) 

ih 1 1 

ih 

27rC„ 
(2.16) 

(2.17) 
47rM a;a(fc) - Wa(^') oj + oJa{k)_ 

Odavde se, ocigledno, polovi Grinovih funkcija nalaze kada se imenioci izraza u uglastoj zagradi 

izjednace sa nulom. Resavanjem tog uslova po w = u)a{k) dobija se trazeni zakon disperzije 

fonona: 

E a i k ) =hL0^{k) = 2 Wsin2 ^ + sin2 ^ + sin^ 
CLyhp 

~2 

ttzkz 

T 
{2.\l 

gde je E a = hfla — h^/Ca/M . Zbog poredjenja ove relacije sa odgovarajucom za film strukture, 
zgodno j u je napisati u sledecoj (bezdimenzionoj) formi: 

Uk) = 2 ^TZikxky) + S{k,) • £^{k) = ; 

nikxky) = sin' ^ + sin^ ^ ; S{k,) = sin 
. 2 ^zkz 

(2.19) 

U aproksimaciji malih talasnih vektora k = ^k^ + ky + k1 i obelezavanjem: a = Ux — ay = Uz, 

poslednja relacija se svodi na: 

E a i k ) = ak, (2.20) 

sto predstavlja tipican i poznat izraz za zakon disperzije akustickih fonona. 

Kvant i mehanickih pobudjenja sa linearnim zakonom disperzije, t j . osobinom 

l i m u J a i k ) = 0 , 
k-^o 

nazivaju se a k u s t i c k i m fononima. Analizom kristala slozene strukture (sa a podresetki) dobija 

se 3CT dozvoljenih frekvencija, od kojih t r i uvek teze nuli kada k 0 (akusticki fononi), dok 

preostalih 3cr - 3 frekvencija zadovoljavaju uslov Umuoaik) ^ 0. Mehanicke oscilacije sa ovom 
/c->0 

osobinom nazivaju se op t i ck im fononima. 
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3 Fononi u kr is ta ln im f i lmovima 

T a n k i kristalni filmovi predstavljaju ogranicene kristalne strukture kod kojih se uslovi na 
granicama razl ikuju od onih u unutrasnjosti, t j . translaciona simetrija narusena je duz pravca 
normalnog na film (z-pravac). 

S P O L J A S N J A S R E D I N A 

( i+y ) c 1 

c 1 
c 1 

• 

z z 
• 

c 1 
• 

• 

c 1 

( 1 + 8 ) C 

S U P S T R A T «7 = - l 
X/Y 

Slika 3.1: Poprccni presek (u X/Y - Z ravni) modela kristalnog filma 

Ako unutar filma (izmedju granicnih povrsina) nema nikakvih deformacija (narusenja) kristalne 
strukture (kristalna resetka je bez primesa, vakancija i s i . ) , onda se on naziva idealnim filmom [10]. 
U suprotnom, ako ove deformacije postoje (npr. kao posledice dopingovanja stranim atomima), 
tada se ta struktura naziva deformisanim filmom. 

3.1 A n a l i z a fononskog m o d e l a 

Posmatra se idealni^ tanki film kubne kristalne strukture nacinjen na supstratu nekim teh-
nicko-tehnoloskim postupkom (naparavanjem, spaterovanjem i s i . ) , cij i su osnovni kristalografski 
podaci: 

Nx.,^10^ » i V , - 1 0 ; 

CNZ.NZ^, = CNz+u^'. = (1 + 7 ) C , C_i,o = Co,_i = {I + e)C ; e,j >-1 , 

gde je Uz - indeks resetke duz 2:-pravca i G ( 0 , 1 , 2, • • • , A^^). Na osnovu toga, o modelu se 
moze zakljucit i sledece. 

1. Kr is ta ln i film poseduje dve beskonacne granicne povrsine paralelne XY - ravnima i to za 

z — 0 i z = L , dok u z - pravcima ima konacnu debljinu ( L ) . 

2. Duz z - ose locirano je Â ^ + 1 atoma. 

3. Torzione konstante C"^ zanemarljive su u odnosu na konstante istezanja C^. 

^ P o j a m - idealn i , kor ist i se u smis lu nenarusenja kr is ta lne s t r u k t u r e (bez pr isus tva defekata, pr imesa i s i . ) , a ne 
u smis lu njene prostorne neogranicenosti. 



Snjezana Cvijic: Koeficijent difuzije kristalnih Blmova, diplomski rad H 

4. Smatra se da atomi, koji pripadaju granicnim slojevima prikazanog tankog filma, intera-
guju sa spoljasnjom sredinom, bez obzira na to sto duz 2:-pravaca iznad gornje i ispod donje 
granicne povrsine nema atoma (motiva, cvorova) filma, ali su granicni atomi „spregnuti" 
izmenjenim Hukovim silama za atome sredine, odnosno supstrata. U skladu sa napred nave-
denim uslovima, konstante elasticnosti koje opisuju interakciju atoma granicnih povrsina sa 
spoljasnjim sredinama (supstrat i npr. vazduh), modifikovane su odgovarajucim koeficijen-
t ima £ i 7. 

Uzimajuci u obzir uslove Cj = C, {j = 1,2, • • • , — I , N^) i cinjenicu da su slojevi za Uz < —1 
i za nz > Nz + 1 odsutni, moramo obracunati i sledece: 

Ua;nx,ny,j = 0 ; " 1 > J A J > iV, + 1 ; ( j ^ [0, Nz]) , 

C _ i = ( l + £ ) C ; C/v. + i = ( 1 + 7 ) f^-

K a d a bi bilo: C _ i = CN,+\0 (e = 7 = - 1 ) , tada bi granicni atomi z& Uz = 0 \ = Nz bill 
„zamrznuti", t j . javio bi se efekat „krutih zidova", a ako bi vazilo: C _ i = C'.v.+i = C {e — j = 
— 0) , bio bi to efekat „slobodnih povrsina". 

S obzirom na definisani model, hamiltonijan fononskog podsistema opisanog filma u aproksi
maciji najbl izih suseda ima isti oblik kao i kod neogranicenih kristala - izrazi (2.8-10), ali ga je. 
zbog postojanja granicnih slojeva, zgodno napisati u razdvojenom vidu: 

H= T + Vjj + Vjj, (3.1) 

gde je T - standardan kineticki clan. Potencijal koji ukljucuje interakcije sa granicnim slojevima 
je oblika: 

+ 2 [Ua; 

+ 

+ (•"a;nx 

+ 

+ 

Ca 
2 (1 + £) {Ua;nx,ny,o)'' + 2 ( 1 + 7 ) ( ^^a jn , , „„„v j ' + 

- '"a;ni,nj,,o)^ + 2 ( ^ i a i r i x , / V , - Ua;nx,ny,N.-\)'^ + 
2 2 

I - Ua;nx,ny,o) + ( " a i n x - l , n ^ , 0 - ^^ain^.n^.o) + 
\ , / \2 

(3.2) 

+ {Ua;nx,ny+1,0 - Ua;nx,ny,o) + {Ua;nx,ny-1,0 - Ua;nx,ny,o) + 

+ {Ua;nx + \,ny,Nz - Ua;nx,ny,Nz)^ + {Ua;nx-\,ny,N, - Ua;nx,ny,N,)'^ + 

+ {Ua;nx,ny + l,N, - ' " a ; n x , n „ , ^ + {Ua;nx,ny-I,N, ^ Ua-nx,ny,N,) 

Potencijal sa interakcijama koje obuhvataju unutrasnje slojeve je onda sledeceg oblika: 

Ca i 2 2 
^ e / / ~ E E {'^a;nx + l,ny,n: — Ua-nx,ny,n.) + {Ua;nx~l,ny,n. ~ Ua;nx,ny,n,) + 

a;nx,ny 71̂  = 1 

+ {''^a\nT,ny + \,n. — Ua-nx,ny,nz) + {Ua;nx,ny-l,n, ~ Ua-nx,ny,nt) + (3-3) 

Nz-2 Nz-\

+ E / {'^a.\nx,ny,nz-\-l ~'Ua;nx,ny,nz) + {'^a;iix,ny,nz-l~'^a\7ix,ny,nz) \ 
nz=l n.=2 J 

Zakon disperzije fonona i u ovom slucaju se nalazi, kao i u prethodnoj glavi, metodom Grinovih 
funkcija, trazeci Grinovu funkciju istog oblika kao i (2.12) pomocu jednacine kretanja (2.13). Za 
razl iku od (jednostavnije) situacije za idealne strukture, ovde se moraju izracunati odgovarajuci 
komutatori, odnosno odrediti Grinove funkcije posebno za atome granicnih slojeva, a posebno 
za atome iz unutrasnjosti filma. Koristeci u prethodnoj glavi navedene standardne komuta
cione relacije za pomeraje i impulse atoma (2.11), kao i ostale neophodne osnovne definicije, 
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izracimavaju se potrcbni komutatori impulsa i hamiltonijana. 

Za donju granicnu povrsinu za koju je niz = 0: 

P,'i;mx,my,0, H = -ik Ca (6 + e) •U/3;m^,mj,0-

— Ui3.rnx-1,my,0 - W^jmi,TOJ, + 1 ,0 " Uis-rux,my-1 ,Q 

za 1 < < ~ 1, 

~ '^/},mx + l,my,mz ~ '^l},mx-y,my,mz ~ '^P,mx,my + ],mz ~ 

~~ '^P,mx,my~l,m.z ~ '^p,mx,my,m.z + l ~~ ''^I3,mx,my,mz-1^ 

i konacno, za gornju granicnu povrsinu za koju je = N^, dobijamo: 

P0;mx,Tny,Nz,H = -i^ Ca (6 + 7 ) 'U^;mx,mj,,iV, " 

- Up;mx,my,Nz-l - U/3-mx + l,Tny,Nz -

- U/j.rnx-l,my,Nz - Ul3;mx,my+l,Nz - 'Ul3;mx,my-l,Nz 

Zamenom nadjenih komutatora u (2.13) i preimenovanjem (3 —> a ; m —> n, dobija se: 

- za = 0, 

(3,4) 

(3.5) 

(3.6) 

ih 
M^ Gnx,ny,0;mx,m.y,m. ~ ^^^^'"^x^ny,mySo,mz 

~ Ca (6 + E ) Cni , r j j ,0 ;mx,mj ,mj ~ ^na;,ny,l;mx,my,mz ^ r i x + l,ny,0;mi,my,mj 

a a 
^nx-l,ny,0;mx,my,m, ^nx,n 

(3.7) 

.y + l,0;mx,my,mz '-^ Ux ,ny -1,0;mx ,my ,mz 

- za 1 < Uz < Nz - I , 

ih 

_ (R 01 _ c _/^" _ 
\^ '-^nx,ny,nz;mx,my,mz ^nx + 'i ,ny ,nz;rnx,my ,mz ^nx~\,ny,nz;mx,my,mz 

^nx,ny + l,n,;mx,my,mz nx,ny-l,nz;mx,my,mz ^nx,ny,nz + l;mx,my,mz nx,ny,nz — i;mx 

(3.8) 

ny ,mz) ' 

- za = Nz, 

ih 
- Mo) _„^_;v^;mx,m„,m, ~ Sn^,mxSny,mySNz,mz " 

— Ca (6 + 7 ) Gnx,nj,A^2;TOi,ma,m: ~ Grii ,nj , ,A' ; — l;mi,my,mj ~ Gnx + l , ; i j , ; m r , m j , , m i ~ (^^-9) 

^nx—\,ny,Nz;mx,my,mz nx,ny+\,Nz;mx ,my ,mz ^ nx,ny — \ z\mx,my ,mz 

Primenom delimicne (zbog narusenja translacione simctrije samo duz z-pravaca) Fnri je trans

formacije: 

net ( \ I -ia[{nx-mx)kx+{ny-my)ky-i r< a /K in-) 
^nx,ny.nz;rnx,Tny,mz — '^n,m{^) — a t a t ^ i '^riz ,rriz\'^^ ^'^V ̂  ^) \'^-'-^) 

^^"^^^y kx,ky 
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na sistem jcdnacina (3.7-9), i nakon istovetnih algebarskih operacija koje sn iskoriscene na odgo-
varajucem mestu u prethodnoj glavi, dolazi se do relacija na osnovu kojih se moze uspostaviti 
sledeci sistem algebarskih diferencnih jednacina: 

0,7712 yk '^l,mz + '̂ 2,7712 

G°m, + Qk G2,rn, + ^ " 3 % ^ 

= IC 

^ Sl,mz 

^ 2̂,7712 

^7^2-1,777. + 6kGnz,mz + Gnz + ],mz — ^ Snz,mz (3.11) 

G'iV2-3,77i2 + SkGff^^2,mz + ^iV,-1,771, 

GNz-2,m.z + GyV,-l,77i2 + ^Wj.mj 

ih 

^ SNZ-I.TUZ 

gde su: 01^^^ = GZmz {kx,ky;uj), /C = — , k = ^kl + kl i 

Qk = ^ - 4sin^ — - 4sm^ - 2 = g . (3.12) 

Sistem jednacina (3.11) ima resenja koja mogu da se prikazu u obliku G^^b = Da/D, gde je Da 
odgovarajuca zamenska, a D determinanta sistema (obe kvadratne): 

^ i V 2 + i ( ^ ) = 

^ - e 1 0 

1 Q 1 

0 

0 

0 

0 

1 Q 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

0 

0 

0 

Q 1 0 

1 g 1 

0 1 g~-f 

(3.13) 

A'2 + l 

3.2 S p e k t r i i s t a n j a f onona u filmu 

U skladu sa osnovnim zadatkom ovog istrazivanja, a to je odredjivanje spektra dozvoljenih 
fononskih energija, koji se dobija iz (3.12) i na osnovu osobina Grinovih funkcija, potrebno je 
da se odrede polovi trazenih Grinovih funkcija. Jasno je da se ovo svodi na odredjivanje korena 
(nula) determinante (3.13), odnosno resavanje jednakosti: 

Q = eA^n); = 1,2,3, ... ,Af^ + 1 . (3.14) 

Ovaj zadatak u opstem slucaju nije analit icki resiv (moze se resiti numericki za zadate parametre: 

e, 7 i Nz). 

U slucaju modela slobodnih povrsina, kada su: £ = 7 = 0, ovaj problem ima analiticko resenje: 

T^NZ+AQ) = 0VNZ{Q)-'PNZ-\{Q) = VNZ+M • (3.15) 

Determinanta (3.13) sistema jednacina (3.11) se izrazava direktno preko karakteristicnih polinoma 

Cebiseva reda N^. Iz uslova (3.14) slede nule Cebisevljevih pohnoma, a uzimajuci u obzir i izraz 
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(3.12), jednostavnim algcbarskim transformacijama dolazi se do izraza koji daje zakon disperzije 
fonona u tankom (strukturno nedeformisanom) filmu: 

C ( ^ ) ^ ^ = 2 7 ^ T 5 H " ; 

n = s in2 ''̂ •^ 

Qa 

, 9 aky „, ^ . 9 akAv) 
+ s i n 2 • S{u) = s i n ^ ' 

(3.16) 

2 ' 2 ' ' 2 

Na ovaj nacin, izraz za moguce energije fonona po formi je isti kao izraz (2.19) dobijen za idealne 

neogranicene strukture, s tom razlikom sto je tamo prakticno kontimialno promenljivo (vi 

intervalu [0, IT/a]) kao sto sn kx \ a ovde je izrazito diskretno: 

kAu) = - u = l,2,3, ...,N, + l . 

1 

(3.17) 

> 0, posto Pored toga, uocava se da je: fc™*" = k™" = 0; A;™" = k^iv = I) = ^ 

je u pitariju tanak film, odnosno -C {N^^Ny), i : A;™"̂  = A;™"̂  = ^; fc^""^ = k^iu = 

Nz + 1) = ^ NI+2 ^ a ' Izmedju minimalne i maksimalne vrednosti za kz, pa prema tome i za 

£i,{k), postoji jos A''̂  - 1 diskretnih vrednosti^. To znaci da fononi u tankim filmovima poseduju 

„donji" energetski gep: 

A = Armn = £?{kx = ky=0,kz = A ;^" ) = 2 sin 
•TT 

2 (TV, + 2) 
(3.18) 

kao i „gornji", al i fizicki manje interasaiitan gep. 

Na osnovu ovih rezultata zakon disperzije (3.16) graficki je prikazan na slici 3.2 i to: za idealne 

beskonacne strukture (2.19) - isprekidanim hnijama, izmedju kojih je on kontinualan, i za tanki 

film (3.16) - punim l ini jama, on je diskretan. 

Sl ika 3.2: Fononski spektar £ — Su (7^) i parametrom S{u) 

Primetni su gepovi i energetska diskretnost (za fi lm), koji su iskljuciva posledica postojanja 
prostornih granica. 

U k u p a n broj mogucih vrednost i kvaz i impu lsa jednak j e bro ju energctskih i dvodimcnzionih podzona: N^ + l. 
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4 Di fuz i ja i toplota 

4.1 K o e f i c i j e n t d i f uz i j e 

Koeficijent difuzije D (tacnije tenzor difuzije Dij) bice odredjen Itoriscenjem Kubo formule. 
Radi odredjivanja temperaturske zavisnosti gustine filma bice koriscen metod Grinovih funkcija 
za izracunavanje unutrasnje energije i srednjeg kvadrata molekulskih pomeraja. 

Sv i navedeni racuni bice izvedeni za idealne uslove na granicama filma i posebne povrsinske 
uslove koji se u principu mogu birati sa ciljem da se postigne zeljeni efekat. 

P r i odredjivanju koeficijenta difuzije polazimo od Kubo formule: 

oo P 
D,j = \jdt e-^' JdX < v,{-ih\)vj(t) > , (4.1) 

0 0 

gde su Vi i Vj operatori brzina, u Hajzenbergovoj reprezentaciji, prostiranja mehanickih oscilacija 
duz kristalografskog pravca i,j 6 {x,y,z), 5 perturbacioni parametar. 

N a osnovu cinjenice da je 

formulu (4.1) svodimo na 

oo 

Dij = l im / d t e'^^ < v^{0)vAt) > . (4.2) 
(5->-oo J 

0 

Usrednjavanje se vrsi po velikom kanonickom ansamblu: 

< . . . > = S p { e - V - ( . . . ) } , (4.3) 

gde je Q termodinamicki potencijal, / i hemijski potencijal, H hamiltonijan sistema, 9 = kgT. 
D a bi se odredila korelaciona funkcija < ViVj > naci cemo Grinovu funkciju < pi{t)\pj{0) » , 

gde su Pi{t),pj(0) komponente impulsa. 
Fononski hamiltonijan sistema ima oblik 

1 Cff 
^ = ^ E P " ^ + ^ E ( " ^ + " ^ - i " 2 " n ^ ^ n - i ) ; ne {nx,ny,n,) , (4.4) 

n n 

gde su M mase molekula, CH Hukove konstante istezanja, u molekulski pomeraji. Treba naglasiti 
da je navedeni hamiltonijan idealne fononske strukture u harmonijskoj i aproksimaciji najblizih 
suseda, a granicni uslovi ce bit i uzeti u obzir u sistemu jednacina za Grinovu funkciju. 

Potrazicemo Grinovu funkciju 

Gnxnynzf;rnxrnymzg~^Pnxnyf{t)\Pmxmyg{0)^ • (4-5) 

U jednacini za Grinovu funkciju (4.5) pojavljuje se i Grinova funkcija -C Unxnyf{t)\urnxmygiO) >• 
Koristeci standardnu proceduru tehnike dvovrcmenih Grinovih funkcija, i transformaciju: 

n , (f) — ^ n, , ri , (f\ iA o\ 
'^nxnyf;mxmyg['-) — ^kxkyf;kx.kygV') 

^^^^^y kxky 
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za Furi je l ik Grinove funkcije Gk^kyf-k^kygit) = Gf{t) (drugi indcks se ispusta jer nije od bitne 
vaznosti) 

oo 

(4 .7) 

dobijamo sledeci rezultat 

gde je 

ih 
Gf+1 (w) + Gf-t (w) + pGfiuj) = —M , 

— - 4 ( s m ^ - ^ + s m ^ - ^ ) - 2 . 

(4.8) 

(4.9) 

Na ovom nivou mozemo uzeti u obzir da se radi o filmu i da na granicama filma postoje odredjeni 
granicni uslovi. 

Za / G ( 1 , N z — 1) jednacina za Grinovu funkciju je oblika; 

G / + i ( w ) + G / - i ( u ; ) + p G f ( w ) = i ? ; R=~M. 
7r 

Za sloj / = 0 imamo jednacinu 

Gi{u:) + {p + po)Goiiv) = R, 

gde je Po popravka velicini p na granici f = 0. 
Za sloj f = Nz imamo jednacinu 

GN^^I{LV) + {P + P^)GNA^) = 

gde je PN popravka velicini p na granici f = Nz-
Sistem jednacina (4.7), (4.9) i (4.11) resavamo smenom 

Gf{oj) = AsinfkzCL + Bsm[f ~ l)kza , 

(4.10) 

(4.11) 

(4.12) 

(4.13) 

gde je a konstanta resetke, k^ koinponenta talasnog vektora, a A'lB konstante koje cemo odrediti 
iz granicnih uslova. 

Ako se (4.13) uvrst i u sistem (4.10), (4.11) i (4.12), dobija se: 

Gjiio) = -CH 
7r — w 

9 2 ' 

gde je 

Ovde su: 

n = 

^k = ^kxkyk, = 2i2^/sm^ — + sm'' - ~ + sin'' — 

(4.14) 

(4.15) 

ICH 

M - Nxa ' ~ Nya ' '^^^^ ^ 
AT, x/y 

dok se kz dobija iz transcedentne jednacine 

4 COS'"* akz — 2{PO+PN) COS^ akz + (POPN ~ 3) cos akz + PQPN 
cot{Nz - l)akz = 

- s i n a A ; , [ 4 c o s 2 a A ; j +2{po + p^) cos akz + (1 - POPN) 
(4.16) 
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U "cu t -o lP s l u r a j i i : 

kz = 
Nz + 2 

a ; = 1,2,3, . . . , + 1 . (4.17) 

V i d i se da su uivoi i ky elcvidistant.ni, dok uivoi k^, zbog deformacija s f rukfure , gube ekvidis-

tantnost. 

Kore lac iona funkci ja Grinove funkcije (4.13) racuna se po opstoj fornndi: 

< 
+ OC 

. . . . ,. /• , „ , ^ G f ( w + I f ! ) ) " G f l w - 1(5) (4,18) 

Gr inova funkci ja (4.14) razb i ja se na sunm elenientarnih razlomaka. i poslc; zanicnc; u (4.18) doiji-

jamo korelacionu funkci ju 

<Pf{t)pjW >= 
hCn 

odakle sledi 
hCti ( ê ^̂ f̂c' 

V e -»" - 1 e » - 1 / 

i t V e 9 - 1 e e - 1 / 

P r e m a (jpstoj fornnili (4.2) koeficijent. difuzije je dat sa: 

hC„ 

\ V.^ - 1 e'^ - 1 / 
dt 

(4.19) 

(4.20) 

(4,21) 

K a o sto se v id i fononski koclicijent difuzije u l i lnui , kao i kod balka, nc zavisi od temperature. 

4.2 Spec i f i cna top lo ta 

D a bi se odredio koeficijent toplotne provodnosti, kao sto je to nagkiseno u uvodnom dclu 

rada, pored koeficijenta difuzije, koj i je deliuisan u pretl iodnom paragrafu, i:)otrebno je izracunati 

specificnu toplotu i gustinu posmatranog sistema, 

Specificna toplota f i lm-s t ruk tura odredjena je preko unutrasnje energije, Uz ima juc i da, kada 

A; —>• 0 (u dugotalasnoj aproksimaci j i ) , energije sve t r i fononske grane ostaju razl icite od nule, 

mozemo kor ist i t i dispcrzionu relaci ju (4,15) u nesto uinoscenom obl iku, Uvodjenjcm aproksi-

maci ja: 4 sm 2 
+ sm 

faky\ 

V 2 J \ 
disperzije fonona u filnni ima sledecu formu: 

<Al^- k' = kl + kf; A = «/.:"""7^„. T a d a zakon 

Unut rasn ju energiju ovog sistema izracunacenio jxj iazcci od standardnog oblika: 

Uf = 2 ^ E{k) [ c'-t^')/" - 1 
~ 1 

(4,22) 

(4,23) 
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Prelaz sa sume na integral se izrazava na sledeci nacin:'' 

J2 ^ 3 ( i V , + l ) ^ 47r2 

2TT 

J dtp J k dk , 

gde je kmax ^ k^ = \/6TT'^ Debajev talasni vektor za dve dimenzije. Ovaj integral se resava razvo-
jem podintegralne funkcije u red i visestrukom parcijalnom integracijom, nakon cega se dobija 
konacan izraz za unutrasnju energiju posmatranog prostorno-ogranicenog kristalnog sistema: 

+ 
A A 

gde su 

(4.24) 

(4.25) k' = kl + kl; A = akf^E, ; (X) = Y^j'^ e-^"" , 

i= i 

( - su Dajsonovc funkcije). 

Za nalazenje izraza za toplotni kapacitet po jednoj elementarnoj celiji (ovde: po jednom 

atomu) koji se moze i eksperimentalno odrediti, krecemo od standardnog izraza: 

^J_dU^^k^dUj_ 

^ Nf dT Nf dB ' 

i , nakon jednostavnijih matematickih transformacija dobijamo: 

(4,26) 

C, = 
2-n 

+ ^ A 

A A 
Z2{^)-eZ2{e-

- 1 + 3 
A o A 

. 6 ( £ ) ^ ^ 3 ( f ) - ^ 3 ( 4 ; 
0' 6 

Kod nalazenja odgovarajucih izvoda koriscene su sledece relacije: 

+ 

(4.27) 

Na osnovu dobijenih rezultata moze se zakljuciti da je specificna toplota tankih filmova na 
niskim temperaturama znatno niza od specificne toplote masivnih struktura jer ona opada ek-
sponencijalno, dok u masivnoj struktur i opada sa trecim stepenom temperature. Ovaj rezultat 
bi trebalo da nadje neposrednu primenu: sendvic od nekoliko filmova trebalo bi da obezbedjuje 
znatno bolju izolaciju nego masivna struktursa iste debljine. 

^ R a z l i k a u odnosu n a „balkovski" prelaz —> J dk = J d^k, gde se sa Dekar tov ih prelazi n a sferne koordinate, 

ovde, zbog ogranicenosti jedne prostorne koordinate, moramo prcci n a ci l indricno. 
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Iz izraza (4.26) i (4.27) vidi se da toplotni kapacitet film-strnkture zavisi od debljine fil 
Ova zavisnost je prikazana na sl .4.1. 

0 . 0 3 0 . 0 4 0 . 0 5 

Slika 4.1: Niskotemperaturska zavisnost toplotnog kapaciteta 
idealnog filma za razne debljine A^, + 1 = 5,10,15,20 
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5 Z a k l j u c a k 

U radu su istrazeni i analizirani energetski spektri (moguca energetska stanja) fonona u kr istal 
nim idealnim beskonacnim, t j . neogranicenim i u ogranicenim stukturama (filmovima), sa primi-
t ivnom kubnom resetkom. Na osnovu ovoga se doslo do sledeciii vaznijih rezultata. 

1. Ove analize su pokazale bitne razlike u zakonu disperzije fonona u pomenutim sistemima, kao 
iskljucive posledice postojanja granica odgovarajuce strukture, u kojima energetski spektri 
poseduju energetske gepove. Velicine gepova zavise od dimenzija uzoraka (debljine filma) i 
veoma brzo - prakticno parabolicki, opadaju sa njihovim povecanjem. 

2. Postojanje granicnih uslova ima za posledicu promenu energetske zone fonona. U odnosu na 
zonu dozvoljenih energija idealnih struktura sa prakticno kontinualnim rasporedom, zona 
fononskih dozvoljenih energija u filmu je izrazito diskrctna. Ona se sastoji od dvodimcn
zionih podzona. U svakoj od podzona energija uzima kontinualne vrednosti. Povecanjem 
broja slojeva filma povecava se broj diskretnih stanja unutar zone dozvoljenih energija. 

3. Spektri fonona u film-strukturama poseduju donji (kao i jedan gornji) energetski gep. Posled
ica postojanja donjeg encrgctskog gepa moze da se tumaci na sledeci nacin; on odgovara 
energiji osnovnog stanja fononskog sistema i predstavlja najmanju energiju koju treba uloziti 
da bi se u filmu pojavil i akusticki fononi (optickog tipa). Sve do te energije (aktivacione 
temperature) fononi se mogu nalaziti samo u nekim od vezanih stanja, npr. sa elektronima 
u Kuperovim parovima. Do te temperature ceo sistem se ponasa kao zamrznut. 

4. Sve razlike izmedju posmatranih (neogranicenih i ogranicenih) kr istalnih sistema su izraze-
nije, sto je film tanji i iscezavaju kada debljina filma teze beskonacnosti. 
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