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1. Uvod

Analiziran je dinamicki odziv jednodimenzionog viskoelasti¢nog Stapa kona¢ne duZine, fiksiranog na jednom,
a slobodnog na drugom kraju za zadato pomeranje slobodnog kraja Stapa ili za zadati napon primenjen na
njegovom slobodnom kraju. Vremenska evolucija funkcije pomeranja i napona proizvoljne tacke Stapa, dobijena
je u obliku konvolucije jezgra reSenja i zadatog forsiranja slobodnog kraja $tapa, primenom metode Laplasove
transformacije. Viskoelasti¢na svojstva Stapa modelirana su termodinamicki konzistentnom frakcionom Burg-
ersovom konstitutivnhom jednacinom, koja je pridruZena jednacini kretanja jednodimenzionog deformabilnog
tela, te je, zajedno sa jednac¢inom deformacije, reSavan pocetno-grani¢ni problem sa nultim pocetnim uslovima i
grani¢nim uslovima ili na pomeranje ili na napon slobodnog kraja $tapa, uz uslov na nulto pomeranje fiksiranog
kraja Stapa. Burgersovi modeli frakcionog tipa mogu se podeliti u dve klase, pri ¢emu je karakteristika prve
klase beskona¢na brzina prostiranja pobude, dok modeli druge klase ispoljavaju kona¢nu brzinu propagacije
talasa, $to je dobijeno analizom reSenja za mali vremenski interval blizak pocetnom trenutku. Vremenski profili
odziva funkcije pomeranja i napona na forsiranja data u obliku Hevisajdove funkcije ispoljavaju priguSene os-
cilacilatorne karakteristike svojstvene fluidu sli¢nim viskoelasti¢nim telima. Prikazani rezultati su sadrzaj rada
[32], koji je u postupku recenzije u ¢asopisu Applied Mathematics and Computation.

Prvo poglavlje rada je posveéeno klasi¢nim i frakcionim modelima viskoelasti¢nog tela, sa akcentom na for-
mulaciju konstitutivnih jednacina dobijenih koriSéenjem reoloske analogije, osnovne pojmove frakcionog rac¢una,
kao i na frakcioni Burgersov model ukljuc¢ujuéi i termodinamicke restrikcije na parametre modela. Kako je
od interesa razmatrati funkcije puzanja i relaksacije, koje predstavljaju deformaciju i napon viskoelasti¢nog
Stapa kao odziv na napon i deformaciju zadate u obliku Hevisajdove funkcije, drugo poglavlje posveéeno je
njihovoj analizi za razli¢ite klasi¢ne i frakcione modele ukljuc¢ujuéi i Burgersov model. U &etvrtom poglavlju
formulisana je frakciona Burgersova talasna jednacina, koja je reSena za pocCetno-grani¢ni problem. Kako jez-
gro reSenja odziva na zadata forsiranja slobodnog kraja Stapa moZe imati tacke grananja, u petom poglavlju
eksplicitno su izrac¢unata jezgra reSenja za pomenute slucajeve, dok je u narednom poglavlju ispitana pozicija,
broj i viSestrukost polova jezgra resenja. U poslednjem poglavlju saZzeto su opisani dobijeni rezultati.
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2. Modeli viskoelasti¢nog tela

Koriséenjem reoloskih analogija formulisani su klasiéni modeli viskoelasti¢nog tela, a posle uvodenja osnova
frakcionog rac¢una i frakcioni modeli. Razmatrane su i termodinamicke restrikcije na parametre modela.

2.1 Klasi¢ni modeli viskoelasti¢nog tela

Elasti¢na deformabilna tela opisana su Hukovim zakonom, dok su fizicka tela koja ispoljavaju viskozna svojstva
opisana Njutnovim zakonom, datim izrazima

dO
o(t) = Eelt)=Eyze) (2.1)
o) = i) =nige) (2.2)

pri ¢emu je F Jangov moduo elasti¢nosti, a n koeficijent viskoznosti. Oba navedena zakona predstavljaju
zavisnost napona o od deformacije €, koje su vremenski zavisne funkcije, ali su i Hukov i Njutnov zakon
adekvatni za opis samo idealizovanih sluc¢ajeva apsolutno elasti¢nostih i apsolutno viskoznih tela, Sto nije slucaj
ni sa jednim realnim fizi¢kim telom. Naime, realna fizicka tela mogu ispoljavati kako elasti¢na, tako i viskozna
svojstva, te se njihove mehanicke osobine ne mogu opisati ni jednim od navedenih zakona i takva tela se nazivaju
viskoelasti¢nim telima.

Konstitutivna jednacina viskoelastiénog tela, koja povezuje napon i deformaciju, dobija se na osnovu re-
oloske Seme predstavljene odgovarajuc¢om kombinacijom elasti¢nih opruga, za koje vazi Hukov zakon (2.1), i
prigudnica, za koje vazi Njutnov zakon (2.2). Reoloska Sema, predstavljena rednom vezom opruge i prigusnice,

daje konstitutivnu jednacinu
d d
E+n— =nE— 2.3

koja odgovara Maksvelovom modelu, dok su u slu¢aju Kelvin-Vojtovog modela
d
oc(t)=(E+n—)e(t), (2.4)
dt
opruga i priguSnica na reoloSkoj Semi povezane paralelno. Paralelna veza opruge i prigusnice sa kojima je redno

povezana jos jedna opruga, kao i serijska veza opruge i prigusnice sa kojima je paralelno povezana jos jedna
opruga, predstavljaju reoloske Seme koje odgovaraju Cenerovom modelu, ili standardnom modelu viskoelasti¢nog

- (140d)oto -5 (14080 o)

Na slici 2.1 su date dve reoloske Seme za Burgersov model, pri ¢emu su konstitutivne jednacine koje odgo-
varaju Semama sa slika 2.1(a) i 2.1(b) respektivno date izrazima

d mny d m d 7 B\ d2
! dt ae )7 ! — o (1) ) et 2.6
< +<E1+E2> dt+E1E2dt2 U() + dt+E1 +E2 a2 5()7 ( )
By o\ d mny d? d n d?
! 'L a D=m{g t 2.
( +El( jLE2jL )dt+E1E2dt2 o (t) =1, dtJrE a2 e(t). (2.7)

gde su n; i n, koeficijenti viskoznosti odgovarajuéih prigusnica, a E; i E» moduli elasti¢nosti odgovarajuéih
opruga. Obe navedene jednadine su istog matematickog oblika i predstavljaju klasi¢énu Burgersovu konstitutivnu

jednacinu
d d2 d d?
<1 +a;— 1 + as dt2> ( ) (bl + by dt2> (f) (28)
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2. Modeli viskoelasti¢nog tela

gde su ai,asg, by, by pozitivni parametri.

Klasi¢ni Burgersov model je kori§¢en za opis dinamic¢kih osobina polimera, viskoelasti¢nih osobina asfalta i
za modeliranje oblikovanja stakla u [26, 38, 60|, dok je u [2, 40] koris¢en mikromehani¢ki pristup za modeliranje
asfaltnih smesa.

m ==, mkEd E,

| T

(a) (b)

Slika 2.1: Reoloska sema klasi¢nog Burgersovog modela.

2.2 Frakcioni racun. Frakcioni integral, Riman-Liuvilov i Kaputov
frakcioni izvod

Kako ¢e se u nastavku klasi¢ni Burgersov model uopstiti koriS¢enjem frakcionog ra¢una, neophodno je uvesti
pojmove frakcionog integrala i frakcionog izvoda koji figuriSe u frakcionoj Burgersovoj konstitutivnoj jednacini.
Polazedéi od reSenja jednacine y(™ (t) = f (), gde je n ceo broj, a (n) oznatava n-ti izvod po vremenu ¢, datog
Kosijevom formulom

n—1 n—1 k
OB e v AR ACRD I Clos (29)

gde * oznacava konvoluciju po vremenu f (¢) x g (t) = fg f)gt—+¢)dt, ¢t >0, izrazom

tn—l

) = gyt O,

definiSe se integral n-tog reda I"™ kao operator inverzan operatoru izvoda D" := (;17 (do na pocetne uslove),

odnosno primenom integrala n-tog reda na n-ti izvod funkcije dobija se
n—1 tk
"D ()= £ () = Y0 P 0) 1, t>0, (2.10)
k=0

dok se primenom n-tog izvoda na n-ti integral funkcije dobija
D"I"f(t)= f(t), t>0. (2.11)

Uopstenje Kosijeve formule (2.9), odnosno inetgrala n-tog reda, dobija se uvrstavanjem necelobrojne vrednosti
& > 0 umesto celobrojne vrednosti n, ¢ime se definiSe frakcioni integral

A
r'(¢)

If(t) = *f (1), (2.12)

gde je I" Ojlerova gama funkcija.
Riman-Liuvilov i Kaputov frakcioni izvod reda € € [n,n + 1], n € Ny, definisani su izrazima

RLDSy (1) = DHIIMH=8y(t) = dn! e xy(t)), t>0 (2.13)
dentt \T'(1— (£ —n)) ’ ’
-(¢-n) nt1
Déy(t) = IHED My (t) = ! d (t), t>0, (2.14)

Pa—€—n) ar’

4



2. Modeli viskoelasti¢nog tela

tako da Riman-Liuvilov frakcioni izvod zadovoljava relaciju
RLDELEF (1) = £ (1), >0,

koja je analogna (2.11), dok Kaputov frakcioni izvod zadovoljava relaciju

n—1 tk
KOS (0= ()= X 1 0. ¢> 0

koja je analogna (2.10). Dakle, Riman-Liuvilov frakcioni izvod je levi inverz frakcionog integrala, a Kaputov
frakcioni izvod je desni inverz frakcionog integrala do na pocetne uslove.
Kako ée Laplasova transformacija, definisana izrazom

Fs) = LI (0] s) = / T e tar, (2.15)

biti koris¢ena za reSavanje diferencijalnih jednacina potrebno je navesti Laplasove transformacije frakcionog
integrala i izvoda. Dakle, primenom Laplasove transformacije na frakcioni integral reda £ > 0 funkcije f, datog
izrazom (2.12), dobija se

LT (@) (5) = £ 9),

koriséenjem ¢injenice da je Laplasova transformacija konvolucije funkcija proizvod Laplasovih transformacija
funkcija, kao i L[t~ (s) = T'(1 —a)s (=%, dok Laplasova transformacija Kaputovog i Riman-Liuvilovog
izvoda reda & € [n,n + 1], n € N, funkcije f, datih izrazima (2.13) i (2.14), daje

LODEF(](s) = s6F(s)— 3 818 (DEF) (0), (2.16)
k=0

LDEF () (5) = sF(s)— 3 smk (R ) (0), (2.17)
k=0

gde je iskoriS¢ena Laplasova transformacija klasi¢nog izvoda

n

LD (0] (s) = 8" f(s) = Y s"F (DMf) (0).
k=0

U izrazu za Laplasovu transformaciju Kaputovog izvoda (2.16) figurisu klasi¢ni pocetni uslovi, odnosno funkcija

i njeni celobrojni izvodi racunati u pocetnom trenutku, dok su pocetni uslovi koje zahteva Laplasova transfor-

macija Riman-Liuvilovog izvoda funkcije (2.17) zadati preko frakcionog integrala funkcije ra¢unatog u poc¢etnom

trenutku, a koji u sluéaju funkcije ograni¢ene u pocetnom trenutku is¢ezavaju.

Vige detalja o frakcionom ra¢unu moze se naéi u [19, 37, 51].

2.3 Frakcioni modeli viskoelasti¢nog tela

Kako je elasti¢ni karakter tela opisan zavisnoséu napona od nultog izvoda deformacije, a viskozni karakter tela
zavisnoséu napona od prvog izvoda deformacije, viskoelasti¢na svojstva realnih fizickih tela mogu se predstaviti
Skot-Blerovim modelom

o (t) =noDie (t) (2.18)

u kome figurige necelobrojna vrednost reda izvoda a € (0, 1), odnosno frakecioni izvod, koji opisuje svojstva
materijala izmedu apsolutno elasti¢nog i apsolutno viskoznog.

U cilju formulisanja frakcionih konstitutivnih jednacina viskoelasti¢nog tela, takode se mogu koristiti reoloske
Seme predstavljene odgovaraju¢om kombinacijom elasti¢nih opruga za koje vazi Hukov zakon (2.1), pri ¢emu
se klasina prigusnica, za koju vaZi Njutnov zakon (2.2), moZe zameniti frakcionom prigusnicom, opisanom
Skot-Blerovom relacijom (2.18). Analogno klasi¢noj Maksvelovoj (2.3), Kelvin-Vojtovoj (2.4) i Cenerovoj (2.5)
konstitutivnoj jednacini, kada se klasi¢na prigusnica zameni frakcionom, dobijaju se frakcioni Maksvelov, Kelvin-
Vojtov i Cenerov model respektivno dati izrazima

(14 aoD®) o (t) =boDs (1), (2.19)
o(t)=(a+boDf)e(t), (2.20)
(1+aoD%)o(t)=E (1 + bODf) e(t), (2.21)



2. Modeli viskoelasti¢nog tela

pri ¢emu su parametri modela a,b, E > 01i«,5 € (0,1).

Kada su u reoloskim Semama koje odgovaraju klasicnom Burgersovom modelu, datim na slici 2.1, prigusnice
frakcionog tipa dobijaju se, po analogiji sa jedna¢inama (2.6) i (2.7), konstitutivne jednac¢ine viskoelasti¢nog
tela frakcionog Burgersovog tipa

E
(1 + L oD§f + 2 (D + 172 OD?“*) o(t)= (m oD§' + 1y oD + 1112 (1 + 1) oD?”) e(t), (222)

Fy FEs FE1FEs Ey FEo
U a, N2 Es B M2 a+pB 6, ™ a+p
1+ =D+ =114+ = DY + D t) = DY + — oD t 2.23
( E10 t E2< E1>O t E1E20 t o(t)=mny( oD; E1O t e(t), ( )

pri ¢emu se jednacine (2.22) i (2.23) razlikuju za jedan ¢lan. Druga od dve navedene jednacine jednostavnijeg je
oblika i koriS¢ena je za opis viskoelasti¢nog tela frakcionog Burgersovog tipa. Usled proizvoljnosti parametara
reologkih modela, jednacina (2.23) postaje

(1 —+ aq OD? + as ODf + as 0D7> g (t) = (bl oDiL + bz OD?) 9 (t) , (224)
koja sadrzi parametre modela aq, a9, as,b1,b2 > 0, o, B, u € [0,1], gde je @ < 5,1 7,v € [1,2], §to je izvedeno u
[48].
2.4 Termodinamicke restrikcije

Primenom Furijeove transformacije
f)=Flr ol = [ e

na frakcioni Burgersov model (2.24) i izrazavanjem koli¢nika napona i deformacije u Furijeovoj slici dobija se
kompleksni Jangov moduo

6w _ by (iw)" + by (iw)”
EW) 1+ ay (iw)” + as (iw)? + as (iw)”

koji se razdvajanjem realnog i imaginarnog dela moze zapisati u obliku
E(w)=E (w) +iE" (w),

gde su E' i E” konzervativni i disipativni deo kompleksnog Jangovog modula, respektivno, dati izrazima

1 — - —
E'w) = M (@) (alle’Ha cos w + asbiw" P cos % + agbiw cos (=
w
+a1bow” ™t cos @ + agbow” P cos % + asbaw” 17 cos w
b cos EE 4 byw cos — ),
2 2
1 — - —
E'(w) = W (alblw“+o‘ sin w + asbyw" P sin % + asbywh 7 sin (,u+)7r
+arbyw” T sin % + asbow” P sin % + azbow” 7 sin w

+biw” sin % + byw" sin V;) ,

2
pri ¢emu je M (w) = ’1 + a1 (iw)® + az (iw)” + as (iw)v‘ :

Zahtev da su konzervativni i disipativni deo kompleksnog Jangovog modula nenegativne realne funkcije
kruzne frekvencije w, odnosno zahtev E (w) > 01 E” (w) > 0 za svako w > 0, obezbeduje termodinamicku
konzistentnost modela, implicirajuéi da parametri modela ne mogu biti proizvoljni, ve¢ moraju zadovoljavati
termodinamicke restrikcije. U sludaju frakcionog Burgersovog modela (2.24) moZe se formulisati osam termod-
inamicki konzistentnih modela sa odgovaraju¢im termodinamickim i suZenim termodinamickim restrikcijama,
sto je uradeno u [48, 49]. Termodinamicki konzistentni frakcioni Burgersovi modeli navedeni su u nastavku
zajedno sa termodinamickim i suZenim termodinamickim restrikcijama, koje slede iz zahteva da je funkcija
puzanja kompletno monotona, a funkcija relaksacije Bernstajnova funkcija, o ¢emu ¢e viSe reéi biti u odeljku 3.
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2. Modeli viskoelasti¢nog tela

Model I:

(1—|—a1 oDf + as 0Df+a3 0D?>U(t) = (b1 0Df+b2 ODern)&‘(t),
by COS@
0<a<fB<y<pu<l, 1<p+n<l+ta, ~<ar—F""

—_ b
by cos (MJF277)7T

b sip L= oo (u=m)w

2 <o 2 2

by — i atm)w
1 sin 3

(2.25)

b
oS %

gde je (n,1) € {(a,1),(8,2),(7,3)};
Model II:
(1 + a1 oD% + az oD? + ag 0Dfa) o (t) = (by oDY + by oDIH) £ (1) ,

. —2
sin (=20}

<a<pf<p<l, =

by cog H=)m
— < = <a
a;  sin &% b 1)

2
(ptoym |’
2

N | =

2 COS

. (u=2a)r
as ‘Sll’l 2

_9 . _
cos (“To‘)ﬂ b sin (& 2()‘)” cos
(pta)m
2

(p—o)m
2

(u+a)m
2

; 2.26
a;  sin cosbr T by ( )

sin

[¢0)]

Model III:

(1 + a1 0DY 4 a oD + as OD?JFB) o (t) = (b1 oD} + by th'Ha) e(t),

. (u=B—a)m
‘Sll’l s —

(p—a)m
COS ~——5—
0<a<B<u<l, a+f>1, 2 <2< > 2

— >~ )
ay sin W=ftan ﬁ;a)” by ’cos LJF;‘)“

s (u=B—a)m _g_ . _
sin ~—5—= ¢og (e 52 a)m by sin & 2!1)7f

(p—a)r
a3 2

COS

(2.27)

_ - ! ;
as gin ﬁ;a)w cos ¥ 62+a)7r by (u—i—2a)7r

. pto)m
S 7( 2 ) ‘COS

Model IV:

(1 + a1 OD? + a9 on + as QDtOH_B) o (t) = (b1 oDiL + by ODéH—ﬁ) £ (t) s

i (p—a=p)m
sin =50

(n—pB)m
b CcoS ~———
0<a<B<p<l, 1-a<fB<l-(u-a), 2 2 2

B2 1R, 2 2
a1 sin W b1 ’COS (M'gﬁ)ﬂ'

. (u—a—B)r e (e _
sin “—-"=| ¢os (p a2 B)m _ by - sin & ZB)W cos W Zﬂ)ﬂ
GmatB)n cop matBln = by A2t By

sin 5

as

ai sin

(2.28)

(kB |’
COS 5

Model V:

(1 + a1 oD + az oD} + a3 OD?B) o(t)= (bl oDf + by ODerB) e(t),

(u—28)m

Sin 3

(p—=B)m
<B<l—(u—a), ® b2 gy 2% 2

—_— — < a7
1y KT — — )
az  sink b ‘cos (/L+2/3)7r

by sin (H—zﬁ)ﬂ oS (u—f)ﬂ
(ut+B)m
2

; 2.29
sin cos % ( )

Model VI:

(1 + a1 oD + az oD + as OD?JFB) o(t)= (b1 oD? + by OD?JF’H) e(t),

as by cog LB=)m

0<a<p<l, a+p>1, =< —=<a 2

az ~ by ’COSM
2
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az = b 'sin @ cos@ ‘cos @
Model VII:
(1 + a1 oD% + az oD? + ag OD%) o (t) = (b1 oDY + by OD”) (1),
1 l+a a b
0<a<pg<l1 §§5§ 9 ,j bj m
2 (
Z—z <o COSC;Q(%) (1 - \/1 _ day cos” (fm) ) b—g = 5%)' (2.31)
Model VIII:
(14 a1 oD§ + @2 0DF*) o (t) = (b1 oD§ + bz D7) € (t)
%Sagl, Z2<Zz<alcosga7r)|’
L - (1 - \/1 _ 48z co” (am) (O‘ﬂ)) cb @ (2.32)
a; — 2cos? (am) a? by = |cos (o]
Dobijeni termodinamicki konzistentni frakcioni Burgersovi modeli svrstavaju se u dve klase:
prva klasa modela data je jednac¢inom
(1 + a1 D% + az oDY + as 0DZ> o (t) = (by oDY + by oDIF) & (1), (2.33)
druga klasa modela data je jedna¢inom
(1 + a1 0D? + az oD? + as ODE+”) o(t) = (b1 oD? + by on”) e(t). (2.34)
U slucaju prve klase modela najvisi red izvoda deformacije, u + n € [1,2], gde je n € {«, 8}, je veéi nego

najvisi red izvoda napona, koji je ili v € [0,1] u slu¢aju Modela I, pri ¢emu je 0 < a < f < v < pu <1
in € {oB,7}, ili v € [1,2] u slucaju Modela II - V, pri ¢emu je 0 < o < 8 < u < 11 (n,7y) €
{(o,20) , (, a + B), (B, + B),(8,28)}, dok se u slucaju druge klase modela red izvoda napona S € [0,1]
i 8+ n € [1,2] podudara sa najvisim redom izvoda deformacije, pri ¢emu je 0 < a < 8 < 1, tako da je n = «
u slu¢aju Modela VI; n = B8 u slu¢aju Modela VII; i « = n = 8, a1 = a1 + as, i az = as u sluéaju Modela
VIII. Termodinamicka konzistentnost frakcionog Burgesovog modela sli¢nog (2.24) proverena je u [3, 10], dok
su klasi¢ni i razli¢ite varijante frakcionog Burgersovog modela, koriSéeni za opis toka viskoelasti¢nog fluida u
razli¢itim geometrijama razmatrani u 28, 29, 30, 31, 33, 34, 35, 36].



3. Funkcije puzanja <., 1 relaksacije o,

Vremenska evolucija deformacije, dobijena kao odgovor na trenutno primenjen i vremenski nepromenljiv napon,
predstavlja funkciju puzanja e.., dok je vremenska evolucija napona, dobijena kao odgovor na trenutno pri-
menjenu i vremenski nepromenljivu deformaciju, funkcija relaksacije o, pri ¢emu su zadati napon i zadata
deformacija pretpostavljeni kao Hevisajdova funkcija. Prema definiciji funkcija puzanja i relaksacije njihova
veza u Laplasovoj slici je .

—————, odnosno e, (t) *x o4 (t) =t
Sf}sr(sy 110SIN cr() 0'51»() 5

SEer (8) =

(9) : _(9) (e)

u originalu. Limesi funkcija puzanja i relaksacije oznacavaju se sa ¢y i o5y u sluéaju kada t — 0, odnosno &g

. e .o . . o
i 027-) kada t — oo, pri ¢emu, na osnovu Tauberove teoreme i prethodnog izraza, vazi

1
) S B (3.1)

ST ST

videti [44]. Na osnovu limesa funkcije puzanja, kada vreme tezi beskona¢nosti, materijali se mogu klasifikovati na
materijale koji imaju fluidni karakter, kada funkcija puzanja teZi beskonac¢nosti posle dovoljno dugog vremena

55;? — 00, odnosno na materijale slicne ¢vrstim telima, kada funkcija puzanja tezi konacnoj vrednosti posle

dovoljno dugo vremena sgi) < 00.

Primenom napona, pretpostavljenog u obliku Hevisajdove funkcije, na viskoelasti¢ni Stap, intuitivno je
oCekivati izduzivanje Stapa tokom vremena, opisano pozitivnom, monotono rastu¢om, konkavnom vremenski
zavisnom funkcijom deformacije i uobi¢ajeno je da se smatra da je funkcija puzanja BernStajnova funkcija,
odnosno da zadovoljava

. dr
e () 201 (—1)F rier (>0, k€N, >0, (3.2)
gde tacka iznad €., oznaCava prvi izvod po vremenu. Sa druge strane, primenom stalne deformacije na viskoe-
lasti¢ni Stap, intuitivno je ocekivati da ¢e se indukovati napon koji sa vremenom slabi kao pozitivna, monotono
opadajuca, konveksna vremenski zavisna funkcija i uobicajeno zadovoljava

. dF
(-1)* 0 (<01 04 () 20, kE€No, £>0, (3.3)
te je funkcija relaksacije kompletno monotona funkcija. Kompletno monotona funkcija je pozitivna funkcija ¢iji
izvodi po vremenu naizmeni¢no menjaju znak, dok je Bernsajnova funkcija pozitivna funkcija ¢iji je prvi izvod
kompletno monotona funkcija.

3.1 Funkcije puzanja i relaksacije za klasi¢ne viskoelasti¢cne modele

Primenom Laplasove transformacije (2.15) na konstitutivnu jedna¢inu modela, u kojoj je napon (odnosno de-
forormacija) dat kao Hevisajdova funkcija, dobija se, nakon invertovanja, funkcija puzanja ., (odnosno funkcija
relaksacije og,.). Funkcije puzanja i relaksacije za klasi¢ni Maksvelov model (2.3) su

1 1
cor (1) = 5 + i o t)=Ee n' (3.4)
a za klasi¢ni Kelvin-Vojtov model (2.4) su
1 _Ey .
507.(t)=E(1—e ) oy () =E+00(t), (3.5)
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3. Funkcije puzanja €., i relaksacije o,

dok su za klasi¢éni Cenerov model (2.5) date izrazima

Qs

QMﬂZ;—;O—Z)gii%MQZE+E<Z—Qe_ (3.6)
Funkcija puzanja za Maksvelov model (3.4); zadovoljava relaciju (3.2), te je Bernstajnova funkcija, dok je
funkcija relaksacije o4, (3.4)2 kompletno monotona, buduéi da je predstavljena preko opadajuce eksponencijalne
funkcije koja zadovoljava (3.3). Funkcija puzanja Cenerovog modela (3.6); je takode Bernstajnova funkcija, a
funkcija relaksacije (3.6)2 je kompletno monotona, ukoliko je ispunjen termodinamicki uslov ¢ < 1. Kada je u
pitanju klasi¢ni Kelvin-Vojtov model, funkcija relaksacije (3.5)s je distribucija, stoga ne moZe biti kompletno
monotona funkcija, ali funkcija puzanja jeste Bernstajnova funkcija.

Primenom stalne deformacije u obliku Hevisajdove funkcije na viskoelasti¢ni Stap Kelvin-Vojtovog tipa, u

pocetnom trenutku se indukuje napon Ug?) beskona¢ne vrednosti, dok je za Maksvelov i Cenerov model ta

vrednost pozitivna i kona¢na. Shodno relaciji (3.1), sﬁ? ima nultu vrednost za Kelvin-Vojtov model i pozitivne,

konac¢ne vrednosti za Maksvelov i Cenerov model:

%, za Maksvelov model, FE  za Maksvelov model,
Egﬁ) = 0, za Kelvin-Vojtov model, i agfi) = 00, za Kelvin-Vojtov model,
%7 za Cenerov model, E, za Cenerov model.

Primenom stalne deformacije u obliku Hevisajdove funkcije na viskoelasti¢ni Stap Maksvelovog tipa, napon
se nakon dovoljno dugog vremena relaksira na nultu vrednost Jgi) = 0, dok se u slucéaju Kelvin-Vojtovog i
Cenerovog modela relaksira do kona¢ne pozitivne vrednosti. Prema relaciji (3.1), ¢! ima beskonacnu vrednost
za Maksvelov model §to ga ¢ini pogodnim za opis fluidnih materijala i pozitivne kona¢ne vrednosti za Kelvin-

Vojtov i Cenerov model, §to ih ¢ini modelima koji opisuju ¢vrsta tela:

oo, za Maksvelov model, 0 za Maksvelov model,
el = 1 za Kelvin-Vojtov model, i agi) = E, za Kelvin-Vojtov model,

cr E>
%75, za Cenerov model, %, za Cenerov model.

Funkcija puzanja za klasi¢ni Burgersov model (2.8) je

a _% _biy 1 ay _biy
Ecr(t):T(l—e 52>+b*t+b*e b2, tZO
1 1 2

Zahtev da e, bude kompletno monotona funkcija implicira da je a; > Z—f. Funkcija puzanja u pocetnom

trenutku ima pozitivnu, kona¢nu vrednost, dok je sﬁi) beskonaé¢no:

(@) — 22 (o) — _
ed ; e = lim e, (t) = oo,

Sto implicira da je Burgersov model pogodan za opis tela koji ispoljavaju fluidna svojstva. Funkcija relaksacije
za klasi¢ni Burgersov model (2.8) moZe biti ili neoscilatorna funkeija

b2 2@2

3 sinh ( (2%)2 — al2t>
%)_1t+<h_m> : ()t s,
G2 a 1
V(ﬁﬂ ~

ili oscilatorna funkcija sa opadajué¢om aplitudom

a1 4

el >0, (3.7)

2
sin L_ (@> t
a 2as
b2 1 aq 2 bl aq ( 2
o (t) == el el I I
7 ( ) a9 o8 a9 (2&2) + b2 2(12 1 < a )2

a 20,2

Buduéi da je oscilatorna, funkcija (3.7) ne moze biti kompletno monotona, ali podrZava termodinamicke restrik-
cije klasi¢nog Burgersovog modela. U [49] je pokazano da osim termodinamickih restrikcija

< = S ai, (38)



3. Funkcije puzanja €., i relaksacije o,

moraju biti ispunjene suZene termodinamicke restrikcije, takve da (3.8) postaje

az _ ap 4das by  aq 4as
— < —|1—/l-—]< =< 1 1—— ] <ay,
a1_2< a%) by 2<+ a%>_a1

2
uz 1 < Z—; < 4, kako bi funkcija relaksacije mogla biti kompletno monotona funkcija, a funkcija puzanja

Bernstajnova.

Saglasno relaciji (3.1), ag’i) ima nenultu vrednost, dok funkcija relaksacije, u dovoljno dalekom trenutku od

momenta primene trenutne i stalne deformacije u obliku Hevisajdove funkcije, dostize nultu vrednost:

b
=2 icl= tlim osr (t)
—00

o =
e a

0.

_ 1 —
elo)

3.2 Funkcije puzanja i relaksacije za frakcione viskoelasticne modele

Funkcije puzanja i relaksacije za frakcioni Maksvelov (2.19), Kelvin-Vojtov (2.20) i Cenerov (2.21) model, u
sluéaju kada je red frakcionih izvoda koji deluju na napon i deformaciju isti, vaze relacije analogne relacijama
(3.4), (3.5) 1 (3.6), kojima su date funkcije puzanja i relaksacije za klasi¢ni Maksvelov, Kelvin-Vojtov i Cenerov
model, stoga je za frakcioni Maksvelov model (2.19)

a 1 te b te
cr =7 7 i sr :7Ea - ) .
o ®=3+yraga o= ( a) (3.9)

a za frakcioni Kelvin-Vojtov model (2.20) je

eor () = 2 [1 ~E, (—taﬂ)] 0w () =atb rr— (3.10)

a

dok je za frakcioni Cenerov model (2.21)

= e 2 [ (- ()] s o= mem (1) 5 (- ().

gde je E, (2) = ZZOZO m jednoparametarska Mitag-Leflerova funkcija.

Funkcija relaksacije je kompletno monotona funkcija u slu¢aju Maksvelovog modela, kao i u sluc¢aju Cen-
erovog modela uz termodinamicku restrikciju g > 1, bududi da je Mitag-Leflerova funkcija kompletno monotona,
videti [19], dok se sukcesivnom primenom izvoda po vremenu moZe pokazati da je ¢~ kompletno monotona
funkcija ukoliko je o € (0,1), odnosno da i funkcija relaksacije (3.10)y za Kelvin-Vojtov model zadovoljava
relaciju (3.3). Sa druge strane, na isti nain se moZe pokazati da je t®, za « > 0, Bernstajnova funkcija,
odnosno da su funkcije puzanja (3.10); i (3.9); za frakcioni Kelvin-Vojtov i Maksvelov model takode Bernsta-
jnove funkcije, odnosno da za njih vazi relacija (3.2). Funkcija puzanja za frakcioni Cenerov model je takode
Bernstajnova funkcija, buduéi da je 1 — E,, pozitivna, monotono rastuca i konkavna funkcija.

U nastavku su date vrednosti funkcija puzanja i relaksacije u limesima kada ¢ — 0

% za Maksvelov model, g za, Maksvelov model,
sg) = 0, za Kelvin-Vojtov model, i agf,{) = oo, za Kelvin-Vojtov model,
%5, za Cenerov model, %, za, Cenerov model,
ikada t — oo
o0, za Maksvelov model, 0 za Maksvelov model,
el = 1 za Kelvin-Vojtov model, i ¢(® ={ a, za Kelvin-Vojtov model,
%, za Cenerov model, FE, za Cenerov model.

Funkcije puzanja za frakcione Burgersove modele u integralnoj formi respektivno su date izrazima

1 [~ K 1— e rt
Eer (1) 7/ (). s————dp, (3.11)
T Jo |b1 + b2pneu77r| p +p
t oo —pt
as  a . 1 Q) e
w@® = BB e (dr, gdee for(t) = ~ dp, 3.12
o ®) = 243 [ famar gieie g0 =1 | s (312)

by 7 inT
5, TP
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3. Funkcije puzanja €., i relaksacije o,

cor(t) = —+f/ For () dr, gde jo fcr()=1/000

s

Qp) e
% _|_paeia7r

u slu¢aju modela I - V, VI - VII, kao i za model VIII, gde su jezgra K, Q i Q respektivno

K(p) = bi[sin(um)+a1p®sin((n—a)7) + azp” sin ((u— B) 7) + agp” sin ((u —7) 7) + bap" K2 (p)]  (3.14)
+bap" [sin (1 +n) m) + a1p®sin ((n+ 1 — @) ) + agp” sin ((u + 1 — ) 7) + agp” sin ((w+n — ) 7)] ,

Q) = s+ Zptsin((3 - ) ) (3.15)
+p" {sin (B+n)m)+ Z—;p" sin((B+n—a)m)+ (Zj - Z;) PP sin (mr)} )

Qp) = 2—2@% sin (am) + p* [(_112 sin (2am) + (Z; - Z;) p~ sin (om)} . (3.16)

Vrednosti funkcije puzanja u limesu kada ¢t — 0 su konac¢ne i pozitivne za modele druge klase frakcionog
Burgersovog modela (2.34), dok za prvu klasu frakcionog Burgersovog modela (2.33) imaju nultu vrednost.
Funkcija puzanja ima beskonacnu vrednost kada t — oo za obe klase modela,

0, za modele I - V|
elo) = 3%, za modele VI - VII, e® = oo,
‘Z—;, za model VIII,

Sto implicira da termodinamicki konzistentni frakcioni Burgersovi modeli opisuju tela sli¢na fluidima.

Zahtevom da su funkcije puzanja (3.11), (3.12) i (3.13) Bernstajnove funkcije dobijaju se suZene termod-
inamicke restrikcije na parametre modela. Za modele I - V| nenegativnost funkcije K (3.14) obezbeduje da
je funkcija puzanja (3.11) Bernstajnova funkcija. Funkcija puzanja za modele VI i VII (3.12) je Bernstajnova
ukoliko je funkcija f.., koja u njoj figurise, kompletno monotona, §to jeste slucaj ako je @ (3. 15) nenegativna
funkcija. Sliéno vazi i za model VIII, gde nenegativnost funkcije @ (3.16) obezbeduje da je f.. kompletno
monotona funkcija, zbog Gega je funkcija puzanja (3.13) Bernstajnova, kako je pokazano u [49].

Funkcija relaksacije za frakcione Burgersove modele I - V, data u integralnoj formi, je

0 u pvom sluc¢aju
(oo} —pt ) . I
oo () = l/ &)2 el_# dp+ ¥ (p*)e Pt udrugom slucaju, (3.17)
mJo [ (pem)|" P <’"> t), u trecem slucaju,

gde je jezgro K dato izrazom (3.14), funkcija ¥ je
U(s)=1+a1s*+ ass® + ass?,

p* se odreduje iz jednacine

aq sin (o) assin (Bm) , . p-a o
! , — : 3.18
ag|sin (yw)|  ag|sin (y7)] (P") (P") ( )
a funkcije 2. i £ su
N N b +b *\7 in7r o .
(") = Re i) e | ()"
aay (p*) elam 4 BaZ ( ) el,(i‘Tr + ~Yas ( ) el’yﬂ'

efi(lfiu') . .
C o —entmee ) (3.19)

s=pei¥o Po

b1 + bgs"
aa15% 1 + BagsP~1 + vazsr—1

mw>2wmwm{

gde je so = pyei#o, o, € (g, 7r) , nula funkcije ¥ koja se nalazi u drugom kvadrantu kompleksne ravni.
Funkcija relaksacije za modele VI - VII je

Q —pr
oo (t) = — —*/ / (0) 2pﬁe PTdpdr
0 JO el‘n’ pﬂeiﬁﬂ’ (% + pneinﬂ)
2

b 0, u prvom slucaju,
20— (p*) (1 e_p*t) , u drugom slu¢aju, (3.20)
s fo (T) u treéem slucaju,
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3. Funkcije puzanja €., i relaksacije o,

gde je jezgro @ dato izrazom (3.15), funkcija ¢ je

1 a a b
P(s) = — + —s% + (2—1> s°,
as = as as by

*

a p* se odreduje iz jednacine (3.18), gde je v = 8 + n, dok su funkcije f¥. i f ") date izrazima

1+a1(p) 10477+a (Z; _%) (p*)ﬂeiﬁﬂ'

fs*r (p*) = Re P - :
aay (p*)* elem + Bay (p*)B BT + (B+41n)as (p*)ﬂ+n i (B+m)m
() : 1+a18a+a3(%§—%)85 -
d t = 2 Pol COS g R ipgtsin g ’ 3.21
fs’r‘ ( ) € € aa15a_1 _’_ﬁaQSﬁ—l 4 (/3 +77) assﬂ_,’_n_l € ( )
s=pyel#o

pri ¢emu je sg = pyel¥o, ¢, € (g, 77) , nula funkcije ¥ koja se nalazi u drugom kvadrantu komleksne ravni.
Funkcija relaksacije za model VIII data je izrazom

os () = —|1- */ / Q) sp e PTdpdr
0 0 pem +p elaﬂ' <b1 +p elaﬂ')

b 0, u prvom slucaju,
20 —fr(p") (1 - e_p*t) , u drugom slu¢aju, (3.22)
“ fo (T) u treéem slucaju,

pri Gemu je jezgro Q dato izrazom (3.16), funkcija v je

- . 1 a by a
w(s)_a2+(a2 bQ)S 9

p* je dato izrazom

i FU)

a funkcije fZ. i fs» izrazima

() 1 1+aq (% - %) (p*)*elom
:7- * _ _ Re _ _ - —iam ,
g ap”) a1+ 205 (p°)" @iom
Fr) (¢ t 1+d2(‘%_’%)8a ipgt si
r —  9ePotcoseg R iptsingy | 3.93
for' () ¢ © as® 1 (ay + 2a28%) ¢ ( )
s=pye!¥o

gde je so = pye'?o, v, € (%, 7r) jedna od nula funkcije v koja se nalazi u drugom kvadrantu komleksne ravni.

Zahtevom nenegativnosti jezgra K obezbeduje se da je u prvom slu¢aju funkeija relaksacije (3.17) kompletno
monotona, §to implicira suZene termodinamicke restrikcije jednake onima koje obezbeduju da je funkcija puzanja
(3.11) Bernstajnova funkcija, buduéi da su i funkcija relaksacije (3.17) i funkcija puzanja (3.11) definisane preko
istog jezgra K. Takode, za drugi slucaj, jednake suzene termodinamicke restrikcije koje su obezbedivale da su
funkcije puzanja za modele VI - VII (3.12) i model VIII (3.13) Bernstajnove funkcije, obezbeduju da su funkcije
relaksacije za modele VI - VII (3.20) i model VIII (3.22) kompletno monotone, buduéi da su date preko istog
jezgra (3.15), odnosno (3.16). U trecem slucaju, zbog osobina funkcija Fio (3.19), o (3.21) i 7o (3.23)
funkcije relaksacije (3.17), (3.20) i (3.22) imaju priguSeni oscilatorni karakter. DetalJmJa izvodenja koja daju
ove informacije mogu se pogledati u [49].

Vrednosti funkcije relaksacije u limesu kada ¢t — 0 su beskonac¢ne za modele prve klase frakcionog Burgersovog
modela (2.33), dok su konagne i pozitivne za modele druge klase frakcionog Burgersovog modela (2.34). U limesu
kada t — oo funkcija puzanja ima nultu vrednost za obe klase modela:

oo zamodele -V,
o9 = 22 zamodele VI- VII, 4 =o.
B2 Ja model VIII,

az’
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3. Funkcije puzanja €., i relaksacije o,

Zadavanje konstitutivne jednacine viskoelasti¢nog tela kori§éenjem funkcije relaksacije naglo je primenu u
dokazivanju disipativnih svojstava frakcionih talasnih jednacina sa istorijskim i nelokalnim karakteristikama
koristeci apriorne energijske ocene u [61]. Frakciona Burgersova konstitutivna jednacina primenjena je u [58] za
modeliranje polimera, dok je u [13, 47, 59] eksperimentalno ispitivano puzanje asfaltnih meSavina i odredeni su
optimalni parametri frakcionog Burgersovog modela. Eksperimenti puzanja i relaksacije napona su u [17, 20]
koriséeni za ispitivanje mehanic¢kih osobina biologkih tkiva. Funkcija puzanja koja odgovara klasi¢nim modelima
viskoelasti¢nosti razmatrana je u [46]. S druge strane, teorijsko istrazivanje funkcija puzanja i relaksacije, koje
odgovara frakcionim viskoelasti¢nim modelima koji imaju red izvoda niZi od prvog reda, predstavljeno je u
[9, 44, 45], gde je pokazano da je funkcija puzanja BernStajnova funkcija, a funkcija relaksacije kompletno
monotona funkcija.
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4. Frakciona Burgersova talasna jednacina
na ograni¢cenom domenu

Da bi se resio i analizirao poetno-grani¢ni problem na domenu z € [0, L] tokom vremena ¢ > 0, odnosno
razmotrila propagacija talasa u viskoelasti¢cnom $stapu kona¢ne duzine L, fiksiranom na jednom kraju, dok je
drugi kraj slobodan i izloZen zadatom pomeranju u ili zadatom naponu o, potrebno je jednacinama kretanja i

deformacije
2

%O’(l‘,t) = pﬁu(x,t) ie(z,t)= %u(w,t) (4.1)

pridruziti termodinamicki konzistentan frakcioni Burgersov model prve klase
(1 + aq OD? + aq OD? + as ODZ) (e (LU, t) = (bl oDéL + bz 0D?+n) 3 (1’7 t) 5 (42)

ili druge klase
(1 +a1oD§ + a2 0D} +az th’BM) o(z,t) = (b1 oD} + by thﬁM) e (z,1), (4.3)

gde (D$ oznadava operator Riman-Liuvilovog frakcionog izvoda (2.13) reda ¢ € [n,n + 1], n € No.
Frakciona Burgerova talasna jednadina, predstavljena sistemom jednacina (4.1) i (4.2) ili (4.3), podleze
nultim pocetnim uslovima

u(z,0) =0, %u(m,o) =0, o(z,0)=0, %a(x,()) =0, e¢(z,0) =0, %s(x,O) =0, z€[0,L], (4.4)
kao i grani¢nim uslovima
w(0,t) =0 i w(L,t) =7(t), ili o(L,t) =X(t), ¢t >0, (4.5)

Sto odgovara Stapu fiksiranom na jednom kraju i optere¢enom na drugom kraju, ili zadatom deformacijom ili
zadatim naponom.

Frakciona Burgersova talasna jednacina ispitivana je u [50] za Koijev pocetni problem na neograni¢enom
domenu, dok je propagacija talasa u viskoelasti¢nom Stapu kona¢ne duzine modeliranom frakcionom konstitu-
tivnom jednacinom raspodeljenog reda sa konstitutivnom funkcijom stepenog tipa, tj. pofetno-granicéni problem
(4.1) izlozen pocetnim i graniénim uslovima (4.4) i (4.5), opisan u [7, 8], a u [4] je upotrebljen fluidni model
viskoelasti¢nog tela.

Prigusene oscilacije i problemi prostirnja talasa na ograni¢enom i polubeskona¢nom domenu razmatrani su
u [52, 53, 54, 55, 56] modeliranjem viskoelasti¢nih tela Cenerovim, modifikovanim Cenerovim i modifikovanim
Maksvelovim konstitutivnim jednac¢inama. Pitanja brzine prostiranja talasa, asimptotskih reSenja u blizini
talasnog fronta frakcione talasne jednacine, disperzije talasa i atenuacionih svojstva materijala razmotrena su u
[21, 22, 23, 24, 25], dok je Buhen-Mainardijeva ekspanzija reSenja u okolini talasnog fronta, koja je uvedena u
[11], iskoris¢ena u [15, 16] za analizu frakcionih talasnih jednacina koje opisuju materijale Beselovog, celobrojnog
i frakcionog Maksvelovog i Kelvin-Vojtovog tipa. Detalji o Beselovom modelu viskoelasti¢nog tela mogu se naci
u [14, 18|. Prostiranje talasa za klasu termodinamicki konzistentnih frakcionih modela viskoelasti¢nog tela
izu¢avano je u [39]. Brzina prostiranja maksimuma reenja frakcione talasne jednadine ispitivana je u [41, 42,
43]. Frakcione talasne jednacine pronasle su primenu i u modeliranju akusti¢kih karakteristika kompleksnih
medijuma, videti [12]. Pregled modela viskoelasti¢nih materijala frakcionog reda, problemi prostiranja talasa,
uklju¢ujuéi disperziju talasa i atenuacione procese, mogu se pronaéi u [5, 6, 27, 44, 57].
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4. Frakciona Burgersova talasna jednacina na ograni¢enom domenu

Sistem jednadina (4.1) zajedno sa (4.2) ili (4.3), koji predstavlja frakcionu Burgersovu talasnu jednacinu i
kojem su pridruZeni pocetni i grani¢ni uslovi (4.4) i (4.5), nakon bezdimenzionisanja i nakon izostavljanja crtica
iznad bezdimenzijskih veli¢ina postaje

0 02 0
8—xa(x,t) = ﬁu(axt), e(xz,t) = £u(:1c7t), sa (4.6)
(1 + a1 0DY + as oDP + ag ng) o (2,8) = (oDI +boDI ) & (2,4) ili (4.7)
(]. +a UD? + as ()Dtﬁ + as ()DtBJrn) g (:L', t) = (ODf + bthBJrn) 9 (x, t) 5 (48)

zajedno sa pocetnim i grani¢nim uslovima
u(x,0) =0 gu(mO)—O o(z,0)=0 ga(xO)—O e(z,0) =0 ga(mO)—O z €0,1] (4.9)
) - ) at ) - ) ) - 9 at ) - ) ) - ) at ) - 9 ) ) -

w(0,¢) =0 1 u(l,t) =Y(t), ili o(1,t)=X(), ¢t>0, (4.10)

koris¢enjem bezdimenzijskih veli¢ina

r - t U = T TS _ T¢
r = — t:— U= — T:— g = e 2227 g =
"I; L’ T’ u L7 L? U 0b17 b17 E E?
1
. _a _ay _ a3z 5 b . N pL?\ >
U= ©2= gp @ =g 0= g, sdeje T(b1 !

gde je (£,¢) = (p,7) za prvu klasu i (£,¢) = (8,8+1), n € {«a,B,7} za drugu klasu Burgersovih modela.
Primenom Laplasove transformacije (2.15), vodeéi ra¢una o nultim pocetnim uslovima (4.9), sistem jednacina
(4.6) i (4.7), ili (4.6) i (4.8) postaje

8%35 (z,5) = s (x,8), &(x,s)= %ﬁ (z,5), 6(z,8) =G (s)&(x,5), (4.11)
gde je kompleksni moduo
. G (8) Lo
G (s) = —=—=%, pri ¢emu je 4.12
(0= j (412)
by (5) =14 a15® +ags® +azs?, . (s) = s +bs" ili (4.13)
by (5) =14 a1 + ags”® + ags®™, ¢_(s) = s° + bs’ T, (4.14)

za prvu klasu, odnosno drugu klasu Burgersovih modela, tako da se sistem jednacina (4.11), reSavan po @, svodi
na obi¢nu diferencijalnu jedna¢inu sa konstantnim koeficijentima
0? 52
x,8) — =——u(zx,s) =0,

I G (s)

Cije je reSenje
s

(v (I7 S) =0 (5) € ZS(S) +Co (S) e_ Gt
a(x,s) = C(s)sinh s ) (4.15)

G (s)

buduéi da prvi graniéni uslov u (4.10), koji odgovara ¢injenici da je jedan kraj $tapa fiksiran, obezbeduje da
je 2C = Cy = —(C3, dok Laplasova transformacija pomeranja (4.15) u kombinaciji sa (4.11), 3 daje Laplasovu
transformaciju napona u obliku

& (2,8) = C(s) sy/G (s) cosh —or . (4.16)
G (s)

4.1 ResSenje za zadato pomeranje slobodnog kraja Stapa

Funkcije pomeranja i napona u Laplasovoj slici za dato pomeranje slobodnog kraja $tapa, u skladu sa (4.15) i

(4.16), daju sledece izraze
sinh —%2 cosh 2=
- & G(s) . -~ & = vV G(s)
a(xz,s) =7 (s) o e aa (x,8) =T (s)sy/G (8)7sinh , (4.17)

VG(s) VG(s)




4. Frakciona Burgersova talasna jednacina na ograni¢enom domenu

pri éemu je funkcija C' odredena iz Laplasove transformacije pomeranja (4.15) i grani¢nog uslova (4.10)5 u obliku

4.1.1 Pomeranje proizvoljne tacke Stapa za zadatu funkciju T

Funkcija pomeranja u Laplasovoj slici, data izrazom (4.17);, moZe se izraziti preko jezgra reSenja u slici Pu
sluc¢aju prve klase Burgersovih modela, ili preko regularizovanog jezgra reSenja u slici Pree u slu¢aju modela koji
pripadaju drugoj klasi Burgersovih modela, definisanih izrazima

sinh —22

/ . 1~
Plr,s)=—Y) 5 B (2,s)=-P(a,s). (4.18)
sinh —=2— S
VG(s)
Razmatranjem asimptotskog ponasanja jezgra reSenja u slici P i njegove regularizovane forme ﬁreg kada
s — 00, dobija se

e | Q1

Q

_o_ =s

- —(l—z) 1 — VE) 5 -4 ~ 1 /33,
P(z,s)=e 7S % ~e V-2 TRy Prog (,8) ~ —e~V 510, (4.19)
1—e V&© §

bududi da je asimptotsko ponasSanje kompleksnog modula G (4.12)

- { %35, za modele prve klase, pri ¢emu je § = pu+n — 7,

G (s) ~ b kada s — oc. (4.20)

-, za modele druge klase,
3

Dakle, u sluc¢aju modela prve klase, za asimptotsko ponasanje jezgra reSenja P dobija se izraz

]. i 3 5 a 1-9 Lo
P(z,t) ~ f/ sin <, / a—; (1—x)p" 2 sin ;) e PV -2 T2 cos g kada ¢ — 0, (4.21)
0

™

nakon primene inverzne Laplasove transformacije na (4.19); koriste¢i definiciju i integraciju u kompleksnoj
ravni, dok se za asimptotsko ponaSanje regularizovanog jezgra reSenja Preg, koje odgovara modelima druge

klase, dobija
Preg (z,t) ~ H (t — /%3 (1- x)) . kada t — 0. (4.22)

Sa druge strane, asimptotsko ponaSanje regularizovanog jezgra resenja preg kada s — 0, je

~ 1<1+ajsl_%+...)—(1—1‘51_%—4—...) 1
s

Preg (x,5) = - - ~ —z, dajuéi Preg (x,t) ~x H (t) =z, kada t — oo,
(1—}—31_5—1—...)—(1—81_5—1-...) s
R (4.23)
buduéi da je asimptotsko ponasanje kompleksnog modula G (4.12)
G (s) ~ s*, kada s — 0, gdeje €€ {u,B}. (4.24)

Primenom inverzne Laplasove transformacije funkcije P (4.18)5 dobija se

gpreg (xat) )

0
P(2,t) = = Preg (@,t) + Prog (2,0)  (t) = T

ot

buduéi da Tauberova teorema daje Preg (2,0) = lims_,o spmg (z,s) = 0, pri ¢emu je asimptotsko ponaSanje

sﬁreg kada s — oo odredeno sﬁreg (z,8) ~ e~V =25 50, videti (4.19)5. Preciznije, jezgro reenja je

P(z,t) = % (Preg (z,t) H (t - \/?(1 - x)))
= PP 1 (12 0-0) + P (12 a-n), A

jer regularizovano jezgro reSenja Preg ima nultu vrednost za sve trenutke do trenutka t = /% (1 — ) i nenultu
vrednost nakon toga, videti (4.22).
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4. Frakciona Burgersova talasna jednacina na ograni¢enom domenu

Jezgro resenja P dobijeno je primenom inverzne Laplasove transformacije u poglavlju 5 koriS¢enjem Kosijeve
teoreme o reziduumima, buduéi da funkcija P ima beskona¢no mnogo polova prvog reda, koji se dobijaju kao
nule njenog imenioca, odnosno kao reSenja jednacine

2
°__ — 0 sto daje ——— = —ikm, odnosno., —— + (km)* =0, k=0,%1,42, ... (4.26)
G (s) G (s) G(s)

sinh

Preciznije govoreéi, kako je pokazano u poglavlju 6, postoji par kompleksno konjugovanih polova s; i 55 za
svako k € Ny koji leze u levoj kompleksnoj poluravni. Osim polova, pored tacke grananja s = 0, funkcija P
moze imati i tacke grananja zbog kvadratnog korena funkcije G, bududi da imenilac ¢, moze imati ili jednu
negativnu realnu nulu ili par kompleksno konjugovanih nula sa negativnim realnim delom, dok je u slu¢aju kada
funkcija ¢, nema nula s = 0 jedina tacka grananja funkcije P. Eksplicitna forma jezgra reSenja P i njegove
regularizovane forme Pg, u slu¢aju kada funkcija P ili nema tacaka grananja osim s = 0 ili ima jednu negativnu
realnu tacku grananja, data je sa

. im
sinh —2£°

1 o0 A/ G (pei™
P(.Z‘,t) = _7/ Im hic(p) e_ptdp
0 S111

T peim

VG(peim)

> sin (kmx) _ , Sk .
+23 7 (-1 T e petleos vl Re ———= e/ (4.27)

2Sk

Lo ) sinh%
Preg (x,t) =2 — 7/ Im ﬁhipgf) e Pdp
0 PE" sin

vV G(peim)

> sin (krz) _ . 1 ips tsi
+23 7 (-1 T e eetleos vl Re ———etne | (4.28)

dok su jezgro resenja P i njegova regularizovana forma dati sa

sinh —&ee?0
(') ~ i
P(x,t) = l/ Im #ei(%”tsm%) e PHleoseoldp
T Jo sinh —2——
apy
I Z k sin k‘ﬂ'.’l?) e—/’kt|cos o Re 3—k()eipktsin D , (429)
(kw) 29:
- sinh éﬁei“’i‘;
Prog (1) = 220 + l/ Im | (pj ’) eil@otptsingo) [ o=ptlcoseolq
T T Jo pelﬁpo sinh __pe®o
Py
) s e
(k7r)2 G;(Sk)
Sk

u slucaju kada funkcija P ima par kompleksno konjugovanih tacaka grananja sg = poe'?o i 5 sa negativnim
realnim delom i dodatno tacku grananja s = 0. Treba zapaziti da je oblik (4.29) jezgra reSenja P opstiji i da se
svodi na (4.27) za ¢, = 7.

Jezgro resenja P, prema (4.27) ili (4.29), sadrzi dva ¢lana: prvi koji je nemonoton vremenski i prostorno
i drugi koji predstavlja superpoziciju stoje¢ih talasa koji osciluju ugaonom frekvencijom wy = pj sinp, i am-
plitudom ¢&ija vrednost opada tokom vremena. Brzina propagacije pobude je kona¢na u slu¢aju modela druge
klase i data je sa ¢ = \/g, jer je Preg (x,t) # 0 za t > /% (1 — ), Sto sledi iz (4.22), a nije slucaj sa prvom
klasom modela, za koje je brzina propagacije pobude beskonaé¢na, Sto je u skladu sa asimptotskim ponaSanjem
jezgra resenja P za t — 0, videti (4.21).

Kada je poznato jezgro reSenja P, dato izrazima (4.27) i (4.29) u slucaju prve klase modela, ili u slucaju
druge klase modela izrazom (4.25), gde je Pyes odredeno sa (4.28) ili (4.30), funkcija pomeranja, kada je zadato
pomeranje na slobodnom kraju Stapa, je

u(z,t) =T (t) * P(x,t), (4.31)
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4. Frakciona Burgersova talasna jednacina na ograni¢enom domenu

a dobijena je inverznom Laplasovom transformacijom izraza (4.17);, gde je jezgro reSenja u slici P definisano
a (4.18).

4.1.2 Napon u proizvoljnoj tacki Stapa za zadatu funkciju T
Funkcija napona u Laplasovoj slici, data sa (4.17)2, moZze se izraziti ili preko jezgra reSenja u slici Ru sluc¢aju

Burgersovih modela prve klase, ili preko regularizovanog jezgra resenja u slici R, u slu¢aju modela koji pripadaju
drugoj klasi, koji su definisani preko

R(x,s)=s 6(8)7(5) i R.(x,s)=R(x,s)e Ve (4.32)

Razmatranjem asimptotike jezgra resenja u slici Ri njegove regularizovane varijante R., kada s — o0, dobija
se

_9g_ s
. T ()= 1 NEE b o -3
R(z,s) = sy/G(s)e “ )VG(b‘)%N e TR G LI (4.33)
1—¢e G(s) as
Rg(x,s) ~ ise_\/?(l_“c)se_‘s\/g7
as

gde je iskoriséeno asimtotsko ponaSanje kompleksnog modula G, datog sa (4.20), tako da se za asimptotsko
ponaSanje jezgra reSenja R kada t — 0 za modele prve klase dobija

1 /b [ / 5 5 o -
R(x,t) ~ —— —/ sin ( 4 (1—-1x) plfg sin - — 7r) A e L 2 cos i 1Jr2dp kada t — 0,
mV a3 Jy b 2 2

(4.34)
nakon inverzne Laplasove transformacije izraza (4.33) koristeéi definiciju i integraciju u kompleksnoj ravni, dok
se za asimptotsko ponaSanje, kada ¢t — 0, regularizovanog jezgra reSenja R., koje odgovara modelima druge

klase, dobija
b a3 d 52
c(xt) ~ 4 —6(t— /= (- £
Rt ~ o (5 0-9) G ()
b d € 22
It — i 4.
Vo a (QT = )T_t Tae) kada t — 0, (4.35)

e’% — 0, kada t — 0.

buduéi da je £71 [6*5‘/5} (t) = 2“5/%

Primenom inverzne Laplasove transformacije na regularizovano jezgro reSenja u slici R, dato sa (4.32)s,
dobija se

2

t) , odnosno, lil% R.(z,t) = R(z,t) * 4 (t) = R(x,1),
E—r

R.(z,t) = R(z,t) % (2]5\/»

. c 9. c _e2 _<2 NG — 1 —

Jer Je.hme—>0 r\/ﬁ-e 7w =0(t), zbog L {%\ﬁ ‘“} (5).620 =¢ =0 1=L[ (t)] : . )
Sli¢no kao $to je uradeno u poglavlju 5, izra¢unavanje regularizovanog jezgra reSenja R, takode je dobijeno

primenom inverzne Laplasove transformacije i predstavljeno je izrazom

__wpel®0
1 [ ~ ) cosh G(peivo) ‘(2 . 20
R, (’Jj,t) = 7/ Im G (pGIWo) . el( 4P0+Ptsm<,00)e*€\/ﬁe efpt|cos<p0|pdp
T Jo sinh sz )
pei©o
> 3
Z e Mefpktlcos ¢l Re s—gé/eipk siny | gmev/er (4.36)
= (o L (b 552

u sluc¢aju kada funkcija R., data sa (4.32)5, ima par kompleksno konjugovanih tacaka grananja sy = p,el¥o i
30 1 tacku grananja s = 0, dok se za ¢, = 7 u (4.36) dobija izraz jezgra reSenja R., analognan sa (4.27), koji
odgovara slu¢aju kada funkcija R, osim s = 0, nema tacaka grananja ili ima jednu realnu negativnu tacku
grananja. Moze se zapaziti da se izraz jezgra reSenja R, koji odgovara Burgersovim modelima prve klase, dobija
za uvrStavanje € = 0 u izrazu (4.36) za R., posto regularizacija nije potrebna.
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4. Frakciona Burgersova talasna jednacina na ograni¢enom domenu

Preko jezgra resenja R. datog sa (4.36), sa ¢ = 0 u slucaju prve klase modela, ili sa € # 0 u slu¢aju druge
klase modela, moZe se izraziti funkcija napona u slucaju kada je dato pomeranje slobodnog kraja Stapa:

o (z,t) =T (t) * R (z,t), (4.37)

primenom inverzne Laplasove transformacije izraza (4.17),, pri ¢emu je jezgro redenja u slici R dato sa (4.32).

4.1.3 Numericki primeri

Slike 4.1 i 4.2 predstavljaju grafike funkcije pomeranja nekoliko tacaka Stapa u sucaju zadatog pomeranja
slobodnog kraja $tapa pretpostavljenog u obliku Hevisajdove funkcije, odnosno za grani¢ni uslov (4.10)y dat
kao T = H. Regularizovano jezgro reSenja P,.s ve¢ predstavlja odziv na Hevisajdovu funkciju, budué¢i da je
definisano sa (4.18)y za regularizovano jezgro resenja u slici ]Sreg, §to daje

uy (z,t) = Preg (z,t) = H (t) % P (x,1t)

nakon primene inverzne Laplasove transformacije, videti takode (4.31).
Odziv uy pokazuje prigusSeno oscilatorno ponaSanje, pri ¢emu se odziv umiruje na onu vrednost pomeranja
kolika je i koordinata tacke Stapa, odnosno

tlggo uy (z,t) = x, (4.38)

kako i predvida asimptotsko ponaSanje regularizovanog jezgra resenja Pes za t — 0, dato izrazom (4.23). Vre-
menski profili odziva na Hevisajdovu funkciju u slu¢aju modela V imaju sasvim klasi¢ne oblike oscilatornog
ponaSanja sa izraZenim priguSenjem, videti sliku 4.1a. Sa druge strane, profili u slu¢aju modela VII, takode
oscilatornom, li¢e na niz ekscitacionih i relaksacionih procesa, buduéi da profili viSe puta menjaju konveksnost
iz konkavnog u konveksno, $to se jasno moze videti na slici 4.1b. Ipak, krive dobijene analitickim izrazima su
konzistentne sa krivama predstavljenim tackama, koje su dobijene numeri¢kom inverznom Laplasovom trans-
formacijom koris¢enjem Talbotovog metoda, videti [1]. U trenucima koji su bliski po¢etnom trenutku odzivi se
razlikuju u sluéaju Burgersovih modela prve i druge klase, buduéi da u slu¢aju modela prve klase vremenski
profili neprekidno rastu od nulte vrednosti pomeranja, uzimajuéi nenulte vrednosti zavisne od pozicije tacaka,
videti asimptotiku (4.21) jezgra reSenja P i sliku 4.1a, dok u slu¢aju modela druge klase vremenski profili se
menjaju skokovito zavisno od pozicije tacaka, budué¢i da je asimptotika odziva predstavljena Hevisajdovom
funkcijom, videti (4.22) i sliku 4.1b.

1.0

0.8}

x=07

PO 00 g o 0-0-0 0

0.6

iy

0.4}

0.2H

0.0 . K 1.5 2.0
t t

(a) Slu¢aj za model V. (b) Slucaj za model VII.

Slika 4.1: Funkcija pomeranja ukoliko je na slobodnom kraju Stapa pomeranje zadato u obliku Hevisajdove
funkcije, tj. T = H, dobijena prema analitickom izrazu (pune linije) i numeri¢kom inverzijom Laplasove
transformacije (tacke).

Grafici sa slike 4.1 odgovaraju slu¢aju kada jezgro reSenja u slici P i njegovo regularizovano jezgro resenja
u slici ]Sreg nemaju drugih tacaka grananja osim s = 0, tako da je odziv na Hevisajdovu funkciju dobijen
koris¢enjem izraza (4.28) gde su parametri modela dati u tabeli 4.1, dok vremenski profili sa slike 4.2 odgovaraju
slu¢aju kada jezgro reSenja u slici dodatno ima par kompleksno konjugovanih tacaka grananja sa negativnim
realnim delom, stoga je odziv racunat prema (4.30) koristeéi parametre modela iz tabele 4.1. Tako parametri
modela u sluéaju kada postoje kompleksno konjugovane tacke grananja ne zadovoljavaju suzene termodinamicke
restrikcije, $to je bio zahtev u dokazu da jezgro reSenja u slici ima par kompleksno konjugovanih polova sg,

k € N, numericki je pokazano da se polovi jezgra reSenja u slici P nalaze u levoj kompleksnoj poluravni, kao i
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Slika 4.2: Funkcija pomeranja ukoliko je na slobodnom kraju Stapa pomeranje zadato u obliku Hevisajdove
funkcije, tj. ¥ = H, u slu¢aju modela V kada jezgro reSenja u slici ima par kompleksno konjugovanih tacaka
grananja.

da je argument tacake grananja veéi od argumenta polova. Vremenski profili odziva sa slike 4.2 su specifi¢nog
oblika, kao da su superponirana dva tipa oscilacija sa razli¢itim frekvencijama, buduéi da su pikovi zamenjeni
relaksacionim krivama, pra¢enim drugim brzim relaksacionim procesom, koji se javljaju posle dva sukcesivna
ekscitaciona procesa koji imaju razlic¢ite brzine. gtaviée, odzivi imaju obvojnicu koja je tipi¢na za priguSene
oscilacije.

model tacke grananja ay as as b « 153 ¥ I
model V s=0 0.005 | 0.8 | 0.115 | 0.376 | 0.6 | 0.61 23 0.8
s =0, sg, So 0.075 | 0.8 | 1.14 | 1.39 | 0.4 | 0.685 0.7

model VII s=0 0.01 | 4.5 4 3 0.7 | 0.845 | - -

Tabela 4.1: Parametri modela.

Slike 4.3 i 4.4 predstavljaju vremenske profile koji prikazuju funkciju napona za nekoliko ta¢aka Stapa u
sluéaju zadatog pomeranja na slobodnom kraju Stapa datog u formi Hevisajdove funkcije, odnosno za ¥ = H
kao graniéni uslov (4.10)3, tako da se, uz (4.37), dobija

oy (z,t) = H (t) * R (z,1). (4.39)

U slu¢aju modela V, kao $to se jasno vidi na slikama 4.3a - 4.3c, odziv na Hevisajdovu funkciju pokazuje
priguseni oscilatorni karakter, uzimajuéi ¢ak i negativne vrednosti, sa izrazenim prvim pikom ¢ija je amplituda
izrazenija kako je razmatrana tacka bliza slobodnom kraju Stapa, Sto je ocekivano buduéi da je slobodni kraj
Stapa izloZen trenutnom pomeranju. Zapaza se dobro slaganje izmedu krivih dobijenih analitickim izrazom i
numeric¢kim metodom inverzije Laplasove transformacije. Vremenski profili u slu¢aju modela VII li¢e na niz
relaksacionih procesa prekinutih naglim skokovima ¢ija amplituda opada sa vremenom, videti slike 4.3d i 4.3e.
Modeli V i VII razlikuju se u odzivima kada je u pitanju asimptotika za malo vreme, budu¢i da u slu¢aju modela
V napon kontinualno raste od nulte vrednosti sa znac¢ajnim rastom zavisnim od pozicije razmatrane tacke Stapa,
kako je predvideno sa (4.34), dok se u slu¢aju modela VII napon ponasa kao Dirakova delta distribucija za malo
vreme, u skladu sa (4.35) i (4.39), stoga kada t — 0 vazi

b t
ore(z,t) ~ \/a—g/o
b

2

a4 (E e_h) dt’
de’ 27\/F T:t’*@(l*fﬂ)
3

E2
~ J— ——e 47
V oas <2T\/7TT >T=t_\/§(1_x)

¥
as

(t_

C;j’ (1 —x)) , kada € — 0.
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4. Frakciona Burgersova talasna jednacina na ograni¢enom domenu

Za razmatranje asimptotike odziva kada t — oo, polazi se od Laplasove transformacije (4.39), sa jezgrom reenja
u slici R datog sa (4.32)1, tako da

<1+x51’§+...)Jr(lfxsl’%Jr...)
(1+51*§+...)—(1—51*§+...) st=¢’

t—¢
ra-9)

oy (z,8) = st

kada s — 0, daje

oy (x,t) ~ — 0, kada t — oo, (4.40)

koriséenjem asimptotskog ponasanja kompleksnog modula G, datog sa (4.24). Moze se zapaziti da se za dovoljno
veliko vreme asimptotsko ponaSanje napona kao odziva na Hevisajdovu funkciju poklapa sa funkcijom relaksacije,
videti tabelu 2 u [49].

Suprotno vremenskim profilima sa slike 4.3, koji odgovaraju jezgru reSenja u slici R za sluc¢aj kada nema
drugih tacaka grananja osim s = 0, odzivi predstavljeni na slici 4.4 odgovaraju slu¢aju kada jezgro reSenja u
slici ima par kompleksno konjugovanih tacaka grananja sa negativnim realnim delom. Grafici su dobijeni za
vrednosti parametara datih u tabeli 4.1, pri ¢emu je parametar regularizacije € = 0.25. Moze se zapaziti da su
krive odziva sa slike 4.4 superpozicija krivih sliénih onima sa slika 4.3a - 4.3c, ¢iji oblik ne zavisi od pozicije
tacke, i niza pikova koji zavise od pozicije tacke. Za malo vreme, odzivi takode lice na one sa slika 4.3a - 4.3c,
medutim oni nisu prikazani na slici 4.4 zbog velike vrednosti njihovih amplituda.

4.2 ResSenje za zadati napon na slobodnom kraju Stapa

Kada je dat napon koji deluje na slobodni kraj Stapa, Laplasove transformacije funkcija pomeranja i napona,
datih preko (4.15) i (4.16), dobijaju se u obliku

sinh —Z2 cosh 22
- & 1 VG(s) .. & G(s)
(xz,s) =3 (s) — o= 17 (z,8) =2 (s) osh = (4.41)
51/ G (s) G(s) G(s)

pri ¢emu se funkcija

X (s)
51/ G (s) cosh g(s)

odreduje preko napona u Laplasovoj slici (4.16) i grani¢nog uslova (4.10)s.

C(s)=

4.2.1 Pomeranje proizvoljne tacke Stapa za zadatu funkciju X

Funkcija pomeranja u Laplasovoj slici, data sa (4.41), moZe se izraziti preko jezgra resenja u slici Q, definisanog

izrazom .
sinh —2Z2

~ 1 (s
Qa.s) = ——=—YO. (4.42)
51/ G (s) G(s)

Razmatranjem asimptotskog ponaSanja jezgra reSenja u slici Q kada s — oo dobija se

—2_Zs @ _S
O (z,s) = 1 e—(l—w)@ l1—e Vv&® \/?%%e_ Vi -o)stte , za modele prve klase,
2= - e m—— s =
s1/ G (s) l1+e V&® lemv F-a)s za modele druge klase,

(4.43)
u skladu sa asiptotikom kompleksnog modula G, datog sa (4.20), tako da se za trenutke bliske poc¢etnom trenutku
jezgro reSenja (), za modele prve klase, ponaSa prema izrazu

1 as * . as 1-2 . om om —pt—&-\/g(l—:c)pl*% cos & 1
Q(w,t)w—;,/z/o sm(,/b(l—x)p ZSIH?—F? e b 2p17_~_%dp7 kada t — 0,
(4.44)

dobijenom inverznom Laplasovom transfromacijom izraza (4.43) koriS¢enjem definicije i integracije u komplek-
snoj ravni, dok je asimptotsko ponaSanje jezgra reSenja @ u sluc¢aju modela druge klase

Q (z,1) ~ “TjH (t— “b?’u—x)), kada t — 0, (4.45)
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4. Frakciona Burgersova talasna jednacina na ograni¢enom domenu

0.5 1.0 1.5

(a) Slu¢aj za model V - pune linije odgovaraju analitickom izrazu,
a geometrijski oblici numeric¢koj inverziji Laplasove transformacije.
oy

30¢ oY
250 -
25+
200 -
20+
150 |
15F
10+ 100 -
st 50]
‘ ‘ ‘ =y 0 w ; ‘ -
02— 83— 04 0.5 0.02 Ui 06 0.08 0.10
(b) Slu¢aj za model V. (c) Slu¢aj za model V.
8 -
i i
1 10
' 1
: I H
T sl
] \ i :
f : ] M
i : T
R Uik
: 1}
I
4+ N
I
[}
2r N
2r : \
1\
I
s
. ¢ 1 hYh 1s . P
T OI=——TD T3 3.5
(d) Sluéaj za model VII - istackana, puna i isprekidana linija, (e) Slu¢aj za model VII - istackana, puna i isprekidana linija,
koje respektivno odgovaraju tackama x € {0.1,0.3,0.5}. koje respektivno odgovaraju tackama = € {0.7,0.8,0.9}.

Slika 4.3: Funkcija napona ukoliko je na slobodnom kraju Stapa pomeranje zadato u obliku Hevisajdove funkcije,
tj. T = H, dobijena prema analitickom izrazu (pune linije) i numeri¢kom inverzijom Laplasove transformacije
(geometrijski oblici).

23



4. Frakciona Burgersova talasna jednacina na ograni¢enom domenu

12 14 2 12 14

-20r -20r

-20r -20r

Slika 4.4: Funkcija napona ukoliko je na slobodnom kraju Stapa pomeranje zadato u obliku Hevisajdove funkcije,
tj. T = H, u slu¢aju modela V kada jezgro reSenja u slici ima par kompleksno konjugovanih tacaka grananja

i implicira da vrednost jezgra reSenja () za mala vremena skoci sa nulte vrednosti na kona¢nu vrednost u
vremenskom trenutku ¢t = /% (1 — z) zavisno od poloZaja z i osobina materijala.

Sa druge strane, asimptotika jezgra reSenja u slici Q kada s — 0 daje

B 1 (1+x81_%+...)—(1—%81_%-‘1-...)

G (@5) i~
T,8) =
sits <1+51_%+...)+(1751_%+...)

re’

1 -
~T—, paje £t [Q (x,s)] ~ T kada t — oo,
s

u skladu sa asimptotikom kompleksnog modula G, datog sa (4.24), implicirajuéi da jezgro resenja @ za velike
vrednosti vremena asimptotski tezi nuli kao stepena funkcija, zavisno od polozaja tacke Stapa.
Jezgro reSenja

- smh&
Q (z,t) = 1/ G(peiw0) el(Potptsingg) e—Ptlcoswo\dp
™ Jo peupo / peILPU COSh pe 20
/G pewo
> (2k+1)7 1 1
+23 " (~1)"sin (a:) e Prtleosvil Re | — ———elPRtsinen | (4.46)
2 Sk 4 ((2k+1)7r) G’ (sk)
2 2sy,

je ra¢unato koriS¢enjem definicije invrzne Laplasove transformacije, sli¢no kao jezgro reSenja P, videti poglavlje
5, koris¢enjem Kogijeve teoreme o reziduumima, buduéi da funkcija kompleksne promenjive Q ima beskonacan
broj parova kompleksno konjugovanih polova sy i Sk, za svako k € Ny, koji leze u levoj kompleksnoj poluravni,
pri ¢emu su svi polovi prvog reda, dobijeni kao nule imenioca funkcije Q, odnosno kao reSenja jednacine
2
cosh ———= = 0 $to daje = —i(2]€ +1) ﬂ, odnosno — + <(2k i
G (s) G (s) ? ¢ ?

V)
»

2

) =0, k=0,%+1,£2, ...,
} 3 (4.47)
kako je pokazano u poglavlju 6. Kao i u slu¢aju funkcije P, funkcija @) takode moze imati jo§ tacaka grananja

pored s = 0, zbog kvadratnog korena funcije G. Oblik jezgra reSenja Q, dat sa (4.46), odgovara slucaju kada
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postoji par kompleksno konjugovanih tataka grananja sy = pye¥o i 59, dok se njegova forma koja odgovara
slucaju kada nema tacaka grananja ili postoji jedna realna negativna tacka grananja dobija uvrstanjem ¢, = 7
u (4.46).
Koris¢enjem jezgra reSenja datog izrazom (4.46), funkcija pomeranja u slu¢aju zadatog napona na slobodnom
kraju Stapa je
u(z,t) =3 (t) *Q(x,t), (4.48)
a dobijena je primenom inverzne Laplasove transformacije na izraz (4.41);, pri ¢emu je jezgro reenja u slici Q

definisano sa (4.42).

4.2.2 Napon u proizvoljnoj tacki Stapa za zadatu funkciju X

Funkecija napona u Laplasovoj slici, data sa (4.41),, moZe se izraziti preko Jezgra resenja u slici S, u slucaju
Burgersovih modela prve klase, ili preko regularizovanog jezgra reSenja u slici Sieq, u slu¢aju modela druge
klase, a definisanih izrazima

S (z,s) = 72‘\/@ i Speg (z,8) = %S (x,s). (4.49)

Razmatranjem asimptotike jezgra reSenja u slici Si njegove regularizovane forme S'rcg kada s — oo, vodeéi
rafuna o asimptotskom ponaSanju kompleksnog modula G, datog sa (4.20), dobija se

. —(l—z)—2 NEE) @ -3 = a
Sl = COVER LTS YU | Va0t G (e~ Lo VO,
1+e VE® S

Sto ima potpuno isti oblik kao asimptotika jezgra reSenja u slici Pi njegova regularizovana forma ﬁreg, videti
(4.19), stoga je za vremenske trenutke bliske pocetnom trenutku jezgro reSenja S za modele prve klase dato sa
(4.21), a asimptotika za Syeg, koja odgovara modelima druge klase, data sa (4.22), odnosno

1 [ 1) oy -4 7r
S(x,t) ~ f/ sin (1 / %3 (1—2x) pl_% sin 27T> e PtV (1-a)p' " cos %dp, kada t — 0, (4.50)
0

™

Sreg (w.8) ~ H (t - \/fa - ac)) , kada t — 0. (4.51)

Sa druge strane, asimptotsko ponaSanje regularizovanog jezgra reSenja u slici greg kada s — 0, daje

B 1<1+x51’§—|—...)—|—(1—5651’%4—...)
s

1
Sreg (T, 8) = < - ~ —, odnosno Syes (x,t) ~ H (t) =1, kada ¢t — oo,
(1+51*5+...)+<1—51*§+...) §

. (4.52)
u skladu sa asimptotikom kompleksnog modula G, datog sa (4.24).
Na osnovu regularizovanog jezgra reSenja S..g, dobija se jezgro reSenja

00 = 2 (st (1 B a-0))
_ %smg (z,t) H <t - ﬁu - x)) + Speg (z,) 0 (t - ‘L; (1- x)) , (4.53)

sli¢no kao u sluGaju jezgra reSenja P izrazenog preko njegove regularizovane forme Preg, videti (4.25).
Funkcija napona u sluc¢aju kada je zadat napon na slobodnom kraju stapa dobija se kao konvolucija

o(z,t) =X (t) S (x,t), (4.54)

primenom inverzne Laplasove transformacije na (4.41), sa jezgrom resenja u slici S definisanog sa (4.49), pri
¢emu je jezgro reSenja S dato izrazom

cosh zpel£0
o0 G(peivo) . .
S(x,t):l Im (ipe )el(s@o+ptsm¢o) e—Ptleoseol g
T Jo cosh —2&20
Gloem0)
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o ((2k+l)7r )

2 _ Sk . .

+23 ()Pt = L ematlcoserl Re —cletsiner | (4.55)
I;) Bhtl)n 1+ (<2k+1>w>2 G (sk)

2 25k

u sluc¢aju modela koji pripadaju prvoj klasi, dok je u slu¢aju modela druge klase jezgro reSenja S dato izrazom
(4.53), sa regularizovanim jezgrom reSenja Syeg, izracunato u obliku

cosh —2e?0
oo ~ i
Sreg (z,1) = Yo l/ Im : G(f)e *) eilwortptsingo) | o—ptleoseol
’ T 7 peiPo qogh _ pe0
é(pc“"o)
S e ) 1 "
+2) (-1) e~ Prticos @il Re ePRtsn e | (4.56)
k1) 2 =,
k=0 e 1+ (L“;l)”) L

Jezgro resenja i njegova regularizovana forma dobijeni su koris¢enjem definicije inverzne Laplasove transforma-
cije, sliéno kao $to je uradeno u poglavlju 5, gde je racunato jezgro resenja P. Oblik jezgara S i S;eg 0odgovara
sluéaju kada odgovarajuca jezgra reSenja u slici imaju par kompleksno konjugovanih tacaka grananja sg = pye'#o
i 50 i tacku grananja s = 0, dok se uvrStavanjem ¢, = 7 u izraze (4.55) i (4.56) dobija njihova forma kada
jezgra reSenja u slici, osim tacke grananja s = 0, nemaju tacke grananja ili imaju jednu realnu negativnu tacku
grananja.

4.2.3 Numericki primeri

Slike 4.5 i 4.6 predstavljaju vremenske profile funkcije pomeranja za nekoliko tacaka Stapa pri zadatom naponu
na slobodnom kraju Stapa pretpostavljenog u obliku Hevisajdove funkcije, odnosno za grani¢ni uslov (4.10)s
dat kao ¥ = H, tako da se prema (4.48) dobija

us (z,t) = H (t) *Q (z,t) . (4.57)

Odziv se moze razmatrati kao superpozicija monotono rastuce krive i oscilatorne krive sa vremenski opada-
juéom amplitudom, $to je posebno izrazeno u slu¢aju modela VII, videti sliku 4.5b, dok se u slu¢aju modela
V, usled velikog prigusenja, oscilacije zapravo ne mogu ni zapaziti videti sliku 4.5a. Moze se zapaziti dobro
slaganje izmedu krivih dobijenih analitickim izrazom (4.57) i numeri¢kom inverzijom Laplasove transforma-
cije. Pomeranje tezi beskona¢nosti za dovoljno veliku vrednost vremena zavisno od pozicije z, a u skladu je sa
asimptotikom

3
I+

5to se dobija iz Laplasove transformacije (4.57), sa jezgrom reSenja u slici Q datog sa (4.42), gde je

uy (z,t) ~x — 00, kada t — oo, (4.58)

1 (1—!—3:31’%4—...)—(l—xslfg—k...)

§2+5 (1+31*§+...)+(1—51*§+...)

iy (x,8) = ~x kada s — 0,

si+e’

zahvaljujuéi asimptotici kompleksnog modula G, datog sa (4.24). Funkcije pomeranja svih tacaka Stapa, zavisno
od njihove pozicije, posle dovoljno dugog vremena imaju jednako vremensko ponaSanje, odredeno izrazom (4.58),
Sto je potpuno isto kao za funkciju puzanja razmatranu za konstitutivnu jednacinu, videti tabelu 2 u [49]. Kao i
ranije, odzivi su drugadiji za Burgersove modele prve i druge klase, buduéi da vremenski profili imaju kontinualni
rast od nulte vrednosti u slu¢aju modela V, videti (4.44), dok u slu¢aju modela VII, u skladu sa asimptotikom
jezgra reSenja u slici (4.43) i Laplasovom transformacijom izraza (4.57), vazi

az 1
b s2

usg (x,t) ~ ?(t—,/?(l—x)), zat>,/a—;(1—m) kada t — 0,

impliciraju¢i da pomeranje ima linearni trend u kratkom vremenskom intervalu nakon trenutka t = /% (1 — ).

/T
iy (z,8) ~ e V3 (=25 kada s — oo, odnosno,

U slu¢aju kada jezgro reSenja u slici () ima par kompleksno konjugovanih tacaka grananja, krive odziva, buduéi
da nisu glatke, su takode priguSenog oscilatornog karaktera i superponirane su na monotono rastuce krive, videti
sliku 4.6. Kao i ranije, grafici su dobijeni koriS¢enjem parametara modela datih u tabeli 4.1.
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(b) Slucaj za model VII.

(a) Slu¢aj za model V.

Slika 4.5: Funkcija pomeranja ukoliko je na slobodnom kraju Stapa napon zadat u obliku Hevisajdove funkcije,
tj. ¥ = H, dobijena prema analiti¢kom izrazu (pune linije) i numeri¢kom inverzijom Laplasove transformacije
tacke, kao i kriva funkcije puzanja koja odgovara konstitutivno] jednacini (isprekidana linija).

uyg
6f et
5t e
-7 x=0.8
4t =
L x=0.6
3f =
//
” x=04
2F //,/
1+ /// x=0.2
/)
0 1 1 1 1 1 1 1 t
0 2 4 6 8 10 12 14

Slika 4.6: Funkcija pomeranja ukoliko je na slobodnom kraju $tapa napon zadat u obliku Hevisajdove funkcije,
tj. ¥ = H, u slu¢aju modela V kada jezgro reSenja u slici ima par kompleksno konjugovanih tacaka grananja,
kao i kriva funkcije puzanja koja odgovara konstitutivnoj jednacini (isprekidana linija).

Slike 4.7 i 4.8 predstavljaju vremenske profile funkcije napona za nekoliko tacaka Stapa na ¢ijem slobodom
kraju je primenjen napon u formi Hevisajdove funkcije, odnosno za grani¢ni uslov (4.10)3 dat kao ¥ = H.
Regularizovano jezgro resenja Syeg zapravo predstavlja odziv na Hevisajdovu funkciju, zbog relacije (4.49), za
regularizovano jezgro resSenja u slici S’reg, Sto daje

o5 (x,t) = Speg (z,t) = H (t) % S (z,1)

nakon primene inverzne Laplasove transformacije, videti takode (4.54).
Odziv je prigusenog oscilatornog tipa, koji se relaksira na vrednost napona primenjenog na slobodni kraj

Stapa, odnosno
lim oy (z,t) =1, (4.59)
t—o0

kao §to i predvida oblik regularizovanog jezgra reSenja Syeq za dovoljno dugacka vremena, dat sa (4.52). Vremen-
ski profili odziva u slu¢aju modela V prikazuju oscilatorno ponasanje sa veoma izrazenim prigusenjem, videti
sliku 4.7a. Sa druge strane, profili u slué¢aju modela VII, koji takode imaju prigusen karakter, li¢e na niz od dva
ekscitaciona procesa pracena sa dva relaksaciona procesa, buduéi da profili vise puta menjaju svoju konveksnost
iz konkavnog u konveksno, $to se jasno vidi na slici 4.7b. Postoji dobro slaganje krivih dobijenih analiti¢ki preko
(4.56), koris¢enjem parametara iz tabele 4.1 i onih dobijenih numeri¢kom inverzijom Laplasove transformacije.
Odzivi se razlikuju za model V i VII za dovoljno mala vremena, budué¢i da u sluéaju modela V vremenski
profili imaju kontinualni rast pocevsi od nulte vrednosti, uzimajuéi nenultu vrednost zavisno od koordinate
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2

(b) Slucaj za model VII.

Slika 4.7: Funkcija napona ukoliko je na slobodnom kraju Stapa napon zadat u obliku Hevisajdove funkcije,
>, = H, dobijena prema analitickom izrazu i iscrtana punom, isprekidanom, crta-tacka-crta i istackanom lini-
jom za z € {0.1,0.3,0.5,0.7,0.9}, kao i numeri¢kom inverzijom Laplasove transformacije iscrtane trouglovima,
krugovima i kvadratima za = € {0.1,0.5,0.9}.

Slika 4.8: Funkcija napona ukoliko je na slobodnom kraju Stapa napon zadat u obliku Hevisajdove funkcije, tj.
> = H, u slu¢aju modela V kada jezgro reSenja u slici ima par kompleksno konjugovanih tacaka grananja.
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4. Frakciona Burgersova talasna jednacina na ograni¢enom domenu

tacke Stapa, videti (4.50) i sliku 4.7a, dok za model VII vremenski profili imaju skok sa nulte vrednosti zavisno
od pozicije tacke, a usled ponaSanja funkcije napona kao Hevisajdove funkcije za mala vremena, videti (4.51) i
sliku 4.7b.

Suprotno graficima sa slike 4.7, koji odgovaraju slu¢aju kada jezgro resenja u slici S i njegova regularizovana
forma S’reg nemaju drugih tacaka grananja osim s = 0, vremenski profili sa slike 4.8 odgovaraju slucaju kada
jezgro reSenja u slici dodatno ima par kompleksno konjugovanih tac¢aka grananja. Vremenski profili predstavljeni
na slici 4.8 su specifi¢nog oblika, kao da se sastoje od nekoliko prigusenih oscilacija sa razli¢itim frekvencijama.
Cini se da odzivi imaju obvojnicu, §to je tipi¢no za prigusSene oscilacije.
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4. Frakciona Burgersova talasna jednacina na ograni¢enom domenu
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5. Odredivanje jezgra resenja P

Primenom inverzne Laplasove transformacije na jezgro reSenja u slici P, dato sa (4.18)1, dobija se jezgro resenja
P u obliku (4.27), odnosno

P(z,t) =L [15 (z, s)} (@,t) = — | P(x,s)etds,

2mi Br

gde je integracija izvrSena po Bromvic¢evoj konturi Br, tj. po konturi I'g u limitu kada R — oo, gde je I'g deo
zatvorene konture: '™ ako funkcija P nema drugih tacaka grananja osim s = 0, ) ako funkcija P ima realnu
negativnu tacku grananja kao i tacku grananja s = 0 i T ako funkcija P ima par kompleksno konjugovanih
tacaka grananja uz tacku grananja s = 0, koje su respektivno prikazane na slikama 5.1, 5.2 i 5.3. Kosijeva
teorema o reziduumima je data izrazom

lim P(z,s)e'ds =2 3 Res [p(x,s)e“,sk}, i € {111, 11T}, (5.1)
AzgJro fe o

pri ¢emu se integracija vrdi po konturama 'V, TUD § T 5 svi polovi s; funkcije P nalaze se u oblasti
obuhvaéenoj konturom I'” u grani¢nom slucaju kada R — oo i r — 0.

Tacke grananja jezgra redenja u slici P poti¢u od kompleksnog modula G (4.12), koji sadrzi funkciju ¢,,
datu izrazom (4.13); za prvu klasu Burgersovih modela, odnosno (4.14); za drugu klasu modela, a koja

nema nula u kompleksnoj ravni ako Re ¢, (p*) < 0,
ima jednu realnu negativnu nulu —p* ako Re ¢, (p*) =0,
ima par kompleksno konjugovanih ako Re o, (p*) > 0,

nula sg i §p sa negativnim realnim delom
gde je
Red, (o) = 1+ ax (p*)* cos (am) + az (p)” cos (87) + as (p*) cos (v7),
sa p* odredenim iz

a1 sin (am) a9 sin ()

ag [sin (77)]  ag [sin (77)]

za modele I - VII, dok u sluc¢aju modela VIII funkcija ¢,

> L il

[¥)

nema nula u kompleksnoj ravni

<% la<b|cos(o¢ﬂ')\

sin(am) 7
ima jednu negativnu realnu nulu —p*

] , 1 ako
odredenu sa p* = (W)

ima par kompleksno konjugovanih
nula sg i §p sa negativnim realnim delom

gdesua=3L,ib= \/ = a (27 ) kako je pokazano u [49].
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5. Odredivanje jezgra resSenja P

5.1 Sluc¢aj kada funkcija P nema drugih tacaka grananja osim s = 0

U slucaju kada jezgro resenja u slici P nema drugih tacaka grananja osim s = 0, integrali po konturama T,
I's i I's, koji pripadaju konturi I'® sa slike 5.1 i pojavljuju se u Kogijevoj teoremi o reziduumima (5.1), imaju
nenulti doprinos i u limesu kada R — oo i r — 0 dati su izrazima

lim I, = / P (z,s)eds = 2miP (z,t), (5.2)
R—o00 Br
o sinh —22& o Sinh —zpe”
lim Iy, = Ve fjf et i dp = __VE) —ptqp, (5.3)
R—oo oo sinh —2— 0 sinh 22—
r=0 G(peim) G(peim)
oo Sinh —225 —— " _ o Sinh #
lim Iy, = v G(p‘; erte Temingy = — [ VO mpty, (5.4)
fime o sinh —2&—— 0o sinh —2——
" V G(pe=im) G(pe~im)
u skladu sa parametrizacijom datom u tabeli 5.1, gde je koriséena notacija
Ir, = VOO estys i —0,...,7, (5.5)
r, sinh
i G(s)
dok integrali duz svih ostalih kontura imaju nulti doprinos kada R — oo i r — 0, §to ¢e biti pokazano.
Ims
I
I I'p:  Bromvic¢eva kontura,
R I'i: s=p+iR, p € [0,p0], po > 0 proizvoljno,
FO 1—\ . _ igp s
2. S_Re ) we[gaﬂ-v
I Res I's: s= pei‘“, p€[r R,
=R Do Ly: s=re'?, p € [—m, 7],
I5: s=pe’™, p € [r,R],
I I'g: s= Rew’., p e [fw, fg] , . .
I'7: s=p-—iR, p € [0,p0], po > 0 proizvoljno.
I7
Tabela 5.1: Parametrizacija integracione konture I'¥,
Slika 5.1: Integraciona kontura I'(1.
Reziduumi u teoremi (5.1), dobijeni prema
sinh —%5_e5? sinh et
Res [P (z,5) e, 51| = % = y G(S) (5.6)
1 sinh —=—

1 sG'(s) s ’
== | 1 cosh —2
V() lo—s, (@ 2\F> Vée) |y,

gde je G’ (s) = %é(s), a sk, k € Np, su polovi prvog reda funkcije P, videti (4.18)1, koji leZze u drugom
kvadrantu kompleksne ravni, kako je pokazano u 6, postaju

D 1 k' Skt
Res | P (z,5) e, 51| = (71)16 sin (kmx) spe

krooq 4 (kﬂ')2 G/ (sk)’

25k

kada se jednacina (4.26) iskoristi u (5.6). Kompleksna konjugacija jednacine (4.26) daje

=ikm, k=0,%1,42, ...

implicirajuéi da je s_j = 5p, tako da desna strana Kogijeve teoreme o reziduumima (5.1) postaje

(oo}

Z Res []5 (z,5)e, sk}

k=—oc0
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5. Odredivanje jezgra reSenja P

[e'e] . k skt . ASkt Skt
~3 (-1t Sln]({: ) 5k€2 — s;ge2 s |+l % (5.7)
ot 7T 1+ (k) 72;: 1+ (k) 72;: k=01 4 (kn) 723‘1’“
_ o3 (1) ST s g g [ sk (5.8)
= ke 1+ (k) Slee)

gde je sp = pye'Pr, o, € (g,w). Treba zapaziti da je poslednji ¢lan u (5.7) jednak nuli prema

Skeskt ik,ﬂ.eik'ﬂ't

1+ (km)? &, (f’“) 1+ o GL0km)

~ ikt — 0 kada k — 0,

jer sy ~ ikm kada k — 0, a u skladu sa jedna¢inom (4.26).
Dakle, integrali sa nenultim doprinosom (5.2), (5.3) i (5.4), kao i reziduumi (5.8), u skladu sa Kosijevom
teoremom o reziduumima (5.1) daju

s [ sinh \/f;j
27iP (z,t) + 21/ Im 7(?:) e *ldp
0 sinh —£2

VG (pei™)

= 4ri i (_1)k Me—pkt\compk\ Re w
k=1 km 14 (kw)z %5}:)
S (k o tsin o,
P(z,t) = 77/ I | VG | ~rldp + 22 % sin ( Wx)efpkt\coswk\ ne [ e
| o binhL 1+ (k. )2 G/( G'(sk)
\/m @ 25k

(5.9)

Ostaje da se pokaze da integrali po konturama I'y, I's, T'y, I's i I'7 teZe nuli kada R — oo i r — 0. Bez obzira
na ¢injenicu da je oblik (5.9) jezgra reSenja P validan samo za modele prve klase, regularizovano jezgro resenja
Phg, koje se odnosi na modele druge klase, moZe se dobiti na analogan nacin.

Integral po konturi I'y,prema parametrizaciji datoj u tabeli 5.1, je

sinh —22HiR)
T 0 \/G(P-HR) pt lth
= sinh winh __PHE _© P
o G(p+iR)

te je

2x(p+iR)

‘1 — e VGwtiR)

- X)—F———
e VG (p+iR) eptdp

2(p+iR)

’1 — e VEGptiR

Do
|IF1| < /
0
p+iR

. —2x Re £
PO _(1-z)Re ZHE_ ] e VE@pHiR)
< e
0

VG (p+iR) eptdp (5.10)

2 p+iR

—2Re —=
‘1 —e vV G(p+iR)

s 2= 5)7\'

eP'dp — 0 kada R — oo,

Do —2x R
_ @=Hr 1+e vV
< / (1-z)4/%2 RZZ% cos
0

@ (2=8)=
‘1 e 2 3R 2 cos ~

zbog asimptotskog ponasanja izraza

p+1R ”ag 4)”, kada R — oo,
\/G (p+1iR)

gde je § = p+n—- € (0,1), pri ¢emu je @ € (Z, g) u slu¢aju prve klase Burgersovih modela, dok u sluc¢aju

druge klase Burgersovih modela, izraz (5.10) postaje

—2z1. /b ag(_‘LS)SinMlen
Il [ et ER (s ) sl be TEVE T R
‘F1|\ €

1 /b a2 (p a3 in 1™ R1—
0 1—e “2 a3b2(b a2)5m2R K

eP'dp — 0 kada R — oo,



5. Odredivanje jezgra resSenja P

buduéi da je n € (0,1), gde su iskoris¢ene asimptotike izraza
p + iR 1 b ag (
9\ 4. b2
\/ (p+1iR) 2Vasb
p+1R ~ ,/a—;R—>oo kada R — oo,

\/ (p+iR)
.. . 2|1 Re 22 . 2| _Re 22 .
dobijene primenom formula Re z = 4/ Wr% ilmz =4/ |Zlfezsgn Im 22 na izraze

— ag> sinn—ﬂlen — 0o kada R — oo,
as 2

2
iR
Re f’# ~ Re¢<R7g) N_?R2 kada R — oo,
G(p+iR)
2
m | 2R ) Ly (. g) ~ 5 (b— “3) F=sin T kada R - oo,
G (p+iR) “

koji su odredeni prema (6.10) i (6.11), jer prema (6.1) vazi ¢ (s) ~ G( ) |s| = oo. Stoga, integral Ir, — 0
kada R — oo, a sli¢nim argumentima se pokazuje da It, — 0 kada R — oo.

Koriséenjem parametrizacije date u tabeli 5.1, integral po konturi I's; svodi se na oblik

. ip
T sinh %
e'¥) Rte'? p i
]FQZ/ e Rie'?dep,
= sinh

2 V/G(Rei®)
te je

2 Rel®
oVE(RI?) _ 4

m| (1ma) 2
Ir,| < / e ) | effleos? Rdy
2 e1/G(Rciﬂp) -1
T (lfoc)Ref?eiw@ 2xRe1/ (Rei¥®) Jrl -
G(Re!
< / e ( e eftcos? Rdyp. (5.11)

2 ‘e £/ G(Rel®) -1

U sluéaju Burgersovih modela prve klase, asimptotsko ponaSanje izraza \/cfﬁ po konturi T's je
S

ip _
Re ~ 4 / e kada R — oo,
\/ (Rel¥)

gde je d = u+n—~ € (0,1), dok je % € (Z,m), te je neophodno razmatrati dva intervala: ¢ € (5, ;)

kada je cos (2725)‘9 >01¢ € (ps,m) kada je cos (2— )"D <0, sa g5 = 575. Stoga, izraz (5.11) postaje
2 /@ R (2-d)e¢ 5)‘4’
lIr,| < /% o—2(—0)y/BR*T" cos 2e 1+ 77 oo efiteos e RA,
2
z ‘ —6_2\/;}% 2 cosi(2 26)“‘}
2—46
—2w\/§RT |cos 7(275)“1 1
thos Lde

s
—92(1— 23 @2-9e| €
+/ e 2(1—x) R |cos 5
@

5

—2\/03R 2 |cos e- 5>V’| _ '

v
< 7Rt\cos<p| 2(1—x)y/E R 2 cos

us
2

Rdgp

T —
+/ o Rtlcosp|-2(1—2)/FR"2" [cos “2#|Rdp = 0 kada R - co.
@

s
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5. Odredivanje jezgra reSenja P

Za Burgersove modele druge klase, izraz (5.11) daje

T 729”/ 3 R|cos p| 1
I </ ~Rleosegl(1+(1-0) /%) € TV + Rdtp—>0 kada R — oo,
z ’872\/ FRlcos | _

koristeéi asimptotiku izraza

_ Re' i /
° 3 Rew kada R — oo.
\/ eWJ

Dakle, Ir, — 0 kada R — oo. Koriste¢i sli¢cnu argumentaciju moze se pokazati da Ir, — 0 kada R — oo.

Integral po konturi 'y, parametrizovan koriS¢enjem parametrizacije date u tabeli 5.1, je

. ip
_ 5 sinh 2
\ G(rei® ie .3
Ir, = VO orte rie'?de
: sinh —£&2 ’
T V/ G(reiv)

tako da

2arel®

e G(reiv) 1

™| (—a) =
|Ir,| < / e G(ret?) —= e"teos Prdyp
- eV/E(e?)
(- E)w
™ R S ) ) 62“ 2 cos 1
< / e(1—1)7 2 cos =522 4rtcosp — + 7ﬂd(p
—r eer cos (2—25)92 _1
1 (7 r3
< = 7d<p—>0 kada r — 0,
2 Jx |cos 2=8)e ‘
gde je & € {u, 8}, buduéi da za Burgersove modele obe klase vaZi asimptotika
4 2-¢ . (2-9)
~rze 2z kada r—0,
G (rel¥)
. e - o 9p 2T o 220 2-¢ (2-8)¢
gde je dodatno iskri¢eno ponasanje funkcije e*” * ©° 727" — 1 & 2r73" cos =5 za malo 7.

5.2 Sluc¢aj kada funkcija P, pored s = 0, ima i realnu negativnu tacku
grananja

U sludaju kada jezgro resenja u slici P, pored tacke grananja s = 0, ima i realnu negativnu tacku grananja
s = —p*, integracija u Kogijevoj teoremi o reziduumima (5.1) se vrsi po konturi '™ prikazanoj na slici 5.2 i,
kao i u prethodnom sluc¢aju, integrali po konturama I'y, I's, UT'sp, i I'sq UT'5, imaju nenulti doprinos, a u skladu
sa parametrizacijom datom u tabeli 5.2 imaju isti oblik kao integrali dati izrazima (5.2), (5.3) i (5.4). Pored
integrala, reziduumi su takode izracunati u poglavlju 5.1 i dati sa (5.8). Jezgro reSenja P je oblika (5.9), bududi
da, kao u slu¢aja kada P nema drugih tacaka grananja osim s = 0, integrali po konturama I'y, T's, T i I'7 imaju
nulti doprinos, kao §to je veé pokazano u poglavlju 5.1, tako da ostaje da se pokaze da integrali po konturama
I's i I'g imaju nulti doprinos.
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5. Odredivanje jezgra resSenja P

Ims
I I'p:  Bromviceva kontura,
I'y: s=p+iR, p € [0,p0], po > 0 proizvoljno,
I I's: s= Re'%, p € [g,w],
’ F3a U FSb : § = pe.”ra pe [Ta R] )
T3 Ts T 1y Res Fa: 5= reli"i,ﬂ ¢ € [-m ],
T e (U [5q Ul s =pe '™, p € [r,R],
I'g: s= Re"%, pE [—ﬂ',—%] ,
I7: s=p—iR, p € [0,p0], po > 0 proizvoljno,
I's Is: s=—p*+re?, p € [0,m7],
L7 Iyg: s=—p"+re?, ¢ € [—m,0].

Tabela 5.2: Parametrizacija integracione konture I'MD.
Slika 5.2: Integraciona kontura I'MD.

Integral po konturi I'g, parametrizovan koriste¢i parametrizaciju datu u tabeli 5.2, prema (5.5) je

Ty el
o sinh (p )
Ir, = VO ameres) (e rd )y o,
8 im ip )
" Smhw

G(p*elm+relv)
tako da

2aV/F(X (@) +Y () _ 1‘

< o (- z)f(X(so)+1Y(w))‘ ‘
el < e / ’ ’eZW<X(¢)+1Y(w> - 1| rde
< ot [ Ja-mvEx(e )ezxfx(“’”lrd(p
= o |e2vrX(e) — 1]
< e*p*t/ X\([)|d<p—>0 kada r — 0,
gde vazi da je e2V"X(¥) — 1 ~ 2,/7X (p) za malo r, a u skladu sa asimptotikom izraza
*171' 1-€ . (2—&)nte * )\ plam *BiBﬂ' *\7 alym
+ rei? ~ () ¢ =g \/aal(p) e —l—Bag(p*)neiﬂ—i—fyag(p) e odnosto,
G (p*ei™ + reiv) 14+b(p*)"eln
~ V(X (¢)+iY kada r — 0,
¥ ¥
Sto vazi za Burgersove modele obe klase, jer
* 17 ip ,,,eitp *\ O i 1[37r Y iy
by (pre™ +1el?) v —— (aal(p) T 4 Bay (p*)° + a3 (p*)e ) kada r — 0, (5.12)
videti jednac¢inu (B.31) u [49], podrazumevajuci
~ . . 1 . 1 b n 11]71'
G (p*elﬂ' —l—?"e“P) ~—— (p*)1+§ elfﬂ' — + ( ) :
rel¥ aaq (p*) elam Bag (p ) elBrr +’}/Cl3 (p*)’Y el

gde je & € {u, B} . Sliénim argumentima se pokazuje da integral I, takode tezi nuli kada r — 0.

5.3 Slucaj kada funkcija P, pored s = 0, ima i par kompleksno konju-
govanih tacaka grananja

U slucaju kada jezgro reSenja u slici P, pored tacke grananja s = 0, ima i par kompleksno konjugovanih tacaka
grananja So i 8o sa negativnim realnim delom, datih sa sg = pgel%o, ¢, € (%,ﬂ'), pretpostavljajuc¢i da je
apsolutna vrednost argumenata polova manja od apsolutne vrednosti argumenata tacaka grananja, integracija
u Kosijevoj teoremi o reziduumima (5.1) je izvrSena po konturi D | prikazanoj na slici 5.3, tako da integrali
po konturama I'y, I's, UT'sp i I'sq UT's, daju nenulti doprinos i u skladu sa parametrizacijom datoj u tabeli 5.3,
a prema (5.5) dati su sledeéim izrazima

lim I, = P (z,s)e*tds = 27iP (x,t),

R—o0 Br
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5. Odredivanje jezgra reSenja P

LPO
o Sinh zpc sinh mpc

c“m PRI © wo " +0) " |
: _ ePte 0 Givoq ) — i(ptsingg+pg) o —ptlcoseg
11_I)I(1>OIF3QUF3;) pew,o e'¥odp pew dp,

oo sinh 0o sinh

r—0 /G peupo W’O
—igq iwo
., sinh Ipc ., sinh %
. pe “PO —ipg s G(pe~i¥v0) .. . _ .
lim Ir,,or, = — ePte e %odp = — e i(ptsingo+©o) o pt\cow()\dp’
R—oo 0 sinh ——2&—ox sinh —£

r—0

\/G(Pe_"”o) 0 G(pe—“m)

dok su reziduumi takode izra¢unati u poglavlju 5.1 i dati su sa (5.8), tako da je jezgro reSenja P oblika

- sthL
120 . .
27iP (z,t) 721/ Im | — . p(epjo )el(ptsm%Jr%) e*pﬂcos%‘dp
0 sin

/G upo

= 4ri Z (—1)k Me*pkﬂcos el Re

skeipkt sin ¢y,

2 G/
k=1 kﬂ- 1 + (kﬂ') lek)
sinh x”e o0
P(z,t) = 1/ _ VG(ee0) eilptsineoteo) | o=ptlcosiol g,
’ T Jo sinh pel%
/G lvo
o0 . 3 <3
sin (krx . SpelPrtsiney
+22<—1>k+m R B e
P L+ (k)™ =50

PE

buduéi da integrali po svim ostalim konturama imaju nulti doprinos. U poglavlju 5.1 takode je pokazano da
integrali po konturama I'y, I's, I's 1 I'; daju nulti doprinos, tako da ostaje da se pokaze da su i integrali po
konturama I'g i I'g jednaki nuli.

Ims
I'1 I'p:  Bromviceva kontura,
I I'i: s=p+iR, p € [0,p0], po > 0 proizvoljno,
r FQ : S:Re'up’ pe [%#70] )
PN o ° T3 UTap: s = pe'¥o, pelr Rl
S0 I h Res Iy s = relip.’ '28S [_<)00’ 900] )
T F5QUF5b: s = pe 14’007 ,OE[T,R],
I'sa po i us
. o o o, o< oo 3.
Tso 2Ty I7: s=p—iR, p € [0,p0], po > 0 proizvoljno,
I's R Pg: s=s9+re?, ¢ € [=m+ g, ¢o]
Iy Fg: s=380+re?, © € [~pg, ™ — pg)-

Tabela 5.3: Parametrizacija integracione konture '™,
Slika 5.3: Integraciona kontura I'MD.

Integral po konturi I's, prema (5.5) i koriSéenjem parametrizacije date u tabeli 5.3, postaje

r—p, sinh 2L0t7¢) ‘
I — Me(SOJﬁew)tTiewd
BT ), sinh —Getret) &
0 é(soJrre“P)
te je
’ 2 /F(X(9)+Y () _ 1‘
< (X ()Y ( <,o>>‘
[Irs| < / [V (@) — 1 rde

< NEERON I >w
= |62\[X(4P — ]_|
< / dgp — 0 kada r — 0,
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5. Odredivanje jezgra resSenja P

gde je e2VTX(®) _ 1 x 2,/rX () za malo r, bududi da asimptotika izraza

odnosno,

) B v
So + re'? ig 1t [aaisg + Passy + 735
——— ~ Vre'zs,

G (so + rei®)

1+ bsg
~ V1 (X () +iY (¢)) kada r — 0,

vazi za obe klase Burgersovih modela, jer je

rel®

Oy (so + rei“’) ~ (aalsg + 5(1285 + ’7@383) kada r — 0,

S0

§to je odredeno na slican nacin kao u (5.12) implicirajuéi

- . 1+ bsd
i 1+& 0
G (s0 4 re'?) ~ —55%0 - E -
aa1s§ + Bagsy + vazsg

gde je & € {u, B} . Sliénim argumentima se pokazuje da integral I, takode tezi nuli kada r — 0.
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6. Nule funkcije ¢

Kako su polovi funkcija P, R, Q i S reSenja jednadina (4.26) i (4.47), potrebno je ispitati poziciju, broj i
viSestrukost nula funkcije v, definisane izrazom

Y (s) = 5 + 9 =0, gdeje 9= {

B (6.1)

Tako jednacina (6.1) ne moZe biti reSena analiticki, bice pokazano da funkcija v, definisana sa (6.1), za svako k
ima par kompleksno konjugovanih nula sa negativnim realnim delom, koji predstavljaju polove funkcija P, R,

Qis.

Uvodenjem smene s = pe'¥ u funkciju 1, datu sa (6.1), njen realni i imaginarni deo postaju

2—¢
_ P (L,IT) (L,I) :
Re ) (p, ¢) L3 bprame? I ( (p, @) cos (2¢) + f17 (p, ) sm(zso)> -+, (6.2)
p*¢ (L,II) (1,I1)
o (pg) = i (o0 () sin(20) = S (o) cos (20) (6.3)

gde je £ =y za prvu, a & = § za drugu klasu Burgersovih modela i gde su funkcije g™ i f(LID date sa

9" (p,0) = cos (ue) + a1p®cos (1 — @) @) + azp’ cos (1 — B) ) + asp” cos (1 — ) ) + bp” cos (1 +1) @)
+arbp® M cos (1 +n — @) ) + azbp” M cos ((n+n1— B) ¢) + asb/ﬂ*” cos (+n1—-7) @),
D (p,0) = sin(up) + ar1p®sin ((u — @) @) + azp” sin (1 — B) @) + azp” sin (1 — ) ) + bp” sin (1 + 1) )

+arbp™ 7 sin (1 41 — @) ) + agbp” ' sin (41— B) @) + aab/ﬂ*" sin((p+n-7)¢), (64)

za prvu klasu, odnosno sa

g™ (p, ) = cos(Bp)+ a1p®cos (B — a) @) + azp” + bp cos (B + n) ¢)
+a1bp™ 7 cos ((n + B — @) @) + (azb + ag) p°*7 cos (n) + asbp” 7,
FI(p,0) = sin(Be) +a1p™sin (8 —a) @) +bp"sin (8 +1) @)
+a1bp® T sin ((n+ B — a) p) + as (b — a) pﬁ-i'" sin (ny) , (6.5)
2

za drugu klasu. Treba zapaziti da je b — Z—i > () prema termodinamickim restrikcijama.

Ako je sg = ppe'¥o nula funkcije v, tada je njoj kompleksno konjugovana vrednost 39 = pye o takode
nula, bududi da je Im v (p, —¢p) = —Im) (p, ), prema (6.3), stoga je dovoljno traZiti nule funkcije ¢ samo u
gornjoj kompleksnoj poluravni. Staviée, kako je pokazano u apendiksu A u [50], funkcija 1) nema nule u desnoj
kompleksnoj poluravni i stoga, da bi se pokazalo da nule funkcije v leze u levoj kompleksnoj poluravni, koristi
se princip argumenta i kontura -y, prikazana na slici 6.1 zajedno sa svojom parametrizacijom datom u tabeli 6.1,
da bi se pokazalo da nule funkcije ¥ leze u drugom kvadrantu kompleksne ravni. Princip argumenta tvrdi da je
broj nula N funkcije v unutar oblasti ograni¢ene konturom -, ukoliko funkcija ¥ nema polova unutar navedene
oblasti, odreden izrazom A argi (s) = 2w N, gde kompleksna promenljiva s uzima vrednosti na konturi +.
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6. Nule funkcije 1

Ims
Y2
i s=pez, pelrR],
R Y2: s=Re¥, g€ [§,7],
s ER §= pe”ra pEe [’I", R] ’
Yo: s=re¥, & [%ﬂr].
r
3 4 Res Tabela 6.1: Parametrizacija konture ~.

Slika 6.1: Kontura +.

Argument kompleksnog broja koji pripada konturi v, ima fiksnu vrednost ¢ = %, dok se njegov moduo p

@w\:l

menja u intervalu (0, 00), dajuéi realni i imaginarni deo funkcije v, date sa (6.2) i (6.3), u obliku
2—-¢
m P LI i
Res(pT) = L gam(, )4y y
v |1+bpnew‘29 P 3 (6.6)
2—¢
m P I,II) m
e (p.7) = —L— @ (5, 7) >0, 6.7
G |1+bpnew|2f Py (6.7)

bududi da su svi &lanovi u f& pozitivni, videti (6.4) i (6.5). Asimptotsko ponasanje izraza (6.6) i (6.7) za obe
klase modela kada p = r — 0 daje
nz) ~ —rz_fcos%r—i—ﬁ—H? i

2
Imw(ng) ~ rQ—fsin%T—>0+,

Rew(

dok p = R — oo za prvu klasu modela daje

T a3 o p—pt (W+n—7)m .

Rev (R, 7> ~ ——RTHTTT Y cos—m—— 5 —0 i (6.8)
2 b 2

o (R g) - %s B2 g Wf—w N (6.9)

buduéi da na osnovu termodinamickih zahteva vazi 0 < yp+n—~v <1, kao i

Red (R, g) ~ —%RQ S oo i (6.10)
™ o @2 (3 prong, 1T
Im7p (R, 2) 2 (b a2) R*""sin 5 0 (6.11)

za drugu klasu modela. Iz asimptotike izraza (6.8) i (6.9) sledi da ’1/} (R, g)’ ~ B R2HTITY 5 oo tanarg (R, §) ~
ftanw dajuci arg¢ (R, %) ~ W, sa § < W < 7, dok iz oblika asimptotike izraza

(6.10)i (6.11) sledida | (R, )| ~ % R* — coitanargy (R, 5) ~ — o (b - “—3) 27 sin I dajuciarg ¢ (R, 5) ~

as | R
m. U zakljucku, kada se s menja po konturi 7,, argument funkcije ¥ se menja od nule do ili arg) (R, g) ~
W u slu¢aju Burgersovih modela prve klase, ili do argy (R, %) ~ 7 u slu¢aju modela druge klase.
Kompleksni broj koji lezi na konturi v, ima velik ali fiksni moduo p = R, dok se njegov argument menja po
konturi v, uzimajuéi vrednosti ¢ € [%, 7], tako da asimptotika (6.2) i (6.3) kada R — oo u slucaju Burgersovih

modela koji pripadaju prvoj klasi daje

Ret (Rp) ~ LR*' 7 eos((2—p—n+9)¢) i (6.12)
e (R, ) ~ %"RQ—H—UH sin((2—p—n+7)¢), (6.13)
kao i
az o .
Rey (R, p) ~ ?R cos (2¢) i (6.14)
2 (93 _ e as) .
Imy (R, p) R ( A sin (2¢) L2 (b a2) sin (1) cos (2@)) , (6.15)
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6. Nule funkcije 1)

za Burgersove modele koji pripadaju drugoj klasi, dok drugi ¢lan u Im<q) iSCezava za ¢ € (g,ﬂ), ali ima
dominantnu ulogu ako je ¢ = 7 ili ¢ = 7. Stoga, realni i imaginarni deo funkcije ¢ ne mogu biti istovremeno

pozitivni za ¢ € (%,7), buduéi da je T < (2—p—n+7)¢ < 27 u sluéaju modela I, III i IV, kao i 2% <

(2= p—n+7) ¢ < 27 usludaju modela IT'i V, i 3to je ocigledno za modele druge klase. Ako je ¢ = 7, tada
se (6.12) i (6.13) svode na (6.8) i (6.9), a takode se i izrazi (6.14) i (6.15) svode na (6.10) i (6.11), dok ako je
p =m, tada (6.12) i (6.13) postaju

Rey (R, m) ~ a—;RQ_”_"*"Y cos((u+n—v)m) = oo i (6.16)
Imy (R,7w) ~ —%?’RZ_”_”""Y sin((p+n—7)7) = —o0, (6.17)

dok (6.14) i (6.15) postaju

Rey (R,m) ~ ?RQ — oo i (6.18)
Imv (R,7) ~ —% (b - ZZ’) R2"sin () — —oo. (6.19)

Stoga, kada se s menja po konturi v,, argument funkcije ¢ prolazi kroz drugi, treéi, a mogudce i ¢etvrti kvadrant.
Argument kompleksnih brojeva koji leze na konturi 5 imaju fiksnu vrednost ¢ = 7, dok se njihov moduo
menja u intervalu p € (0,00), dajudi

2—¢€
p
Revom) = [ pmamep? 070 (6.20)
P>t I,II
Imy (p,m) = —Wf(’ ) (p, ) <0, (6.21)

za realni i imaginarni deo funkcije v, buduéi da je f1) (p, ) > 0 za p € (0,00) , zbog suzenih termodinamickih
restrikcija u slu¢aju svih frakcionih Burgersovih modela, $to je pokazano za svaki model pojedina¢no. U slucaju
modela I, funkcija f(U), dobijena u obliku

fO(p,m) = sin(um)

o7 Isin (1 + @) m)| (a1 FR{EAT, — b) + azp” sin (1 — 8) ) + ap” sin (1 = 7))
+arbp®® sin (um) + agbp® B sin ((u + a — B) w) + agbp® 7V sin (u+a — ) 7),

arp®sin (= 0) ) + p° [sin (i 6) )| (a2 BB — b) + g sin (1 — ) 7)
Farbp® P sin (( + B — @) m) + agbp® sin (um) + azbp™F sin ((u+ 5 — ) 7),

a1psin (1 — ) ) + a0 sin (1 — B) m) + 7 fsin (1 +7) )] (az Bz m) )
Fa1bp® ™ sin (1 + v — @) 7) 4 a2bp” 7 sin ((u + v — B) 7) + azbp® sin (ur)

—~ — o~ —

prema (6.4), je pozitivna zbog suZenih termodinamickih restrikcija (2.25). U slu¢aju modela II, funkcija f,
dobijena kao

W (pyw) = sin(um)+ p* (alm — b) + azp” sin (. — B) )

in((u—2
v sin () (b ag [sin((p — 20) )
a; sin (u)

+asbp™ sin (4 — o) ),

) + agbp® P sin ((u + o — B) )

je pozitivna zbog suZenih termodinamickih restrikcija (2.26). U sluc¢aju modela III, funkcija f (D, dobijena kao

PO () = sin )+ in G+ ) )] (01 S AT ) g s (- ) )

“lsin (1 + ) )
- aslsin((uﬁa)ﬂ)l)
az sin((ju— B+ a)m)

+a1bp®* sin (um) + agp®tPsin ((u + a — B) 1) (b
+agbp®® P sin (u — B) ),

prema (6.4), je pozitivna zbog suzenih termodinamickih restrikcija (2.27). U slu¢aju modela IV, funkcija £
dobijena kao

sin ((u — B) )

fO(p,m) = sin(um)+ a1p®sin ((u — o) ) + p |sin ((u+ B) 7)| <a2|Sin((M+5)7f)| - b>
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6. Nule funkcije 1

ayfsin((u—a—B)m)
ar s ((n—a+ B)m)

b sin (- a4 ) (o

+asbp® P sin (1 — a) ),

> + agbp®” sin ()

prema (6.4), je pozitivha zbog suzenih termodinamickih restrikcija (2.28). U slu¢aju modela V, funkcija 0,
dobijena kao

sim((u—B)m)
o (4 B) )] b)
a3 Jsin (4 — 26) w>|>

as sin (u)

P (p,m) = sin(pm) +arp®sin ((n— @) 7) + p” [sin (1 + B) 7)) <a

+a1bp® P sin (1 + B — @) m) + azp? sin () (b -
Fagbp®? sin (1 — B) ),

prema (6.4), je pozitivna zbog suzenih termodinamickih restrikcija (2.29). U slu¢aju modela VI, funkcija fID,
dobijena kao

P (o) = sin(5m) +p° sin (0 + )] (i ST )

“sin ((B+ @) )]

+a1bp** sin (B7) + ay <b - a3> pF B sin (arr) ,
az

prema (6.5), je pozitivna zbog suZenih termodinamickih restrikcija (2.30). U slufaju modela VII, pozitivnost
funkcije f, dobijene kao

£ (p,7) = a1p®sin (8 — a) 7) + arbp™*P sin (26 — ) @) + (1 +2bp cos (B7) + az <b - > pzﬂ) sin (Br),
2

prema (6.5), je posledica zahteva pozitivnosti trinoma kvadratnog po p?, to je ostvareno suzenim termodi-
namickim restrikcijama (2.31). U sluc¢aju modela VIII, pozitivnost funkeije I, dobijene kao

f(H) (p,m) = (1 + 2bp® cos (arm) + a4 <b — C_lQ) p2°‘> sin (ar) ,

prema (6.5), je posledica zahteva pozitivnosti trinoma kvadratnog po p®, $to je ostvareno suZenim termodi-
namickim restrikcijama (2.32). Asimptotika realnog i imaginarnog dela funkcije v, datih sa (6.20) i (6.21), kada
p = R — oo svodi se na izraze (6.16) i (6.17) za Burgersove modele prve klase, kao i na izraze (6.18) i (6.19) za
Burgersove modele druge klase, dok za p = r — 0 realni i imaginarni deo funkcije ¢ postaju

Ret (p,m) ~ p*Ccos(Ep)+09— 0 i (6.22)

Imv (p,m) ~ —p*> Ssin(Ep) =0, (6.23)
Stoga, kada se s menja po konturi 3, prema izrazima (6.21) i (6.23), imaginarni deo funkcije ¢ je negativan
kada p — 0, a prema izrazu (6.22), realni deo funkcije ¢ tezi ka .

Moduo kompleksnih brojeva koji pripadaju konturi v, ima fiksnu ali malu vrednost p = r, dok se njihov
argument menja u intervalu ¢ € [5, 7], tako da izrazi (6.2) i (6.3) postaju

Ret (r,0) ~ r* Ccos((2—€) @) +9 ~ 1,
Im¢ (r,0) ~ r*sin((2-¢)¢),

obezbedujudéi da, bez obzira na predznak Im 1, funkcija v ostaje u okolini kona¢nog pozitivnog broja .
Dakle, promena argumenta funkcije ¢ je Aargt (s) = 27 kada se s menja po konturi v, implicirajuéi da
funkcija 1 ima jednu nulu u drugom kvadrantu kompleksne ravni za svako k& € N.
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7. Zakljucak

Frakciona Burgersova talasna jednacina, napisana kao sistem jednacina koji sadrZi jednacine kretanja i defor-
macije (4.1), kojima su pridruzeni Burgersovi modeli prve klase (4.2) ili modeli druge klase (4.3), iskori¢ena je
za modeliranje dinamickog odziva u pocetnom trenutku neopterecenog jednodimenzionog viskoelasti¢nog Stapa
konac¢ne duzine, sa fiksiranim jednim krajem i drugim krajem optere¢enim zadatim pomeranjem ili naponom,
prema grani¢nim uslovima (4.5). Metoda Laplasove transformacije koristi se za dobijanje vremenske evolu-
cije funkcija pomeranja i napona proizvoljne tacke Stapa, predstavljene konvolucijom jezgra reSenja i zadatog
grani¢nog uslova.

Asimptotika jezgara reSenja, za kratak vremenski interval blizak pocetnom trenutku, daje vremenske profile
koji kontinualno rastu od nulte vrednosti kako se vreme poveéava, sa znacajnim rastom zavisnim od polozaja
tacke u slucaju Burgersovih modela prve klase, videti asimptotiku za jezgra reSenja P, R, @ i S, datih izraz-
ima (4.22), (4.35), (4.44) i (4.50), respektivno, §to implicira beskonaénu brzinu prostiranja talasa. Kada su u
pitanju frakcioni Burgersovi modeli druge klase, jezgra reSenja P, R i S neophodno je regularizovati. Asimp-
totika regularizovanih jezgara reSenja P i Sreg za kratka vremena je Hevisajdova funkcija sa argumentom
t— \/§ (1 — z), implicirajuéi skok vrednosti funkcija Preg 1 Syeg U trenutku ¢ = I*T””, §to podrazumeva kona¢nu
brzinu propagacije talasa ¢ = \/% . Jezgro reSenja R je regularizovano drugacije, implicirajuéi da se za malu
vrednost vremena njegova regularizovna forma ponasa kao vremenski izvod Dirakove delta funkcije, ra¢unate u
t— \/? (1 — x), videti (4.35). VaZzno je napomenuti da regularizacija jezgra reSenja @) nije neophodna, jer je nje-
gova asimptotika, za kratak vremenski interval blizak pocetnom trenutku, Hevisajdova funkcija sa argumentom
t— /% (1 —x), videti (4.45).

Sva jezgra reSenja se sastoje od dva ¢lana: prvog integralnog koji je nemonotonog karaktera kako prostorno,
tako i vremenski i drugog izrazenog preko sinusnog ili kosinusnog Furijeovog reda kojim je predstavljena super-
pozicija stojec¢ih talasa, pri ¢emu svaki osciluje sa vremenski priguSenom amplitudom i ugaonom frekvencijom
odredenom polom jezgra reSenja u slici. Stavise, oblik jezgra reSenja takode zavisi od tacaka grananja jezgra
reSenja u slici.

Vremenski profili, dobijeni kao odzivi na zadato pomeranje ili napon, imaju prili¢no klasi¢an oblik koji
odgovara prigusenom oscilatornom ponasanju u slu¢aju Burgersovih modela prve klase, dok su u slu¢aju modela
druge klase vremenski profili specificnog oblika koji li¢e na niz ekscitacionih i relaksacionih procesa. Ipak, za
asimptotsko ponaSanje odziva, nakon dovoljno dugo vremena, pri zadatom pomeranju slobodnog kraja stapa,
dobijaju se izrazi

t—¢
ra-¢’

dok se u slu¢aju zadatog napona koji deluje na slobodni kraj stapa dobija

ey (x,t) ~1 1 oy (z,t) ~ kada t — oo,

t

sg(x,t)wm, iox(z,t)~1 kada t — oo,

videti (4.6)2, (4.38), (4.40), (4.58) i (4.59), respektivno, 8to se poklapa sa ponaSanjem funkcije relaksacije i
funkije puzanja, proucavanih u [49] za termodinamicki konzistentne frakcione Burgersove modele.
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