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Saºetak

Poglavlja 3, 4, 5 i 6 sadrºe originalni nau£ni doprinos, a jedan deo dobijenih rezultata predstavlja sadrºaj radova
[1, 2], koji su objavljeni u £asopisima sa SCI liste, dok autorski rukopisi [3, 4], koji su na recenziji u £asopisima
sa SCI liste, sadrºe drugi deo dobijenih rezultata.

Analizirani su efekti prostiranja talasa kroz trodimenziono, homogeno, izotropno i viskoelasti£no telo, koje je
u jednoj dimenziji modelirano linearnim modelima frakcionog reda opisanim u poglavlju 2. Kori²¢enjem reolo²kih
²ema koje odgovaraju klasi£nim Cenerovim i anti-Cenerovim modelima, u poglavlju 3 su formulisani Cenerovi
i anti-Cenerovi modeli frakcionog reda, videti tako�e i [1], pri £emu se opruga i prigu²nica, umesto klasi£nim
zakonima: Hukovim zakonom elasti£nosti i Njutnovim zakonom viskoznosti, modeliraju njihovim frakcionim
uop²tenjima, kori²¢enjem frakcionog integrala i izvoda respektivno. Formulisano je osam konstitutivnih modela
asimetri£nog tipa, u smislu da sadrºe razli£it broj operatora koji deluju na napon i deformaciju, kao i sedam
modela simetri£nog tipa. Analizom termodinami£ke konzistentnosti je pokazano da za isvestan broj modela
ne postoje veze izme�u parametara modela koje bi osigurale disipativnost modela, dok se disipativnost za
ostale modele obezbe�uje nametanjem termodinami£kih restrikcija na parametre modela. Izvedeni su izrazi za
moduo relaksacije i funkciju puzanja, koji odgovaraju frakcionim Cenerovim i anti-Cenerovim modelima, kao i
suºene termodinami£ke restrikcije, nametnute kako bi se obezbedilo da su moduo relaksacije i funkcija puzanja
redom kompletno monotona i Bern²tajnova funkcija, a koje apriori obezbe�uju pozitivnost energije skladi²tene u
viskoelasti£nom telu i snage disipacije po jedinici zapremine, izvedene u vremenskom domenu razmatraju¢i snagu
po jedinici zapremine, ²to predstavlja sadrºaj poglavlja 4, videti tako�e [2]. Napon, kao odziv na deformaciju
zadatu u obliku harmonijske pobude, analiziran je u poglavlju 5, kao i u rukopisu [3], kori²¢enjem metoda
Laplasove transformacije, te je odziv viskoelasi£nog tela, modeliranog termodinami£ki konzistentnim frakcionim
Cenerovim i anti-Cenerovim modelima, razmatran kako u tranzijentnom, tako i u kvazistacionarnom reºimu.
Izraºavaju¢i snagu po jedinici zapremine preko modula relaksacije i funkcije puzanja, a koja je prethodno
izvedena kao zbir brzine promene energije skladi²tene u viskoelasti£nom telu i snage disipacije, numeri£kom
analizom je ispitana ekvivalentnost izraza za snagu, energiju i snagu disipacije po jedinici zapremine.

Kako bi se analiziralo prostiranje talasa u trodimenzionom, homogenom, izotropnom i viskoelasti£nom telu,
u poglavlju 6 je razmatrana talasna jedna£ina predstavljena sistemom frakcionih parcijalnih diferencijalnih
jedna£ina, koji se sastoji od jedna£ine kretanja trodimenzionog £vrstog tela, jedna£ine deformacije, kao i konsti-
tutivne jedna£ine dobijene uop²tenjem klasi£nog Hukovog zakona koji odgovara trodimenzionom, homogenom,
izotropnom i elasti£nom telu zamenom Lameovih koe�cijenata sa modulima relaksacije, kako bi se uzela u obzir
razli£ita memorijska jezgra koja odgovaraju prostiranju kompresionih i vrtloºnih talasa. Za odre�ivanje polja
pomeranja, kao re²enja talasne jedna£ine, izraºenog preko Grinovih funkcija, koje odgovaraju kompresionim i
vrtloºnim talasima, kori²¢ena su dva pristupa: u prvom je polje pomeranja izraºeno preko skalarnog i vektorskog
polja, dok se u drugom pristupu polje pomeranja dobija delovanjem rezolventnog tenzora na po£etne uslove.
Rezultati istraºivanja opisanog u ovom poglavlju pripadaju rukopisu [4].
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Abstract

Chapters 3, 4, 5, and 6 contain the original scienti�c contribution, so that one part of the obtained results
presents the content from papers [1, 2], which are published in journals from the SCI list, while manuscripts
[3, 4], which are under review in journals from the SCI list, contain the other part of the obtained results.

The e�ects of wave propagation through three-dimensional homogeneous, isotropic, and viscoelastic body,
which is modeled by linear models of fractional order described in Chapter 2, in one dimension. Using rheological
schemes corresponding to the classical Zener and anti-Zener models, the fractional order Zener and anti-Zener
models are formulated in Chapter 3, see also [1], where the spring and dashpot, instead of the classical laws:
Hooke's law of elasticity and Newton's law of viscosity, are modeled with their fractional generalizations using
fractional integral and derivative respectively. Eight constitutive models of asymmetric type, in the sense that
they contain a di�erent number of operators acting on stress and strain, are formulated, as well as seven models
of symmetric type. Analysis of models' thermodynamical consistency yielded that for a number of models there
is no such combination of model parameters that ensures energy dissipativity, while the energy dissipativity
of the rest of the models is ensured by posing the restrictions on model parameters. Relaxation modulus and
creep compliance, corresponding to the fractional Zener and anti-Zener models, are derived along with narrowed
thermodynamical restrictions, imposed to ensure that the relaxation modulus and creep compliance respectively
represent completely monotonic function and a Bernstein function, which a priori ensures the positivity of the
energy stored in a viscoelastic body and dissipated power per unit volume, derived in the time domain considering
power per unit volume, that is the content of Chapter 4, see also [2]. The stress, as a response to the strain given
as a harmonic excitation, is analyzed in Chapter 5, as well as in manuscript [3], using the Laplace transform
method, so that the response of a viscoelastic body, modeled by a thermodynamically consistent fractional
Zener and anti-Zener models, is considered both in the transient and in the steady-state regime. Expressing
power per unit volume via the relaxation modulus and creep compliance, which are previously derived as a
sum of the rate of change of the energy stored in viscoelastic body and dissipated power, the equivalence of the
expressions for power, energy, and dissipated power per unit volume, which are written in the above-mentioned
way, is numerically examined by comparing the graphs of their time evolution.

In order to analyze the wave propagation in a three-dimensional, homogeneous, isotropic, and viscoelastic
body, in Chapter 6, the wave equation is represented by the system of fractional partial di�erential equations,
which consists of the equation of motion of a three-dimensional solid body, the equation of in�nitesimal strain,
as well as of the constitutive equation, obtained by generalizing the classical Hooke's law corresponding to a
three-dimensional, homogeneous, isotropic, and elastic body by replacing the Lamé coe�cients with relaxation
moduli, in order to take into account di�erent memory kernels corresponding to the propagation of compressive
and shear waves. In order to obtain displacement �eld, as a solution of the wave equation expressed through
Green's functions, which correspond to the compressive and shear waves, two approaches are adopted: in the
�rst one, the displacement �eld is expressed through the scalar and vector �elds, while in the second approach,
the displacement �eld is obtained by the action of resolvent tensor to the initial conditions. The results of the
research described in Chapter 6 belong to the manuscript [4].
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1. Uvod

Poglavlja 3, 4, 5 i 6 sadrºe originalni nau£ni doprinos, a jedan deo dobijenih rezultata predstavlja sadrºaj radova
[1, 2], koji su objavljeni u £asopisima sa SCI liste, dok autorski rukopisi [3, 4], koji su na recenziji u £asopisima
sa SCI liste, sadrºe drugi deo dobijenih rezultata.

U cilju analize efekata prostiranja talasa, kako kroz jednodimenziono, tako i kroz trodimenziono homogeno,
izotropno i viskoelasti£no telo, u poglavlju 2 su navedeni kori²¢eni linearni modeli frakcionog reda: linearni
modeli frakcionog reda koji sadrºe isklju£ivo Riman-Liuvilove frakcione izvode reda u intervalu (0, 1), frakcioni
Burgersovi modeli koji sadrºe Riman-Liuvilove frakcione izvode reda i u intervalu (0, 1) i u intervalu (1, 2), kao
i frakcioni Cenerovi i anti-Cenerovi modeli koji sadrºe frakcione integrale i Riman-Liuvilove frakcione izvode
reda kako u intervalu (0, 1), tako i u intervalu (1, 2), a koji su formulisani u poglavlju 3. Naime, frakcioni ra£un
je kori²¢en kako bi se uop²tile konstitutivne relacije, koje opisuju odziv viskoelasti£nog materijala, odnosno
daju vezu izme�u napona i malih deformacija, dok se jedna£ina kretanja £vrstog deformabilnog tela, koja je
posledica postulata klasi£ne mehanike, kao i tenzor deformacije, koji je posledica geometrijskih razmatranja, ne
uop²tavaju. Dinamika £vrstog viskoelasti£nog deformabilnog tela, kao i vaºenje konstitutivnih relacija u slu£aju
kona£nih deformacija nisu razmatrani.

U poglavlju 3 su formulisani Cenerovi i anti-Cenerovi modeli frakcionog reda, tako�e videti i [1], kori²¢e-
njem reolo²kih ²ema koje odgovaraju klasi£nim Cenerovim i anti-Cenerovim modelima, pri £emu se opruga i
prigu²nica, umesto klasi£nim zakonima: Hukovim zakonom elasti£nosti i Njutnovim zakonom viskoznosti, mode-
liraju njihovim frakcionim uop²tenjima kori²¢enjem frakcionog integrala i izvoda respektivno. Slede¢i pomenuti
pristup, formulisana su £etiri konstitutivna modela, koja sadrºe i frakcione integrale i frakcione izvode, te su
transformisani u osam konstitutivnih modela asimetri£nog tipa, u smislu da sadrºe razli£it broj operatora koji
deluju na napon i deformaciju, dok je za formulaciju dodatnih sedam modela koji su simetri£nog tipa, simetri£na
forma klasi£nih Cenerovih i anti-Cenerovih modela posluºila kao inspiracija. Analizom termodinami£ke konzis-
tentnosti se pokazuje da za isvestan broj modela ne postoje veze izme�u parametara modela koje bi osigurale
disipativnost modela, dok se disipativnost za ostale modele obezbe�uje nametanjem ograni£enja na parametre
modela, koja predstavljaju termodinami£ke restrikcije.

Izvo�enje izraza za moduo relaksacije i funkciju puzanja, koji odgovaraju frakcionim Cenerovim i anti-
Cenerovim modelima, zajedno sa formulacijom suºenih termodinami£kih restrikcija, nametnutih kako bi se
obezbedilo da su moduo relaksacije i funkcija puzanja redom kompletno monotona i Bern²tajnova funkcija,
a koje apriori garantuju pozitivnost energije skladi²tene u viskoelasti£nom telu i snage disipacije po jedinici
zapremine, izvedenih u vremenskom domenu razmatraju¢i snagu po jedinici zapremine, predstavlja sadrºaj
poglavlja 4, videti tako�e [2]. Kako za moduo relaksacije, tako i za funkciju puzanja, pokazano je da i kada
parametri modela zadovoljavaju termodinami£ka ograni£enja, izvedena u poglavlju 2, one mogu biti oscilatorne
funkcije sa opadaju¢om amplitudom.

Napon, kao odziv na deformaciju zadatu u obliku harmonijske pobude, analiziran je u poglavlju 5, kao
i u rukopisu [3], kori²¢enjem metoda Laplasove transformacije, te je odziv viskoelasi£nog tela, modeliranog
termodinami£ki konzistentnim frakcionim Cenerovim i anti-Cenerovim modelima, razmatran kako u tranzijent-
nom, tako i u kvazistacionarnom reºimu. Izraºavaju¢i snagu po jedinici zapremine preko modula relaksacije i
funkcije puzanja, a koja je prethodno izvedena kao zbir brzine promene energije skladi²tene u viskoelasti£nom
telu i snage disipacije, i pretpostavljaju¢i da je deformacija sinusna funkcija, numeri£kom analizom je ispitana
ekvivalentnost izraza za snagu, energiju i snagu disipacije po jedinici zapremine, koji su zapisani na prethodno
navedeni na£in, pore�enjem gra�ka njihove vremenske evolucije.

Kako bi se analiziralo prostiranje talasa u trodimenzionom, homogenom, izotropnom i viskoelasti£nom telu, u
poglavlju 6 je razmatran Ko²ijev po£etni problem na neograni£enom domenu za talasnu jedna£inu predstavljenu
sistemom frakcionih parcijalnih diferencijalnih jedna£ina, koji se sastoji od jedna£ine kretanja trodimenzionog
£vrstog tela, jedna£ine deformacije, kao i konstitutivne jedna£ine, dobijene uop²tenjem klasi£nog Hukovog za-
kona koji odgovara trodimenzionom, homogenom, izotropnom i elasti£nom telu zamenom Lameovih koe�cijenata
sa modulima relaksacije, kako bi se uzela u obzir razli£ita memorijska jezgra koja odgovaraju prostiranju kom-
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Uvod

presionih i vrtloºnih talasa. Kori²¢enjem metoda integralnih transformacija, odnosno Laplasove i Furijeove
transformacije, polje pomeranja, kao re²enje Ko²ijevog po£etnog problema, je izraºeno preko Grinovih funkcija,
koje odgovaraju kompresionim i vrtloºnim talasima. Usvojena su dva pristupa u re²avanju Ko²ijevog problema:
u prvom je polje pomeranja izraºeno preko skalarnog i vektorskog polja, dobijenih kao re²enja talasnih jedna£ina
koje su posledica dekuplovanja talasne jedna£ine za polje pomeranja, dok se u drugom pristupu polje pomeranja
dobija delovanjem rezolventnog tenzora na po£etne uslove. Frakcioni Cenerov i anti-Cenerov model I

+

ID.ID,
kao i frakcioni Burgersov model VII, kao predstavnici modela koji daju beskona£nu i kona£nu brzinu prosti-
ranja talasa, kori²¢eni su u numeri£kim prora£unima i gra�£kim reprezentacijama Grinove funkcije i njenog
aismptotskog pona²anja. Rezultati istraºivanja opisanog u ovom poglavlju pripadaju rukopisu [4].
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2. Modeli viskoelasti£nog tela

frakcionog tipa

Najjednostavnija veza izme�u napona σ i deformacije ε, koji su funkcije vremena t > 0, data je Hukovim
zakonom elasti£nosti i Njutnovim zakonom viskoznosti

σ (t) = E ε (t) i σ (t) = η ε̇ (t) , (2.1)

koji vaºe za elasti£na i viskozna tela, respektivno, pri £emu je ε̇ (t) = d
dtε (t), a E i η su Jangov moduo i

koe�cijent viskoznosti. U okviru fenomenolo²kog konstitutivnog modeliranja svojstava materijala kori²¢enjem
reolo²ke analogije, Hukovim i Njutnovim zakonom (2.1) se modeliraju opruga i prigu²nica, kao najjednostavniji
elementi reolo²kih ²ema razli£itih elasti£nih, viskoznih i viskoelasti£nih klasi£nih modela. Frakciono uop²tenje
modela viskoelasti£nog tela se moºe posti¢i frakcionim uop²tenjem konstitutivnih jedna£ina osnovnih elemenata
reolo²kih ²ema koje im odgovaraju, tako da se opruga moºe, umesto Hukovim zakonom (2.1)1, modelirati
zakonom koji povezuje napon sa frakcionim integralom deformacije, a prigu²nica, umesto Njutnovim zakonom
viskoznosti (2.1)2, zakonom koji povezuje napon sa frakcionim izvodom deformacije, odnosno

σ (t) = E 0I
ξ
tε (t) i σ (t) = η 0D

ζ
t ε (t) , ξ, ζ ∈ (0, 1) , (2.2)

pri £emu je E uop²teni Jangov moduo, a η uop²teni koe�cijent viskoznosti, dok su operatori frakcionog integrala
reda ξ > 0 i frakcionog izvoda reda ζ ∈ (0, 1) respektivno de�nisani sa

0I
ξ
tf (t) =

tξ−1

Γ (ξ)
∗ f (t) =

1

Γ(ξ)

∫ t

0

f(t′)

(t− t′)1−ξ
dt′ i (2.3)

0D
ζ
t f (t) =

d

dt
0I

1−ζ
t f (t) =

d

dt

(
t−ζ

Γ (1− ζ)
∗ f (t)

)
, (2.4)

a operator frakcionog izvoda reda n+ ζ, n ∈ N0, ζ ∈ (0, 1), je de�nisan sa

0D
n+ζ
t f (t) =

dn+1

dtn+1 0I
1−ζ
t f (t) =

dn+1

dtn+1

(
t−ζ

Γ (1− ζ)
∗ f (t)

)
, (2.5)

pri £emu su frakcioni izvodi Riman-Liuvilovog tipa. Treba primetiti da se za celobrojne vrednosti redova
frakcionog integrala i frakcionog izvoda , tj. za ξ = 0 i ζ = 1, frakcioni Hukov i Njutnov zakon (2.2) svode na
klasi£ni Hukov i Njutnov zakon, respektivno, dok za ξ = 1 i ζ = 0, frakcioni Hukov zakon postaje model koji
uklju£uje uniformnu memoriju, odnosno σ (t) = E

∫ t

0
ε (t′) dt′, a frakcioni Njutnov zakon postaje klasi£ni Hukov

zakon.
Frakcioni element, poznat i pod nazivom Skot-Blerov element, modeliran konstitutivnom jedna£inom (2.2)2,

a koji uop²tava klasi£nu prigu²nicu, kori²¢en je u klasi£nim reolo²kim ²emama da bi se izveo model viskoe-
lasti£nog tela, ²to je sprovedeno me�u prvima u [5], dok se u [6] pominje u kontekstu fraktalnih reolo²kih
modela. Nekoliko naj²ire kori²¢enih modela frakcionog reda, koji proisti£u iz reolo²kih ²ema koje uklju£uju
Skot-Blerov element, datih u [7, 8], uklju£uju Kelvin-Vojtov, Maksvelov, Cenerov, anti-Cenerov i Burgersov
model. Pristup frakcionog uop²tenja konstitutivnih relacija opisan u ovoj tezi kori²¢en je u [9] za formulaciju
frakcionog uop²tenja Burgersovog modela, dok je u [10, 11, 12] kori²¢ena reolo²ka ²ema koja sadrºi beskona£an
broj opruga i prigu²nica, daju¢i Beselov model, tj. model izraºen preko Beselove funkcije Kaputovog frakcionog
izvoda.

Razli£iti tipovi vremenskih frakcionih izvoda, uklju£uju¢i Kaputov, uop²teni Kaputov, Kaputo-Fabriciov i
Atangana-Baleanuov frakcioni izvod, su kori²¢eni u [13, 14, 15] za modeliranje prostiranja talasa u disipativnim
materijalima, dok su u [16, 17] kori²¢eni u cilju postavljanja konstitutivnih jedna£ina i modeliranja disipativnosti
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Modeli viskoelasti£nog tela frakcionog tipa

frakcionog oscilatora. Prostorni frakcioni izvodi Risovog tipa kori²¢eni su u [18] da bi se ispitalo haoti£no
pona²anje modela koji proisti£u iz hidrodinamike.

Linearni modeli frakcionog reda jednodimenzionog viskoelasti£nog tela, u najop²tijem obliku su dati izrazom

N1∑
k=1

ak 0I
αk
t σ (t) +

N2∑
k=1

bk 0D
βk
t σ (t) =

M1∑
k=1

ck 0I
µk
t ε (t) +

M2∑
k=1

dk 0D
νk
t ε (t) (2.6)

i sadrºe nenegativne parametre modela ak, bk, ck, dk, kao i redove frakcionih integrala i izvoda αk, βk, µk, νk,
koji mogu pripadati intervalu (0, 1), ali i intervalu (1, 2), pri £emu se sa (2.3) de�ni²u frakcioni integrali, a sa
(2.4) i (2.5) frakcioni izvodi £iji su redovi u intervalu (0, 1) i intervalu (1, 2). Na osnovu svojstava transfor-
macije frakcionog integrala i Riman-Liuvilovog izvoda pri transformaciji nezavisne promenljive t̄ = t

T i zavisne
promenljive ū (t̄) = u (t), koja je oblika

0I
ξ
tu (t) =

1

T ξ 0I
ξ
t̄ ū (t̄) =

1

T ξ 0I
ξ
t̄u (t̄) i 0D

ζ
tu (t) = T ζ

0D
ζ
t̄ ū (t̄) = T ζ

0D
ζ
t̄u (t̄) ,

kao i na osnovu zahteva dimenzione homogenosti konstitutivnog modela (2.6), zaklju£uje se da su dimenzije
parametara modela date sa [ak] =

1
sαk

, [bk] = sβk , [ck] =
Pa
sµk

i [dk] = Pa sνk , respektivno.
Primena Laplasove transformacije po vremenu, de�nisane kao

f̃ (s) = L [f (t)] (s) =

∫ ∞

0

f (t) e−st dt, Re s > 0, (2.7)

zajedno sa Laplasovim transformacijama frakcionog integrala i Riman-Liuvilovog frakcionog izvoda

L
[
0I

ξ
tf (t)

]
(s) =

1

sξ
f̃(s), ξ > 0 i (2.8)

L
[
0D

ζ
t f (t)

]
(s) = sζ f̃(s)−

[
0I

1−ζ
t f (t)

]
t=0

= sζ f̃(s), ζ ∈ (0, 1) , (2.9)

odnosno

L
[
0D

n+ζ
t f (t)

]
(s) = sn+ζ f̂(s)−

n∑
k=0

[
dk

dtk
0I

1−ζ
t f (t)

]
t=0

sn−k = sn+ζ f̂(s), ζ ∈ (0, 1) ,

za neprekidnu funkciju f ograni£enu u nuli, transformi²e konstitutivni model (2.6) u

Φσ (s) σ̃ (s) = Φε (s) ε̃ (s) , te je Ẽ (s) =
σ̃ (s)

ε̃ (s)
=

Φε(s)

Φσ(s)
, sa (2.10)

Φσ (s) =

N1∑
k=1

ak
1

sαk
+

N2∑
k=1

bk s
βk i Φε (s) =

M1∑
k=1

ck
1

sµk
+

M2∑
k=1

dk s
νk , (2.11)

gde Ẽ ozna£ava kompleksni moduo. Vi²e o frakcionom ra£unu se moºe prona¢i u [19, 20].

2.1 Moduo relaksacije i funkcija puzanja

Moduo relaksacije de�ni²e se kao funkcija vremenske evolucije napona koja predstavlja odziv na deformaciju
zadatu u obliku Hevisajdove funkcije, dok se funkcija puzanja de�ni²e kao funkcija vremenske evolucije deforma-
cije koja predstavlja odziv na napon zadat u obliku Hevisajdove funkcije, stoga su moduo relaksacije i funkcija
puzanja u Laplasovom domenu, na osnovu (2.10) dati izrazima

σ̃sr (s) =
1

s

Φε (s)

Φσ (s)
i ε̃cr (s) =

1

s

Φσ (s)

Φε (s)
, (2.12)

budu¢i da je Laplasova transformacija Hevisajdove funkcije H: L [H (t)] (s) = 1
s , te se konstitutivna veza izme�u

napona i deformacije u Laplasovom domenu, na osnovu (2.10), moºe predstaviti preko modula relaksacije i
funkcije puzanja u Laplasovom domenu

σ̃ (s) = sσ̃sr (s) ε̃ (s) i ε̃ (s) = sε̃cr (s) σ̃ (s) , (2.13)

transformi²u¢i se u vremenskom domenu u izraze

σ (t) =
d

dt
(σsr (t) ∗ ε (t)) i ε (t) = ε(g)cr σ (t) + ε̇cr (t) ∗ σ (t) = ε̇cr (t) ∗ σ (t) , (2.14)
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ako je ε
(g)
cr = εcr (0) = 0, pri £emu je sa ∗ ozna£ena konvolucija de�nisana sa

f (t) ∗ g (t) =
∫ t

0

f (t′) g (t− t′) dt′.

Naime, primenom inverzne Laplasove transformacije, izraz (2.13) se transformi²e u (2.14) na slede¢i na£in

σ (t) = L−1 [sσ̃sr (s)] (t) ∗ ε (t) i ε (t) = L−1 [sε̃cr (s)] (t) ∗ σ (t) ,

σ (t) =
(
σ(g)
sr δ (t) + σ̇sr (t)

)
∗ ε (t) i ε (t) =

(
ε(g)cr δ (t) + ε̇cr (t)

)
∗ σ (t) ,

σ (t) = σ(g)
sr ε (t) + σ̇sr (t) ∗ ε (t) i ε (t) = ε(g)cr σ (t) + ε̇cr (t) ∗ σ (t) , (2.15)

pri £emu su σ
(g)
sr = σsr (0) i ε

(g)
cr = εcr (0) vrednosti modula relaksacije i funkcije puzanja ra£unate u po£etnom

trenutku, dok se izraz (2.15)1 transformi²e u kona£an oblik

σ (t) = σ(g)
sr ε (t) +

d

dt
(σsr (t) ∗ ε (t))− σ(g)

sr ε (t) =
d

dt
(σsr (t) ∗ ε (t)) ,

prema izvodu konvolucije
d

dt
(f (t) ∗ g (t)) = ḟ (t) ∗ g (t) + f (0) g (t) . (2.16)

Konstitutivne relacije, date sa (2.14), odnosno sa (2.15), predstavljaju memorijski tip modela sa modulom
relaksacije i funkcijom puzanja kao memorijskim jezgrima.

Treba ista¢i da je vrednost modula relaksacije ra£unata u po£etnom trenutku σ
(g)
sr povezana sa brzinom

prostiranja talasa relacijom

c =

√
σ
(g)
sr

ϱ
, (2.17)

²to je pokazano u [7] u slu£aju jednodimenzione talasne jedna£ine, dobijene za linearne frakcione konstitutivne
modele koji sadrºe Riman-Liuvilove izvode reda u intervalu (0, 1), a dalje je pro²ireno u [21] za slu£aj modela
raspodeljenog reda, pri £emu je integracija primenjena po redovima frakcionih izvoda u intervalu (0, 1), kao i za
slu£aj termodinami£ki konzistentnih frakcionih Burgersovih modela koji, pored frakcionih izvoda £iji su redovi
u intervalu (0, 1), sadrºe i frakcione izvode £iji su redovi u intervalu (1, 2), razmatranjem prostiranja talasa
na beskona£nom domenu u [22], kao i na kona£nom domenu u [23]. Mikrolokalna analiza frakcione Cenerove
talasne jedna£ine, kao i talasne jedna£ine raspodeljenog reda, sprovedena u [24, 25], daje rigorozni matemati£ki
dokaz da je fundamentalno re²enje u konusu de�nisanom brzinom prostiranja talasa.

Tako�e, na osnovu modula relaksacije i funkcije puzanja mogu se doneti odre�eni zaklju£ci o mehani£kim
svojstvima materijala, te se materijali klasi�kuju prema brzini prostiranja mehani£ke pobude na materijale sa
kona£nom i materijale sa beskona£nom brzinom prostiranja talasa, zavisno, prema prethodnoj formuli, da li
vrednost modula relaksacije u po£etnom trenutku ima kona£nu ili beskona£nu vrednost. Sa druge strane, na
osnovu vrednosti funkcije puzanja u beskona£nosti, materijali se klasi�kuju na tip materijala sa karakteristis-
tikama £vrstog tela, ukoliko je ta vrednost kona£na, kao i na tip materijala sa karakterististikama �uidnog
tela, ako funkcija puzanja teºi u beskona£nost kada vreme teºi u beskona£nost. Razlika u pona²anju viskoe-
lasti£nih tela £vrstog i �uidnog tipa izu£avana je u [23, 26, 27, 28] na primeru ²tapa uklje²tenog na jednom svom
kraju i podvrgnutog deformaciji, odnosno naponu, na drugom svom kraju, pri £emu je uklju£ena i dinamika
deformabilnog tela.

Ukoliko redovi frakcionih izvoda koji �guri²u u konstitutivnom modelu pripadaju intervalu (0, 1), kao i u
slu£aju modela koji uklju£uju izvode prvog reda, pokazuje se da je moduo relaksacije kompletno monotona
funkcija, odnosno pozitivna, opadaju¢a i konveksna funkcija, dok je funkcija puzanja Bern²tajnova funkcija,
odnosno pozitivna, rastu¢a i konkavna funkcija. U [29] je pokazano da navedena svojstva modula relaksacije
garantuju disipativnost frakcionih talasnih jedna£ina u materijalima modeliranim linearnim frakcionim mod-
elima koji sadrºe frakcione izvode £iji su redovi u intervalu (0, 1). Kvalitativna svojstva modula relaksacije i
funkcije puzanja igraju vaºnu ulogu u osobinama energetskog bilansa viskoelasti£nog tela, stoga se odre�uje
njihov eksplicitni oblik i koristi da se nametnu uslovi koji obezbe�uju da je moduo relaksacije kompletno mono-
ton, a funkcija puzanja Bern²tajnova funkcija. Naime, kori²¢enjem konstitutivnog modela u izrazu za snagu u
[3] je pokazano da je energija pozitivna, kao i snaga disipacije, odnosno da je materijal disipativan, ukoliko su
moduo relaksacije i funkcija puzanja redom kompletno monotona i Bern²tajnova funkcija. Postizanje navedenih
svojstava modula relaksacije i funkcije puzanja implicira da se termodinami£ke restrikcije na parametre modela
moraju suziti u slu£aju modela koji sadrºe izvode i integrale £iji su redovi u intervalu (1, 2), ²to je u slu£aju
frakcionih Burgersovih modela, formulisanih u [9], pokazano u [30], odnosno u [3] za slu£aj frakcionih Cenerovih
i anti-Cenerovih modela, formulisanih u [1]. Zapravo, u slu£aju navedenih modela, moduo relaksacije i funkcija
puzanja mogu biti nemonotone, a £ak i oscilatorne funkcije eksponencijalno opadaju¢e amplitude.
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Kompletna monotonost modula relaksacije u slu£aju frakcionog Cenerovog modela raspodeljenog reda prou£a-
vana je u [31], dok je u [32] re£ o frakcionom Burgerovom modelu u testovima puzanja i relaksacije. Uloga Foksove
funkcije je istaknuta u [33, 34] u odre�ivanju odziva frakcionih konstitutivnih modela za pretpostavljeni napon ili
deformaciju, a u [35] je razmatrana funkcija puzanja u kvazistacionarnom reºimu u slu£aju viskoelasti£nih mo-
dela celobrojnog reda. Eksperimentalni podaci, dobijeni u testovima puzanja i relaksacije napona, sprovedenim
na biolo²kim tkivima, su iskori²¢eni u [36, 37], kako bi se odredili parametri modela viskoelasti£nog tela.

Upotreba konstitutivnih modela u modeliranju propagacije talasa je ²iroka, pri £emu su [38, 39] neki od prvih
radova u kojima se analiziraju viskoelasti£ni materijali frakcionog reda. Prigu²ene oscilacije i prostiranje talasa u
viskoelasti£nim materijalima modeliranim Cenerovim, modi�kovanim Cenerovim i modi�kovanim Maksvelovim
modelima su razmatrani u [40, 41, 42, 43, 44].

Prostiranje talasa u jednodimenzionom viskoelasti£nom materijalu modeliranom frakcionom Cenerovim kon-
stitutivnom jedna£inom razmatrano je u [45], dok je vi²edimenziona frakciona Cenerova talasna jedna£ina raz-
matrana u [46, 47, 48]. Viskoelasti£ni konstitutivni modeli frakcionog reda, talasna propagacija, disperzioni i
atenuacioni procesi su razmatrani u [7, 49, 50, 51, 52], dok su akusti£ki talasi ispitivani u [53]. Neki od na£ina za
ispitivanje svojstava prostiranja talasa su Buhen-Mainardijev pristup ispitivanju ²irenja talasnog fronta, uveden
u [54] i nedavno kori²¢en u [55], kao i kori²¢enje asimptotike fundamentalnih re²enja, ²to je razvijeno u [56].

2.2 Linearni frakcioni modeli

Razmatraju se tri tipa linearnih frakcionih modela viskoelasti£nog tela: termodinami£ki konzistentni linearni
modeli frakcionog reda koji sadrºe isklju£ivo Riman-Liuvilove frakcione izvode reda u intervalu (0, 1), termodi-
nami£ki konzistentni frakcioni Burgersovi modeli koji sadrºe Riman-Liuvilove frakcione izvode reda i u intervalu
(0, 1) i u intervalu (1, 2), kao i termodinami£ki konzistentni frakcioni Cenerovi i anti-Cenerovi modeli koji sadrºe
frakcione integrale i Riman-Liuvilove frakcione izvode reda, kako u intervalu (0, 1), tako i u intervalu (1, 2).

2.2.1 Linearni modeli frakcionog reda

Linearni modeli frakcionog reda koji sadrºe samo Riman-Liuvilove izvode reda u intervalu (0, 1), dobijeni iz
konstitutivnog modela (2.6) za ak = 0, sa k = 1, . . . , N1, i ck = 0, sa k = 1, . . . ,M1, uzimaju¢i stoga oblik

n∑
i=1

ai 0D
αi
t σ(x, t) =

m∑
j=1

bj 0D
βj

t ε(x, t), (2.18)

za koje je dokazano da poseduju £etiri termodinami£ki konzistentna slu£aja

n∑
i=1

ai 0D
αi
t σ (t) =

n∑
i=1

bi 0D
αi
t ε (t) , (2.19)

n∑
i=1

ai 0D
αi
t σ (t) =

n∑
i=1

bi 0D
αi
t ε (t) +

m∑
i=n+1

bi 0D
βi
t ε (t) , (2.20)

n−m∑
i=1

ai 0D
αi
t σ (t) +

n∑
i=n−m+1

ai 0D
αi
t σ (t) =

m∑
j=1

bj 0D
αn−m+j

t ε (t) , (2.21)

n∑
i=1

ai 0D
αi
t σ (t) =

m∑
j=1

bj 0D
βj

t ε (t) , (2.22)

izvedeni su u [28] i dati u dodatku A.1. Ispitivanjem asimptotskog pona²anja funkcije puzanja za velika vremena,
ispostavlja se da se modeli koji pripadaju klasi modela I i II, datih sa (2.19) i (2.20), odnose na materijale sa
karakteristikama £vrstog tela, jer funkcija puzanja teºi u kona£nu vrednost za beskona£no vreme, dok se modeli
koji pripadaju klasi modela III i IV, datih sa (2.21) i (2.22), odnose na �uidni tip materijala, jer funkcija puzanja
teºi u beskona£nost kada vreme teºi u beskona£nost. Sa druge strane, modeli koji pripadaju klasi modela I i
III daju kona£ne brzine prostiranja talasa, jer moduo relaksacije teºi u kona£nu vrednost kada vreme teºi nuli,
dok modeli koji pripadaju klasi modela II i IV daju beskona£ne brzine prostiranja talasa, jer moduo relaksacije
teºi u beskona£nu vrednost za vreme blisko nuli. Ove karakteristike modela su kori²¢ene u [29] u dokazivanju
disipativnosti frakcione talasne jedna£ine kori²¢enjem a priori energetskih procena.
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2.2.2 Frakcioni Burgersovi modeli

Na slici 2.1 su date dve reolo²ke ²eme za Burgersov model, pri £emu su konstitutivne jedna£ine koje odgovaraju
²emama sa slika 2.1(a) i 2.1(b) respektivno date izrazima(

1 +

(
η1
E1

+
η2
E2

)
d

dt
+

η1η2
E1E2

d2

dt2

)
σ (t) =

((
1 +

η1
η2

)
d

dt
+

η1
E1

(
1 +

E1

E2

)
d2

dt2

)
ε (t) , (2.23)(

1 +
η2
E1

(
1 +

E1

E2
+

η1
η2

)
d

dt
+

η1η2
E1E2

d2

dt2

)
σ (t) = η2

(
d

dt
+

η1
E1

d2

dt2

)
ε (t) . (2.24)

gde su E1 i E2 moduli elasti£nosti odgovaraju¢ih opruga, a η1 i η2 koe�cijenti viskoznosti odgovaraju¢ih
prigu²nica, modeliranih respektivno Hukovim i Njutnovim zakonom (2.1). Obe navedene jedna£ine su istog
matemati£kog oblika i predstavljaju klasi£nu Burgersovu konstitutivnu jedna£inu(

1 + a1
d

dt
+ a2

d2

dt2

)
σ (t) =

(
b1

d

dt
+ b2

d2

dt2

)
ε (t) , (2.25)

sa pozitivnim parametrima a1, a2, b1, b2. Klasi£ni Burgersov model je kori²¢en za opis dinami£kih osobina
polimera, viskoelasti£nih osobina asfalta i za modeliranje oblikovanja stakla u [57, 58, 59], dok je u [60, 61]
kori²¢en mikromehani£ki pristup za modeliranje asfaltnih sme²a.

(a) (b)

Slika 2.1: Reolo²ke ²eme klasi£nog Burgersovog modela.

Kada su u reolo²kim ²emama datim na slici 2.1, koje odgovaraju klasi£nom Burgersovom modelu, prigu²nice
frakcionog tipa, dobijaju se konstitutivne jedna£ine viskoelasti£nog tela frakcionog Burgersovog tipa u obliku(

1 +
η1
E1

0D
α
t +

η2
E2

0D
β
t +

η1η2
E1E2

0D
α+β
t

)
σ (t) =

(
η1 0D

α
t + η2 0D

β
t +

η1η2
E1

(
1 +

E1

E2

)
0D

α+β
t

)
ε (t) , (2.26)(

1 +
η1
E1

0D
α
t +

η2
E2

(
1 +

E2

E1

)
0D

β
t +

η1η2
E1E2

0D
α+β
t

)
σ (t) = η2

(
0D

β
t +

η1
E1

0D
α+β
t

)
ε (t) , (2.27)

analognom sa jedna£inama (2.23) i (2.24), pri £emu se jedna£ine (2.26) i (2.27) razlikuju za jedan £lan. Druga od
dve navedene jedna£ine jednostavnijeg je oblika i kori²¢ena je za opis viskoelasti£nog tela frakcionog Burgersovog
tipa. Usled proizvoljnosti parametara reolo²kih modela, jedna£ina (2.27) postaje(

1 + a1 0D
α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) = (b1 0D

µ
t + b2 0D

ν
t ) ε (t) , (2.28)

sa parametrima modela a1, a2, a3, b1, b2 > 0, α, β, µ ∈ [0, 1] , gde je α ⩽ β, i γ, ν ∈ [1, 2], ²to je izvedeno u [9],
gde je tako�e ispitana termodinami£ka konzistentnost modela, na osnovu koje je dobijeno osam termodinami£ki
konzistentnih frakcionih Burgersovih modela, a koji se grupi²u u dve termodinami£ki konzistentne klase sa
uop²tenim konstitutivnim jedna£inama(

1 + a1 0D
α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (x, t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

µ+η
t

)
ε (x, t) i(

1 + a1 0D
α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

β+η
t

)
σ (x, t) =

(
b1 0D

β
t + b2 0D

β+η
t

)
ε (x, t) ,

(2.29)

tako da je za modele prve klase najvi²i red frakcionog izvoda koji deluje na deformaciju µ + η ∈ [1, 2], sa
η ∈ {α, β} , dok je najvi²i red frakcionog izvoda koji deluje na napon ili γ ∈ [0, 1] u slu£aju modela I, sa
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Model Konstitutivna jedna£ina

ID.ID
(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

µ
t + a2 0D

α+β−µ
t

)
ε (t)

ID.DD
+

(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

α+β+µ
t

)
ε (t)

IID.IID
(
a1 0I

α
t + a2 0I

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α+γ−η
t + b2 0I

β+γ−η
t + b3 0D

η
t

)
ε (t)

IDD.IDD
(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

µ
t + b2 0D

α+β−µ
t + b3 0D

α+γ−µ
t

)
ε (t)

IID.IDD
(
a1 0I

α
t + a2 0I

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

µ
t + b2 0D

ν
t + b3 0D

α+γ−µ
t

)
ε (t)

I
+

ID.I
+

ID
(
a1 0I

1+α
t + a2 0I

1+α−γ
2

t + a3 0D
γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

1+µ
t + b2 0I

1+µ−(α+γ−µ)
2

t + b3 0D
α+γ−µ
t

)
ε (t)

IDD
+

.IDD
+

(
a1 0I

α
t + a2 0D

1+γ−α
2

t + a3 0D
1+γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α+γ−η
t + b2 0D

1+η−(α+γ−η)
2

t + b3 0D
1+η
t

)
ε (t)

I
+

ID.IDD
+

(
a1 0I

1+α
t + a2 0I

1+α−γ
2

t + a3 0D
γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α+γ−η
t + b2 0D

1+η−(α+γ−η)
2

t + b3 0D
1+η
t

)
ε (t)

IID.ID
(
a1 0I

α+β−γ
t + a2 0I

ν
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α
t + b2 0D

β
t

)
ε (t)

IDD.DD
+

(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

α+β+µ
t

)
ε (t)

I
+

ID.ID
(
a1 0I

α+β+ν
t + a2 0I

ν
t + a3 0D

α+β−ν
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α
t + b2 0D

β
t

)
ε (t)

IDD
+

.DD
+

(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

α+2β
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

α+β+µ
t

)
ε (t)

ID.IDD (a1 0I
µ
t + a2 0D

ν
t )σ (t) =

(
b1 0I

α
t + b2 0D

β
t + b3 0D

µ+ν−α
t

)
ε (t)

ID.DDD
+

(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

ν
t + b3 0D

α+β+ν
t

)
ε (t)

ID.IDD
+

(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α+β−ν
t + b2 0D

ν
t + b3 0D

α+β+ν
t

)
ε (t)

Tabela 2.1: Simetri£ni i asimetri£ni frakcioni Cenerovi i anti-Cenerovi konstitutivni modeli.

0 ⩽ α ⩽ β ⩽ γ ⩽ µ ⩽ 1 i η ∈ {α, β, γ}, ili γ ∈ [1, 2] u slu£aju modela II - V, sa 0 ⩽ α ⩽ β ⩽ µ ⩽ 1 i
(η, γ) ∈ {(α, 2α) , (α, α+ β) , (β, α+ β) , (β, 2β)}, dok za modele druge klase vaºi 0 ⩽ α ⩽ β ⩽ 1 i β + η ∈ [1, 2],
sa η = α, u slu£aju modela VI; η = β u slu£aju modela VII; i α = η = β, ā1 = a1 + a2, i ā2 = a3 u slu£aju
modela VIII, videti dodatak A.2.

U konstitutivnim jedna£inama modela I - V, redovi frakcionih izvoda su ure�eni od najniºeg do najvi²eg,
posebno za one u intervalu [0, 1] i posebno za one u intervalu [1, 2]. Model I sadrºi samo jedan izvod koji deluje
na deformaciju i koji je reda u intervalu [1, 2], dobijen kao zbir najvi²eg reda izvoda u intervalu [0, 1] i bilo kog
od preostala tri reda izvoda. Modeli II - V sadrºe dva frakciona izvoda sa redovima u intervalu [0, 1] i jo² jedan
reda u intervalu [1, 2], koji deluju na napon, tako da se najvi²i red dobija ili kao zbir redova u intervalu [0, 1]
ili kao dvostruka vrednost bilo kog od njih. �tavi²e, modeli II - V sadrºe jedan frakcioni izvod reda u intervalu
[0, 1] i jedan reda u intervalu [1, 2], koji deluju na deformaciju, tako da se drugi dobija kao zbir prvog i nekog
od preostalih redova do jedan.

Modeli VI i VII sadrºe dva frakciona izvoda reda u intervalu [0, 1] i jo² jedan reda u intervalu [1, 2], koji
deluju na napon, kao i jedan frakcioni izvod reda u intervalu [0, 1] i jedan reda u intervalu [1, 2], koji deluju na
deformaciju, tako da se najvi²i red frakcionog izvoda koji deluje na deformaciju podudara sa najvi²im redom
frakcionog izvoda koji deluje na napon bez obzira na interval kom pripadaju. Redovi frakcionih izvoda u
intervalu [1, 2] se dobijaju ili kao zbir redova iz intervala [0, 1], ili kao dvostruka vrednost reda ve¢e vrednosti.
Model VIII sadrºi dva frakciona izvoda koja deluju i na napon i na deformaciju, prvi reda u intervalu [ 12 , 1] i
drugi £iji se red dobija kao dvostruka vrednost prvog.

U [30] se ispituje moduo relaksacije i funkcija puzanja u slu£aju materijala modeliranog frakcionim Burgerso-
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vim modelom, tako da razmatranje asimptotskog pona²anja funkcije puzanja za velika vremena kategorizuje
ove modele u modele �uidnog tipa, budu¢i da funkcija puzanja teºi u beskona£nost za velika vremena, dok
razmatranje asimptotike modula relaksacije za vremena bliska nuli grupi²e ove modele u dve klase, tako da
brzina prostiranja mehani£kog poreme¢aja ima beskona£nu vrednost za modele prve klase, budu¢i da moduo
reklasacije u trenutku t = 0 ima beskona£nu vrednost, dok brzina prostiranja mehani£kog poreme¢aja ima
kona£nu vrednost za modele druge klase, budu¢i da moduo reklasacije u trenutku t = 0 ima kona£nu vrednost.

2.2.3 Frakcioni Cenerovi i anti-Cenerovi modeli

Linearni modeli frakcionog reda koji sadrºe i frakcione integrale i Riman-Liuvilove frakcione izvode reda i u
intervalu (0, 1) i u intervalu (1, 2) su frakcioni Cenerovi i anti-Cenerovi konstitutivni modeli, koji su formulisani
i £ija je termodinami£ka analiza sprovedena u [1], kao i u narednom poglavlju. Naime, kori²¢enjem reolo²kih
²ema koje odgovaraju klasi£nom Cenerovom i anti-Cenerovom modelu, zamenom klasi£nih opruga i prigu²nica
frakcionim oprugama i prigu²nicama, pri £emu su opruge, umesto Hukovim zakonom, modelirane zakonom
koji povezuje napon sa frakcionim integralom deformacije, dok su prigu²nice, umesto Njutnovim zakonom
viskoznosti, opisane zakonom koji povezuje napon sa frakcionim izvodom deformacije, dobijeni su frakcioni
Cenerovi i anti-Cenerovi modeli viskoelasti£nog tela. Frakcioni Cenerovi i anti-Cenerovi modeli grupisani su
u klase simetri£nih i asimetri£nih modela, pri £emu simetri£ni modeli sadrºe isti broj operatora, frakcionih
integrala i/ili Riman-Liuvilovih frakcionih izvoda, koji deluju na napon i deformaciju, a asimetri£ni modeli
sadrºe razli£it broj operatora koji deluju na napon i deformaciju. Termodinami£ke restrikcije na parametre
modela, koje obezbe�uju disipativnost, formulisane su razmatranjem disipirane snage u kvazistacionarnom
reºimu i prakti£no su odre�ene zahtevanjem nenegativnosti konzervativnog i disipativnog modula, izvedenog
iz konstitutivnog modela, za sve frekvencije harmonijske pobude. Termodinami£kom analizom je utvr�eno da
modeli dati u tabeli 2.1 zadovoljavaju termodinami£ke restrikcije koje obezbe�uju njihova disipativna svojstva,
a predstavljene su u dodatku A.3. Odre�ivanjem funkcije puzanja i modula relaksacije, u poglavlju 4, kao i u
[2], pokazano je da frakcioni Cenerovi i anti-Cenerovi modeli opisuju £vrsto telo �uidnog tipa sa beskona£nom
brzinom prostiranja talasa, a tako�e je ispitivan energetski bilans modela u vremenskom domenu.
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3. Frakcioni Cenerovi i anti-Cenerovi

modeli viskoelasti£nog tela

Klasi£ni modeli Cenerovog i anti-Cenerovog tipa predstavljaju standardne konstitutivne jedna£ine jednodimen-
zionog viskoelasti£nog tela i povezuju napon σ i deformaciju ε, koji su funkcije vremena t > 0. Naime, klasi£ni
Cenerov model (

1 + a
d

dt

)
σ (t) = E

(
1 + b

d

dt

)
ε (t) , (3.1)

kao i klasi£ni anti-Cenerov model (
1 + a

d

dt

)
σ (t) =

(
b1 + b2

d

dt

)
d

dt
ε (t) , (3.2)

u kojima je E uop²teni Jangov moduo, a a, b, b1, b2 su konstante, mogu se respektivno dobiti kori²¢enjem
reolo²kih ²ema datih na slikama 3.1 i 3.2, pretpostavljaju¢i da su opruge elasti£ne i stoga modelirane Hukovim
zakonom (2.1)1, kao i da su prigu²nice modelirane Njutnovim zakonom viskoznosti (2.1)2.

ηβ 

Eα 

Eγ  

(a) Reolo²ka ²ema Cenerovog mo-
dela prvog tipa.

Eα 

Eβ  

ηγ  

(b) Reolo²ka ²ema Cenerovog
modela drugog tipa.

Slika 3.1: Reolo²ke ²eme koje odgovaraju Cenerovom modelu.

3.1 Formulacija modela

Pomenute reolo²ke ²eme, koje odgovaraju Cenerovom i anti-Cenerovom modelu, su kori²¢ene da bi se formulisale
uop²tenije konstitutivne jedna£ine zamenom klasi£nih opruga i prigu²nica frakcionim oprugama i prigu²nicama,
tako da su opruge umesto Hukovim zakonom modelirane zakonom koji povezuje napon sa frakcionim integralom
deformacije (2.2)1, dok su prigu²nice umesto Njutnovim zakonom viskoznosti opisane zakonom koji povezuje
napon sa frakcionim izvodom deformacije (2.2)2.

Umesto izvo�enja konstitutivnih jedna£ina u vremenskom domenu prema reolo²kim ²emama sa slika 3.1 i
3.2, gde su opruge i prigu²nice modelirane frakcionim Hukovim i Njutnovim zakonima (2.2), mogu se izvesti
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ηβ 

ηγ  Eα 

(a) Reolo²ka ²ema anti-
Cenerovog modela prvog tipa.

ηβ 

ηγ  

Eα 

(b) Reolo²ka ²ema anti-Cenerovog
modela drugog tipa.

Slika 3.2: Reolo²ke ²eme koje odgovaraju anti-Cenerovom modelu.

konstitutivni modeli kori²¢enjem njihove Laplasove transformacije

σ̃ (s) = E
1

sξ
ε̃ (s) i σ̃ (s) = ηsζ ε̃ (s) ,

budu¢i da se frakcioni integral i frakcioni izvod transformi²u prema (2.8) i (2.9).
Naime, konstitutivni model u Laplasovom domenu, dobijen prema ²emi za Cenerov model prvog tipa, datoj

na slici 3.1a, predstavljen je izrazom(
Eα

1

sα
+ ηβs

β

)
σ̃ (s) =

(
EαEγ

1

sα+γ
+ Eαηβ

sβ

sα
+ Eγηβ

sβ

sγ

)
ε̃ (s) (3.3)

daju¢i Cenerov model prvog tipa

(
Eα 0I

α
t + ηβ 0D

β
t

)
σ (t) =

(
EαEγ 0I

α+γ
t + Eαηβ

0D
β−α
t

0I
α−β
t

+ Eγηβ
0D

β−γ
t

0I
γ−β
t

)
ε (t) , (3.4)

nakon primene inverzne Laplasove transformacije na (3.3), dok konstitutivni model u Laplasovom domenu(
Eα

1

sα
+ Eβ

1

sβ
+ ηγs

γ

)
σ̃ (s) =

(
EαEβ

1

sα+β
+ Eβηγ

sγ

sβ

)
ε̃ (s) , (3.5)

sledi sa ²eme Cenerovog modela drugog tipa, prikazane na slici 3.1b, daju¢i

(
Eα 0I

α
t + Eβ 0I

β
t + ηγ 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
EαEβ 0I

α+β
t + Eβηγ

0D
γ−β
t

0I
β−γ
t

)
ε (t) , (3.6)

kao Cenerov model drugog tipa. Oznaka 0D
ζ
t

0I
ξ
t

, koja se koristi u konstitutivnim modelima (3.4) i (3.6),

predstavlja mogu¢nost izbora ili frakcionog izvoda 0D
ζ
t ili frakcionog integrala 0I

ξ
t u modelu, budu¢i da eksponent

kompleksne promenljive s, koja �guri²e u modelima u Laplasovom domenu (3.3) i (3.5), moºe imati ili pozitivnu
vrednost ζ ukazuju¢i da se u vremenskom domenu radi o operatoru frakcionog izvoda, ili negativnu vrednost
−ζ = ξ ukazuju¢i da se u vremenskom domenu radi o operatoru frakcionog integrala. Tako�e, red frakcionog
izvoda predstavljenog zbirom eksponenata, a koji se pojavljuje u modelima (3.4) i (3.6), moºe biti ili u intervalu
(0, 1) ili u intervalu (1, 2).

Isti pristup izvo�enja konstitutivnih jedna£ina koristi se prilikom razmatranja reolo²kih ²ema sa slike 3.2,
koje odgovaraju anti-Cenerovom modelu, stoga je konstitutivni model u Laplasovom domenu, dobijen prema
²emi anti-Cenerovog modela prvog tipa, prikazanoj na slici 3.2a, dat izrazom(

Eα
1

sα
+ ηβs

β + ηγs
γ

)
σ̃ (s) =

(
Eαηβ

sβ

sα
+ ηβηγs

β+γ

)
ε̃ (s) , (3.7)
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daju¢i inverznom Laplasovom transformacijom anti-Cenerov model prvog tipa(
Eα 0I

α
t + ηβ 0D

β
t + ηγ 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
Eαηβ

0D
β−α
t

0I
α−β
t

+ ηβηγ 0D
β+γ
t

)
ε (t) , (3.8)

dok konstitutivni model u Laplasovom domenu(
Eα

1

sα
+ ηβs

β

)
σ̃ (s) =

(
Eαηβ

sβ

sα
+ Eαηγ

sγ

sα
+ ηβηγs

β+γ

)
ε̃ (s) (3.9)

sledi sa ²eme anti-Cenerovog modela drugog tipa, date na slici 3.2b, daju¢i anti-Cenerov model drugog tipa(
Eα 0I

α
t + ηβ 0D

β
t

)
σ (t) =

(
Eαηβ

0D
β−α
t

0I
α−β
t

+ Eαηγ
0D

γ−α
t

0I
α−γ
t

+ ηβηγ 0D
β+γ
t

)
ε (t) , (3.10)

koji se dobija nakon primene inverzne Laplasove transformacije.
Po uzoru na frakcione Cenerove i anti-Cenerove modele (3.4), (3.6), (3.8) i (3.10), usvajaju se konstitutivne

jedna£ine (
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

µ
t + b2

0D
ν
t

0I
ν
t

+ b3
0D

η
t

0I
η
t

)
ε (t) , (3.11)(

a1 0I
α
t + a2 0I

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

µ
t + b2

0D
ν
t

0I
ν
t

)
ε (t) , (3.12)(

a1 0I
α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1

0D
µ
t

0I
µ
t

+ b2 0D
ν
t

)
ε (t) , (3.13)(

a1 0I
α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1

0D
µ
t

0I
µ
t

+ b2
0D

ν
t

0I
ν
t

+ b3 0D
η
t

)
ε (t) , (3.14)

respektivno, koje sadrºe proizvoljne parametre modela: a1, a2, a3, b1, b2, b3 > 0 i α, β, γ, µ, ν, η ∈ (0, 2).
Model (3.12), koji poti£e od frakcionog anti-Cenerovog modela prvog tipa, se grana na dva modela, ozna£ena

kao IID.II i IID.ID: prvi koji sadrºi frakcioni integral i drugi koji sadrºi frakcioni izvod, pored frakcionog integrala
koji deluje na deformaciju. Sli£no, frakcioni Cenerov model drugog tipa, razmatran u formi (3.13), daje jo² dva
modela, ozna£ena sa IDD.ID i IDD.DD. Svaki od modela (3.11) i (3.14) grana se na tri modela, me�utim, daju¢i
dva zajedni£ka modela ID.IDD i ID.IID, dok je ID.III tre¢i model koji daje frakcioni Cenerov model prvog tipa
(3.11), a ID.DDD tre¢i model koji daje frakcioni anti-Cenerov model drugog tipa (3.14). Ako konstitutivne
jedna£ine sadrºe barem dva ista frakciona operatora, frakciona izvoda ili frakciona integrala, koji deluju na
napon i/ili na deformaciju, tada se, pored slu£aja da redovi oba frakciona operatora pripadaju intervalu (0, 1),
tako�e razmatra i slu£aj da jedan od redova frakcionog operatora pripada intervalu (1, 2), pri £emu se usvoja
notacija D

+

, odnosno I
+

, a red je predstavljen sa 1 + ξ, tako da je ξ ∈ (0, 1). Svi prethodno spomenuti modeli,
koji su ²ematski pore�ani u tabeli 3.1, su asimetri£ni, u smislu da sadrºe dva operatora koji deluju na napon i
tri operatora koji deluju na deformaciju ili obrnuto.

Po uzoru na klasi£ni Cenerov i anti-Cenerov model (3.1) i (3.2), koji su simetri£ni, u smislu da sadrºe isti
broj operatora sa obe strane jednakosti konstitutivne jedna£ine, modeli (3.11) i (3.14) postaju konstitutivne
jedna£ine simetri£nog tipa izjedna£avanjem redova ν = η u modelu (3.11) i redova µ = ν u modelu (3.14),
transformi²u¢i modele (3.11) i (3.14) u(

a1 0I
α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

µ
t + (b2 + b3)

0D
ν
t

0I
ν
t

)
ε (t) =

(
b̄1 0I

µ
t + b̄2

0D
ν
t

0I
ν
t

)
ε (t) , (3.15)(

a1 0I
α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
(b1 + b2)

0D
µ
t

0I
µ
t

+ b3 0D
η
t

)
ε (t) =

(
b̄1

0D
µ
t

0I
µ
t

+ b̄2 0D
ν
t

)
ε (t) , (3.16)

a kada se samo jedan operator u 0D
ζ
t

0I
ξ
t

u modelima (3.15) i (3.16) izabere da deluje na deformaciju, daju¢i

modele ID.II, ID.ID, i ID.DD, dok modeli (3.12) i (3.13) postaju konstitutivne jedna£ine simetri£nog tipa,

odnosno modeli IDD.IDD i IID.IID, kada se izabere da i frakcioni integral i frakcioni izvod u 0D
ζ
t

0I
ξ
t

deluju na

deformaciju. Kako se 0D
ζ
t

0I
ξ
t

moºe interpretirati kao delovanje i frakcionog integrala i izvoda, modeli (3.15) i

(3.16) se mogu napisati kao(
a1 0I

α
t + a2

0D
β
t

0I
β
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

µ
t + b2

0D
ν
t

0I
ν
t

)
ε (t) , (3.17)
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(
a1

0D
α
t

0I
α
t

+ a2 0D
β
t

)
σ (t) =

(
b1

0D
µ
t

0I
µ
t

+ b2 0D
ν
t

)
ε (t) , (3.18)

stoga se mogu razmotriti jo² dve varijante modela (3.17) i (3.18), date sa(
a1 0I

α
t + a2

0D
β
t

0I
β
t

)
σ (t) =

(
b1

0D
µ
t

0I
µ
t

+ b2 0D
ν
t

)
ε (t) , (3.19)

kada se frakcioni integral u (3.17) zameni frakcionim izvodom, kao i(
a1

0D
α
t

0I
α
t

+ a2 0D
β
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

µ
t + b2

0D
ν
t

0I
ν
t

)
ε (t) , (3.20)

kada se frakcioni izvod u (3.18) zameni frakcionim integralom, daju¢i modele IID.IDD i IDD.IID, respektivno.
Ukoliko model sadrºi dva operatora istog tipa, tada se razmatra slu£aj da su redovi oba operatora u intervalu
(0, 1), ali se tako�e razmatra i slu£aj da je jedan od redova operatora u intervalu (0, 1), a drugi u intervalu
(1, 2), te se operator ozna£ava sa I

+

ili D
+

u nazivu modela.

Frakcioni model Tip modela Oznaka modela

anti-Cener
prvi

IDD.ID

IDD.DD

drugi ID.DDD

anti-Cener/Cener drugi/prvi
ID.IDD

ID.IID

Cener

prvi ID.III

drugi
IID.II

IID.ID

Tabela 3.1: �ema modela.

3.2 Termodinami£ka konzistentnost modela

U cilju opisa linearnog jednodimenzionog viskoelasti£nog tela sa karakteristi£nim disipativnim svojstvima, sve
varijante asimetri£nih modela (3.11) - (3.14), kao i simetri£nih modela (3.15) - (3.20), se analiziraju u pogledu ter-
modinami£ke konzistentnosti, ²to implicira restrikcije na parametre modela. Naime, pretpostavljaju¢i kvazista-
cionarno stanje, uspostavljeno izlaganjem viskoelasti£nog tela deformaciji koja je harmonijska funkcija, ²to posle
dovoljno dugo vremena indukuje tako�e harmonijski karakter napona, svaka konstitutivna jedna£ina se moºe
napisati kao funkcija ugaone frekvencije ω ⩾ 0 izrazom

σ̂ (ω)

ε̂ (ω)
= Ê (ω) = Ê′ (ω) + iÊ′′ (ω) ,

koriste¢i kompleksni Jangov moduo Ê, kao i E′ i E′′ koji predstavljaju konzervativni i disipativni deo komplek-
snog Jangovog modula, odnosno njegov realni i imaginarni deo, a koji se dobija primenom Furijeove transfor-
macije

f̂ (ω) = F [f (t)] (ω) =

∫ ∞

−∞
f (t) e−iωtdt, ω ∈ R

na konstitutivnu jedna£inu.
Alternativno, kompleksni moduo Ê, kao i njegov konzervativni i disipativni deo, E′ i E′′, mogu se dobiti

pretpostavljanjem deformacije u obliku harmonijske funkcije ugaone frekvencije ω ⩾ 0, impliciraju¢i, posle
dovoljno dugo vremena, napon kao tako�e harmonijsku funkciju, odnosno

ε(t) = ε0 e
iωt i σ(t) = σ0 (ω) e

i(ωt+ϕσ(ω)), (3.21)
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pri £emu su ε0 i σ0 amplitude, a ϕσ je fazni ugao. Zbog £injenice da su ranije pomenuti konstitutivni modeli
linearni i £injenice da frakcioni integral i izvod zadovoljavaju slede¢e relacije

0I
ξ
t e

i(ωt+ϕ) =
1

(iω)
ξ
ei(ωt+ϕ) i 0D

ξ
t e

i(ωt+ϕ) = (iω)
ξ
ei(ωt+ϕ) kada t → ∞,

videti [62], kompleksni Jangov moduo se de�ni²e kao

Ê (ω) =
σ(t)

ε(t)
=

σ0 (ω)

ε0
eiϕσ(ω) = Ê′ (ω) + iÊ′′ (ω) , sa

Ê′ (ω) =
σ0 (ω)

ε0
cosϕσ (ω) i Ê′′ (ω) =

σ0 (ω)

ε0
sinϕσ (ω) , (3.22)

koji predstavljaju konzervativni i disipativni deo kompleksnog Jangovog modula.
Termodinami£ka konzistentnost postiºe se zahtevanjem nenegativnosti konzervativnog i disipativnog dela

kompleksnog Jangovog modula za sve ugaone frekvencije, tj.

Ê′ (ω) ⩾ 0 i Ê′′ (ω) ⩾ 0, ∀ω ⩾ 0,

£ime se obezbe�uju disipativna svojstva materijala. Naime, snaga po jedinici zapremine u kvazistacionarnom
reºimu je oblika

P (t) = σ (t) ε̇ (t) = σ0 (ω) ε0ω sin (ωt+ ϕσ (ω)) cos (ωt) ,

budu¢i da je deformacija pretpostavljena kao harmonijska funkcija, odnosno ε (t) = Im ε(t) = ε0 sin (ωt), dok
je napon posle dovoljno dugog vremena tako�e harmonijska funkcija defazovana za ugao ϕσ, odnosno σ (t) =
Imσ(t) = σ0 (ω) sin (ωt+ ϕσ (ω)), videti (3.21), te se za mehani£ki rad po jedinici zapremine izvr²en tokom
jednog perioda T , posle proizvoljnog trenutka τ , dobija

A =

∫ τ+T

τ

P (t) dt =
1

2
σ0 (ω) ε0ω

∫ τ+T

τ

(sin (ϕσ (ω)) + sin (2ωt+ ϕσ (ω))) dt

A = πσ0 (ω) ε0 sin (ϕσ (ω)) = πε20Ê
′′ (ω) ,

videti (3.22)2, te zahtev za njegovu nenegativnost implicira zahtev da je disipativni deo kompleksnog Jangovog
modula nenegativan za sve frekvencije, odnosno Ê′′ (ω) ⩾ 0 za svako ω ⩾ 0, dok se zahtev za nenegativnost
konzervativnog dela kompleksnog Jangovog modula prirodno name¢e, odnosno Ê′ (ω) ⩾ 0 za svako ω ⩾ 0.

Pristup nametanja termodinami£kih ograni£enja preko nenegativnosti konzervativnog i disipativnog modula
dat je u [63], dok se vi²e o termodinami£koj analizi memorijskih materijala moºe prona¢i u [64]. Koriste¢i
pomenuti metod, u [28] je pokazano da postoje £etiri termodinami£ki konzistentne linearne konstitutivne jed-
na£ine viskoelasti£nog tela koje sadrºe frakcione izvode reda do jedan, date sa (2.19) - (2.22), videti tako�e
dodatak A.1, u [9] je pokazano da postoji osam termodinami£ki konzistentnih fracionih Burgersovih modela
navedenih u dodatku A.2, a grupisanih u dve klase, videti (2.29), dok su u [1], kori²¢enjem pomenutog metoda,
formulisani termodinami£ki konzistentni frakcioni Cenerovi i anti-Cenerovi modeli, dati u tabeli 2.1 kao i u
dodatku A.3, videti tako�e poglavlje 2.2 za sve navedene linearne frakcione modele.

Restrikcije na parametre modela u frakcionoj Burgersovoj jedna£ini, dobijenoj zamenom obi£nih izvoda
frakcionim izvodima, su izvedene u [65], tako�e prate¢i pristup iz [63]. Termodinami£ke restrikcije se tako�e
mogu dobiti preko disipativnih nejednakosti u vremenskom domenu, videti na primer [66, 67]. Sa druge strane,
disipativne karakteristike frakcionih talasnih jedna£ina koriste¢i apriorne energetske ocene prou£ene su u [29].

Koriste se slede¢a pravila u analizi termodinami£ke konzistentnosti modela, kako bi se obezbedila nene-
gativnost konzervativnog i disipativnog dela kompleksnog Jangovog modula, pri £emu je pretpostavljeno da
θ, φ, ϑ, ϕ ∈ (0, 1).

Pravilo 1 Ako £lan u konzervativnom i/ili disipativnom delu kompleksnog Jangovog modula sadrºi sin (θ−φ)π
2 , tada

se njegova nenegativnost postiºe zahtevanjem da je θ ⩾ φ.

Pravilo 2 Ako £lan u konzervativnom i/ili disipativnom delu kompleksnog Jangovog modula sadrºi cos (θ+φ)π
2 , tada

se njegova nenegativnost postiºe ili zahtevanjem da je θ + φ ⩽ 1 (budu¢i da je tada 0 ⩽ (θ+φ)π
2 ⩽ π

2 ), ili
se £lan kombinuje sa nenegativnim £lanom i zahteva se nenegativnost zbira kombinovanih £lanova.

Pravilo 3 Ako £lan u konzervativnom i/ili disipativnom delu kompleksnog Jangovog modula sadrºi bilo koji od
slede¢ih £lanova: − cos (θ−φ)π

2 ⩽ 0, ili − cos (θ+φ)π
2 ⩽ 0, ili − sin (θ+φ)π

2 ⩽ 0, sa 0 ⩽ (θ−φ)π
2 ⩽ π

2 , ili
0 ⩽ (θ+φ)π

2 ⩽ π
2 , ili 0 ⩽ (θ+φ)π

2 ⩽ π, respektivno, tada se £lan kombinuje sa nenegativnim £lanom i zahteva
se nenegativnost zbira kombinovanih £lanova. Treba napomenuti da su £lanovi koji sadrºe cos (θ−φ)π

2 , ili
cos (θ+φ)π

2 , ili sin (θ+φ)π
2 nenegativni.
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Pravilo 4 Da bi se kombinovao nepozitivni sa nenegativnim £alnovima u konzervativnom i/ili disipativnom delu
kompleksnog Jangovog modula, eksponenti frekvencija koji pripadaju istom intervalu se izjedna£avaju, na
primer: θ − φ = ϑ− ϕ ∈ (−1, 1) ili θ + φ = ϑ+ ϕ ∈ (0, 2) .

3.2.1 Modeli asimetri£nog tipa

Nisu svi asimetri£ni modeli, ²ematski predstavljeni u tabeli 3.1, termodinami£ki konzistentni. Naime, ne mogu
se nametnuti termodinami£ke restrikcije na parametre modela predstavljenih u zasen£enim poljima u tabeli 3.2,
koje bi obezbedile termodinami£ku konzistentnost, stoga su ti modeli termodinami£ki nekonzistentni i njihova
analiza se izostavlja, dok su ostali modeli u tabeli 3.2 termodinami£ki konzistentni uz nametnute odgovaraju¢e
restrikcije na parametre modela.

IDD.ID IDD
+

.ID − −

IDD.DD IDD
+

.DD IDD.DD
+

IDD
+

.DD
+

ID.DDD − ID.DDD
+ −

ID.IDD − ID.IDD
+ −

ID.IID − ID.I
+

ID −

ID.III − ID.I
+

II −

IID.II I
+

ID.II IID.I
+

I I
+

ID.I
+

I

IID.ID I
+

ID.ID − −

Tabela 3.2: Pregled termodinami£ke konzistentnosti asimetri£nih modela.

3.2.1.1 Frakcioni anti-Cenerovi modeli

Ispituje se termodinami£ka konzistentnost modela koji poti£u od modela IDD.DD, a koji odgovara anti-Cenero-
vom modelu prvog tipa (3.13), kao i termodinami£ka konzistentnost modela koji poti£u od modela ID.DDD, a
koji odgovara anti-Cenerovom modelu drugog tipa (3.14), videti tako�e tabelu 3.1, dok su modeli koji poti£u
od modela IDD.ID, koji odgovara anti-Cenerovom modelu prvog tipa (3.13), termodinami£ki nekonzistentni i
njihova analiza se izostavlja.

Model IDD.DD Jedan od modela koji poti£e od anti-Cenerovog modela prvog tipa (3.13), videti tako�e
tabelu 3.1, je model IDD.DD dat konstitutivnom jedna£inom(

a1 0I
α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) = (b1 0D

µ
t + b2 0D

ν
t ) ε (t) , sa β < γ, µ < ν, (3.23)

a njegov kompleksni moduo se dobija izraz

Ê (ω) =
σ̂ (ω)

ε̂ (ω)
=

b1 (iω)
µ
+ b2 (iω)

ν

a1

(iω)α + a2 (iω)
β
+ a3 (iω)

γ

primenom Furijeove transformacije na (3.23), daju¢i za konzervativni i disipativni deo kompleksnog modula

E′ (ω) = a1b1ω
−α+µ cos

(α+ µ)π

2
+ a1b2ω

−α+ν cos
(α+ ν)π

2
+ a2b1ω

β+µ cos
(µ− β)π

2

+ a2b2ω
β+ν cos

(ν − β)π

2
+ a3b1ω

γ+µ cos
(µ− γ)π

2
+ a3b2ω

γ+ν cos
(ν − γ)π

2
, (3.24)

E′′ (ω) = a1b1ω
−α+µ sin

(α+ µ)π

2
+ a1b2ω

−α+ν sin
(α+ ν)π

2
+ a2b1ω

β+µ sin
(µ− β)π

2

+ a2b2ω
β+ν sin

(ν − β)π

2
+ a3b1ω

γ+µ sin
(µ− γ)π

2
+ a3b2ω

γ+ν sin
(ν − γ)π

2
, (3.25)

pri £emu su E′ i E′′ preko kompleksnog modula Ê dati sa

E′ (ω) =

∣∣∣∣ a1
(iω)

α + a2 (iω)
β
+ a3 (iω)

γ

∣∣∣∣2 Ê′ (ω) i E′′ (ω) =

∣∣∣∣ a1
(iω)

α + a2 (iω)
β
+ a3 (iω)

γ

∣∣∣∣2 Ê′′ (ω) . (3.26)
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Kombinovanjem prva dva potencijalno nepozitivna £lana u konzervativnom modulu (3.24) prema Pravilima
2 i 4 i izjedna£avanjem odgovaraju¢ih eksponenata frekvencije −α + µ = −α + ν, dobija se da je µ = ν,
²to je u suprotnosti sa pretpostavkom da desna strana modela (3.23) sadrºi dva operatora frakcionog izvoda
razli£itog reda, stoga je neophodno nametnuti da je α + µ ⩽ 1 i α + ν ⩽ 1, prema Pravilu 2. Primenom
Pravila 1 na poslednja £etiri £lana u disipativnom modulu (3.25), dobija se β ⩽ µ, β ⩽ ν, γ ⩽ µ i γ ⩽ ν, £ime
se obezbe�uje nenegativnost disipativnog modula (3.25). Stoga su termodinami£ke restrikcije na parametre
modela u konstitutivnoj jenda£ini (3.23) date sa

β < γ ⩽ µ < ν ⩽ 1− α.

Primenom frakcionog izvoda reda α na model IDD.DD, dat sa (3.23), dobija se konstitutivna jedna£ina(
a1 + a2 0D

α+β
t + a2 0D

α+γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

α+µ
t + b2 0D

α+ν
t

)
ε (t) , (3.27)

koja, prema prethodnoj termodinami£koj restrikciji, sadrºi redove frakcionih Riman-Liuvilovih izvoda u inter-
valu (0, 1), te pripada grupi modela Case IV, videti dodatak A.1. Konstitutivna jedna£ina (3.27) se dobija
kori²¢enjem osobina frakcionog izvoda i integrala

0D
ζ
t 0I

ξ
tf (t) =

{
0D

ζ−ξ
t f (t), za ζ > ξ,

0I
ξ−ζ
t f (t), za ζ < ξ,

i

0D
ζ
t 0D

ξ
tf (t) = 0D

ζ+ξ
t f (t)−D2

0I
1−ζ
t

[
0I

1−ξ
t f (t)

]
t=0

= 0D
ζ+ξ
t f (t) ,

(3.28)

koja vaºe za funkciju f ograni£enu u nuli.

Model IDD.DD
+

Model IDD.DD
+

se dobija iz modela IDD.DD i odgovara slu£aju kada je red jednog od
frakcionih izvoda koji deluje na deformaciju u intervalu (1, 2), tj. dobija se zamenom ν sa 1 + ν u (3.23), te je
odgovaraju¢a konstitutivna jedna£ina(

a1 0I
α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

1+ν
t

)
ε (t) , sa β < γ, (3.29)

a za kompleksni moduo se dobija

Ê (ω) =
σ̂ (ω)

ε̂ (ω)
=

b1 (iω)
µ
+ b2 (iω)

1+ν

a1

(iω)α + a2 (iω)
β
+ a3 (iω)

γ

primenom Furijeove transformacije na (3.29), daju¢i za konzervativni i disipativni deo kompleksnog modula

E′ (ω) = a1b1ω
−α+µ cos

(α+ µ)π

2
+

[
−a1b2ω

1−α+ν sin
(α+ ν)π

2
+ a2b1ω

β+µ cos
(µ− β)π

2

]
+ a2b2ω

1+β+ν sin
(β − ν)π

2
+ a3b1ω

γ+µ cos
(µ− γ)π

2
+ a3b2ω

1+γ+ν sin
(γ − ν)π

2
, (3.30)

E′′ (ω) = a1b1ω
−α+µ sin

(α+ µ)π

2
+

[
a1b2ω

1−α+ν cos
(α+ ν)π

2
+ a2b1ω

β+µ sin
(µ− β)π

2

]
+ a2b2ω

1+β+ν cos
(β − ν)π

2
+ a3b1ω

γ+µ sin
(µ− γ)π

2
+ a3b2ω

1+γ+ν cos
(γ − ν)π

2
, (3.31)

pri £emu su E′ i E′′ preko kompleksnog modula Ê dati sa (3.26).
Eksponenti frekvencije £lanova u zagradi u konzervativnom modulu (3.30) su u istom intervalu (0, 2) i

izjedna£eni su prema Pravilu 4 daju¢i 1− α + ν = β + µ, tj. 1 + ν = α + β + µ ∈ (1, 2), ²to je zahtev (3.32)1.
Pomenuti £lanovi su kombinovani prema Pravilu 3, budu¢i da prvi od njih ima nepozitivnu vrednost, a drugi
ima nenegativnu vrednost. Treba zapaziti da peti £lan u (3.30) nije uklju£en u zbir u zagradi, jer bi se prema
Pravilu 4 dobilo da je 1− α+ ν = β + µ = γ + µ impliciraju¢i β = γ, ²to je u suprotnosti sa pretpostavkom da
leva strana modela (3.29) sadrºi dva operatora frakcionog izvoda razli£itog reda. Sa druge strane, zamena tre¢eg
£lana sa petim ne stvara zna£ajnu razliku u analizi. Primenom Pravila 1 na £etvrti i ²esti £lan u konzervativnom
modulu (3.30), redom se dobijaju uslovi ν ⩽ β i ν ⩽ γ, tj. uslov ν ⩽ β < γ, koji se svodi na α+µ ⩽ 1, budu¢i da
je 1+ ν = α+ β + µ, impliciraju¢i nenegativnost prvog £lana u (3.30). Sa druge strane, primenom Pravila 1 na
tre¢i i peti £lan u disipativnom modulu (3.31), redom se dobija β ⩽ µ i γ ⩽ µ, tj. β < γ ⩽ µ, ²to, kombinovano
sa α+µ ⩽ 1, daje termodinami£ku restrikciju (3.32)2. Zbir u zagradi u (3.31) ima nenegativnu vrednost i stoga
ne predstavlja termodinami£ku restrikciju, budu¢i da je α + ν ⩽ α + µ ⩽ 1, zbog ν ⩽ β < γ ⩽ µ, suprotno od
zbira u zagradi u (3.30), koji predstavlja termodinami£ku restrikciju (3.33).
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Dakle, termodinami£ki konzistentan model IDD.DD
+

se dobija iz (3.29) kao(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

α+β+µ
t

)
ε (t) ,

tj. kao (
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 + b2 0D

α+β
t

)
0D

µ
t ε (t) ,

sa termodinami£kim restrikcijama

1 ⩽ α+ β + µ ⩽ 2, β < γ ⩽ µ ⩽ 1− α, (3.32)

a1
a2

∣∣∣cos (2α+β+µ)π
2

∣∣∣
cos (µ−β)π

2

⩽
b1
b2
. (3.33)

Treba naglasiti da je u restrikciji (3.33) iskori²¢ena transformacija sin (α+ν)π
2 = − cos (2α+β+µ)π

2 =
∣∣∣cos (2α+β+µ)π

2

∣∣∣ ,
zbog £injenice da je ν = α+ β + µ− 1 i 2α+ β + µ ∈ (1, 3), prema zahtevu (3.32)1.

Model IDD
+

.DD
+

Dozvoljavaju¢i da red jednog od frakcionih izvoda koji deluju na napon, kao i red jednog
od frakcionih izvoda koji deluju na deformaciju bude ve¢i od jedan, dok su redovi ostalih frakcionih izvoda
manji od jedan, tj. zamenom γ sa 1+ γ i ν sa 1+ ν u modelu IDD.DD, datim sa (3.23), dobija se konstitutivna
jedna£ina (

a1 0I
α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

1+γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

1+ν
t

)
ε (t) , (3.34)

koja odgovara modelu IDD
+

.DD
+

, a za kompleksni moduo se dobija

Ê (ω) =
σ̂ (ω)

ε̂ (ω)
=

b1 (iω)
µ
+ b2 (iω)

1+ν

a1

(iω)α + a2 (iω)
β
+ a3 (iω)

1+γ

nakon primene Furijeove transformacije na (3.34), daju¢i za konzervativni i disipativni moduo

E′ (ω) = a1b1ω
−α+µ cos

(α+ µ)π

2
+

[
−a1b2ω

1−α+ν sin
(α+ ν)π

2
+ a2b1ω

β+µ cos
(µ− β)π

2

]
+

[
a2b2ω

1+β+ν sin
(β − ν)π

2
+ a3b1ω

1+γ+µ sin
(µ− γ)π

2

]
+ a3b2ω

2+γ+ν cos
(ν − γ)π

2
, (3.35)

E′′ (ω) = a1b1ω
−α+µ sin

(α+ µ)π

2
+

[
a1b2ω

1−α+ν cos
(α+ ν)π

2
+ a2b1ω

β+µ sin
(µ− β)π

2

]
+

[
a2b2ω

1+β+ν cos
(β − ν)π

2
− a3b1ω

1+γ+µ cos
(µ− γ)π

2

]
+ a3b2ω

2+γ+ν sin
(ν − γ)π

2
, (3.36)

pri £emu su E′ i E′′ preko kompleksnog modula Ê dati sa

E′ (ω) =

∣∣∣∣ a1
(iω)

α + a2 (iω)
β
+ a3 (iω)

1+γ

∣∣∣∣2 Ê′ (ω) i E′′ (ω) =

∣∣∣∣ a1
(iω)

α + a2 (iω)
β
+ a3 (iω)

1+γ

∣∣∣∣2 Ê′′ (ω) . (3.37)

�lanovi u prvoj zagradi u konzervativnom modulu (3.35), za koje se pokazuje da £ine levu stranu termodi-
nami£ke restrikcije (3.39), kao i £lanovi u prvoj zagradi u disipativnom modulu (3.36), su kombinovani prema
Pravilima 3 i 4 u slu£aju prvih £lanova i prema Pravilima 2 i 4 u slu£aju drugih £lanova, tako da se izjedna£avan-
jem odgovaraju¢ih eksponenata frekvencija dobija 1−α+ν = β+µ ∈ (0, 2), ²to daje 1+ν = α+β+µ ∈ (1, 2),
i predstavlja restrikciju (3.38)2. Sa druge strane, zbir £lanova u drugoj zagradi u (3.36), koji predstavlja desnu
stranu termodinami£ke restrikcije (3.39), je posledica primene Pravila 3 i 4, budu¢i da se izjedna£avanjem odgo-
varaju¢ih eksponenata frekvencija dobija 1 + β + ν = 1 + γ + µ ∈ (1, 3), ²to se, kori²¢enjem 1 + ν = α+ β + µ,
transformi²e u 1+γ = α+2β ∈ (1, 2) i predstavlja restrikciju (3.38)1. Primenom Pravila 1 u tre¢em i poslednjem
£lanu u (3.36), redom se dobija β ⩽ µ i γ ⩽ ν, ²to se redukuje na β ⩽ µ, zbog 1+ν = α+β+µ i 1+γ = α+2β.
Sli£no, Pravilo 1 primenjeno na £etvrti i peti £lan u (3.35), redom daje ν ⩽ β i γ ⩽ µ, ²to se redukuje na
α+µ ⩽ 1 i α+β− (µ− β) ⩽ 1. Treba primetiti da uslovi β ⩽ µ i α+µ ⩽ 1 daju β ⩽ µ ⩽ 1−α, ²to predstavlja
termodinami£ku restrikciju (3.38)3, dok α+β− (µ− β) ⩽ 1 ne predstavlja novi uslov, budu¢i da β ⩽ µ ⩽ 1−α
implicira da je α + β ⩽ 1. Zbir u prvoj zagradi u (3.36) ne predstavlja termodinami£ku restrikciju, jer prema
ν ⩽ β, β ⩽ µ i α + µ ⩽ 1 vaºi ν ⩽ β ⩽ µ ⩽ 1− α, tj. α + ν ⩽ 1, te je drugi £lan u (3.36) nenegativan. Dakle,
samo zbir u prvoj zagradi u (3.35), kao i zbir u drugoj zagradi u (3.36) impliciraju termodinami£ke restrikcije
(3.39).
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Termodinami£ki konzistentan model IDD
+

.DD
+

se dobija iz (3.34) kao(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

α+2β
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

α+β+µ
t

)
ε (t) ,

tj. kao (
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

α+2β
t

)
σ (t) =

(
b1 + b2 0D

α+β
t

)
0D

µ
t ε (t) ,

sa termodinami£kim restrikcijama

1 ⩽ α+ 2β ⩽ 2, 1 ⩽ α+ β + µ ⩽ 2, β ⩽ µ ⩽ 1− α, (3.38)

a1
a2

∣∣∣cos (2α+β+µ)π
2

∣∣∣
cos (µ−β)π

2

⩽
b1
b2

⩽
a2
a3

sin (α+µ)π
2

sin (α+2β−µ)π
2

. (3.39)

Treba naglasiti da je u restrikciji (3.39) iskori²¢ena transformacija sin (α+ν)π
2 = − cos (2α+β+µ)π

2 =
∣∣∣cos (2α+β+µ)π

2

∣∣∣ ,
zbog £injenice da je ν = α + β + µ − 1 i 2α + β + µ ∈ (1, 3) prema zahtevu (3.38)2, dok je α + 2β − µ =

α+ β − (µ− β) ∈ (0, 1), prema zahtevima (3.38)1,3, ²to obezbe�uje da je sin (α+2β−µ)π
2 nenegativan.

Model ID.DDD Model ID.DDD, dat konstitutivnom jedna£inom(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) = (b1 0D

µ
t + b2 0D

ν
t + b3 0D

η
t ) ε (t) , sa µ < ν < η, (3.40)

je jedan od modela koji poti£u od frakcionog anti-Cenerovog modela drugog tipa (3.14), videti tako�e tabelu
3.1. Furijeova transformacija primenjena na konstitutivnu jedna£inu (3.40) daje kompleksni moduo

Ê (ω) =
σ̂ (ω)

ε̂ (ω)
=

b1 (iω)
µ
+ b2 (iω)

ν
+ b3 (iω)

η

a1

(iω)α + a2 (iω)
β

,

te se za konzervativni i disipativni deo kompleksnog modula dobijaju izrazi

E′ (ω) = a1b1ω
−α+µ cos

(α+ µ)π

2
+ a1b2ω

−α+ν cos
(α+ ν)π

2

+ a1b3ω
−α+η cos

(α+ η)π

2
+ a2b1ω

β+µ cos
(µ− β)π

2

+ a2b2ω
β+ν cos

(ν − β)π

2
+ a2b3ω

β+η cos
(η − β)π

2
, (3.41)

E′′ (ω) = a1b1ω
−α+µ sin

(α+ µ)π

2
+ a1b2ω

−α+ν sin
(α+ ν)π

2

+ a1b3ω
−α+η sin

(α+ η)π

2
+ a2b1ω

β+µ sin
(µ− β)π

2

+ a2b2ω
β+ν sin

(ν − β)π

2
+ a2b3ω

β+η sin
(η − β)π

2
, (3.42)

nakon razdvajanja realnog i imaginarnog dela, pri £emu su E′ i E′′ dati izrazima

E′ (ω) =

∣∣∣∣ a1
(iω)

α + a2 (iω)
β

∣∣∣∣2 Ê′ (ω) i E′′ (ω) =

∣∣∣∣ a1
(iω)

α + a2 (iω)
β

∣∣∣∣2 Ê′′ (ω) . (3.43)

Prema Pravilima 2 i 4, kombinovanjem prva tri potencijalno nepozitivna £lana u konzervativnom modulu
(3.41) i izjedna£avanjem odgovaraju¢ih eksponenata frekvencija −α+µ = −α+ν = −α+η dobija se µ = ν = η,
²to je u suprotnosti sa pretpostavkom da model ID.DDD na desnoj strani sadrºi tri operatora frakcionog izvoda
sa razli£itim redovima, videti (3.40). Da bi se zadrºala forma modela ID.DDD, prema Pravilu 2, potrebno je
zahtevati da je α + µ ⩽ 1, α + ν ⩽ 1 i α + η ⩽ 1. Sa druge strane, nenegativnost disipativnog modula (3.42)
postiºe se primenom Pravila 1 na poslednja tri £lana u (3.42), ²to redom daje β ⩽ µ, β ⩽ ν i β ⩽ η. Stoga su
termodinami£ke restrikcije na parametre modela u konstitutivnoj jedna£ini (3.40)

β ⩽ µ < ν < η ⩽ 1− α.

Me�utim, model ID.DDD ne predstavlja novi model, budu¢i da se primenom frakcionog izvoda reda α na
(3.40) dobija model (

a1 + a2 0D
α+β
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

α+µ
t + b2 0D

α+ν
t + b3 0D

α+η
t

)
ε (t) ,

koji pripada klasi modela Case IV, videti dodatak A.1, pri £emu je iskori²¢eno svojstvo (3.28) frakcionog integrala
i izvoda.
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Model ID.DDD
+

Za razliku od konstitutivne jedna£ine (3.40), koja odgovara modelu ID.DDD, koji sadrºi
tri frakciona izvoda koja deluju na deformaciju i £iji su redovi u intervalu (0, 1), pretpostavlja se da je u slu£aju
modela ID.DDD

+

red jednog frakcionog izvoda ve¢i od jedan, tako da je konstitutivna jedna£ina data sa(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

ν
t + b3 0D

1+η
t

)
ε (t) sa µ < ν, (3.44)

a izrazi za konzervativni i disipativni moduo

E′ (ω) = a1b1ω
−α+µ cos

(α+ µ)π

2
+ a1b2ω

−α+ν cos
(α+ ν)π

2

+

[
−a1b3ω

1−α+η sin
(α+ η)π

2
+ a2b2ω

β+ν cos
(ν − β)π

2

]
+ a2b1ω

β+µ cos
(µ− β)π

2
+ a2b3ω

1+β+η sin
(β − η)π

2
, (3.45)

E′′ (ω) = a1b1ω
−α+µ sin

(α+ µ)π

2
+ a1b2ω

−α+ν sin
(α+ ν)π

2

+

[
a1b3ω

1−α+η cos
(α+ η)π

2
+ a2b2ω

β+ν sin
(ν − β)π

2

]
+ a2b1ω

β+µ sin
(µ− β)π

2
+ a2b3ω

1+β+η cos
(β − η)π

2
, (3.46)

se dobijaju iz kompleksnog modula

Ê (ω) =
σ̂ (ω)

ε̂ (ω)
=

b1 (iω)
µ
+ b2 (iω)

ν
+ b3 (iω)

1+η

a1

(iω)α + a2 (iω)
β

,

pri £emu su E′ i E′′ dati sa (3.43) preko kompleksnog modula Ê.
Tre¢i £lan u konzevativnom modulu (3.45), koji je nepozitivan i £iji je eksponent frekvencije 1 − α + η ∈

(0, 2), moºe se kombinovati prema Pravilima 3 i 4 sa £etvrtim i petim nenegativnim £lanom, £iji su eksponenti
frekvencija redom β + ν ∈ (0, 2) i β + µ ∈ (0, 2). Me�utim, kombinuje se samo sa jednim £lanom, jer se u
suprotnom, izjedna£avanjem 1 − α + η = β + ν = β + µ, dobija µ = ν, ²to je u suprotnosti sa pretpostavkom
da desna strana modela ID.DDD

+

sadrºi dva operatora frakcionog izvoda sa razli£itim redovima, a u intervalu
(0, 1), videti (3.44). Kako je irelevantno da li tre¢i £lan u (3.45) treba kombinovati sa £etvrtim ili petim
£lanom, kombinovani su tre¢i i £etvrti £lan daju¢i termodinami£ku restrikciju (3.48), jer se, prema Pravilu 4,
izjedna£avanjem eksponenata frekvencije dobija 1−α+ η = β+ ν, tj. 1+ η = α+β+ ν ∈ (1, 2), ²to predstavlja
zahtev (3.47)1. Primenom Pravila 1 na poslednji £lan u konzervativnom modulu (3.45), kao i na £etvrti i peti
£lan u disipativnom modulu (3.46), redom se dobija η ⩽ β, β ⩽ µ i β ⩽ ν, tako da je η ⩽ β ⩽ µ < ν. Uslov
α+ ν ⩽ 1 sledi iz 1+ η = α+ β+ ν i η ⩽ β i uz β ⩽ µ < ν implicira termodinami£ku restrikciju (3.47)2, dok uz
η ⩽ β ⩽ µ < ν implicira uslov α+ η ⩽ α+ µ < α+ ν ⩽ 1 koji obezbe�uje nenegativnu vrednost prvog i drugog
£lana u (3.45), kao i zbira u zagradi u (3.46).

Termodinami£ki konzistentan model ID.DDD
+

, dat sa (3.44), postaje(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

ν
t + b3 0D

α+β+ν
t

)
ε (t) ,

i podleºe termodinami£kim restrikcijama

1 ⩽ α+ β + ν ⩽ 2, β ⩽ µ < ν ⩽ 1− α, (3.47)

a1
a2

∣∣∣cos (2α+β+ν)π
2

∣∣∣
cos (ν−β)π

2

⩽
b2
b3
. (3.48)

Treba naglasiti da je u restrikciji (3.48) iskori²¢ena transformacija sin (α+η)π
2 = − cos (2α+β+ν)π

2 =
∣∣∣cos (2α+β+ν)π

2

∣∣∣ ,
zbog £injenice da je η = α+ β + ν − 1 i 2α+ β + ν ∈ (1, 3), prema zahtevu (3.47)1.

3.2.1.2 Frakcioni anti-Cenerovi/Cenerovi modeli

Ispituje se termodinami£ka konzistentnost modela koji poti£u od modela ID.IDD, koji odgovara i frakcionom
anti-Cenerovom modelu drugog tipa (3.14) i frakcionom Cenerovom modelu prvog tipa (3.11), videti tako�e
tabelu 3.1, dok su modeli koji poti£u od modela ID.IID termodinami£ki nekonzistentni i stoga se njihova analiza
izostavlja.
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Model ID.IDD Konstitutivni model ID.IDD, dat izrazom(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) = (b1 0I

µ
t + b2 0D

ν
t + b3 0D

η
t ) ε (t) , sa ν < η, (3.49)

poti£e i od frakcionog anti-Cenerovog modela drugog tipa (3.14) i od frakcionog Cenerovog modela prvog tipa
(3.11), videti tako�e tabelu 3.1. Kompleksni moduo

Ê (ω) =
σ̂ (ω)

ε̂ (ω)
=

b1
(iω)µ + b2 (iω)

ν
+ b3 (iω)

η

a1

(iω)α + a2 (iω)
β

se dobija primenom Fourijeove transformacije na jedna£inu (3.49) i redukuje se na konzervativni i disipativni
moduo

E′ (ω) = a1b1ω
−α−µ cos

(α− µ)π

2
+ a1b2ω

−α+ν cos
(α+ ν)π

2

+

[
a1b3ω

−α+η cos
(α+ η)π

2
+ a2b1ω

β−µ cos
(β + µ)π

2

]
+ a2b2ω

β+ν cos
(ν − β)π

2
+ a2b3ω

β+η cos
(η − β)π

2
, (3.50)

E′′ (ω) = a1b1ω
−α−µ sin

(α− µ)π

2
+ a1b2ω

−α+ν sin
(α+ ν)π

2

+

[
a1b3ω

−α+η sin
(α+ η)π

2
− a2b1ω

β−µ sin
(β + µ)π

2

]
+ a2b2ω

β+ν sin
(ν − β)π

2
+ a2b3ω

β+η sin
(η − β)π

2
, (3.51)

nakon razdvajanja realnog i imaginarnog dela, pri £emu su E′ i E′′ dati sa (3.43) preko kompleksnog Jangovog
modula Ê.

Zahtevi µ ⩽ α, β ⩽ ν i β ⩽ η, tj. µ ⩽ α i β ⩽ ν < η, se dobijaju primenom Pravila 1 na prvi £lan i na
poslednja dva £lana u disipativnom modulu (3.51), daju¢i β+µ ⩽ α+β ⩽ α+ν < α+η. Iako bi se drugi, tre¢i i
£etvrti £lan u konzervativnom i disipativnom modulu (3.50) i (3.51) mogli kombinovati prema Pravilu 4, budu¢i
da su im eksponenti frekvencije −α+ν, −α+η i β−µ u istom intervalu, eksponenti se ipak ne izjedna£avaju, jer
bi −α+ ν = −α+ η = β−µ dalo η = ν, ²to je u suprotnosti sa pretpostavkom da desna strana modela ID.IDD
sadrºi dva operatora frakcionog izvoda razli£itog reda, videti (3.49). Prema Pravilu 4, umesto pretpostavke da je
β−µ = ν−α, pretpostavlja se da vaºi jednakost β−µ = η−α, ²to, budu¢i da vaºi β+µ ⩽ α+β ⩽ α+ν < α+η
i zahtevanjem da je α + ν ⩽ 1, ili preciznije β + µ ⩽ α + ν ⩽ 1, obezbe�uje nenegativnost drugog i £etvrtog
£lana u (3.50), dok tre¢i £lan ima ili pozitivnu ili negativnu vrednost. Prema Pravilu 2, zbir u zagradi u (3.50)
predstavlja desnu stranu termodinami£ke restrikcije (3.54). Leva strana termodinami£ke restrikcije (3.54) poti£e
iz primene Pravila 3 i 4 na zbir u zagradi u (3.51). Tako�e, jednakost β−µ = η−α daje η = α+β−µ ∈ (0, 1),
²to zajedno sa β ⩽ ν < η daje uslov (3.53)1, dok µ ⩽ α zajedno sa α+ ν ⩽ 1 daje uslov (3.53)2.

Termodinami£ki konzistentan model ID.IDD se dobija iz (3.49) u obliku(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

µ
t + b2 0D

ν
t + b3 0D

α+β−µ
t

)
ε (t) , (3.52)

uvr²tavanjem η = α + β − µ za najvi²i red frakcionog izvoda, a termodinami£ke restrikcije kojima podleºe su
date sa

0 ⩽ β ⩽ ν < α+ β − µ ⩽ 1, µ ⩽ α ⩽ 1− ν, (3.53)

−a1
a2

cos (2α+β−µ)π
2

cos (β+µ)π
2

⩽
b1
b3

⩽
a1
a2

sin (2α+β−µ)π
2

sin (β+µ)π
2

. (3.54)

Treba napomenuti da uslov α+β−µ ⩽ 1, koji se pojavljuje u (3.53), zapravo sledi iz α ⩽ 1− ν i β ⩽ ν, budu¢i
da je α + β − µ ⩽ 1 − µ − (ν − β) ⩽ 1. Tako�e, prva nejednakost u (3.54) je ili trivijalno zadovoljena ako je
2α+ β − µ = α+ (α+ β − µ) ⩽ 1, ili predstavlja restrikciju ako je 2α+ β − µ > 1, dok β + µ ⩽ 1, videti iznad,
i 2α+ β − µ = α+ β + (α− µ) ∈ (0, 1 + α), prema zahtevima (3.53), obezbe�uju nenegativnost odgovaraju¢ih
sinusa i kosinusa u (3.54).

Primenom frakcionog izvoda reda α na (3.52), prema (3.28), termodinami£ki konzistentan model ID.IDD se
redukuje na (

a1 + a2 0D
α+β
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

α−µ
t + b2 0D

α+ν
t + b3 0D

2α+β−µ
t

)
ε (t) ,
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i, ako je 2α + β − µ ⩽ 1, predstavlja novu klasu konstitutivnih jedna£ina koje sadrºe frakcione izvode reda u
intervalu (0, 1), budu¢i da je najvi²i red izvoda koji deluje na napon ve¢i nego najniºi red izvoda koji deluje na
deformaciju. Sa druge strane, ako je 2α + β − µ > 1, model (3.52) predstavlja novi tip modela, jer je najvi²i
red frakcionog izvoda iznad jedan.

Specijalan slu£aj termodinami£ki konzistentnog modela ID.IDD dobija se za µ = β, te se (3.52) redukuje na(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

β
t + b2 0D

ν
t + b3 0D

α
t

)
ε (t) ,

sa tremodinami£kim restrikcijama

β ⩽ ν < α ⩽ 1− ν,

−a1
a2

cos (απ)

cos (βπ)
⩽

b1
b3

⩽
a1
a2

sin (απ)

sin (βπ)
,

predstavljaju¢i novi tip modela, koji se tako�e moºe zapisati i kao(
a1 + a2 0D

α+β
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

α−β
t + b2 0D

α+ν
t + b3 0D

2α
t

)
ε (t) ,

ako se zapi²e preko frakcionih izvoda, koriste¢i pravilo (3.28). Sa druge strane, za µ = α se dobija kontradikcija,
odnosno termodinami£ki uslov (3.53)1 daje β ⩽ ν < β.

Model ID.IDD
+

Konstitutivna jedna£ina (3.49), koja odgovara modelu ID.IDD, sadrºi dva frakciona izvoda
koji deluju na deformaciju i £iji je red u intervalu (0, 1), dok je u slu£aju modela ID.IDD

+

, red jednog od
frakcionih izvoda iznad jedan, te je model ID.IDD

+

dat sa(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

µ
t + b2 0D

ν
t + b3 0D

1+η
t

)
ε (t) , (3.55)

daju¢i slede¢e izraze

E′ (ω) = a1b1ω
−α−µ cos

(α− µ)π

2
+

[
a1b2ω

−α+ν cos
(α+ ν)π

2
+ a2b1ω

β−µ cos
(β + µ)π

2

]
+

[
a2b2ω

β+ν cos
(ν − β)π

2
− a1b3ω

1−α+η sin
(α+ η)π

2

]
+ a2b3ω

1+β+η sin
(β − η)π

2
, (3.56)

E′′ (ω) = a1b1ω
−α−µ sin

(α− µ)π

2
+

[
a1b2ω

−α+ν sin
(α+ ν)π

2
− a2b1ω

β−µ sin
(β + µ)π

2

]
+

[
a2b2ω

β+ν sin
(ν − β)π

2
+ a1b3ω

1−α+η cos
(α+ η)π

2

]
+ a2b3ω

1+β+η cos
(β − η)π

2
, (3.57)

za konzervativni i disipativni moduluo, dobijene iz kompleksnog modula

Ê (ω) =
σ̂ (ω)

ε̂ (ω)
=

b1
(iω)µ + b2 (iω)

ν
+ b3 (iω)

1+η

a1

(iω)α + a2 (iω)
β

,

pri £emu su E′ i E′′ dati sa (3.43) preko kompleksnog modula Ê.
�lanovi u prvoj zagradi u konzervtivnom i disipativnom modulu (3.56) i (3.57) se kombinuju prema Pravilima

2 i 3, respektivno, dok Pravilo 4 name¢e da je −α+ν = β−µ daju¢i µ = α+β−ν ∈ (0, 1), ²to predstavlja zahtev
(3.59)1. Sli£no, £lanovi u drugoj zagradi u (3.56) i (3.57) se kombinuju prema Pravilima 2 i 3, respektivno, dok
Pravilo 4 name¢e da je β+ν = 1+η−α daju¢i 1+η = α+β+ν ∈ (1, 2), ²to predstavlja zahtev (3.59)2. Pravilo
1, primenjeno na poseldnji £lan u (3.56), obezbe�uje da je η ⩽ β, impliciraju¢i da je α + ν ⩽ 1, budu¢i da je
η = α+β+ν−1, kao i µ ⩽ α i β ⩽ ν nakon primene Pravila 1 na prvi i £etvrti £lan u (3.57), ²to se redukuje na
β ⩽ ν zbog µ = α+ β − ν, te α+ ν ⩽ 1 i β ⩽ ν zajedno daju restrikciji (3.59)3. Spomenute nejednakosti daju
η ⩽ β ⩽ ν, impliciraju¢i α+ η ⩽ α+ ν ⩽ 1 i stoga je zbir u drugoj zagradi u (3.57) nenegativan i ne predstavlja
termodinami£ku restrikciju. Kako je µ ⩽ α, β ⩽ ν i α + ν ⩽ 1, tj. β + µ ⩽ α + ν ⩽ 1, zbir u prvoj zagradi u
(3.56) je tako�e nenegativan, te ne prestavlja termodinami£ku restrikciju. Uslov nenegativnosti zbira u drugoj
zagradi u (3.56) predstavlja desnu stranu termodinai£ke restrikcije (3.60), dok se leva strana restrikcije (3.60)
dobija iz zahteva nenegativnosti zbira u prvoj zagradi u (3.57).

Dakle, termodinami£ki konzistentan model ID.IDD
+

se dobija iz (3.55) kao(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α+β−ν
t + b2 0D

ν
t + b3 0D

α+β+ν
t

)
ε (t) , (3.58)
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sa termodinami£kim restrikcijama

0 ⩽ α+ β − ν ⩽ 1, 1 ⩽ α+ β + ν ⩽ 2, β ⩽ ν ⩽ 1− α, (3.59)

b1
b2

sin (α+2β−ν)π
2

sin (α+ν)π
2

⩽
a1
a2

⩽
b2
b3

cos (ν−β)π
2∣∣∣cos (2α+β+ν)π
2

∣∣∣ . (3.60)

Treba naglasiti da red ν frakcionog izvoda koji deluje na deformaciju u (3.58) predstavlja aritmeti£ku sredinu
redova α + β − ν i α + β + ν preostala dva operatora koji deluju na deformaciju, pri £emu se uzima da je
je red izvoda pozitivan, a red integrala negativan. Tako�e, u restrikciji (3.60) je iskori²¢ena transformacija

sin (α+η)π
2 = − cos (2α+β+ν)π

2 =
∣∣∣cos (2α+β+ν)π

2

∣∣∣, zbog £injenice da su η = α + β + ν − 1 i 2α + β + ν ∈ (1, 3),

prema uslovu (3.59)2, dok α + 2β − ν = α + β − (ν − β) ∈ (0, 1), prema uslovima (3.59)1,3, obezbe�uje da je
sin (α+2β−ν)π

2 nenegativan.
Me�u specijalnim slu£ajevima termodinami£ki konzistentnog modela ID.IDD

+

, datog sa (3.58), izdvajaju se
dve konstitutivne jedna£ine: prva data sa(

a1 0I
α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

β
t + b2 0D

α
t + b3 0D

2α+β
t

)
ε (t) ,

sa termodinami£kim restrikcijama

1 ⩽ 2α+ β ⩽ 2, β ⩽ α ⩽
1

2
,

b1
b2

sin (βπ)

sin (απ)
⩽

a1
a2

⩽
b2
b3

cos (α−β)π
2∣∣∣cos (3α+β)π
2

∣∣∣ ,
koje se dobijaju iz (3.58), (3.59) i (3.60) za ν = α, i druga(

a1 0I
α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α
t + b2 0D

β
t + b3 0D

α+2β
t

)
ε (t) ,

sa termodinami£kim restrikcijama

1 ⩽ α+ 2β ⩽ 2, α+ β ⩽ 1,

b1
b2

⩽
a1
a2

⩽
b2
b3

1

|cos (α+ β)π|
,

koje slede iz (3.58), (3.59) i (3.60) za ν = β.

3.2.1.3 Frakcioni Cenerovi modeli

Modeli koji poti£u od modela ID.III, a koji odgovara frakcionom Cenerovom modelu prvog tipa (3.11), kao i
modeli koji poti£u od modela IID.II, koji odgovara frakcionom Cenerovom modelu drugog tipa (3.12), videti
tako�e tabelu 3.1, su termodinami£ki nekonzistentni i stoga se njihova analiza izostavlja, dok se termodinami£ka
konzistentnost modela koji poti£u od modela IID.ID, koji odgovara frakcionom Cenerovom modelu drugog (3.12)
tipa, ispituje.

Model IID.ID Model IID.ID je jo² jedan model koji poti£e od frakcionog Cenerovog modela drugog tipa
(3.12), videti tako�e tabelu 3.1, i dat je izrazom(

a1 0I
α
t + a2 0I

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) = (b1 0I

µ
t + b2 0D

ν
t ) ε (t) , sa β < α, (3.61)

te se kompleksni Jangov moduo dobija kao

Ê (ω) =
σ̂ (ω)

ε̂ (ω)
=

b1
1

(iω)µ + b2 (iω)
ν

a1

(iω)α + a2

(iω)β
+ a3 (iω)

γ

primenom Furijeove transformacije na (3.61), daju¢i konzervativni i disipativni moduo

E′ (ω) = a1b1ω
−α−µ cos

(α− µ)π

2
+ a2b1ω

−β−µ cos
(β − µ)π

2
+ a2b2ω

−β+ν cos
(β + ν)π

2

+

[
a1b2ω

−α+ν cos
(α+ ν)π

2
+ a3b1ω

γ−µ cos
(γ + µ)π

2

]
+ a3b2ω

γ+ν cos
(ν − γ)π

2
, (3.62)
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E′′ (ω) = a1b1ω
−α−µ sin

(α− µ)π

2
+ a2b1ω

−β−µ sin
(β − µ)π

2
+ a2b2ω

−β+ν sin
(β + ν)π

2

+

[
a1b2ω

−α+ν sin
(α+ ν)π

2
− a3b1ω

γ−µ sin
(γ + µ)π

2

]
+ a3b2ω

γ+ν sin
(ν − γ)π

2
, (3.63)

sa E′ i E′′ datim sa

E′ (ω) =

∣∣∣∣∣ a1
(iω)

α +
a2

(iω)
β
+ a3 (iω)

γ

∣∣∣∣∣
2

Ê′ (ω) i E′′ (ω) =

∣∣∣∣∣ a1
(iω)

α +
a2

(iω)
β
+ a3 (iω)

γ

∣∣∣∣∣
2

Ê′′ (ω) . (3.64)

Primena Pravila 1 na prvi, drugi i poslednji £lan u disipativnom modulu (3.63) daje µ ⩽ α, µ ⩽ β, i γ ⩽ ν,
tj. µ ⩽ β < α i γ ⩽ ν, impliciraju¢i da je γ + µ ⩽ µ + ν ⩽ β + ν < α + ν. Eksponenti frekvencija −β + ν,
−α+ν, i γ−µ, koji odgovaraju tre¢em, £etvrtom i petom £lanu u konzervativnom i disipativnom modulu (3.62)
i (3.63), su u istom intervalu (−1, 1). Me�utim, Pravilo 4 se ne primenjuje kako bi se kombinovali ovi £lanovi,
budu¢i da bi se izjedna£avanjem eksponentata −β + ν, −α+ ν, i γ − µ, dobilo da je α = β, ²to je u suprotnosti
sa pretpostavkom da model IID.ID sadrºi dva frakciona integrala razli£itih redova koja deluju na napon, videti
(3.61). Prema Pravilu 4, umesto pretpostavljanja da je −β+ν = γ−µ, bira se −α+ν = γ−µ, jer se zahtevanjem
da je β + ν ⩽ 1, tako�e dobija γ + µ ⩽ 1, sa γ + µ ⩽ β + ν < α+ ν, i stoga je, prema Pravilu 2, nenegativnost
tre¢eg i petog £lana u konzervativnom modulu (3.62) obezbe�ena, dakle, termodinami£ki zahtev se name¢e
na zbir u zagradi u (3.62), predstavljaju¢i levu stranu termodinami£ke restrikcije (3.67), budu¢i da prvi £lan
u zagradi ima ili negativnu ili pozitivnu vrednost. Desna strana termodinami£ke restrikcije (3.67) poti£e od
nametanja da je zbir u zagradi u disipativnom modulu (3.63) nenegativan, prema Pravilu 3. Treba primetiti
da uslov −α + ν = γ − µ daje α = µ+ ν − γ ∈ (0, 1), koji µ ⩽ β < α i γ ⩽ ν redukuje na µ ⩽ β < µ+ ν − γ,
daju¢i, zajedno sa zahtevom β + ν ⩽ 1, termodinami£ku restrikciju (3.66).

Dakle, termodinami£ki konzistentan model IID.ID se dobija iz (3.61) kao(
a1 0I

µ+ν−γ
t + a2 0I

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) = (b1 0I

µ
t + b2 0D

ν
t ) ε (t) , (3.65)

sa termodinami£kim restrikcijama

0 ⩽ µ ⩽ β < µ+ ν − γ ⩽ 1, β + ν ⩽ 1, (3.66)

−a1
a3

cos (µ+2ν−γ)π
2

cos (γ+µ)π
2

⩽
b1
b2

⩽
a1
a3

sin (µ+2ν−γ)π
2

sin (γ+µ)π
2

. (3.67)

Treba naglasiti da uslov µ+ν−γ ⩽ 1, koji se pojavljuje u (3.66), zapravo sledi iz µ+ν ⩽ β+ν ⩽ 1, jer je µ ⩽ β i
β+ν ⩽ 1. Tako�e, prva nejednakost u (3.67) je ili trivijalno zadovoljena ako je µ+2ν−γ = (µ+ ν − γ)+ν ⩽ 1,
ili predstavlja restrikciju ako je µ + 2ν − γ > 1, budu¢i da µ + 2ν − γ ∈ (0, 1 + ν), prema (3.66)1, obezbe�uje
nenegativnost za sin (µ+2ν−γ)π

2 , dok γ + µ ⩽ 1, videti iznad, obezbe�uje nenegativivnost odgovaraju¢ih sinusa i
kosinusa u (3.67).

Pretpostavka da je µ = γ transformi²e konstitutivnu jedna£inu (3.65) u(
a1 0I

ν
t + a2 0I

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) = (b1 0I

γ
t + b2 0D

ν
t ) ε (t) , (3.68)

sa termodinami£kim restrikcijama

γ ⩽ β < ν ⩽ 1− β,

−a1
a3

cos (νπ)

cos (γπ)
⩽

b1
b2

⩽
a1
a3

sin (νπ)

sin (γπ)
.

Treba ista¢i da se konstitutivna jedna£ina (3.68), prema osobini (3.28), redukuje na(
a1 + a2 0D

ν−β
t + a3 0D

ν+γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

ν−γ
t + b2 0D

2ν
t

)
ε (t) ,

nakon primene frakcionog izvoda reda ν na (3.68), predstavljaju¢i novi slu£aj konstitutivne jedna£ine koja
sadrºi frakcioni izvod reda u intervalu (0, 1) ako je 2ν ⩽ 1. Me�utim, pretpostavljanjem da je ν = γ u
termodinami£ki konzistentnom modelu IID.ID, datom sa (3.65), ne dobija se specijalan slu£aj modela IID.ID,
budu¢i da jednakost γ = ν sa termodinami£kom restrikcijom (3.66) daje kontradikciju µ ⩽ β < µ.
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Model I
+

ID.ID Pretpostavljaju¢i da je jedan od redova frakcionog integrala koji deluje na deformaciju u
modelu IID.ID, datom sa (3.61), iznad jedan, konstitutivna jedna£ina (3.61) postaje(

a1 0I
1+α
t + a2 0I

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) = (b1 0I

µ
t + b2 0D

ν
t ) ε (t) , (3.69)

te se za kompleksni Jangov moduo dobija

Ê (ω) =
σ̂ (ω)

ε̂ (ω)
=

b1
1

(iω)µ + b2 (iω)
ν

a1

(iω)1+α + a2

(iω)β
+ a3 (iω)

γ ,

daju¢i konzervativni i disipativni moduo

E′ (ω) = a1b1ω
−1−α−µ sin

(µ− α)π

2
+

[
−a1b2ω

−1−α+ν sin
(α+ ν)π

2
+ a2b1ω

−β−µ cos
(β − µ)π

2

]
+

[
a2b2ω

−β+ν cos
(β + ν)π

2
+ a3b1ω

γ−µ cos
(γ + µ)π

2

]
+ a3b2ω

γ+ν cos
(ν − γ)π

2
, (3.70)

E′′ (ω) = a1b1ω
−1−α−µ cos

(µ− α)π

2
+

[
a1b2ω

−1−α+ν cos
(α+ ν)π

2
+ a2b1ω

−β−µ sin
(β − µ)π

2

]
+

[
a2b2ω

−β+ν sin
(β + ν)π

2
− a3b1ω

γ−µ sin
(γ + µ)π

2

]
+ a3b2ω

γ+ν sin
(ν − γ)π

2
, (3.71)

sa E′ i E′′ datim sa

E′ (ω) =

∣∣∣∣∣ a1

(iω)
1+α +

a2

(iω)
β
+ a3 (iω)

γ

∣∣∣∣∣
2

Ê′ (ω) i E′′ (ω) =

∣∣∣∣∣ a1

(iω)
1+α +

a2

(iω)
β
+ a3 (iω)

γ

∣∣∣∣∣
2

Ê′′ (ω) . (3.72)

Konzervativni i disipativni moduo (3.70) i (3.71) sadrºe dva para £lanova koji se mogu kombinovati prema
Pravilu 4, tako da prvi par ima eksponente frekvencije −1−α+ ν i −β−µ, i odgovara mu zbir £lanova u prvoj
zagradi u (3.70) i (3.71), a drugi par ima eksponente frekvencije −β + ν i γ − µ, i odgovara mu zbir £lanova u
drugoj zagradi u (3.70) i (3.71), stoga −1− α+ ν = −β − µ daje 1 + α = µ+ ν + β ∈ (1, 2), a −β + ν = γ − µ
daje γ = µ+ν−β ∈ (0, 1), ²to predstavlja termodinami£ke restrikcije (3.74)1,2. Prema Pravilu 1, α ⩽ µ, µ ⩽ β,
i γ ⩽ ν, obezbe�uju nenegativnost prvog £lana u (3.70) i tre¢eg i poslednjeg £lana u (3.71), respektivno. Zbir
£lanova u drugoj zagradi u (3.70) je nenegativan, zbog γ + µ ⩽ β + ν ⩽ 1, budu¢i da µ ⩽ β i γ ⩽ ν impliciraju
da je γ + µ ⩽ β + ν, dok α ⩽ µ i 1 + α = β + µ+ ν daju β + ν ⩽ 1, kao i zbir £lanova u prvoj zagradi u (3.71),
jer α ⩽ µ i µ ⩽ β, tj. α ⩽ µ ⩽ β, daju α + ν ⩽ β + ν ⩽ 1, sa nejednako²¢u β + ν ⩽ 1. Treba primetiti da
termodinami£ki zahtev (3.74)3 sledi iz µ ⩽ β i β + ν ⩽ 1, budu¢i da je µ ⩽ β tako�e posledica nejednakosti
γ ⩽ ν, pri £emu je γ = µ+ ν − β, dok je β+ ν ⩽ 1 posledica nejednakosti α ⩽ µ, pri £emu je α = β+µ+ ν − 1.
Leva strana termodinami£ke restrikcije (3.75) se dobija prema Pravilu 3, primenjenom na zbir £lanova u prvoj
zagradi u (3.70), dok zbir £lanova u drugoj zagradi u (3.71) predstavlja desnu stranu termodinami£ke restrikcije
(3.75), zbog Pravila 3.

Termodinami£ki konzistentan model I
+

ID.ID se dobija iz (3.69) kao(
a1 0I

µ+ν+β
t + a2 0I

β
t + a3 0D

µ+ν−β
t

)
σ (t) = (b1 0I

µ
t + b2 0D

ν
t ) ε (t) , (3.73)

i podleºe termodinami£kim restrikcijama

0 ⩽ µ+ ν − β ⩽ 1, 1 ⩽ µ+ ν + β ⩽ 2, µ ⩽ β ⩽ 1− ν, (3.74)

a1
a2

∣∣∣cos (µ+2ν+β)π
2

∣∣∣
cos (β−µ)π

2

⩽
b1
b2

⩽
a2
a3

sin (β+ν)π
2

sin (2µ+ν−β)π
2

. (3.75)

Treba naglasiti da se red frakcionog integrala β dobija kao aritmeti£ka sredina reda integrala µ + ν + β i reda
izvoda µ+ ν − β koji se uzima sa negativnim znakom. Tako�e, u restrikciji (3.75), je iskori²¢ena transformacija

sin (α+ν)π
2 = − cos (µ+2ν+β)π

2 =
∣∣∣cos (µ+2ν+β)π

2

∣∣∣ , zbog £injenice da je α = µ + ν + β − 1 i µ + 2ν + β ∈ (1, 3),

prema zahtevu (3.74)2, dok 2µ + ν − β = µ + ν − (β − µ) ∈ (0, 1), zbog restrikcije (3.74)1,3, kao i β + ν ⩽ 1,
videti iznad, obezbe�uju nenegativnost odgovaraju¢ih sinusa u (3.75).

Jedan od specijalnih slu£ajeva termodinami£ki konzistentnog modela I
+

ID.ID dobija se iz (3.73) za µ = β,
daju¢i model (

a1 0I
2β+ν
t + a2 0I

β
t + a3 0D

ν
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

β
t + b2 0D

ν
t

)
ε (t) ,
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koji poslaºe termodinami£kim restrikcijama

1 ⩽ 2β + ν ⩽ 2, β ⩽ 1− ν,

a1
a2

|cos ((β + ν)π)| ⩽ b1
b2

⩽
a2
a3

,

dok se drugi specijalni slu£aj dobija iz (3.73) za ν = β, daju¢i model(
a1 0I

2β+µ
t + a2 0I

β
t + a3 0D

µ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

µ
t + b2 0D

β
t

)
ε (t) ,

koji poslaºe termodinami£kim restrikcijama

1 ⩽ 2β + µ ⩽ 2, µ ⩽ β ⩽
1

2
,

a1
a2

∣∣∣cos (3β+µ)π
2

∣∣∣
cos (β−µ)π

2

⩽
b1
b2

⩽
a2
a3

sin (βπ)

sin (µπ)
.

3.2.2 Modeli simetri£nog tipa

Kao i u slu£aju modela asimetri£nog tipa, ispostavlja se da nisu svi modeli simetri£nog tipa termodinami£ki
konzistentni. Naime, ne mogu se nametnuti termodinami£ke restrikcije na parametre modela predstavljenih
u zasen£enim poljima u tabeli 3.3, koje bi obezbedile termodinami£ku konzistentnost, stoga su ti modeli ter-
modinami£ki nekonzistentni i njihova analiza se izostavlja, dok su ostali modeli iz tabele 3.3 termodinami£ki
konzistentni uz nametnute odgovaraju¢e restrikcije na parametre modela.

ID.DD − ID.DD
+ −

ID.ID − − −

ID.II − ID.II
+ −

IDD.IDD IDD
+

.IDD IDD.IDD
+

IDD
+

.IDD
+

IID.IID I
+

ID.IID IID.I
+

ID I
+

ID.I
+

ID

IDD.IID IDD
+

.IID IDD.I
+

ID IDD
+

.I
+

ID

IID.IDD I
+

ID.IDD IID.IDD
+

I
+

ID.IDD
+

Tabela 3.3: Pregled termodinami£ke konzistentnosti simetri£nih modela.

3.2.2.1 Skup modela koji poti£u od modela ID.DD

Pored modela ID.DD, koji sadrºi operatore reda u intervalu (0, 1), tako�e se razmatra model koji sadrºi frakcioni
izvod reda u intervalu (1, 2).

Model ID.DD Model ID.DD sledi iz konstitutivne jedna£ine (3.16), pri £emu je frakcioni izvod odabran kao
operator koji deluje na deformaciju, tako da je model ID.DD dat konstitutivnom jedna£inom(

a1 0I
α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) = (b1 0D

µ
t + b2 0D

ν
t ) ε (t) , sa µ < ν. (3.76)

Izrazi za konzervativni i disipativni moduo

E′ (ω) = a1b1ω
−α+µ cos

(α+ µ)π

2
+ a1b2ω

−α+ν cos
(α+ ν)π

2

+ a2b1ω
β+µ cos

(µ− β)π

2
+ a2b2ω

β+ν cos
(ν − β)π

2
, (3.77)

E′′ (ω) = a1b1ω
−α+µ sin

(α+ µ)π

2
+ a1b2ω

−α+ν sin
(α+ ν)π

2

+ a2b1ω
β+µ sin

(µ− β)π

2
+ a2b2ω

β+ν sin
(ν − β)π

2
, (3.78)
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slede iz kompleksnog Jangovog modula

Ê (ω) =
b1 (iω)

µ
+ b2 (iω)

ν

a1

(iω)α + a2 (iω)
β

,

pri £emu su E′ i E′′ dati sa (3.43) preko kompleksnog Jangovog modula.
Prema Pravilu 2, termodinami£ka konzistentnost modela ID.DD zahteva da je prvi £lan u konzervativnom

modulu (3.77) nenegativan, ²to se obezbe�uje nametanjem uslova α + µ < α + ν ⩽ 1. Ina£e, ako bi se prema
Pravilu 4 zahtevalo izjedna£avanje eksponenata frekvencija −α + µ i −α + ν vaºila bi jednakost µ = ν, koja
je u suprotnosti sa pretpostavkom da konstitutivna jedna£ina (3.76) sadrºi dva operatora frakcionog izvoda
sa razli£itim redovima koja deluju na deformaciju. Primena Pravila 1 na poslednja dva £lana u disipativnom
modulu (3.78) implicira da je β ⩽ µ < ν, daju¢i

α+ β ⩽ α+ µ ⩽ α+ ν ⩽ 1, (3.79)

kao termodinami£ki zahtev. Nakon primene frakcionog izvoda reda α na konstitutivnu jedna£inu (3.76), prema
osobinama frakcionog izvoda i integrala (3.28), dobija se model(

a1 + a2 0D
α+β
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

α+µ
t + b2 0D

α+ν
t

)
ε (t) , (3.80)

koji ima sve frakcione izvode reda u intervalu (0, 1) i zadovoljava (3.79), stoga pripada klasi modela Case IV,
videti dodatak A.1.

Model ID.DD
+

Pretpostavljanjem da je red jednog frakcionog izvoda koji deluje na deformaciju u modelu
ID.DD, datom sa (3.76), iznad jedan, konstitutivna jedna£ina (3.76) postaje(

a1 0I
α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

1+ν
t

)
ε (t) , (3.81)

predstavljaju¢i model ID.DD
+

i daju¢i kompleksni Jangov moduo

Ê (ω) =
σ̂ (ω)

ε̂ (ω)
=

b1 (iω)
µ
+ b2 (iω)

1+ν

a1

(iω)α + a2 (iω)
β

,

te su konzervativni i disipativni moduo izraºeni sa

E′ (ω) = a1b1ω
−α+µ cos

(α+ µ)π

2
+ a2b2ω

1+β+ν sin
(β − ν)π

2

+

[
−a1b2ω

1−α+ν sin
(α+ ν)π

2
+ a2b1ω

β+µ cos
(µ− β)π

2

]
, (3.82)

E′′ (ω) = a1b
−α+µ
1 sin

(α+ µ)π

2
+ a2b2ω

1+β+ν cos
(β − ν)π

2

+

[
a1b2ω

1−α+ν cos
(α+ ν)π

2
+ a2b1ω

β+µ sin
(µ− β)π

2

]
, (3.83)

pri £emu su E′ i E′′ dati sa (3.43) preko kompleksnog Jangov modula Ê.
�lanovi u zagradi u konzervativnom i disipativnom modulu (3.82) i (3.83) se kombinuju prema Pravilu 3 i

prema Pravilu 2, respektivno, dok Pravilo 4 zahteva da je 1− α+ ν = β + µ daju¢i 1 + ν = α+ β + µ ∈ (1, 2),
²to predstavlja termodinami£ku restrikciju (3.85)1. Pravilo 1, primenjeno na drugi £lan u (3.82) i na drugi £lan
u zagradi u (3.83), obezbe�uje ν ⩽ β, ²to se redukuje na α + µ ⩽ 1, jer je ν = α + β + µ − 1, kao i β ⩽ µ,
daju¢i β ⩽ µ ⩽ 1 − α kao termodinami£ku restrikciju (3.85)2. Sa druge strane, ν ⩽ β i β ⩽ µ ⩽ 1 − α, tj.
ν ⩽ β ⩽ µ ⩽ 1− α, implicira da je α + ν ⩽ α + µ ⩽ 1. Stoga, nenegativnost konzervativnog modula, datog sa
(3.82), se obezbe�uje nejednako²¢u ν ⩽ β, ili ekvivalentno sa α+ µ ⩽ 1, impliciraju¢i da prva dva £lana imaju
nenegativnu vrednost, kao i zahtevanjem da je zbir £lanova u zagradi nenegativan, ²to daje termodinami£ku
restrikciju (3.86), dok zbir £lanova u zagradi u disipativnom modulu (3.83) ne predstavlja termodinami£ku
restrikciju, jer su oba £lana nenegativna, budu¢i da vaºe nejednakosti β ⩽ µ i α+ ν ⩽ α+ µ ⩽ 1.

Termodinami£ki konzistentan model ID.DD
+

se dobija iz (3.81) kao(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

α+β+µ
t

)
ε (t) , (3.84)

tj. kao (
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 + b2 0D

α+β
t

)
0D

µ
t ε (t) ,
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sa termodinami£kim restrikcijama

1 ⩽ α+ β + µ ⩽ 2, β ⩽ µ ⩽ 1− α, (3.85)

a1
a2

∣∣∣cos (2α+β+µ)π
2

∣∣∣
cos (µ−β)π

2

⩽
b1
b2
. (3.86)

Treba naglasiti da je argument (2α+β+µ)π
2 , koji se pojavljuje u (3.86), u intervalu

(
π
2 ,

3π
2

)
u kom kosinus ima

negativnu vrednost, jer je 2α + β + µ = (α+ β + µ) + α ∈ (1, 3), a
∣∣∣cos (2α+β+µ)π

2

∣∣∣ se dobija iz sin (α+ν)π
2 =

− cos (2α+β+µ)π
2 , uzimaju¢i da je ν = α+ β + µ− 1.

Primenom frakcionog izvoda reda α, prema (3.28), termodinami£ki konzistentan model ID.DD
+

, dat sa
(3.84), se transformi²e u (

a1 + a2 0D
α+β
t

)
σ (t) =

(
b1 + b2 0D

α+β
t

)
0D

α+µ
t ε (t) ,

predstavljaju¢i frakciono uop²tenje klasi£nog anti-Cenerovog modela (3.1)1.

Model ID.ID Pored modela ID.DD, jo² jedan model sledi iz konstitutivne jedna£ine (3.16), model ID.ID,
dat izrazom (

a1 0I
α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) = (b1 0I

µ
t + b2 0D

ν
t ) ε (t) , (3.87)

koji sadrºi jedan frakcioni integral i jedan frakcional izvod koji deluju na deformaciju umesto dva frakciona
izvoda kao slu£aju modela ID.DD, datog sa (3.76). Model ID.ID tako�e sledi iz konstitutivne jedna£ine (3.15),
kada se za operator koji deluje na deformaciju izabere frakcioni izvod. Odgovaraju¢i kompleksni Jangov moduo
dobija se u obliku

Ê (ω) =
σ̂ (ω)

ε̂ (ω)
=

b1
(iω)µ + b2 (iω)

ν

a1

(iω)α + a2 (iω)
β
,

daju¢i konzervativni i disipativni moduo

E′ (ω) = a1b1ω
−α−µ cos

(α− µ)π

2
+ a2b2ω

β+ν cos
(ν − β)π

2

+

[
a1b2ω

−α+ν cos
(α+ ν)π

2
+ a2b1ω

β−µ cos
(β + µ)π

2

]
, (3.88)

E′′ (ω) = a1b1ω
−α−µ sin

(α− µ)π

2
+ a2b2ω

β+ν sin
(ν − β)π

2

+

[
a1b2ω

−α+ν sin
(α+ ν)π

2
− a2b1ω

β−µ sin
(β + µ)π

2

]
, (3.89)

pri £emu su E′ i E′′ dati sa (3.43) preko kompleksnog Jangovog modula Ê.
Nenegativnost konzervativnog i disipativnog modula (3.88) i (3.89) obezbe�uje se primenom Pravila 2 i 4 na

£lanove u zagradi u (3.88), primenom Pravila 3 i 4 na £lanove u zagradi u (3.89) kao iprimenom Pravila 1 na prvi
i drugi £lan u (3.89), stoga Pravilo 4 implicira −α+ν = β−µ daju¢i ν = α+β−µ ∈ (0, 1) kao termodinami£ku
restrikciju (3.91)1, dok Pravilo 1 implicira µ ⩽ α i β ⩽ ν, ²to se redukuje na µ ⩽ α zbog ν = α + β − µ, i
predstavlja termodinami£ku restrikciju (3.91)2. Da bi se nametnulo da je zbir u zagradi u (3.88) termodinami£ka
restrikcija , zahteva se da je β + µ ⩽ 1 kao termodinami£ka restrikcija (3.91)3, ²to obezbe�uje nenegativnost
drugog £lana u zagradi, jer µ ⩽ α i β ⩽ ν daju β + µ ⩽ α+ ν i stoga prvi £lan u zagradi moºe biti nepozitivan,
te se dobija leva strana restrikcije (3.92), dok je desna strana (3.92) posledica zahtevanja nenegativnosti zbira
u zagradi u (3.89).

Termodinami£ki konzistentan model ID.ID se dobija iz (3.87) kao(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

µ
t + b2 0D

α+β−µ
t

)
ε (t) , (3.90)

sa termodinami£kim restrikcijama

0 ⩽ α+ β − µ ⩽ 1, µ ⩽ α, β + µ ⩽ 1, (3.91)

−a1
a2

cos (2α+β−µ)π
2

cos (β+µ)π
2

⩽
b1
b2

⩽
a1
a2

sin (2α+β−µ)π
2

sin (β+µ)π
2

. (3.92)
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Treba naglasiti da je prva nejednakost u (3.92) ili trivijalno zadovoljena ako je 2α+β−µ = α+(α+ β − µ) ⩽ 1,
jer je cos (2α+β−µ)π

2 ⩾ 0, ili predstavlja restrikciju ako je 2α+β−µ > 1, jer je cos (2α+β−µ)π
2 < 0, dok je β+µ ⩽ 1,

videti iznad. Tako�e, kako je 2α+ β − µ ∈ (0, 1 + α), prema (3.91)1, sledi da je sin (2α+β−µ)π
2 > 0.

Primenom frakcionog izvoda reda α na konstitutivnu jedna£inu (3.90), prema (3.28), termodinami£ki konzis-
tentan model ID.ID se transformi²e u(

a1 + a2 0D
α+β
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

α−µ
t + b2 0D

2α+β−µ
t

)
ε (t) , (3.93)

²to predstavlja novi slu£aj konstitutivnih jedna£ina koje sadrºe frakcione izvode reda u intervalu (0, 1) ako je
2α + β − µ ⩽ 1, jer je najvi²i red izvoda koji deluje na napon ve¢i nego najniºi red izvoda koji deluje na
deformaciju.

Izborom da je µ = β u (3.90) se dobija specijalni slu£aj termodinami£ki konzistentnog modela ID.ID u obliku(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

β
t + b2 0D

α
t

)
ε (t) ,

koji podleºe termodinami£kim restrikcijama

β ⩽ α, β ⩽
1

2
,

−a1
a2

cos (απ)

cos (βπ)
⩽

b1
b2

⩽
a1
a2

sin (απ)

sin (βπ)
,

a koji je istog tipa kao (3.93), budu¢i da je dat izrazom(
a1 + a2 0D

α+β
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

α−β
t + b2 0D

α
t

)
ε (t) ,

kada se predstavi samo preko frakcionih izvoda. Sa druge strane, kada je µ = α, termodinami£ki konzistentan
model ID.ID se redukuje na (

a1 0I
α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α
t + b2 0D

β
t

)
ε (t) ,

sa restrikcijama

α+ β ⩽ 1,
b1
b2

⩽
a1
a2

,

i transformi²e u dobro poznat frakcioni Cenerov model(
a1 + a2 0D

α+β
t

)
σ (t) =

(
b1 + b2 0D

α+β
t

)
ε (t) ,

nakon primene frakcionog izvoda reda α, kori²¢enjem pravila (3.28) za frakcioni integral i izvod.

3.2.2.2 Skup modela koji poti£u od modela IDD.IDD

Pored modela IDD.IDD, koji sadrºi operatore reda u intervalu (0, 1), razmatra se i model IDD
+

.IDD
+

koji sadrºi
frakcione izvode reda u intervalu (1, 2), dok su modeli IDD

+

.IDD i IDD.IDD
+

termodinami£ki nekonzistentni i
stoga se izostavljaju iz dalje analize.

Model IDD.IDD Model IDD.IDD je posledica konstitutivne jedna£ine (3.13), u kojo se, pored operatora
frakcionog izvoda, biraju i operator frakcionog integrala i operator frakcionog izvoda da deluju na deformaciju,
impliciraju ¢i izraz(

a1 0I
α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) = (b1 0I

µ
t + b2 0D

ν
t + b3 0D

η
t ) ε (t) , sa β < γ, ν < η, (3.94)

za model IDD.IDD. Konzervativni i disipativni moduo

E′ (ω) = a1b1ω
−α−µ cos

(α− µ)π

2
+

[
a1b2ω

−α+ν cos
(α+ ν)π

2
+ a2b1ω

β−µ cos
(β + µ)π

2

]
+

[
a1b3ω

−α+η cos
(α+ η)π

2
+ a3b1ω

γ−µ cos
(γ + µ)π

2

]
+ a2b2ω

β+ν cos
(ν − β)π

2

+ a2b3ω
β+η cos

(η − β)π

2
+ a3b2ω

γ+ν cos
(ν − γ)π

2
+ a3b3ω

γ+η cos
(η − γ)π

2
, (3.95)
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E′′ (ω) = a1b1ω
−α−µ sin

(α− µ)π

2
+

[
a1b2ω

−α+ν sin
(α+ ν)π

2
− a2b1ω

β−µ sin
(β + µ)π

2

]
+

[
a1b3ω

−α+η sin
(α+ η)π

2
− a3b1ω

γ−µ sin
(γ + µ)π

2

]
+ a2b2ω

β+ν sin
(ν − β)π

2

+ a2b3ω
β+η sin

(η − β)π

2
+ a3b2ω

γ+ν sin
(ν − γ)π

2
+ a3b3ω

γ+η sin
(η − γ)π

2
, (3.96)

slede iz kompleksnog Jangovog modula

Ê (ω) =
σ̂ (ω)

ε̂ (ω)
=

b1
(iω)µ + b2 (iω)

ν
+ b3 (iω)

η

a1

(iω)α + a2 (iω)
β
+ a3 (iω)

γ
,

pri £emu su E′ i E′′ dati sa (3.26) preko kompleksnog Jangovog modula.
Primenom Pravila 1 na prvi i poslednja £etiri £lana u disipativnom modulu (3.96), dobijaju se termodi-

nami£ke restrikcije µ ⩽ α, β ⩽ ν, β ⩽ η, γ ⩽ ν, γ ⩽ η, tj. µ ⩽ α i β < γ ⩽ ν < η. Iako drugi, tre¢i, £etvrti i peti
£lan u (3.95) i (3.96) imaju eksponente frekvencije u istom intervalu (−1, 1), ne mogu se svi kombinovati prema
Pravilima 3 i 4, jer bi se izjedna£avanjem −α+ ν sa −α+ η i β − µ sa γ − µ dobilo da je ν = η i β = γ, ²to je
u suprotnosti sa pretpostavkom da model IDD.IDD, dat sa (3.94) sadrºi po dva frakciona izvoda sa razli£itim
redovima koji deluju na napon i deformaciju.

Postoje dva seta £lanova u konzervativnom i disipativnom modulu (3.95) i (3.96), svaki sadrºi dva £lana
koji se mogu kombinovati prema Pravilu 4, pri £emu se prvi set £lanova dobija izjedna£avanjem eksponenata
frekvencije drugog i tre¢eg £lana daju¢i−α+ν = β−µ, a drugi set £lanova se dobija izjedna£avanjem eksponenata
frekvencije £etvrtog i petog £lana daju¢i −α + η = γ − µ, dakle izbor da je ν = β + (α− µ) ∈ (0, 1) i da je
η = γ + (α− µ) ∈ (0, 1), pri £emu poslednja jednakost predstavlja termodinami£ku restrikciju (3.98)1, je u
skladu sa zahtevima ν < η i β < γ, budu¢i da se zamenom ν i η u ν < η dobija β < γ, ²to, zajedno sa
µ ⩽ α, predstavlja termodinami£ke restrikcije (3.98)2,3. �lanovi u zagradi u konzervativnom modulu (3.95) se
kombinuju prema Pravilu 2, pri £emu je nejednakost γ + µ ⩽ 1 nametnuta, predstavljaju¢i termodinami£ku
restrikciju (3.98)5, a tako�e implicira da je β + µ ⩽ 1, jer je β < γ, dok α+ ν i α+ η mogu biti ili manji ili ve¢i
od jedan, budu¢i da µ ⩽ α i γ ⩽ ν < η impliciraju γ + µ ⩽ α + ν < α + η, stoga odgovaraju¢i kosinusi mogu
biti ili pozitivni ili negativni. Stoga, zahtevanje nenegativivnosti zbira £lanova u zagradi u (3.95) predstavlja
leve strane termodinami£kih restrikcija (3.99) i (3.100). Sa druge strane, £lanovi u disipativnom modulu (3.96)
su kombinovani prema Pravilu 3, te zahtevanje nenegativnosti zbira £lanova u zagradi predstavlja desne strane
termodinami£kih restrikcija (3.99) i (3.100). Treba naglasiti da uslov γ ⩽ ν sa ν = β + (α− µ) implicira
nejednakost u (3.98)4.

Postoji i jo² jenda mogu¢nost za kreiranje dva seta £lanova u konzervativnom i disipativnom modulu (3.95)
i (3.96), pri £emu se prvi set formira izjedna£avanjem eksponenata frekvencija −α+ ν i γ − µ, koji odgovaraju
drugom i petom £lanu, daju¢i ν = γ+(α− µ), dok se drugi set dobija izjedna£avanjem eksponenata frekvencija
−α+ η i β − µ, koji odgovaraju £etvrtom i tre¢em £lanu, daju¢i η = β + (α− µ), ²to implicira da je β > γ, ako
je η < ν nametnuto, ²to je u suprotnosti sa pretpostavkom da su u modelu IDD.IDD, datom sa (3.94) redovi
frakcionih izvoda izbrani u rastu¢em poretku, odnosno da je β < γ i η < ν.

Termodinami£ki konzistentan model IDD.IDD se dobija iz (3.94) kao(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

µ
t + b2 0D

α+β−µ
t + b3 0D

α+γ−µ
t

)
ε (t) , (3.97)

i podleºe termodinami£kim restrikcijama

0 ⩽ α+ γ − µ ⩽ 1, β < γ, µ ⩽ α, γ + µ ⩽ α+ β, γ + µ ⩽ 1, (3.98)

−b2
b1

cos (2α+β−µ)π
2

cos (β+µ)π
2

⩽
a2
a1

⩽
b2
b1

sin (2α+β−µ)π
2

sin (β+µ)π
2

, (3.99)

−b3
b1

cos (2α+γ−µ)π
2

cos (γ+µ)π
2

⩽
a3
a1

⩽
b3
b1

sin (2α+γ−µ)π
2

sin (γ+µ)π
2

. (3.100)

Treba napomenuti da redovi frakcionih izvoda koji deluju na deformaciju zadovoljavaju nejednakosti 0 ⩽ β +
(α− µ) < γ + (α− µ) ⩽ 1, prema termodinami£kim zahtevima (3.98)1,2,3. Tako�e, prva nejednakost u (3.99),
kao i u (3.100), je trivijalno zadovoljena ako je 2α + γ − µ ⩽ 1, budu¢i da je tada 2α + β − µ ⩽ 1, te su
cos (2α+γ−µ)π

2 ⩾ 0 i cos (2α+β−µ)π
2 ⩾ 0. Jo² jedan mogu¢ slu£aj je 2α + β − µ ⩽ 1 < 2α + γ − µ, impliciraju¢i

da je prva nejednakost u (3.99) trivijalno zadovoljena, dok prva nejednakost u (3.100) predstavlja restrkciju,
dok ako je 2α + β − µ > 1, obe nejednakosti u (3.99) i (3.100) predstavljaju termodinami£ke restrikcije. Kako
je 2α + γ − µ ∈ (0, 1 + α), prema (3.98)1, i stoga 2α + β − µ ∈ (0, 1 + α), sledi da je sin (2α+γ−µ)π

2 > 0 i
sin (2α+β−µ)π

2 > 0. Tako�e vaºi da je β + µ < γ + µ ⩽ 1, videti iznad.
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Prema (3.28), primenom frakcionog izvoda reda α na termodinami£ki konzistentan model IDD.IDD, dat sa
(3.97), on se transformi²e u(

a1 + a2 0D
α+β
t + a3 0D

α+γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

α−µ
t + b2 0D

2α+β−µ
t + b3 0D

2α+γ−µ
t

)
ε (t) ,

predstavljaju¢i novi slu£aj konstitutivnih jedna£ina koje sadrºe frakcione izvode reda u intervalu (0, 1) ako je
2α + γ − µ ⩽ 1, budu¢i da je najvi²i red izvoda na levoj strani modela ve¢i odnajniºeg reda izvoda na desnoj
strani modela.

Jedan od specijalnih slu£ajeva termodinami£ki konzistentnog modela IDD.IDD, datog sa (3.97), dobija se
za µ = β u obliku (

a1 0I
α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

β
t + b2 0D

α
t + b3 0D

α−β+γ
t

)
ε (t) , (3.101)

koji podleºe termodinami£kim restrikcijama

0 ⩽ α− β + γ ⩽ 1, β < γ ⩽ α, β + γ ⩽ 1,

−b2
b1

cos (απ)

cos (βπ)
⩽

a2
a1

⩽
b2
b1

sin (απ)

sin (βπ)
,

−b3
b1

cos (2α+γ−β)π
2

cos (β+γ)π
2

⩽
a3
a1

⩽
b3
b1

sin (2α+γ−β)π
2

sin (β+γ)π
2

,

i predstavlja novi tip konstitutivnih jedna£ina ako je 2α+ γ − β ⩽ 1, budu¢i da se transformi²e u(
a1 + a2 0D

α+β
t + a3 0D

α+γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

α−β
t + b2 0D

2α
t + b3 0D

2α+γ−β
t

)
ε (t) ,

nakon primene frakcionog izvoda reda α na (3.101), kori²¢enjem pravila (3.28) za frakcione integrale i izvode.
Drugi specijalan slu£aj termodinami£ki konzistentnog modela IDD.IDD, datog sa (3.97), dobija se u obliku(

a1 0I
α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

γ
t + b2 0D

α+β−γ
t + b3 0D

α
t

)
ε (t) , (3.102)

sa termodinami£kim restrikcijama

β < γ ⩽ α, γ ⩽
α+ β

2
, γ ⩽

1

2
,

−b2
b1

cos (2α+β−γ)π
2

cos (β+γ)π
2

⩽
a2
a1

⩽
b2
b1

sin (2α+β−γ)π
2

sin (β+γ)π
2

,

−b3
b1

cos (απ)

cos (γπ)
⩽

a3
a1

⩽
b3
b1

sin (απ)

sin (γπ)
,

ako je µ = γ, redukuju¢i se na novi tip konstitutivnih jedna£ina koje sadrºe frakcione izvode reda koji pripada
intervalu (0, 1) ako je 2α ⩽ 1, budu¢i da primena frakcionog izvoda reda α na (3.102), prema (3.28), daje(

a1 + a2 0D
α+β
t + a3 0D

α+γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

α−γ
t + b2 0D

2α+β−γ
t + b3 0D

2α
t

)
ε (t) .

Treba primetiti da izbor parametara µ = α, µ = α + β i µ = α + γ, koji bi dao tri specijalna slu£aja ter-
modinami£ki konzistentnog modela IDD.IDD, datog sa (3.97), dovodi do kontradikcije u termodinami£kom
zahtevu (3.98), budu¢i da bi se tada respektivno dobilo γ ⩽ β, γ ⩽ 0 i γ ⩽ − (γ − β), ²to je u suprotnosti sa
pretpostavkom da je za model IDD.IDD, dat sa (3.97), β < γ i γ ∈ (0, 1).

Model IDD
+

.IDD
+

Model IDD
+

.IDD
+

je modi�kacija modela IDD.IDD, datog sa (3.94), takva da je red
jednog frakcionog izvoda koji deluje na napon, kao i red jendog frakcionog izvoda koji deluje na deformaciju,
iznad jedan, daju¢i izraz(

a1 0I
α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

1+γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

µ
t + b2 0D

ν
t + b3 0D

1+η
t

)
ε (t) , (3.103)

za model IDD
+

.IDD
+

. Konzervativni i disipativni moduo

E′ (ω) = a1b1ω
−α−µ cos

(α− µ)π

2
+

[
a1b2ω

−α+ν cos
(α+ ν)π

2
+ a2b1ω

β−µ cos
(β + µ)π

2

]
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+

[
−a1b3ω

1−α+η sin
(α+ η)π

2
+ a2b2ω

β+ν cos
(ν − β)π

2
− a3b1ω

1+γ−µ sin
(γ + µ)π

2

]
+

[
a2b3ω

1+β+η sin
(β − η)π

2
+ a3b2ω

1+γ+ν sin
(ν − γ)π

2

]
+ a3b3ω

2+γ+η cos
(η − γ)π

2
, (3.104)

E′′ (ω) = a1b1ω
−α−µ sin

(α− µ)π

2
+

[
a1b2ω

−α+ν sin
(α+ ν)π

2
− a2b1ω

β−µ sin
(β + µ)π

2

]
+

[
a1b3ω

1−α+η cos
(α+ η)π

2
+ a2b2ω

β+ν sin
(ν − β)π

2
− a3b1ω

1+γ−µ cos
(γ + µ)π

2

]
+

[
a2b3ω

1+β+η cos
(β − η)π

2
− a3b2ω

1+γ+ν cos
(ν − γ)π

2

]
+ a3b3ω

2+γ+η sin
(η − γ)π

2
, (3.105)

slede iz kompleksnog Jangovog modula

Ê (ω) =
σ̂ (ω)

ε̂ (ω)
=

b1
(iω)µ + b2 (iω)

ν
+ b3 (iω)

1+η

a1

(iω)α + a2 (iω)
β
+ a3 (iω)

1+γ
,

pri £emu su E′ i E′′ dati sa (3.37) preko kompleksnog Jangovog modula.
Primenom Pravila 1 na sedmi i osmi £lan u konyervativnom modulu (3.104), respektivno se dobija η ⩽ β i

γ ⩽ ν, kao i µ ⩽ α, β ⩽ ν, i γ ⩽ η, iz prvog, petog i poslednjeg £lana u disipativnom modulu (3.105), ²to se svodi
na µ ⩽ α i γ ⩽ η ⩽ β ⩽ ν. �lanovi u zagradi u (3.104) i (3.105) se kombinuju prema Pravilu 4 izjedna£avanjem
eksponenata frekvencija koji pripadaju istom opsegu: −α + ν i β − µ odgovaraju¢ih £lanova u prvoj zagradi,
1− α+ η, β + ν i 1 + γ − µ odgovaraju¢ih £lanova u drugoj zagradi , kao i 1 + β + η i 1 + γ + ν odgovaraju¢ih
£lanova u tre¢oj zagradi , ²to daje sistem linearnih jedna£ina −α+ ν = β − µ, 1− α+ η = β + ν = 1 + γ − µ i
1+β+η = 1+γ+ν, koji sadrºi jednu redundantnu jedna£inu, te se razmatra sistem jedna£ina β+ν = 1−α+η,
µ = α+γ−η, i β−ν = γ−η, tako nepoznatim β, µ, i ν i sa poznatim α, γ i η, £ije je re²enje β = 1+γ−α

2 ∈ (0, 1),
µ = α+ γ − η ∈ (0, 1) i ν = 1+η−(α+γ−η)

2 ∈ (0, 1) .
Ograni£enja na parametre modela µ ⩽ α i β ⩽ ν, sa β, µ i ν datim preko α, γ i η, kao iznad, redukuju se

na γ ⩽ η, ²to predstavlja termodinami£ku restrikciju (3.107)2, dok restrikcija (3.107)3 sledi iz η ⩽ β, daju¢i
α − γ + 2η = α + η + (η − γ) ⩽ 1, te je tako�e α + η ⩽ 1. Prema µ ⩽ α i γ ⩽ η sledi γ + µ ⩽ α + η ⩽ 1,
²to implicira da su kosinusi u prvom i tre¢em £lanu u drugoj zagradi u (3.105) nenegativni, i stoga, prema
Pravilu 3, druga zagrada u (3.105) predstavlja termoinami£ku restrikciju (3.109). Sa druge strane, zbir u
prvoj zagradi u (3.104) ne predstavlja termodinami£ku restrikciju, budu¢i da su oba kosinusa nenegativna:
prvi zbog β + µ = 1+γ−α

2 + α + γ − η = 1+α+γ−2(η−γ)
2 ⩽ 1, jer je α + γ ⩽ α + η ⩽ 1, a drugi zbog

α + ν = α + 1+η−(α+γ−η)
2 = 1+α−γ+2η

2 ⩽ 1, prema restrikciji (3.107)3. Primena Pravila 3 na zbir u drugoj
zagradi u (3.104), kao i na zbir u prvoj i tre¢oj zagradi u (3.105), daje termodinami£ku restrikciju (3.110), kao i
termodinami£ke restrikcije (3.108)1 i (3.108)2. Treba naglasiti da zbir u tre¢oj zagradi u (3.104) ne predstavlja
termodinami£ku restrikciju, jer je ve¢ nenegativan.

Termodinami£ki konzistentan model IDD
+

.IDD
+

, prema (3.103), postaje(
a1 0I

α
t + a2 0D

1+γ−α
2

t + a3 0D
1+γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α+γ−η
t + b2 0D

1+η−(α+γ−η)
2

t + b3 0D
1+η
t

)
ε (t) , (3.106)

i podleºe je termodinami£kim restrikcijama

0 ⩽ α+ γ − η ⩽ 1, γ ⩽ η, α+ η + (η − γ) = α− γ + 2η ⩽ 1, (3.107)

a2
a1

⩽
b2
b1

sin (1+α−γ+2η)π
4

sin (1+α+3γ−2η)π
4

,
a3
a2

⩽
b3
b2

cos (1−α+γ−2η)π
4

cos (1−α−3γ+2η)π
4

, (3.108)

a3b1 cos
(α+ 2γ − η)π

2
− a2b2 sin

(η − γ)π

2
⩽ a1b3 cos

(α+ η)π

2
, (3.109)

a1b3 sin
(α+ η)π

2
⩽ a2b2 cos

(η − γ)π

2
− a3b1 sin

(α+ 2γ − η)π

2
. (3.110)

Treba primetiti da red 1+γ−α
2 frakcionog izvoda koji deluje na napon predstavlja aritmeti£ku sredinu redova pre-

ostala dva operatora koja deluju na napon, pri £em se red integrala uzima kao negativan red izvoda. Sli£no, red
1+η−(α+γ−η)

2 frakcionog izvoda koji deluje na deformaciju predstavlja aritmeti£ku sredinu redova preostala dva
operatora koja deluju na deformaciju, pri £em se red integrala uzima kao negativan red izvoda. Termodinami£ki
zahtev (3.107)1 poti£e od pretpostavke da je red µ = α − (η − γ) frakcionog integrala u modelu IDD

+

.IDD
+

,
datom sa (3.103) u intervalu (0, 1), i nema dodatnih restrikcija da bi se obezbedilo da su β = 1+γ−α

2 ∈ (0, 1)
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i ν = 1+η−(α+γ−η)
2 ∈ (0, 1) . Treba naglasiti da prema (3.107)3, 1 + α − γ + 2η ∈ (1, 2) obezbe�uje nene-

gativnost za sin (1+α−γ+2η)π
4 , dok 1 − α + γ − 2η = 1 − (α− γ + 2η) ∈ (0, 1) obezbe�uje nenegativnost za

cos (1−α+γ−2η)π
4 . Sli£no, α + 3γ − 2η = (α+ γ − η) − (η − γ) + γ ∈ (−1, 2) obezbe�uje nenegativnost i za

sin (1+α+3γ−2η)π
4 i za cos (1−α−3γ+2η)π

4 , jer je 1 + α + 3γ − 2η ∈ (0, 3) i 1 − α − 3γ + 2η ∈ (−1, 2). Tako�e,
α+2γ − η = α+ γ − (η − γ) ⩽ α+ η+ (η − γ) ⩽ 1, prema (3.107)2,3, kao i α+ η ⩽ 1, videti iznad, obezbe�uje
nenegativnost odgovaraju¢ih sinusa i kosinusa u (3.109) i (3.110).

Jedan od specijalnih slu£ajeva termodinami£ki konzistentnog modela IDD
+

.IDD
+

dobija se kada se γ = α
uvrsti u konstitutivnoj jedna£ini (3.106), daju¢i model(

a1 0I
α
t + a2 0D

1
2
t + a3 0D

1+α
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

2α−η
t + b2 0D

1+η−(2α−η)
2

t + b3 0D
1+η
t

)
ε (t) ,

koji podleºe termodinami£kim restrikcijama

0 ⩽ 2α− η ⩽ 1, α ⩽ η ⩽
1

2
,

a2
a1

⩽
b2
b1

sin (1+2η)π
4

sin (1+2(2α−η))π
4

,
a3
a2

⩽
b3
b2

cos (1−2η)π
4

cos (1+2(2α−η))π
4

,

a3b1 cos
(α+ (2α− η))π

2
− a2b2 sin

(η − α)π

2
⩽ a1b3 cos

(α+ η)π

2
,

a1b3 sin
(α+ η)π

2
⩽ a2b2 cos

(η − α)π

2
− a3b1 sin

(α+ (2α− η))π

2
.

Jo² jedan specijalan slu£aj termodinami£ki konzistentnog modela IDD
+

.IDD
+

, datog sa (3.103), dobija se za
η = α u obliku(

a1 0I
α
t + a2 0D

1+γ−α
2

t + a3 0D
1+γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

γ
t + b2 0D

1+α−γ
2

t + b3 0D
1+α
t

)
ε (t) , (3.111)

i podleºe termodinami£kim restrikcijama

γ ⩽ α ⩽
1 + γ

3
,

a2
a1

⩽
b2
b1

sin (1+3α−γ)π
4

sin (1−α+3γ)π
4

,
a3
a2

⩽
b3
b2

cos (1−3α+γ)π
4

cos (1+α−3γ)π
4

,

a3b1 cos (γπ)− a2b2 sin
(α− γ)π

2
⩽ a1b3 cos (απ) ,

a1b3 sin (απ) ⩽ a2b2 cos
(α− γ)π

2
− a3b1 sin (γπ) .

Ako je γ = α, tj. ako je γ = η = α u (3.106), model (3.111) se dalje transformi²e u(
a1 0I

α
t + a2 0D

1
2
t + a3 0D

1+α
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α
t + b2 0D

1
2
t + b3 0D

1+α
t

)
ε (t) ,

i podleºe termodinami£kim restrikcijama

α ⩽
1

2
,

b1
a1

⩽
b2
a2

⩽
b3
a3

,

(
b1
a1

+
b3
a3

)
sin (απ) ⩽

a2b2
a1a3

.

Pretpostavka da je η = γ u (3.106) transformi²e model IDD
+

.IDD
+

u(
a1 0I

α
t + a2 0D

1+γ−α
2

t + a3 0D
1+γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α
t + b2 0D

1+γ−α
2

t + b3 0D
1+γ
t

)
ε (t) ,

koji podleºe termodinami£kim restrikcijama

α+ γ ⩽ 1,
b1
a1

⩽
b2
a2

⩽
b3
a3

,

(
b1
a1

+
b3
a3

)
sin

(α+ γ)π

2
⩽

a2b2
a1a3

.

Termodinami£ki konzistentan model IDD
+

.IDD
+

, prema (3.106) sa pretpostavkom da je η = α + γ postaje
model (

a1 0I
α
t + a2 0D

1+γ−α
2

t + a3 0D
1+γ
t

)
σ (t) =

(
b1 + b2 0D

1+α+γ
2

t + b3 0D
1+α+γ
t

)
ε (t) ,
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koji podleºe termodinami£kim restrikcijama

3α+ γ ⩽ 1,

a2
a1

⩽
b2
b1

sin (1+3α−γ)π
4

sin (1−α+γ)π
4

,
a3
a2

⩽
b3
b2

cos (1−3α−γ)π
4

cos (1+α−γ)π
4

,

a3b1 cos
γπ

2
− a2b2 sin

απ

2
⩽ a1b3 cos

(2α+ γ)π

2
,

a1b3 sin
(2α+ γ)π

2
⩽ a2b2 cos

απ

2
− a3b1 sin

γπ

2
.

3.2.2.3 Skup modela koji poti£u od modela IID.IID

Pored modela IID.IID, koji sadrºi operatore reda u intervalu (0, 1), razmatra se i model I
+

ID.I
+

ID koji sadrºi
frakcione integrale u intervalu (1, 2), dok su modeli I

+

ID.IID i IID.I
+

ID termodinami£ki nekonzistentni i stoga
se izostavljaju iz dalje analize.

Model IID.IID Kada se pored frakcionog integrala na desnoj strani konstitutivne jedna£ine (3.12) odaberu
i frakcioni izvod i frakcioni integral dobija se model IID.IID u obliku(

a1 0I
α
t + a2 0I

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) = (b1 0I

µ
t + b2 0I

ν
t + b3 0D

η
t ) ε (t) , sa β < α, ν < µ, (3.112)

za koji su konzervativni i disipativni moduo

E′ (ω) = a1b1ω
−α−µ cos

(α− µ)π

2
+ a1b2ω

−α−ν cos
(α− ν)π

2
+ a1b3ω

−α+η cos
(α+ η)π

2

+ a2b1ω
−β−µ cos

(β − µ)π

2
+ a2b2ω

−β−ν cos
(β − ν)π

2
+ a2b3ω

−β+η cos
(β + η)π

2

+ a3b1ω
γ−µ cos

(γ + µ)π

2
+ a3b2ω

γ−ν cos
(γ + ν)π

2
+ a3b3ω

γ+η cos
(η − γ)π

2
, (3.113)

E′′ (ω) = a1b1ω
−α−µ sin

(α− µ)π

2
+ a1b2ω

−α−ν sin
(α− ν)π

2
+ a1b3ω

−α+η sin
(α+ η)π

2

+ a2b1ω
−β−µ sin

(β − µ)π

2
+ a2b2ω

−β−ν sin
(β − ν)π

2
+ a2b3ω

−β+η sin
(β + η)π

2

− a3b1ω
γ−µ sin

(γ + µ)π

2
− a3b2ω

γ−ν sin
(γ + ν)π

2
+ a3b3ω

γ+η sin
(η − γ)π

2
, (3.114)

koji se dobijaju iz kompleksnog Jangovog modula

Ê (ω) =
σ̂ (ω)

ε̂ (ω)
=

b1
(iω)µ + b2

(iω)ν + b3 (iω)
η

a1

(iω)α + a2

(iω)β
+ a3 (iω)

γ ,

pri £emu su E′ i E′′ dati sa (3.64) preko kompleksnog Jangovog modula.
Primenom Pravila 1 na prvi, drugi, £etvrti, peti i poslednji £lan u disipativnom modulu (3.114), dobijaju se

termodinami£ke restrikcije µ ⩽ α, ν ⩽ α, µ ⩽ β, ν ⩽ β i γ ⩽ η, tj. ν < µ ⩽ β < α i γ ⩽ η. Iako tre¢i, ²esti,
sedmi i osmi £lan u konzervativnom i disipativnom modulu (3.113) i (3.114) imaju eksponente frekvencije u
istom intervalu (−1, 1), ne mogu se svi kombinovati prema Pravilu 4, jer bi se izjedna£avanjem −α+η sa −β+η
i γ − µ sa γ − ν dobilo da je α = β i µ = ν, ²to je u suprotnosti sa pretpostavkom da modela IID.IID, dat sa
(3.112), ima po dva frakciona izvoda sa razli£itim redovima koji deluju na napon i deformaciju. Stoga se biraju
dva seta £lanova u konzervativnom i disipativnom modulu (3.113) i (3.114), tako da svaki sadrºi dva £lana,
koji se kombinuju prema Pravilu 4: prvi set £lanova se dobija izjedna£avanjem eksponenata frekvencije koji
odgovaraju tre¢em i sedmom £lanu, daju¢i Ω1 = −α+ η = γ − µ, a drugi set £lanova se dobija izjedna£avanjem
eksponenata frekvencije koje odgovaraju ²estom i osmom £lanu, daju¢i Ω2 = −β + η = γ − ν, dakle sledi da je
µ = α−(η − γ) ∈ (0, 1) i ν = β−(η − γ) ∈ (0, 1) u saglasnosti sa zahtevima ν < µ i β < α, jer se zamenom µ i ν
u ν < µ dobija β < α, dok µ ⩽ β daje α+γ ⩽ β+η, ²to, zajedno sa γ ⩽ η, predstavlja termodinami£ke zahteve
(3.118)1,2,4, a ν = β − (η − γ) ∈ (0, 1) predstavlja prvu nejednakost u termodinami£kom zahtevu (3.118)3.

Mogu se i druga£ije kreirati dva seta £lanova u konzervativnom i disipativnom modulu (3.113) i (3.114), tako
da se prvi set £lanova dobija izjedna£avanjem eksponenata frekvencije −α + η i γ − ν koji odgovaraju tre¢em
i osmom £lanu, daju¢i ν = α − (η − γ), a drugi set £lanova izjedna£avanjem eksponenata frekvencije −β + η i
γ − µ koji odgovaraju ²estom i sedmom £lanu, daju¢i µ = β − (η − γ), ²to implicira da je β > α, ako je ν < µ
nametnuto, ²to je u suprotnosti sa postavkom da su u modelu IID.IID, datom sa (3.112), redovi frakcionih
integrala izbrani u opadaju¢em poretku, odnosno da je β < α, ako je ν < µ.
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Nakon izbora Ω1 i Ω2, konzervativni i disipativni moduo (3.113) i (3.114) se transformi²u u

E′ (ω) = a1b1ω
−α−µ cos

(α− µ)π

2
+ a1b2ω

−α−ν cos
(α− ν)π

2
+ a2b1ω

−β−µ cos
(β − µ)π

2

+ ωΩ1

[
a1b3 cos

(α+ η)π

2
+ a3b1 cos

(γ + µ)π

2

]
+ a2b2ω

−β−ν cos
(β − ν)π

2

+ ωΩ2

[
a2b3 cos

(β + η)π

2
+ a3b2 cos

(γ + ν)π

2

]
+ a3b3ω

γ+η cos
(η − γ)π

2
, (3.115)

E′′ (ω) = a1b1ω
−α−µ sin

(α− µ)π

2
+ a1b2ω

−α−ν sin
(α− ν)π

2
+ a2b1ω

−β−µ sin
(β − µ)π

2

+ ωΩ1

[
a1b3 sin

(α+ η)π

2
− a3b1 sin

(γ + µ)π

2

]
+ a2b2ω

−β−ν sin
(β − ν)π

2

+ ωΩ2

[
a2b3 sin

(β + η)π

2
− a3b2 sin

(γ + ν)π

2

]
+ a3b3ω

γ+η sin
(η − γ)π

2
. (3.116)

�lanovi u zagradama u konzervativnom i disipativnom modulu (3.115) se kombinuju prema Pravilu 2, pri £emu
se name¢e da je γ+µ ⩽ 1, ²to tako�e implicira da je γ+ν ⩽ 1, jer je ν < µ, dok α+η i β+η mogu biti ili manji ili
ve¢i od jedan, stoga odgovaraju¢i kosinusi mogu biti ili pozitivni ili negativni. Zahtevanjem nenegativnosti zbira
£lanova u zagradama u (3.115) dobija se leva strana termodinami£kih restrikcija (3.119) i (3.120). Sa druge
strane, £lanovi u disipativnom modulu (3.116) se kombinuju prema Pravilu 3, tako da nenegativnosti zbira
£lanova u zagradama predstavlja desnu stranu termodinami£kih restrikcija (3.119) i (3.120). Treba napomenuti
da uslov γ + µ ⩽ 1 sa µ = α− (η − γ) implicira poslednju nejednakost u (3.118)3.

Termodinami£ki konzistentan model IID.IID se dobija iz (3.112) kao(
a1 0I

α
t + a2 0I

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α+γ−η
t + b2 0I

β+γ−η
t + b3 0D

η
t

)
ε (t) , (3.117)

i podleºe termodinami£kim restrikcijama

β < α, γ ⩽ η, 0 ⩽ β + γ − η ⩽ α+ 2γ − η ⩽ 1, α+ γ ⩽ β + η, (3.118)

−b3
b1

cos (α+η)π
2

cos (α+2γ−η)π
2

⩽
a3
a1

⩽
b3
b1

sin (α+η)π
2

sin (α+2γ−η)π
2

, (3.119)

−b3
b2

cos (β+η)π
2

cos (β+2γ−η)π
2

⩽
a3
a2

⩽
b3
b2

sin (β+η)π
2

sin (β+2γ−η)π
2

. (3.120)

Treba naglasiti da redovi frakcionih integrala koji deluju na deformaciju zadovoljavaju nejednakosti 0 ⩽ β+γ−
η < α + γ − η ⩽ α + 2γ − η ⩽ 1, prema termodinami£kim zahtevima (3.118)1,3. Tako�e, prva nejednakost u
(3.119), kao i u (3.120), je ili trivijalno zadovoljena ako je α+ η ⩽ 1, jer je tada cos (α+η)π

2 ⩾ 0 i cos (β+η)π
2 > 0,

ili predstavlja restrikciju ako je β + η > 1, jer je tada cos (β+η)π
2 ⩽ 0 i cos (α+η)π

2 < 0. Drugi mogu¢i slu£aj je
β+ η ⩽ 1 < α+ η, impliciraju¢i da je prva nejednakost u (3.120) trivijalno zadovoljena, dok prva nejednakost u
(3.119) predstavlja restrikciju. Prema termodinami£koj restrikciji (3.118)3, vaºi da je β+2γ−η ⩽ α+2γ−η ⩽ 1
²to obezbe�uje nenegativnost odgovaraju¢ih sinusa i kosinusa u (3.119) i (3.120).

Prema (3.28), primena frakcionog izvoda reda α na termodinami£ki konzistentan model IID.IID, dat sa
(3.117), transformi²e model na(

a1 + a2 0D
α−β
t + a3 0D

α+γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

η−γ
t + b2 0D

(α−β)+(η−γ)
t + b3 0D

α+η
t

)
ε (t) ,

predstavljaju¢i novi slu£aj konstitutivnih jedna£ina koje sadrºe frakcione izvode reda u intervalu (0, 1) ako je
α + η ⩽ 1, budu¢i da najvi²i red izvoda na levoj strani modela ima ve¢u vrednost nego najniºi red izvoda na
desnoj strani modela.

Jedan od specijalnih slu£ajeva termodinami£ki konzistentog modela IID.IID, datog sa (3.117), dobija se za
η = γ, u obliku (

a1 0I
α
t + a2 0I

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α
t + b2 0I

β
t + b3 0D

γ
t

)
ε (t) ,

i podleºe termodinami£kim restrikcijama

β < α, α+ γ ⩽ 1,
b1
a1

⩽
b3
a3

,
b2
a2

⩽
b3
a3

,

predstavljaju¢i konstitutivnu jedna£inu koja pripada klasi modela Case I, videti dodatak, budu¢i da se primenom
frakcionog izvoda reda α na prethodnu konstitutivnu jedna£inu, prema (3.28), dobija(

a1 + a2 0D
α−β
t + a3 0D

α+γ
t

)
σ (t) =

(
b1 + b2 0D

α−β
t + b3 0D

α+γ
t

)
ε (t) .
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Drugi specijalan slu£aj termodinami£ki konzistentog modela IID.IID, datog sa (3.117), dobija se u obliku(
a1 0I

α
t + a2 0I

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α−β+γ
t + b2 0I

γ
t + b3 0D

β
t

)
ε (t) , (3.121)

sa termodinami£kim restrikcijama

γ ⩽ β < α, 0 ⩽ γ ⩽ α− β + 2γ ⩽ 1, α+ γ ⩽ 2β,

−b3
b1

cos (α+β)π
2

cos (α−β+2γ)π
2

⩽
a3
a1

⩽
b3
b1

sin (α+β)π
2

sin (α−β+2γ)π
2

,

−b3
b2

cos (βπ)

cos (γπ)
⩽

a3
a2

⩽
b3
b2

sin (βπ)

sin (γπ)
,

za η = β, predstavljaju¢i konstitutivnu jedna£inu novog tipa modela koji sadrºi frakcione izvode reda koji
pripada intervalu (0, 1) ako je α+ β ⩽ 1, budu¢i da primena frakcionog izvoda reda α na (3.121), prema (3.28),
daje (

a1 + a2 0D
α−β
t + a3 0D

α+γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

β−γ
t + b2 0D

α−γ
t + b3 0D

α+β
t

)
ε (t) .

Jo² jedan specijalan slu£aj modela (3.117) se dobija za η = α u obliku(
a1 0I

α
t + a2 0I

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

γ
t + b2 0I

−α+β+γ
t + b3 0D

α
t

)
ε (t) ,

koji podleºe termodinami£kim restrikcijama

γ ⩽ β < α, 0 ⩽ −α+ β + γ ⩽ 2γ ⩽ 1,

−b3
b1

cos (απ)

cos (γπ)
⩽

a3
a1

⩽
b3
b1

sin (απ)

sin (γπ)
,

−b3
b2

cos (α+β)π
2

cos (−α+β+2γ)π
2

⩽
a3
a2

⩽
b3
b2

sin (α+β)π
2

sin (−α+β+2γ)π
2

,

i predstavlja konstitutivnu jedna£inu novog tipa modela koja sadrºi frakcione izvode reda koji pripada intervalui
(0, 1) ako je 2α ⩽ 1, budu¢i da on postaje(

a1 + a2 0D
α−β
t + a3 0D

α+γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

α−γ
t + b2 0D

(α−β)+(α−γ)
t + b3 0D

2α
t

)
ε (t) ,

kada se predstavi preko frakcionih izvoda. Specijalni slu£aj modela (3.117) dobija se i ako je η = β + γ,
transformi²u¢i (3.117) u(

a1 0I
α
t + a2 0I

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α−β
t + b2 + b3 0D

β+γ
t

)
ε (t) ,

sa termodinami£kim restrikcijama

β < α ⩽ 2β, β + γ ⩽ 1, α− β + γ ⩽ 1,

−b3
b1

cos (α+β+γ)π
2

cos (α−β+γ)π
2

⩽
a3
a1

⩽
b3
b1

sin (α+β+γ)π
2

sin (α−β+γ)π
2

,

−b3
b2

cos (2β+γ)π
2

cos γπ
2

⩽
a3
a2

⩽
b3
b2

sin (2β+γ)π
2

sin γπ
2

,

daju¢i model (
a1 + a2 0D

α−β
t + a3 0D

α+γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

β
t + b2 0D

α
t + b3 0D

α+β+γ
t

)
ε (t) ,

nakon primene frakcionog izvoda reda α, prema pravilu (3.28) za frakcioni integral i izvod, te model pripada
novom tipu konstitutivnih jedna�vina koje sadrºe frakcione izvode reda u intervalu (0, 1), ako je α+ β + γ ⩽ 1.
Za specijalan slu£aj kada je η = α + γ javlja se kontradikcija, budu¢i da red β + γ − η frakcionog integrala u
(3.117) postaje β − α < 0, ²to je u suprotnosti sa pretpostavkom da su u modelu IID.IID, datom sa (3.117),
redovi frakcionih izvoda izabrani u opadaju¢em poretku, odnosno da je α > β.
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Model I
+

ID.I
+

ID Pretpostavljanjem da je jedan od frakcionih integrala koji deluje na napon i jedan koji
deluje na deformaciju, u modelu IID.IID, datom sa (3.112), reda iznad jedan, konstitutivna jedna£ina (3.112)
postaje (

a1 0I
1+α
t + a2 0I

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

1+µ
t + b2 0I

ν
t + b3 0D

η
t

)
ε (t) , (3.122)

dok se konzervativni i disipativni moduo

E′ (ω) = a1b1ω
−2−α−µ cos

(α− µ)π

2
+

[
a1b2ω

−1−α−ν sin
(ν − α)π

2
+ a2b1ω

−1−β−µ sin
(β − µ)π

2

]
+

[
−a1b3ω

−1−α+η sin
(α+ η)π

2
− a3b1ω

−1+γ−µ sin
(γ + µ)π

2
+ a2b2ω

−β−ν cos
(β − ν)π

2

]
+

[
a2b3ω

−β+η cos
(β + η)π

2
+ a3b2ω

γ−ν cos
(γ + ν)π

2

]
+ a3b3ω

γ+η cos
(η − γ)π

2
, (3.123)

E′′ (ω) = a1b1ω
−2−α−µ sin

(α− µ)π

2
+

[
a1b2ω

−1−α−ν cos
(ν − α)π

2
− a2b1ω

−1−β−µ cos
(β − µ)π

2

]
+

[
a1b3ω

−1−α+η cos
(α+ η)π

2
− a3b1ω

−1+γ−µ cos
(γ + µ)π

2
+ a2b2ω

−β−ν sin
(β − ν)π

2

]
+

[
a2b3ω

−β+η sin
(β + η)π

2
− a3b2ω

γ−ν sin
(γ + ν)π

2

]
+ a3b3ω

γ+η sin
(η − γ)π

2
, (3.124)

dobijaju iz kompleksnog Jangovog modula

Ê (ω) =
σ̂ (ω)

ε̂ (ω)
=

b1
(iω)1+µ + b2

(iω)ν + b3 (iω)
η

a1

(iω)1+α + a2

(iω)β
+ a3 (iω)

γ ,

pri £emu su E′ i E′′ dati sa (3.72) preko kompleksnog Jangovog modula Ê.
�lanovi u zagradama u konzervativnom i disipativnom modulu (3.123) i (3.124) se kombinuju prema Pravilu

4 izjedna£avanjem eksponenata frekvencije: −1 − α − ν i −1 − β − µ odgovaraju¢ih £lanova u prvoj zagradi,
−1−α+η, −1+γ−µ i −β−ν odgovaraju¢ih £lanova u drugoj zagradi, kao i η−β i γ−ν odgovaraju¢ih £lanova
u tre¢oj zagradi, daju¢i sistem linearnih jedna£ina −1−α− ν = −1−β−µ, −1−α+ η = −1+ γ−µ = −β− ν
i η − β = γ − ν koji sadrºi jednu redundantnu jedna£inu. Stoga se razmatra sistem jedna£ina: β − ν = α − µ,
η = α + γ − µ i β + ν = 1 − γ + µ sa nepoznatim β, ν i η i poznatim α, γ i µ, tako da se za re²enje sistema
dobija β = 1+α−γ

2 ∈ (0, 1), ν = 1+µ−(α+γ−µ)
2 ∈ (0, 1) i η = α+ γ − µ ∈ (0, 1) .

Primenom Pravila 1 na drugi i tre¢i £lan u (3.123), se dobija da je α ⩽ ν i µ ⩽ β, dok primena Pravila
1 na prvi, ²esti i poslednji £lan u (3.124) implicira µ ⩽ α, ν ⩽ β i γ ⩽ η, tj. µ ⩽ α ⩽ ν ⩽ β i γ ⩽ η, ²to
se, nakon uvr²tavanja izraza za β, ν i η kao re²enja sistema jedna£ina, redukuje na µ ⩽ α i 3α + γ − 2µ =
α+ γ + 2 (α− µ) ⩽ 1, predstavljaju¢i termoinami£ku restrikciju (3.126).

Prema Pravilu 3, termodinami£ko ograni£enje (3.127) se dobija iz izraza u prvoj i tre¢oj zagradi u (3.124).
Zatim, zahtev (3.128) sledi iz druge zagrade u (3.124), dok je ograni£enje (3.129) posledica zahtevanja nenega-
tivnosti zbira u drugoj zagradi u (3.123). Treba primetiti da je u drugoj zagradi u (3.124) prvi £lan nenegativan, a
drugi £lan nepozitivan, jer su odgovaraju¢i kosinusi nenegativni zbog α+η = α+γ+(α− µ) ⩽ α+γ+2 (α− µ) ⩽
1 i γ + µ ⩽ γ + α ⩽ α + γ + 2 (α− µ) ⩽ 1. Tako�e, ni zbir u prvoj i tre¢oj zagradi u (3.123) ne predstavlja
termodinami£ko ograni£enje, budu¢i da nametnuti uslovi α ⩽ ν i µ ⩽ β obezbe�uju nenegativnost sinusa u
prvom slu£aju, dok u drugom slu£aju, prema termodinami£kom zahtevu (3.126)2, sledi da je

β + η =
1 + α+ γ + 2 (α− µ)

2
⩽ 1 i γ + ν =

1 + α+ γ − 2 (α− µ)

2
⩽ 1,

impliciraju¢i nenegativnu vrednost kosinusa, zbog α+ γ − 2 (α− µ) ⩽ α+ γ + 2 (α− µ) ⩽ 1, prema (3.126)2.
Termodinami£ki konzistentan model I

+

ID.I
+

ID, koji poti£e iz (3.122), dat je u obliku(
a1 0I

1+α
t + a2 0I

1+α−γ
2

t + a3 0D
γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

1+µ
t + b2 0I

1+µ−(α+γ−µ)
2

t + b3 0D
α+γ−µ
t

)
ε (t) , (3.125)

i podleºe termodinami£kim restrikcijama

µ ⩽ α, α+ γ + 2 (α− µ) = 3α+ γ − 2µ ⩽ 1, (3.126)

a2
a1

⩽
b2
b1

cos (1−3α−γ+2µ)π
4

cos (1+α−γ−2µ)π
4

,
a3
a2

⩽
b3
b2

sin (1+3α+γ−2µ)π
4

sin (1−α+γ+2µ)π
4

, (3.127)
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a3b1 cos
(γ + µ)π

2
− a2b2 sin

(α− µ)π

2
⩽ a1b3 cos

(2α+ γ − µ)π

2
, (3.128)

a1b3 sin
(2α+ γ − µ)π

2
⩽ a2b2 cos

(α− µ)π

2
− a3b1 sin

(γ + µ)π

2
. (3.129)

Treba naglasiti da je red 1+α−γ
2 ( 1+µ−(α+γ−µ)

2 ) frakcionog integrala koji deluje na napon (deformaciju) u (3.125)
predstavlja aritmeti£ku sredinu redova preostala dva operatora koja deluju na napon (deformaciju), pri £emu se
red izvoda uzima kao negativan red integrala. Osim termodinami£kih zahteva (3.126) nema potrebe za dodatnim
restrikcija kojima bi se obezbdilo da su β = 1+α−γ

2 ∈ (0, 1), ν = 1+µ−(α+γ−µ)
2 ∈ (0, 1) i η = α+ γ − µ ∈ (0, 1) .

Treba naglasiti da (3.126)2, 1+3α+γ−2µ ∈ (1, 2) obezbe�uje nenegativnost za sin (1+3α+γ−2µ)π
4 , dok 1−3α−

γ + 2µ = 1 − (3α+ γ − 2µ) ∈ (0, 1) obezbe�uje nenegativnost za cos (1−3α−γ+2µ)π
4 . Sli£no, prema (3.126)1,2,

−α + γ + 2µ = γ + µ− (α− µ) ∈ (−1, 1) obezbe�uje nenegativnost i za sin (1−α+γ+2µ)π
4 i za cos (1+α−γ−2µ)π

4 ,
jer vaºi da je 1−α+ γ+2µ ∈ (0, 2) i 1+α− γ− 2µ ∈ (0, 2) . Tako�e, 2α+ γ−µ = α+ γ+ (α− µ) ⩽ 1, prema
(3.126)2, kao i γ + µ ⩽ 1, videti iznad, obezbe�uju nenegativnost odgovaraju¢ih sinusa i kosinusa u (3.128) i
(3.129).

Me�u specijslnim slu£ajevima termodinmi£ki konzistentnog modela I
+

ID.I
+

ID, datog sa (3.125), se izdvaja
model (

a1 0I
1+α
t + a2 0I

1
2
t + a3 0D

α
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

1+µ
t + b2 0I

1+µ−(2α−µ)
2

t + b3 0D
2α−µ
t

)
ε (t) ,

sa termodinami£kim restrikcijama

µ ⩽ 2α− µ ⩽
1

2
,

a2
a1

⩽
b2
b1

cos (1−2(2α−µ))π
4

cos (1−2µ)π
4

,
a3
a2

⩽
b3
b2

sin (1+2(2α−µ))π
4

sin (1+2µ)π
4

,

a3b1 cos
(α+ µ)π

2
− a2b2 sin

(α− µ)π

2
⩽ a1b3 cos

(3α− µ)π

2
,

a1b3 sin
(3α− µ)π

2
⩽ a2b2 cos

(α− µ)π

2
− a3b1 sin

(α+ µ)π

2
,

koji se dobija za γ = α, dok se model(
a1 0I

1+α
t + a2 0I

1+α−γ
2

t + a3 0D
γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

1+γ
t + b2 0I

1+γ−α
2

t + b3 0D
α
t

)
ε (t) ,

sa termodinami£kim restrikcijama

3γ − α ⩽ 3α− γ ⩽ 1,

a2
a1

⩽
b2
b1

cos (1−3α+γ)π
4

cos (1+α−3γ)π
4

,
a3
a2

⩽
b3
b2

sin (1+3α−γ)π
4

sin (1−α+3γ)π
4

,

a3b1 cos (γπ)− a2b2 sin
(α− γ)π

2
⩽ a1b3 cos (απ) ,

a1b3 sin (απ) ⩽ a2b2 cos
(α− γ)π

2
− a3b1 sin (γπ) ,

dobija za µ = γ. Sli£no, ako je µ = α, model I
+

ID.I
+

ID, dat sa (3.125), postaje(
a1 0I

1+α
t + a2 0I

1+α−γ
2

t + a3 0D
γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

1+α
t + b2 0I

1+α−γ
2

t + b3 0D
γ
t

)
ε (t) ,

i podloºe termodinami£kim restrikcijama

α+ γ ⩽ 1,
b1
a1

⩽
b2
a2

⩽
b3
a3

⩽
a2b2
a1a3

1

sin (α+γ)π
2

− b1
a1

,

dok ako je dodatno i γ = α, tj. za γ = µ = α, model se transformi²e u(
a1 0I

1+α
t + a2 0I

1
2
t + a3 0D

α
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

1+α
t + b2 0I

1
2
t + b3 0D

α
t

)
ε (t) ,

i podloºe termodinami£kim restrikcijama

α ⩽
1

2
,

b1
a1

⩽
b2
a2

⩽
b3
a3

⩽
a2b2
a1a3

1

sin (απ)
− b1

a1
.
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3.2.2.4 Skup modela koji poti£u od modela IID.IDD

Pored modela IID.IDD, koji sadrºi operatore reda u intervalu (0, 1), tako�e se razmatra model I
+

ID.IDD
+

koji sadrºi i frakcioni integral i frakcioni izvod reda u intervalu (1, 2), dok su modeli I
+

ID.IDD i IID.IDD
+

termodinami£ki nekonzistentni i stoga se njihova analiza izostavlja.

Model IID.IDD Model IID.IDD ima kombinaciju dva frakciona integrala i frakcionog izvoda koji deluju na
napon i kombinaciju dva frakciona izvoda i frakcionog integrala koji deluju na deformaciju, ²to za konstitutivnu
jedna£inu daje(

a1 0I
α
t + a2 0I

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) = (b1 0I

µ
t + b2 0D

ν
t + b3 0D

η
t ) ε (t) , sa β < α, ν < η. (3.130)

Odgovaraju¢i konzervativni i disipativni moduli su dati izrazima

E′ (ω) = a1b1ω
−α−µ cos

(α− µ)π

2
+ a1b2ω

−α+ν cos
(α+ ν)π

2

+

[
a1b3ω

−α+η cos
(α+ η)π

2
+ a3b1ω

γ−µ cos
(γ + µ)π

2

]
+ a2b1ω

−β−µ cos
(β − µ)π

2
+ a2b2ω

−β+ν cos
(β + ν)π

2
+ a2b3ω

−β+η cos
(β + η)π

2

+ a3b2ω
γ+ν cos

(ν − γ)π

2
+ a3b3ω

γ+η cos
(η − γ)π

2
, (3.131)

E′′ (ω) = a1b1ω
−α−µ sin

(α− µ)π

2
+ a1b2ω

−α+ν sin
(α+ ν)π

2

+

[
a1b3ω

−α+η sin
(α+ η)π

2
− a3b1ω

γ−µ sin
(γ + µ)π

2

]
+ a2b1ω

−β−µ sin
(β − µ)π

2
+ a2b2ω

−β+ν sin
(β + ν)π

2
+ a2b3ω

−β+η sin
(β + η)π

2

+ a3b2ω
γ+ν sin

(ν − γ)π

2
+ a3b3ω

γ+η sin
(η − γ)π

2
, (3.132)

a dobijaju se iz kompleksnog Jangovog modula

Ê (ω) =
σ̂ (ω)

ε̂ (ω)
=

b1
(iω)µ + b2 (iω)

ν
+ b3 (iω)

η

a1

(iω)α + a2

(iω)β
+ a3 (iω)

γ ,

pri £emu su E′ i E′′ dati sa (3.64) preko kompleksnog Jangovog modula Ê.
Termodinami£ke restrikcije µ ⩽ α i µ ⩽ β, tj. µ ⩽ β < α, videti (3.134)1, kao i γ ⩽ ν, videti (3.134)2 i γ ⩽ η,

tj. γ ⩽ ν < η, se doibijaju primenom Pravila 1 na prvi i peti £lan, kao i na poslednja dva £lana u disipativnom
modulu (3.132). �lanovi u zagradi u konzervativnom modulu (3.131) se kombinuju prema Pravilima 2 i 4,
daju¢i −α+ η = γ − µ, tj. η = α+ γ − µ ∈ (0, 1), dok drugi, ²esti i sedmi £lan u konzervativnom modulu nisu
uklju£eni. Naime, eksponenti frekvencije: −α + η, −α + ν, −β + η, −β + ν i γ − µ pripadaju istom intervalu
(−1, 1), impliciraju¢i da odgovaraju¢i £lanovi mogu biti kombinovani prema Pravilima 2 i 4. Me�utim, postoje
dva seta £lanova koji se mogu kombinovati, a imaju eksonente frekvencije ili −α+ η, −β+ ν i γ−µ, ili −α+ ν,
−β + η i γ − µ, tako da oba seta sadrºe £lan sa eksponentom frekvencije γ − µ, zbog £etvrtog £lana u (3.132),
dok bi druge kombinacije dale α = β i/ili η = ν ²to bi bilo u suprotnosti sa pretpostavkom da model IID.IDD,
dat sa (3.130), sadrºi dva frakciona integrala sa razli£itim redovima koji deluju na napon i/ili dva frakciona
izvoda sa razli£itim redovima koji deluju na deformaciju.

Bira se kombinacija £lanova £iji su eksponenti −α+η, −β+ν i γ−µ, zbog £injenice da je γ+µ ⩽ β+ν ⩽ α+η,
kao i β + ν < α + ν < α + η i β + ν < β + η < α + η, tako da se zahtevanjem da je α + ν ⩽ 1 i β + η ⩽ 1,
dobija β+ ν ⩽ 1 i γ+µ ⩽ 1, ²to implicira da je dovoljno nametnuti da je −α+ η = γ−µ, tj. η = α+ γ−µ, jer
samo prvi £lan u zagradi u (3.131) moºe biti nepozitivan, dok je, prema Pravilu 2, nenegativnost drugog £lana
u zagradi, kao i drugog, ²estog i sedmog £lana u (3.131) ve¢ obezbe�ena. Stoga, zbir £lanova u zagradi u (3.131)
daje levu stranu termodinami£kog zhteva (3.135), dok, Prema Pravilu 3, zbir u zagradi u (3.132), na koji se
name¢e nenegativnost, daje desnu stranu termodinami£kog zhteva (3.135). Termodinami£ki zhtevi (3.134)3,4
slede iz β + η ⩽ 1 i α+ ν ⩽ 1, koji su kombinovani sa ν < η, pri £emu je η = α+ γ − µ.

Ako bi se prema Pravilu 4 izjedna£avali eksponenti frekvencija −α + ν, −β + η i γ − µ, bilo bi potrebno
nametnuti restrikciju α + η ⩽ 1, tako da sledi da je γ + µ ⩽ β + ν < α + ν < α + η ⩽ 1 i γ + µ ⩽ β + ν <
β+ η < α+ η ⩽ 1, ²to implicira nenegativnost drugog, tre¢eg, £etvrtog, ²estog i sedmog £lana u (3.131). Dakle,
kombinovanje £lanova koji sadrºe ove eksponente frekvencije prema Pravilu 4 implicira restriktivnije uslove na
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parametre modela nego izbor £lnova koji imaju eksponente frekvencija −α + η, −β + ν i γ − µ, budu¢i da u
prvom slu£aju α+ η ⩽ 1 predstavlja restrikciju, dok je u drugom slu£aju nejednakost α+ η > 1 dozvoljena.

Termodinami£ki konzistentan model IID.IDD se dobija iz (3.130) kao(
a1 0I

α
t + a2 0I

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

µ
t + b2 0D

ν
t + b3 0D

α+γ−µ
t

)
ε (t) , (3.133)

sa termodinami£kim restrikcijama

µ ⩽ β < α, γ ⩽ ν, α+ β + γ ⩽ 1 + µ, µ+ ν − γ < α ⩽ 1− ν, (3.134)

−b3
b1

cos (2α+γ−µ)π
2

cos (γ+µ)π
2

⩽
a3
a1

⩽
b3
b1

sin (2α+γ−µ)π
2

sin (γ+µ)π
2

. (3.135)

Treba napomenuti da je red α + γ − µ frakcionog izvoda koji se pojavljuje u modelu (3.133) takav da je
0 ⩽ α + γ − µ ⩽ α + β + γ − µ ⩽ 1, prema restrikcijama (3.134)1,3. Tako�e, leva strana zahteva (3.135) je
ili trivijalno zadovoljena ako je 2α + γ − µ ⩽ 1 ili predstavlja restrikciju ako je 2α + γ − µ > 1, budu¢i da je
γ + µ ⩽ 1, videti iznad.

Prema (3.28), primena frakcionog izvoda reda α na termodinami£ki konzistentan model IID.IDD, dat sa
(3.133), transformi²e model u(

a1 + a2 0D
α−β
t + a3 0D

α+γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

α−µ
t + b2 0D

α+ν
t + b3 0D

2α+γ−µ
t

)
ε (t) ,

predstavljaju¢i novi tip modela, koji sadrºi frakcione izvode reda u intervalu (0, 1) ako je 2α+γ−µ ⩽ 1, budu¢i
da najvi²i red izvoda na levoj strani modela ima ve¢u vrednost nego najniºi red izvoda na desnoj strani modela.

Samo jedan specijalan slu£aj modela IID.IDD, datog sa (3.133), se izdvaja i dobija se za µ = γ u obliku(
a1 0I

α
t + a2 0I

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) = (b1 0I

γ
t + b2 0D

ν
t + b3 0D

α
t ) ε (t) ,

sa termodinami£kim restrikcijama

γ ⩽ β < α, γ ⩽ ν, α+ β ⩽ 1, ν < α ⩽ 1− ν,

−b3
b1

cos (απ)

cos (γπ)
⩽

a3
a1

⩽
b3
b1

sin (απ)

sin (γπ)
,

dok je jednakost µ = α u suprotnosti sa pretpostavkom da postoje dva frakciona integrala razli£itih redova
na levoj strani modela IID.IDD, datog sa (3.133), dok termodinami£ka restrikcija (3.134)1 implicira da je
α ⩽ β < α.

Model I
+

ID.IDD
+

Pretpostavka da jedan od frakcionih integrala koji deluje na napon i jedan od frakcionih
izvoda koji deluje na deformaciju u modelu IID.IDD, datom sa (3.130), ima red iznad jedan, transformi²e model
(3.130) u model I

+

ID.IDD
+

, dat izrazom(
a1 0I

1+α
t + a2 0I

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

µ
t + b2 0D

ν
t + b3 0D

1+η
t

)
ε (t) , (3.136)

£iji se konzervativni i disipativni moduo

E′ (ω) = a1b1ω
−1−α−µ sin

(µ− α)π

2
+

[
−a1b2ω

−1−α+ν sin
(α+ ν)π

2
+ a2b1ω

−β−µ cos
(β − µ)π

2

]
+

[
−a1b3ω

−α+η cos
(α+ η)π

2
+ a2b2ω

−β+ν cos
(β + ν)π

2
+ a3b1ω

γ−µ cos
(γ + µ)π

2

]
+

[
−a2b3ω

1−β+η sin
(β + η)π

2
+ a3b2ω

γ+ν cos
(ν − γ)π

2

]
+ a3b3ω

1+γ+η sin
(γ − η)π

2
, (3.137)

E′′ (ω) = a1b1ω
−1−α−µ cos

(µ− α)π

2
+

[
a1b2ω

−1−α+ν cos
(α+ ν)π

2
+ a2b1ω

−β−µ sin
(β − µ)π

2

]
+

[
−a1b3ω

−α+η sin
(α+ η)π

2
+ a2b2ω

−β+ν sin
(β + ν)π

2
− a3b1ω

γ−µ sin
(γ + µ)π

2

]
+

[
a2b3ω

1−β+η cos
(β + η)π

2
+ a3b2ω

γ+ν sin
(ν − γ)π

2

]
+ a3b3ω

1+γ+η cos
(γ − η)π

2
, (3.138)
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dobijaju iz kompleksnog Jangovog modula

Ê (ω) =
σ̂ (ω)

ε̂ (ω)
=

b1
(iω)µ + b2 (iω)

ν
+ b3 (iω)

1+η

a1

(iω)1+α + a2

(iω)β
+ a3 (iω)

γ ,

pri £emu su E′ i E′′ datim sa (3.72) preko kompleksnog Jangovog modula Ê.
Primenom Pravila 1 na prvi i poslednji £lan u konzervativnom modulu (3.137), respektivno se dobija α ⩽ µ

i η ⩽ γ, kao i µ ⩽ β i γ ⩽ ν iz tre¢eg i pretposlednjeg £lana u disipativnom modulu (3.138), ²to se redukuje
na α ⩽ µ ⩽ β i η ⩽ γ ⩽ ν. �lanovi u zagradama se kombinuju prema Pravilu 4 izjedna£avanjem eksponenata
frekvencije: −1−α+ ν i −β−µ odgovaraju¢ih £lanova u prvoj zagradi , −α+ η, −β+ ν i γ −µ odgovaraju¢ih
£lanova u drugoj zagradi, kao i 1− β+ η i γ+ ν odgovaraju¢ih £lanova u tre¢oj zagradi, daju¢i sistem linearnih
jedna£ina −1− α+ ν = −β − µ, −α+ η = −β + ν = γ − µ i 1− β + η = γ + ν, koje sdrºi jednu redundantnu
jedna£inu. Stoga se razmatra sistem jedna£ina : β− ν = α− η, µ = α+ γ− η i β+ ν = 1− γ+ η sa nepoznatim
β, µ i ν i poznatim α, γ i η, te se za re²enje sistema dobija β = 1+α−γ

2 ∈ (0, 1), µ = α + γ − η ∈ (0, 1) i
ν = 1−α−γ+2η

2 ∈ (0, 1).
Prema Pravilu 3, termodinami£ko ograni£enje (3.141) se dobija iz izraza u prvoj i tre¢oj zagradi u (3.137),

dok druga zagrada u (3.138) predstavlja termodinami£ko ograni£enje (3.143). Sa druge strane, nema dodatnih
pretpostavki za argumente kosinusa koji bi bili potrebni da bi se nametnulo termodinami£ko ograni£enje (3.142)
koje poti£e iz druge zagrade u (3.137), jer α + η ⩽ γ + µ ⩽ β + ν ⩽ 1 vaºi zbog α ⩽ µ ⩽ β, η ⩽ γ ⩽ ν i
β + ν = 1− (γ − η) ⩽ 1. Treba primetiti da je zbir £lanova u prvoj i tre¢oj zagradi u (3.138) ve¢ nenegativan,
jer je α+ν ⩽ β+ν ⩽ 1 i β+η ⩽ β+ν ⩽ 1, impiciraju¢i da su kosinusi nenegativni. Termodinami£ke restrikcije
(3.140) slede iz nejednakosti α ⩽ µ, η ⩽ γ, µ ⩽ β i γ ⩽ ν, prema β = 1+α−γ

2 , µ = α+ γ − η i ν = 1−α−γ+2η
2 .

Termodinami£ki konzistentan model I
+

ID.IDD
+

, koji poti£e iz (3.136), postaje(
a1 0I

1+α
t + a2 0I

1+α−γ
2

t + a3 0D
γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α+γ−η
t + b2 0D

1+η−(α+γ−η)
2

t + b3 0D
1+η
t

)
ε (t) , (3.139)

i podleºe termodinami£kim restrikcijama

η ⩽ γ, α+ γ + 2 (γ − η) = α+ 3γ − 2η ⩽ 1, (3.140)

a1
b1

sin (1+α−γ+2η)π
4

cos (1−α−3γ+2η)π
4

⩽
a2
b2

⩽
a3
b3

cos (1−α−3γ+2η)π
4

sin (1+α−γ+2η)π
4

, (3.141)

a1b3 cos
(α+ η)π

2
− a2b2 sin

(γ − η)π

2
⩽ a3b1 cos

(α+ 2γ − η)π

2
, (3.142)

a3b1 sin
(α+ 2γ − η)π

2
⩽ a2b2 cos

(γ − η)π

2
− a1b3 sin

(α+ η)π

2
. (3.143)

Treba naglasiti da red 1+α−γ
2 frakcionog integrala koji deluje na napon predstavlja aristmeti£ku sredinu redova

preostala dva operatora koji deluju na napon, sa redom izvoda uzetim kao negativan red integrala, kao i da
je red 1+η−(α+γ−η)

2 frakcionog izvoda koji deluje na deformaciju, koji tako�e predstavlja aritmeti£ku sredinu
redova preostala dva operatora koji deluju na deformaciju, sa redom integrala uzetim kao negativan red izvoda.
Osim termodinami£kih restrikcija (3.140) nije potrebno zahtevati dodatne restrikcije da bi se obezbedilo da je
β = 1+α−γ

2 ∈ (0, 1), µ = α + γ − η ∈ (0, 1) i ν = 1−α−γ+2η
2 ∈ (0, 1) . Treba naglasiti da prema (3.140)2,

1 − α − 3γ + 2η = 1 − (α+ 3γ − 2η) ∈ (0, 1) obezbe�uje nenegativnost za cos (1−α−3γ+2η)π
4 . Sli£no, prema

(3.140)1,2, α−γ+2η = α+η−(γ − η) ∈ (−1, 1) obezbe�uje nenegativnost za sin (1+α−γ+2η)π
4 , jer je 1+α−γ+2η ∈

(0, 2) . Tako�e, α + 2γ − η = α + γ + (γ − η) ⩽ 1, prema (3.140)2, kao i α + η ⩽ 1, videti iznad, obezbe�uju
nenegativnost odgovaraju¢ih sinusa i kosinusa u (3.142) i (3.143).

Izdvaja se nekoliko specijalnih slu£ajeva termodinami£ki konzistentnog modela I
+

ID.IDD
+

, datog sa (3.139).
Prvo, modeli koji sadrºe bar jedan operator koji ima red sa �ksnom vredno²¢u su:(

a1 0I
1+α
t + a2 0I

1
2
t + a3 0D

α
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

2α−η
t + b2 0D

1+η−(2α−η)
2

t + b3 0D
1+η
t

)
ε (t) , (3.144)

sa termodinami£kim restrikcijama

η ⩽ α, 2α− η ⩽
1

2
,

a1
b1

sin (1+2η)π
4

cos (1−2(2α−η))π
4

⩽
a2
b2

⩽
a3
b3

cos (1−2(2α−η))π
4

sin (1+2η)π
4

,
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a1b3 cos
(α+ η)π

2
− a2b2 sin

(α− η)π

2
⩽ a3b1 cos

(3α− η)π

2
,

a3b1 sin
(3α− η)π

2
⩽ a2b2 cos

(α− η)π

2
− a1b3 sin

(α+ η)π

2
,

koji se dobija za γ = α, i model koji sadrºi operatore redova izraºenih samo preko α(
a1 0I

1+α
t + a2 0I

1
2
t + a3 0D

α
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α
t + b2 0D

1
2
t + b3 0D

1+α
t

)
ε (t) ,

koji podleºe termodinami£kim restrikcijama

α ⩽
1

2
,

a1
b1

sin (1+2α)π
4

cos (1−2α)π
4

⩽
a2
b2

⩽
a3
b3

cos (1−2α)π
4

sin (1+2α)π
4

,

a1
b1

⩽
a3
b3

,

(
a1
b1

+
a3
b3

)
sin (απ) ⩽

a2b2
b1b3

,

a dobija se iz (3.139) za γ = η = α, predstavlja specijalni slu£aj modela (3.144), zbog jednakosti η = α.
Zatim, termodinami£ki konzistentan model I

+

ID.IDD
+

, dat sa (3.139), za η = α daje jo² jedan specijalan
slu£aj (

a1 0I
1+α
t + a2 0I

1+α−γ
2

t + a3 0D
γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

γ
t + b2 0D

1+α−γ
2

t + b3 0D
1+α
t

)
ε (t) ,

sa termodinami£kim restrikcijama

α ⩽ γ, 3γ − α ⩽ 1,

a1
b1

sin (1+3α−γ)π
4

cos (1+α−3γ)π
4

⩽
a2
b2

⩽
a3
b3

cos (1+α−3γ)π
4

sin (1+3α−γ)π
4

,

a1b3 cos (απ)− a2b2 sin
(γ − α)π

2
⩽ a3b1 cos (γπ) ,

a3b1 sin (γπ) ⩽ a2b2 cos
(γ − α)π

2
− a1b3 sin (απ) ,

dok specijalan slu£aj modela I
+

ID.IDD
+

, datog sa (3.139), £iji je oblik(
a1 0I

1+α
t + a2 0I

1+α−γ
2

t + a3 0D
γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α
t + b2 0D

1+γ−α
2

t + b3 0D
1+γ
t

)
ε (t) ,

podleºe termodinami£kim restrikcijama

α+ γ ⩽ 1,
a1
b1

sin (1+α+γ)π
4

cos (1−α−γ)π
4

⩽
a2
b2

⩽
a3
b3

cos (1−α−γ)π
4

sin (1+α+γ)π
4

,

a1
b1

⩽
a3
b3

,

(
a1
b1

+
a3
b3

)
sin

(α+ γ)π

2
⩽

a2b2
b1b3

,

a dobija se za η = γ. Model koji sadrºi operatore koji imaju redove na levoj strani izraºene preko α, a na desnoj
strani izraºene preko η, uzima oblik(

a1 0I
1+α
t + a2 0I

α
t + a3 0D

1−α
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

1−η
t + b2 0D

η
t + b3 0D

1+η
t

)
ε (t) ,

i podleºe termodinami£kim restrikcijama

α+ η = 1,
a1
b1

⩽
a2
b2

⩽
a3
b3

,
a1
b1

+
a3
b3

⩽
a2b2
b1b3

.

a dobija se iz modela (3.139) za α + γ = 1. Treba naglasiti da ako je α + γ = 1 u (3.140)1 dobija se η ⩽ γ i
γ ⩽ η, tj. γ = η.
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4. Svojstva energetskog bilansa frakcionih

Cenerovih i anti-Cenerovih modela

Svojstva energetskog bilansa za modele okarakterisane modulom relaksacije, odnosno funkcijom puzanja, kao
memorijskim jezgrom, videti (2.15), ispitivana su apriori u vremenskom domenu i pokazuje se da se snaga
po jedinici zapremine sastoji od dva £lana: vremenskog izvoda energije po jedinici zapremine skladi²tene u
viskoelasti£nom telu i snage disipacije po jedinici zapremine, videti (4.9). Skladi²tena energija po jedinici
zapremine izraºena preko deformacije (4.4), sastoji se od £lana sa trenutnim doprinosom, koji je istog oblika kao
potencijalna energija elasti£nog tela, pri £emu moduo relaksacije zamenjuje Jangov moduo, kao i od memorijskog
£lana, gde vremenski izvod modula relaksacije predstavlja memorijsko jezgro razlike trenutne deformacije i
deformacije u prethodnim trenucima.

Snaga disipacije po jedinici zapremine izraºena preko deformacije, videti (4.6), koja se tako�e sastoji od £lana
sa trenutnim doprinosom i £lana memorijskog tipa, koji respektivno poseduju prvi i drugi izvod po vremenu
modula relaksacije. Pozitivnost skladi²tene energije i snage disipacije po jedinici zapremine se obezbe�uje
ako je moduo relaksacije pozitivna, monotono opadaju¢a i konveksna funkcija, odnosno kompletno monotona
funkcija. Treba naglasiti da je moduo relaksacije funkcija koja predstavlja vremensku evoluciju napona za
zadatu deformaciju, primenjenu trenutno nakon £ega ona ima konstantnu vrednost, odnosno za deformaciju
zadatu u obliku Hevisajdove funkcije.

Energija po jedinici zapremine se moºe izraziti i preko napona i tada postoji samo £lan memorijskog tipa, koji
sadrºi vremenski izvod funkcije puzanja kao memorijsko jezgro koje mnoºi vremensku evoluciju napona, videti
(4.5), dok se snaga disipacije po jedinici zapremine sastoji od trenutnog £lana i £lana memorijskog tipa, koji
respektivno sadrºe prvi i drugi vremenski izvod funkcije puzanja, videti (4.7). Opet, pozitivnost skladi²tene
energije i snage disipacije po jedinici zapremine je obezbe�ena ako je funkcija puzanja pozitivna, monotono
rastu¢a i konkavna funkcija, odnosno Bern²tajnova funkcija. Treba naglasiti da funkcija puzanja predstavlja
vremensku evoluciju deformacije za zadati napon primenjen trenutno, nakon £ega on ima konstantnu vrednost,
odnosno za napon zadat u obliku Hevisajdove funkcije.

4.1 Energija i snaga disipacije

Snaga po jedinici zapremine je de�nisana izrazom

P (t) = σ (t) ε̇ (t) , (4.1)

i moºe se zapisati preko deformacije

P (t) =
d

dt

(
1

2
σsr (t) ε

2 (t) +
1

2

∫ t

0

(−σ̇sr (t− t′)) (ε (t)− ε (t′))
2
dt′
)

+
1

2
(−σ̇sr (t)) ε

2 (t) +
1

2

∫ t

0

σ̈sr (t− t′) (ε (t)− ε (t′))
2
dt′, (4.2)

koriste¢i (2.15)1, ili preko napona

P (t) =
d

dt

(
1

2
ε(g)cr σ2 (t) +

1

2

∫ t

0

ε̇cr (t− t′)σ2 (t′) dt′
)

+
1

2
ε̇cr (t)σ

2 (t) +
1

2

∫ t

0

(−ε̈cr (t) (t− t′)) (σ (t)− σ (t′))
2
dt′, (4.3)
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koriste¢i (2.15)2, pri £emu se £lanovi

W (t) =
1

2
σsr (t) ε

2 (t) +
1

2

∫ t

0

(−σ̇sr (t− t′)) (ε (t)− ε (t′))
2
dt′ > 0 i (4.4)

W (t) =
1

2
ε(g)cr σ2 (t) +

1

2

∫ t

0

ε̇cr (t− t′)σ2 (t′) dt′ > 0, (4.5)

koji se pojavljuju u (4.2) i (4.3) respektivno, mogu interpretirati kao energija po jedinici zapremine uskladi²tena
u viskoelasti£nom telu, uzimaju¢i u obzir memorijski karakter deformacije, odnosno napona, oteºana izvodom
modula relaksacije, odnosno funkcije puzanja, daju¢i informaciju o svojstvima materijala, pri £emu prvi £lanovi
u (4.4) i (4.5) podse¢aju na potencijalnu energiju elasti£nog tela sa Jangovim modulom zamenjenim modulom
relaksacije, odnosno funkcijom puzanja ra£unatom u po£etnom trenutku. Sa druge strane, £lanovi

P (t) =
1

2
(−σ̇sr (t)) ε

2 (t) +
1

2

∫ t

0

σ̈sr (t− t′) (ε (t)− ε (t′))
2
dt′ > 0 i (4.6)

P (t) =
1

2
ε̇cr (t)σ

2 (t) +
1

2

∫ t

0

(−ε̈cr (t) (t− t′)) (σ (t)− σ (t′))
2
dt′ > 0, (4.7)

koji se pojavljuju u (4.2) i (4.3) respektivno, mogu se interpretirati kao snaga disipacije po jedinici zapremine i
imaju dva tipa doprinosa: prvi koji je trenutan i zavisi od pozitivne i opadaju¢e funkcije −σ̇sr, odnosno ε̇cr, koja
je karakteristika materijala, i drugi doprinos koji je memorijskog tipa sa jezgrom zavisnim od osobina materijala.
Pozitivnost energije i snage disipacije obezbe�uje se osobinama modula relaksacije i funkcije puzanja, naime
zahtevom da je moduo relaksacije kompletno monotona funkcija, tj. da vaºi

σsr (t) ⩾ 0 i (−1)
k dk

dtk
σ̇sr (t) ⩽ 0, za t > 0, k ∈ N0, (4.8)

kao i zahtevom da je funkcija puzanja Bern²tajnova funkcija, tj. pozitivna funkcija sa kompletno monotonim
prvim izvodom. Treba naglasiti da su moduo relaksacije i funkcija puzanja, zajedno sa svojim izvodima, koji se
pojavljuju u izrazima za snagu po jedinici zapremine (4.2) i (4.3), tj. u (4.4) - (4.7), funkcije koje se razmatraju
za t > 0, budu¢i da su njihove vrednosti u t = 0 eksplicitno uzete u obzir prilikom izvo�enja konstitutivnog
modela (2.15) i izraza za snagu po jedinici zapremine.

Uvo�enjem energije i snage disipacije po jedinici zapremine, snaga po jedinici zapremine se moºe predstaviti
izrazom

P (t) =
d

dt
W (t) + P (t) , (4.9)

pri £emu prvi £lan odgovara elasti£nom tipu osobina viskoelasti£nog tela, dok drugi £lan odgovara njegovim
osobinama viskoznog tipa.

Izraz (4.2) za snagu po jedinici zapremine sledi iz

P (t) =
d

dt
(σsr (t) ∗ ε (t)) ε̇ (t) ,

²to se dobija iz (4.1) i (2.15)1, transformi²u¢i se u

P (t) =
d

dt

(
d

dt
(σsr (t) ∗ ε (t)) ε (t)

)
− d

dt

(
σ̇sr (t) ∗ ε (t) + σ(g)

sr ε (t)
)
ε (t)

=
d

dt

(
d

dt
(σsr (t) ∗ ε (t)) ε (t)

)
− d

dt
(σ̇sr (t) ∗ ε (t)) ε (t)−

d

dt

(
1

2
σ(g)
sr ε2 (t)

)
, (4.10)

kori²¢enjem izvoda proizvoda dve funkcije i izvoda konvolucije (2.16), jer se prva dva £lana u (4.10) transformi²u
u

d

dt
(σsr (t) ∗ ε (t)) ε (t)

=
1

2
σsr (t) ε

2 (t) +
1

2

d

dt

(
σsr (t) ∗ ε2 (t)

)
− 1

2

∫ t

0

σ̇sr (t− t′) (ε (t)− ε (t′))
2
dt′

=
1

2
σsr (t) ε

2 (t) +
1

2
σ̇sr (t) ∗ ε2 (t) +

1

2
σ(g)
sr ε2 (t)− 1

2

∫ t

0

σ̇sr (t− t′) (ε (t)− ε (t′))
2
dt′

i

d

dt
(σ̇sr (t) ∗ ε (t)) ε (t)
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=
1

2
σ̇sr (t) ε

2 (t) +
1

2

d

dt

(
σ̇sr (t) ∗ ε2 (t)

)
− 1

2

∫ t

0

σ̈sr (t− t′) (ε (t)− ε (t′))
2
dt′,

prema

d

dt
(k (t) ∗ u (t))u (t) = 1

2
k (t)u2 (t) +

1

2

d

dt

(
k (t) ∗ u2 (t)

)
− 1

2

∫ t

0

k̇ (t− t′) (u (t)− u (t′))
2
dt′ (4.11)

i prema izvodu konvolucije.
Sa druge strane, izraz (4.3) za snagu po jedinici zapremine sledi iz

P (t) =
d

dt

(
ε(g)cr σ (t) + ε̇cr (t) ∗ σ (t)

)
σ (t)

= ε(g)cr

d

dt

σ2 (t)

2
+

d

dt
(ε̇cr (t) ∗ σ (t))σ (t) ,

²to se dobija se iz (4.1) i (2.15)2, transformi²u¢i se u

P (t) =
1

2
ε(g)cr

d

dt
σ2 (t) +

1

2
ε̇cr (t)σ

2 (t) +
1

2

d

dt

(
ε̇cr (t) ∗ σ2 (t)

)
− 1

2

∫ t

0

ε̈cr (t− t′) (σ (t)− σ (t′))
2
dt′,

prema (4.11).

4.2 Moduo relaksacije i funkcija puzanja

Moduo relaksacije i funkcija puzanja igraju vaºnu ulogu u osobinama energetskog bilansa viskoelasti£nog tela,
budu¢i da, ako su ove funkcije respektivno kompletno monotona funkcija i Bern²tajnova funkcija, obezbe�uju
pozitivnost energije skladi²tene u viskoelasti£nom telu, videti (4.4) i (4.5), kao i pozitivnost snage disipacije,
vidti (4.6) i (4.7). Stoga se osobine modula relaksacije i funkcije puzanja, datih sa (4.13) i (4.14) u Laplasovom
domenu, ispituju u vremenskom domenu, a zaklju£ak je da moduo relaksacije i funkcija puzanja jesu respektivno
kompletno monotona i Bern²tajnova funkcija, ako parametri modela zadovoljavaju suºene termodinami£ke re-
strikcije i ukoliko moduo relaksacije i funkcija puzanja u Laplasovom domenu (4.13) i (4.14) nemaju polova,
dok se karakter modula relaksacije i funkcije puzanja u vremenskom domenu menja ukoliko oni u Laplasovom
domenu imaju polova. Naime, u slu£aju kada moduo relaksacije i funkcija puzanja u Laplasovom domenu (4.13)
i (4.14) imaju negativan realan pol, u izrazima za moduo relaksacije i funkciju puzanja u vremenskom domenu
postoji dodatni £lan koji eksponencijalno opada sa vremenom, dok u slu£aju kada moduo relaksacije i funkcija
puzanja u Laplasovom domenu (4.13) i (4.14) imaju par kompleksno konjugovanih polova sa negativnim realnim
delom, tada u izrazima za moduo relaksacije i funkciju puzanja u vremenskom domenu postoji dodatni £lan sa
izraºenim prigu²enim oscilatornim karakterom.

Konstitutivna jedna£ina koja povezuje napon i deformaciju (2.10) u Laplasovom domenu je, u slu£aju ter-
modinami£ki konzistentnih frakcionih Cenerovih i anti-Cenerovih modela, data izrazom

σ̃ (s) = sξ
ϕε (s)

ϕσ (s)
ε̃ (s) (4.12)

sa funkcijama ϕσ i ϕε, kao i eksponentom ξ, datim u tabeli 6.5. Stoga su moduo relaksacije i funkcija puzanja
u Laplasovom domenu, dati sa (2.12) u op²tem obliku za sve linearne frakcione modele, u slu£aju frakcionih
Cenerovih i anti-Cenerovih modela, dati sa

σ̃sr (s) =
1

s1−ξ

ϕε (s)

ϕσ (s)
, (4.13)

i

ε̃cr (s) =
1

s1+ξ

ϕσ (s)

ϕε (s)
. (4.14)

4.2.1 Moduo relaksacije

Za moduo relaksacije u vremenskom domenu se dobija izraz

σsr(t) = σ(NP)
sr (t) +


0, ako σ̃sr nema polova,

σ
(RP)
sr (t), ako σ̃sr ima negativan realan pol,

σ
(CCP)
sr (t), ako σ̃sr ima par kompleksno konjugovanih polova,

(4.15)
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primenom inverzne Laplasove transformacije u izrazu za moduo relaksacije u Laplasovom domenu σ̃sr, datom sa
(4.13), koriste¢i de�niciju i integraciju u kompleksnoj ravni zajedno sa Bromvi£evom konturom, sa funkcijama
σ
(NP)
sr , σ

(RP)
sr i σ(CCP)

sr koje su respektivno date sa

σ(NP)
sr (t) =

1

π

∫ ∞

0

1

ρ1−ξ

∣∣ϕε

(
ρeiπ

)∣∣
|ϕσ (ρe

iπ)|
sin
(
arg ϕε

(
ρeiπ

)
− arg ϕσ

(
ρeiπ

)
+ ξπ

)
e−ρtdρ, (4.16)

σ(RP)
sr (t) = − 1

ρ1−ξ
RP

|ϕε (sRP)|∣∣ϕ′
σ (sRP)

∣∣ cos (arg ϕε (sRP)− arg ϕ′
σ (sRP) + ξπ

)
e−ρRPt, (4.17)

σ(CCP)
sr (t) = 2

1

ρ1−ξ
CCP

|ϕε (sCCP)|∣∣ϕ′
σ (sCCP)

∣∣e−|Re sCCP|t cos
(
Im sCCPt+ arg ϕε (sCCP)− arg ϕ′

σ (sCCP)− (1− ξ)φCCP

)
, (4.18)

pri £emu je ϕ′
σ (s) = d

dsϕσ (s) i gde su polovi funkcije σ̃sr: sRP = ρRP e
iπ i sCCP = ρCCP e

iφCCP respektivno
negativna realna nula funkcije ϕσ i njena kompleksna nula koja ima negativan realni deo.

Ekvivalentan oblik funkcije σ
(NP)
sr , date sa (4.16), je

σ(NP)
sr (t) =

1

π

∫ ∞

0

1

ρ1−ξ

K (ρ)

|ϕσ (ρe
iπ)|2

e−ρtdρ, (4.19)

gde je

K (ρ) =
1

2i

(
eiξπϕε

(
ρeiπ

)
ϕ̄σ

(
ρeiπ

)
− e−iξπϕ̄ε

(
ρeiπ

)
ϕσ

(
ρeiπ

))
=
∣∣ϕε

(
ρeiπ

)∣∣ ∣∣ϕσ

(
ρeiπ

)∣∣ sin (arg ϕε

(
ρeiπ

)
− arg ϕσ

(
ρeiπ

)
+ ξπ

)
= cos (ξπ)

(
Imϕε

(
ρeiπ

)
Reϕσ

(
ρeiπ

)
− Reϕε

(
ρeiπ

)
Imϕσ

(
ρeiπ

))
+ sin (ξπ)

(
Reϕε

(
ρeiπ

)
Reϕσ

(
ρeiπ

)
+ Imϕε

(
ρeiπ

)
Imϕσ

(
ρeiπ

))
, (4.20)

izraz pogodan za ispitivanje kompletne monotonosti funkcije σ
(NP)
sr , ²to se obezbe�uje zahtevanjem da je

K (ρ) ⩾ 0, tj. sin
(
arg ϕε

(
ρeiπ

)
− arg ϕσ

(
ρeiπ

)
+ ξπ

)
⩾ 0 za ρ ⩾ 0, (4.21)

dok, ako uslovi (4.21) nisu zadovoljeni, funkcija σ
(NP)
sr moºe biti nemonotona. Funkcija σ

(RP)
sr je ili pozitivna

eksponencijalno opadaju¢a funkcija koja teºi u nulu ili negativna eksponencijalno rastu¢a funkcija koja tako�e
teºi u nulu, sa vremenskom konstantom ρRP koja se dobija kao negativan realan pol funkcije σ̃sr, videti (4.17), dok
je funkcija σ

(CCP)
sr oscilatorna funkcija sa eksponencijalno opadaju¢om amplitudom, £ija je ugaona frekvencija

odre�ena imaginarnim delom kompleksnog pola funkcije σ̃sr, tj. sa Im sCCP, i £iji je parametar prigu²enja
de�nisan realnim delom kompleksnog pola funkcije σ̃sr, tj. sa |Re sCCP| , videti (4.18).

Ako funkciju ϕσ, koja �guri²e u modulu relaksacije u Laplasovom domenu (4.13), £ine dva £lana, kao u
slu£aju modela ID.ID, ID.DD

+

, ID.IDD, ID.DDD
+

i ID.IDD
+

, videti tabelu 6.5, tada se moduo relaksacije
moºe zapisati preko dvoparametarske Mitag-Le�erove funkcije eξ,ζ,λ kao

σsr (t) =
b1
a2

eα+β,1−ξ+α+β,
a1
a2

(t) +
b2
a2

eα+β,1−ξ+α+β−λ,
a1
a2

(t) +
b3
a2

eα+β,1−ξ+α+β−κ,
a1
a2

(t) , (4.22)

pri £emu je b3 = 0 za modele ID.ID i ID.DD
+

, sa notacijom

eξ,ζ,λ (t) = tζ−1Eξ,ζ

(
−λtξ

)
, gde je Eξ,ζ (z) =

∞∑
n=0

zn

Γ (ξn+ ζ)
, (4.23)

videti [68]. Naime, moduo relaksacije u Laplasovom domenu (4.13) za navedene modele moºe se napisati kao

σ̃sr (s) =
1

s1−ξ

b1 + b2s
λ + b3s

κ

a1 + a2sα+β
,

videti tabelu 6.5, transformi²u¢i se u

σ̃sr (s) =
b1
a2

s−(1−ξ)

sα+β + a1

a2

+
b2
a2

s−(1−ξ−λ)

sα+β + a1

a2

+
b3
a2

s−(1−ξ−κ)

sα+β + a1

a2

,

²to daje moduo relaksacije u obliku (4.22) nakon primene Laplasove transformacije dvoparametarske Mitag-
Le�erove funkcije

eξ,ζ,λ (t) = L−1

[
sξ−ζ

sξ + λ

]
(t) . (4.24)
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Jo² jedan oblik integralne reprezentacije modula relaksacije, ve¢ datog sa (4.19) u slu£aju kada σ̃sr nema
polova, koriste¢i moduo relaksacije (4.22) izraºen preko dvoparametarske Mitag-Le�erove funkcije (4.23) i ko-
riste¢i integralnu reprezentaciju Mitag-Le�erove funkcije

eξ,ζ,λ (t) =
1

π

∫ ∞

0

λ sin ((ζ − ξ)π) + ρξ sin (ζπ)

|ρξeiξπ + λ|2
ρξ−ζe−ρtdρ, (4.25)

videti [68], pod uslovom da je ξ ∈ (0, 1) i ζ < 1 + ξ, dobija se kao

σsr (t) =
1

a2π

∫ ∞

0

1

ρ1−ξ

a1
a2

b1 sin (ξπ) + b2ρ
λ sin ((ξ + λ)π) + b3ρ

κ sin ((ξ + κ)π)∣∣∣ρα+βei(α+β)π + a1

a2

∣∣∣2
+ ρα+β b1 sin ((ξ − α− β)π) + b2ρ

λ sin ((ξ + λ− α− β)π) + b3ρ
κ sin ((ξ + κ− α− β)π)∣∣∣ρα+βei(α+β)π + a1

a2

∣∣∣2
 e−ρtdρ,

(4.26)

te je kompletna monotonost, pod uslovom da je α+ β ∈ (0, 1), obezbe�ena zahtevom da je funkcija

K (ρ) = a1b1 sin (ξπ) + a1b2ρ
λ sin ((ξ + λ)π) + a1b3ρ

κ sin ((ξ + κ)π) + a2b1ρ
α+β sin ((ξ − α− β)π)

+ a2b2ρ
α+β+λ sin ((ξ + λ− α− β)π) + a2b3ρ

α+β+κ sin ((ξ + κ− α− β)π)

nenegativna za ρ ⩾ 0. Treba naglasiti da se izrazi (4.19) i (4.26) za moduo relaksacije podudaraju.

4.2.2 Funkcija puzanja

Za funkciju puzanja u vremenskom domenu se dobija izraz

εcr(t) = ε(NP)
cr (t) +


0, ako ε̃cr nema polova,

ε
(RP)
cr (t), ako ε̃cr ima negativan realan pol,

ε
(CCP)
cr (t), ako ε̃cr ima par kompleksno konjugovanih polova,

(4.27)

sa funkcijama ε
(NP)
cr , ε

(RP)
cr i ε(CCP)

cr respektivno datim izrazima

ε(NP)
cr (t) =

1

π

∫ ∞

0

1

ρ1+ξ

∣∣ϕσ

(
ρeiπ

)∣∣
|ϕε (ρe

iπ)|
sin
(
arg ϕε

(
ρeiπ

)
− arg ϕσ

(
ρeiπ

)
+ ξπ

) (
1− e−ρt

)
dρ, (4.28)

ε(RP)
cr (t) = − 1

ρ1+ξ
RP

|ϕσ (sRP)|∣∣ϕ′
ε (sRP)

∣∣ cos (arg ϕ′
ε (sRP)− arg ϕσ (sRP) + ξπ

) (
1− e−ρRPt

)
, (4.29)

ε(CCP)
cr (t) = 2

1

ρ1+ξ
CCP

|ϕσ (sCCP)|∣∣ϕ′
ε (sCCP)

∣∣
×
(
e−|Re sCCP|t cos

(
Im sCCPt− arg ϕ′

ε (sCCP) + arg ϕσ (sCCP)− (1 + ξ)φCCP

)
− cos

(
arg ϕ′

ε (sCCP)− arg ϕσ (sCCP) + (1 + ξ)φCCP

))
, (4.30)

pri £emu je ϕ′
ε (s) = d

dsϕε (s) i gde su sRP = ρRP e
iπ i sCCP = ρCCP e

iφCCP respektivno negativna realna nula
funkcije ϕε i njena kompleksna nula koja ima negativan realni deo.

Ekvivalentan oblik funkcije ε
(NP)
cr , date sa (4.28), je

ε(NP)
cr (t) =

1

π

∫ ∞

0

1

ρ1+ξ

K (ρ)

|ϕε (ρe
iπ)|2

(
1− e−ρt

)
dρ, (4.31)

sa funkcijom K de�nisanom sa (4.20), te uslovi (4.21), koji obezbe�uju da je moduo relaksacije σ
(NP)
sr , videti

(4.19), kompletno monoton, tako�e obezbe�uju da je funkcija puzanja ε
(NP)
cr Bern²tajnova funkcija. Sa druge

strane, ako uslov (4.21) nije zadovoljen, tada funkcija ε
(NP)
cr moºe biti nemonotona. Funkcija ε

(RP)
cr je funkcija

koja kre¢e iz nule, te ili eksponencijalno raste ka pozitivnoj horizontalnoj asimptoti, ili eksponencijalno opada ka
negativnoj horizontalnoj asimptoti, £ija se vremenska konstanta ρRP dobija kao negativan realan pol funkcije ε̃cr,
videti (4.29), dok je funkcija ε

(CCP)
cr vertikalno pomerena oscilatorna funkcija sa eksponencijalno opadaju¢om
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amplitudom £ija je ugaona frekvencija de�nisana imaginarnim delom kompleksnog pola funkcije ε̃cr, tj. Im sCCP,
dok je parametar prigu²enja de�nisan kao realni deo kompleksnog pola funkcije ε̃cr, tj. |Re sCCP| , videti (4.30).

Ako funkciju ϕε, koja se pojavljuje u funkciji puzanja u Laplasovom domenu (4.14), £ine dva £lana, ²to je
slu£aj sa modelima ID.ID, ID.DD

+

, IID.ID, IDD.DD
+

, I
+

ID.ID i IDD
+

.DD
+

, videti tabelu 6.5, tada se funkija
puzanja moºe zapisati preko dvoparametarske Mitag-Le�erove funkcije eξ,ζ,λ, date sa (4.23), kao

εcr (t) =
a1
b2

e
α+β,1+ξ+α+β,

b1
b2

(t) +
a2
b2

e
α+β,1+ξ+α+β−λ,

b1
b2

(t) +
a3
b2

e
α+β,1+ξ+α+β−κ,

b1
b2

(t) , (4.32)

pri £emu je a3 = 0 za modele ID.ID i ID.DD
+

. Naime, funkcija puzanja u Laplasovom domenu (4.14) za
navedene modele se moºe napisati kao

ε̃cr (s) =
1

s1+ξ

a1 + a2s
λ + a3s

κ

b1 + b2sα+β
,

videti tabelu 6.5, transformi²u¢i se u

ε̃cr (s) =
a1
b2

s−(1+ξ)

sα+β + b1
b2

+
a2
b2

s−(1+ξ−λ)

sα+β + b1
b2

+
a3
b2

s−(1+ξ−κ)

sα+β + b1
b2

,

²to daje funkciju puzanja u obliku (4.32) nakon Laplasove transformacije dvoparametarske Mitag-Le�erove
funkcije, date sa (4.24).

Treba naglasiti da funkcija puzanja zapisana preko dvoparametarske Mitag-Le�erove funkcije (4.32) ne
dozvoljava integralnu reprezentaciju u obliku (4.25), jer uslov ζ < 1 + ξ nije zadovoljen za prvi £lan u (4.32).
Me�utim, prvi izvod funkcije puzanja (4.32), dat izrazom

ε̇cr (t) =
a1
b2

e
α+β,ξ+α+β,

b1
b2

(t) +
a2
b2

e
α+β,ξ+α+β−λ,

b1
b2

(t) +
a3
b2

e
α+β,ξ+α+β−κ,

b1
b2

(t) ,

prema osobini d
dteξ,ζ,λ (t) = eξ,ζ−1,λ (t) dvoparametarske Mitag-Le�erove funkcije, dozvoljava integralnu reprezentaciju

u obliku

ε̇cr (t) =
1

b2π

∫ ∞

0

1

ρξ

b1
b2

a1 sin (ξπ) + a2ρ
λ sin ((ξ − λ)π) + a3ρ

κ sin ((ξ − κ)π)∣∣∣ρα+βei(α+β)π + b1
b2

∣∣∣2
+ ρα+β a1 sin ((ξ + α+ β)π) + a2ρ

λ sin ((ξ − λ+ α+ β)π) + a3ρ
κ sin ((ξ − κ+ α+ β)π)∣∣∣ρα+βei(α+β)π + b1

b2

∣∣∣2
 e−ρtdρ,

(4.33)

prema izrazu (4.25), pod uslovom da je α+ β ∈ (0, 1), dakle, zahtevom da je funkcija

K (ρ) = a1b1 sin (ξπ) + a2b1ρ
λ sin ((ξ − λ)π) + a3b1ρ

κ sin ((ξ − κ)π)

+ a1b2 sin ((ξ + α+ β)π) + a2b2ρ
λ sin ((ξ − λ+ α+ β)π) + a3b2ρ

κ sin ((ξ − κ+ α+ β)π)

nenegativna, obezbe�uje se da je funkcija ε̇cr, videti (4.25), kompletno monotona i stoga je funkcija puzanja
Bern²tajnova funkcija. Treba primetiti da funkcija puzanja data sa (4.31) odgovara integralu (4.33), jer je
εcr (0) = 0.

4.2.3 Odre�ivanje izraza za moduo relaksacije i funkciju puzanja

Moduo relaksacije i funkcija puzanja imaju vaºnu ulogu u ispitivanju energetskog bilansa konstitutivnih modela,
stoga su izvedeni njihovi eksplicitni oblici za slu£aj termodinami£ki konzistentnih frakcionih Cenerovih i anti-
Cenerovih modela.

4.2.3.1 Odre�ivanje izraza za moduo relaksacije

Moduo relaksacije se dobija u obliku (4.15), sa£injen od funkcija datih sa (4.16), (4.17) i (4.18), inverznom
Laplasovom transformacijom modula relaksacije u Laplasovom domenu (4.13) prema de�niciji inverzne Laplasove
transformacije

σsr (t) = L−1 [σ̃sr (s)] (t) =
1

2πi

∫ p0+i∞

p0−i∞
σ̃sr (s) e

stds.
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Dakle, moduo relaksacije σsr u obliku σsr = σ
(NP)
sr i σsr = σ

(NP)
sr +σ

(RP)
sr se dobija primenom Ko²ijeve integralne

teoreme ∮
Γ(I,II)

σ̃sr (s) e
stds = 0, (4.34)

po²to funkcija σ̃sr ili nema polova i tada se integracija vr²i duº konture Γ(I), prikazane na slici 4.1, ili ima
negativan realan pol koji se nalazi izvan konture Γ(II), prikazane na slici 4.2, dok se moduo relaksacije σsr u
obliku σsr = σ

(NP)
sr + σ

(CCP)
sr dobija primenom Ko²ijeve teoreme o reziduumima∮

Γ(I)

σ̃sr (s) e
stds = 2πi

(
Res

(
σ̃sr (s) e

st, sCCP

)
+Res

(
σ̃sr (s) e

st, s̄CCP

))
, (4.35)

po²to funkcija σ̃sr ima sCCP i njemu kompleksno konjugovan s̄CCP kao polove koji se nalaze unutar konture Γ(I),
prikazane na slici 4.1.

Γ2 

Γ6 

Γ7 

Γ0 

Γ1 

Γ3 Γ4 

Γ5 

Re s

Im s

R 

r p0

Slika 4.1: Integraciona kontura Γ(I).

Γ0 : Bromvi£eva kontura,
Γ1 : s = p+ iR, p ∈ [0, p0] , p0 ≥ 0 proizvoljno,
Γ2 : s = Reiφ, φ ∈

[
π
2 , π

]
,

Γ3 : s = ρeiπ, ρ ∈ [r,R] ,
Γ4 : s = reiφ, φ ∈ [−π, π] ,
Γ5 : s = ρe−iπ, ρ ∈ [r,R] ,
Γ6 : s = Reiφ, φ ∈

[
−π,−π

2

]
,

Γ7 : s = p− iR, p ∈ [0, p0] , p0 ≥ 0 proizvoljno.

Tabela 4.1: Parametrizacija integracione konture Γ(I).

Γ2 

Γ6 

Γ7 

Γ0 

Γ1 

Γ3a Γ4 Re s

Im s

R 

r 
Γ3b

Γ5a

Γ8

Γ9Γ5b
p0

Slika 4.2: Integraciona kontura Γ(II).

Γ0 : Bromvi£eva kontura,
Γ1 : s = p+ iR, p ∈ [0, p0] , p0 ≥ 0,
Γ2 : s = Reiφ, φ ∈

[
π
2 , π

]
,

Γ3a ∪ Γ3b : s = ρeiπ, ρ ∈ [r,R] ,
Γ4 : s = reiφ, φ ∈ [−π, π] ,

Γ5a ∪ Γ5b : s = ρe−iπ, ρ ∈ [r,R] ,
Γ6 : s = Reiφ, φ ∈

[
−π,−π

2

]
,

Γ7 : s = p− iR, p ∈ [0, p0] , p0 ≥ 0,
Γ8 : s = −ρ∗ + reiφ, φ ∈ [0, π] ,
Γ9 : s = −ρ∗ + reiφ, φ ∈ [−π, 0].

Tabela 4.2: Parametrizacija integracione konture Γ(II).

U slu£aju kada moduo relaksacije u Laplasovom domenu (4.13) nema polova, Ko²ijeva integralna teorema
(4.34), sa konturom Γ(I) prikazanom na slici 4.1, uzimaju¢i u obzir integrale koji imaju nenulti doprinos, daje∫

Γ0

σ̃sr (s) e
stds+

∫
Γ3

σ̃sr (s) e
stds+

∫
Γ5

σ̃sr (s) e
stds = 0, (4.36)

²to, prema parameterizacijama kontura Γ3 i Γ5, datim u tabeli 4.1, u limesu kada r → 0 i R → ∞ postaje

2πiσsr (t) +

∫ 0

∞

1

ρ1−ξei(1−ξ)π

ϕε

(
ρeiπ

)
ϕσ (ρe

iπ)
eρte

iπ

eiπdρ+

∫ ∞

0

1

ρ1−ξe−i(1−ξ)π

ϕε

(
ρe−iπ

)
ϕσ (ρe

−iπ)
eρte

−iπ

e−iπdρ = 0, (4.37)

transformi²u¢i se u

σsr (t) = σ(NP)
sr (t)

=
1

2πi

∫ ∞

0

1

ρ1−ξ

ei(1−ξ)πϕ̄ε

(
ρeiπ

)
ϕσ

(
ρeiπ

)
− e−i(1−ξ)πϕε

(
ρeiπ

)
ϕ̄σ

(
ρeiπ

)
|ϕσ (ρe

iπ)|2
e−ρtdρ, tj.

σsr (t) = σ(NP)
sr (t)

=
1

2πi

∫ ∞

0

1

ρ1−ξ

∣∣ϕε

(
ρeiπ

)∣∣
|ϕσ (ρe

iπ)|

(
ei(1−ξ)π−arg ϕε(ρeiπ)+arg ϕσ(ρeiπ) − e−i(1−ξ)π+arg ϕε(ρeiπ)−arg ϕσ(ρeiπ)

)
e−ρtdρ,
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ekvivalentno izrazu (4.16), odnosno izrazu (4.19) koji sadrºi funkciju K, datu sa (4.20).
Pored integrala duº kontura Γ3a∪Γ3b i Γ5a∪Γ5b, koje su deo konture Γ(II) sa slike 4.2, i integrali duº kontura

Γ8 i Γ9 imaju nenulti doprinos u slu£aju kada moduo relaksacije u Laplasovom domenu (4.13) ima negativan
realan pol sRP = ρRP e

iπ, te Ko²ijeva integralna teorema (4.34) daje∫
Γ0

σ̃sr (s) e
stds+

∫
Γ3a∪Γ3b

σ̃sr (s) e
stds+

∫
Γ5a∪Γ5b

σ̃sr (s) e
stds+

∫
Γ8

σ̃sr (s) e
stds+

∫
Γ9

σ̃sr (s) e
stds = 0,

gde su prva tri £lana ve¢ de�nisana sa (4.37), a preostali £lanovi, koji sadrºe integrale duº kontura Γ8 i Γ9,
parameterizovanih kao u tabeli 4.2, transformi²u prethodni izraz u

2πiσsr (t) + 2πiσ(NP)
sr (t)+

∫ 0

π

1

(sRP + reiφ)
1−ξ

ϕε

(
sRP + reiφ

)
ϕσ (sRP + reiφ)

e(sRP+reiφ)tireiφdφ

+

∫ −π

0

1

(s̄RP + reiφ)
1−ξ

ϕε

(
s̄RP + reiφ

)
ϕσ (s̄RP + reiφ)

e(s̄RP+reiφ)tireiφdφ = 0,

u limesu kada r → 0 i R → ∞, te je

σsr (t) = σ(NP)
sr (t) + σ(RP)

sr (t) ,

sa

σ(RP)
sr (t) =

1

2πi

(
−iπ

1

s1−ξ
RP

ϕε (sRP)

ϕ′
σ (sRP)

esRPt − iπ
1

s̄1−ξ
RP

ϕε (s̄RP)

ϕ′
σ (s̄RP)

es̄RPt

)
= −1

2

1

ρ1−ξ
RP

e−i(1−ξ)πϕε (sRP) ϕ̄
′
σ (sRP) + ei(1−ξ)πϕ̄ε (sRP)ϕ

′
σ (sRP)∣∣ϕ′

σ (sRP)
∣∣2 e−ρRPt

svode¢i se na izraz dat sa (4.17). Za integral duº konture Γ8 dobija se

lim
r→0

∫
Γ8

σ̃sr (s) e
stds = lim

r→0

∫ 0

π

1

(sRP + reiφ)
1−ξ

ϕε

(
sRP + reiφ

)
ϕσ (sRP + reiφ)

e(sRP+reiφ)tireiφdφ

= lim
r→0

∫ 0

π

1

(sRP + reiφ)
1−ξ

ϕε

(
sRP + reiφ

)
ϕσ (sRP) + ϕ′

σ (s) (s− sRP)
∣∣
s=sRP+reiφ

+ . . .
e(sRP+reiφ)tireiφdφ

= −iπ
1

s1−ξ
RP

ϕε (sRP)

ϕ′
σ (sRP)

esRPt,

razvojem funkcije ϕσ u red i uzimaju¢i u obzir da je ϕσ (sRP) = 0, a sli£no se ra£una i integral duº konture Γ9

daju¢i

lim
r→0

∫
Γ9

σ̃sr (s) e
stds = −iπ

1

s̄1−ξ
RP

ϕε (s̄RP)

ϕ′
σ (s̄RP)

es̄RPt.

Na desnoj strani jedna£ine (4.36), £lan koji poti£e od reziduuma prisutan je kada funkcija σ̃sr, data sa (4.13),
ima par kompleksno konjugovanih polova sCCP i s̄CCP, budu¢i da Ko²ijeva teorema o reziduumima (4.35), sa
konturom Γ(I) predstavljenom na slici 4.1, pri £emu su polovi unutar oblasti ograni£ene konturom, uzimaju¢i u
obzir integrale sa nenultim doprinosom, daje∫

Γ0

σ̃sr (s) e
stds+

∫
Γ3

σ̃sr (s) e
stds+

∫
Γ5

σ̃sr (s) e
stds = 2πi

(
Res

(
σ̃sr (s) e

st, sCCP

)
+Res

(
σ̃sr (s) e

st, s̄CCP

))
,

²to postaje
σsr (t)− σ(NP)

sr (t) = σ(CCP)
sr (t) ,

gde je

σ(CCP)
sr (t) =

1

ρ1−ξ
CCPei(1−ξ)φCCP

ϕε (sCCP)

ϕ′
σ (sCCP)

eRe sCCPt+i Im sCCPt

+
1

ρ1−ξ
CCPe−i(1−ξ)φCCP

ϕε (s̄CCP)

ϕ′
σ (s̄CCP)

eRe s̄CCPt+i Im s̄CCPt

=
1

ρ1−ξ
CCP

eRe sCCPt

(
ϕε (sCCP)

ϕ′
σ (sCCP)

ei Im sCCPt

ei(1−ξ)φCCP
+

ϕε (s̄CCP)

ϕ′
σ (s̄CCP)

ei Im s̄CCPt

e−i(1−ξ)φCCP

)
=

1

ρ1−ξ
CCP

e−|Re sCCP|t
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× ei(Im sCCPt−(1−ξ)φCCP)ϕε (sCCP) ϕ̄
′
σ (sCCP) + e−i(Im sCCPt−(1−ξ)φCCP)ϕ̄ε (sCCP)ϕ

′
σ (sCCP)∣∣ϕ′

σ (sCCP)
∣∣2 ,

izraz koji se svodi na (4.18).
Preostaje da se pokaºe da integrali duº kontura Γ1, Γ2, Γ4, Γ6 i Γ7, kao delova kontoura Γ(I) i Γ(II) sa slika

4.1 i 4.2, imaju nulti doprinos i u Ko²ijevoj integralnoj teoremi i u Ko²ijevoj teoremi o reziduumima, videti
(4.34) i (4.35), u limesu kada r → 0 i R → ∞.

Integral duº konture Γ1

IΓ1
=

∫ 0

p0

1

(p+ iR)
1−ξ

ϕε (p+ iR)

ϕσ (p+ iR)
e(p+iR)tdp,

u kojem je iskori²¢ena parametrizacija data u tabelama 4.1 i 4.2, ima nulti doprinos jer njegova apsolutna
vrednost daje

|IΓ1
| ⩽

∫ p0

0

1

|p+ iR|1−ξ

|ϕε (p+ iR)|
|ϕσ (p+ iR)|

eptdp

⩽
∫ p0

0

1

R1−ξ
∣∣1− i pR

∣∣1−ξ

|ϕε (p+ iR)|
|ϕσ (p+ iR)|

eptdp

⩽
∫ p0

0

1

R1−ξ

|ϕε (p+ iR)|
|ϕσ (p+ iR)|

eptdp

⩽
∫ p0

0

1

R1−ξ−ζR
eptdp → 0, za R → ∞,

ako funkcije ϕε i ϕσ, koje su stepene funkcije, videti tabelu 6.5, zadovoljavaju
|ϕε(p+iR)|
|ϕσ(p+iR)| ∼ RζR , gde je ζR < 1−ξ

kada R → ∞ za p ∈ [0, p0] . Sli£nom arumentacijom se pokazuje da integral duº konture Γ7 tako�e daje nulti
doprinos.

Za integral duº konture Γ2, parametrizacijom kao u tabelama 4.1 i 4.2, se dobija izraz

IΓ2
=

∫ π

π
2

1

R1−ξei(1−ξ)φ

ϕε

(
Reiφ

)
ϕσ (Reiφ)

eRteiφ iReiφdφ

koji daje nulti doprinos, ²to se pokazuje razmatranjem njegove apsolutne vrednosti

|IΓ2 | ⩽
∫ π

π
2

Rξ

∣∣ϕε

(
Reiφ

)∣∣
|ϕσ (Reiφ)|

eRtcosφdφ → 0, za R → ∞,

budu¢i da eRtcosφ → 0 za φ ∈
[
π
2 , π

]
kada R → ∞ i da su ϕε i ϕσ stepene funkcije, videti tabelu 6.5. Integral

duº konture Γ6 tako�e ima nulti doprinos, ²to se pokazuje sli£nom argumentacijom.

Ukoliko su stepene funkcije ϕε i ϕσ, videti tabelu 6.5, takve da je |ϕε(reiφ)|
|ϕσ(re

iφ)| ∼ 1
rζr

, pri £emu je ζr < ξ kada
r → 0 za φ ∈ [−π, π] , moºe se pokazati da integral duº konture Γ4 ima nulti doprinos, budu¢i da, prema
parametrizaciji datoj u tabelama 4.1 i 4.2, je integral dat izrazom

IΓ4
=

∫ −π

π

1

r1−ξei(1−ξ)φ

ϕε

(
reiφ

)
ϕσ (re

iφ)
erte

iφ

ireiφdφ,

te je

|IΓ4
| ⩽

∫ π

−π

rξ
∣∣ϕε

(
reiφ

)∣∣
|ϕσ (re

iφ)|
ertcosφdφ

⩽
∫ π

−π

rξ−ζrdφ → 0, za r → 0.

4.2.3.2 Odre�ivanje izraza za funkciju puzanja

Funkcija puzanja u obliku (4.27), koja sadrºi funkcije date sa (4.28), (4.29) i (4.30), dobija se prema

εcr (t) =

∫ t

0

ϵcr (t
′) dt′, (4.38)

²to je posledica izbora da se razmatra funkcija

ϵ̃cr (s) = sε̃cr (s) =
1

sξ
ϕσ (s)

ϕε (s)
, (4.39)
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£ijom se inverznom Laplasovom transformacijom dobija

ϵcr (t) =
d

dt
εcr (t) + ε(g)cr δ (t) =

d

dt
εcr (t) ,

sa vredno²¢u funkcije puzanja u nuli ε(g)cr = limt→0 εcr (t) = lims→∞ sε̃cr (s) = lims→∞
1
sξ

ϕσ(s)
ϕε(s)

= 0 za sve razma-
trane frakcione Cenerove i anti-Cenerove modele, umesto izbora da se razmatra funkcija puzanja u Laplasovom
domenu (4.14). Funkcija ϵcr se dobija kori²¢enjem de�nicije inverzne Laplasove transformacije primenjene na
funkciju ϵ̃cr, videti (4.39), i integracijom u kompleksnoj ravni duº Bromvi£eve konture, odnosno

ϵcr (t) =
1

2πi

∫ p0+i∞

p0−i∞
ϵ̃cr (s) e

stds. (4.40)

²tavi²e, funkcija puzanja εcr u oblicima εcr = ε
(NP)
cr i εcr = ε

(NP)
cr + ε

(RP)
cr se dobija prema (4.38), sa funkcijom

ϵcr ra£unatom kori²¢enjem Ko²ijeve integralne teoreme∮
Γ(I,II)

ϵ̃cr (s) e
stds = 0, (4.41)

pri £emu se integracija primenjuje ili duº konture Γ(I), predstavljene na slici 4.1, ako funkcija ϵ̃cr nema polova,
ili duº konture Γ(II), predstavljene na slici 4.2, ako funkcija ϵ̃cr ima negativan realan pol koji se nalazi izvan
konture Γ(II), dok se funkcija puzanja εcr u obliku εcr = ε

(NP)
cr + ε

(CCP)
cr dobija prema (4.38), sa funkcijom ϵcr

ra£unatom pomo¢u Ko²ijeve teoreme o reziduumima∮
Γ(I)

ϵ̃cr (s) e
stds = 2πi

(
Res

(
ϵ̃cr (s) e

st, sCCP

)
+Res

(
ϵ̃cr (s) e

st, s̄CCP

))
, (4.42)

po²to funkcija ϵ̃cr ima sCCP i njemu kompleksno konjugovan s̄CCP kao polove koji se nalaze unutar konture Γ(I),
predstavljene na slici 4.1.

Naime, u slu£aju kada funkcija ϵ̃cr, data sa (4.39), nema polova, Ko²ijeva integralna teorema (4.41), sa
konturom Γ(I) predstavljenoj na slici 4.1, izostavljanjem integrala koji daju nulti doprinos, daje∫

Γ0

ϵ̃cr (s) e
stds+

∫
Γ3

ϵ̃cr (s) e
stds+

∫
Γ5

ϵ̃cr (s) e
stds = 0,

pri £emu integrali duº kontura Γ0, Γ3 i Γ5, parameterizovani kao u tabeli 4.1, u limesu kada r → 0 i R → ∞
postaju

2πi ϵcr (t) +

∫ 0

∞

1

ρξeiξπ
ϕσ

(
ρeiπ

)
ϕε (ρe

iπ)
eρte

iπ

eiπdρ+

∫ ∞

0

1

ρξe−iξπ

ϕσ

(
ρe−iπ

)
ϕε (ρe

−iπ)
eρte

−iπ

e−iπdρ = 0, (4.43)

transformi²u¢i se u

ϵcr (t) = ϵ(NP)
cr (t)

=
1

2πi

∫ ∞

0

1

ρξ
eiξπϕε

(
ρeiπ

)
ϕ̄σ

(
ρeiπ

)
− e−iξπϕ̄ε

(
ρeiπ

)
ϕσ

(
ρeiπ

)
|ϕε (ρe

iπ)|2
e−ρtdρ

=
1

π

∫ ∞

0

1

ρξ
K (ρ)

|ϕε (ρe
iπ)|2

e−ρtdρ, tj.

ϵcr (t) = ϵ(NP)
cr (t)

=
1

2πi

∫ ∞

0

1

ρξ

∣∣ϕσ

(
ρeiπ

)∣∣
|ϕε (ρe

iπ)|

(
ei(ξπ+arg ϕε(ρeiπ)−arg ϕσ(ρeiπ)) − e−i(ξπ+arg ϕε(ρeiπ)−arg ϕσ(ρeiπ))

)
e−ρtdρ

=
1

π

∫ ∞

0

1

ρξ

∣∣ϕσ

(
ρeiπ

)∣∣
|ϕε (ρe

iπ)|
sin
(
arg ϕε

(
ρeiπ

)
− arg ϕσ

(
ρeiπ

)
+ ξπ

)
e−ρtdρ,

²to, prema (4.38) i prema izrazu (4.20) za funkciju K, postaje funkcija puzanja ε
(NP)
cr u ekvivalentnim oblicima

(4.28) i (4.31).
Sa duge strane, ako funkcija ϵ̃cr, data sa (4.39), ima negativan realan pol sRP = ρRP e

iπ, tada Ko²ijevoj
integralnoj teoremi (4.41) odgovara kontura Γ(II) sa slike 4.2, te, pored integrala duº kontura Γ3a ∪ Γ3b i
Γ5a ∪ Γ5b, doprinos daju i integrali duº kontura Γ8 i Γ9, impliciraju¢i izraz∫

Γ0

ϵ̃cr (s) e
stds+

∫
Γ3a∪Γ3b

ϵ̃cr (s) e
stds+

∫
Γ5a∪Γ5b

ϵ̃cr (s) e
stds+

∫
Γ8

ϵ̃cr (s) e
stds+

∫
Γ9

ϵ̃cr (s) e
stds = 0,
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sa prva tri £lana ve¢ de�nisana sa (4.43) i sa preostalim £lanovima ra£unatim duº kontura Γ8 i Γ9, parametri-
zovanih kao u tabeli 4.2, transformi²u¢i prethodni izraz, u limesu kada r → 0 i R → ∞, u

2πi ϵcr (t) + 2πi ϵ(NP)
cr (t) +

∫ 0

π

1

(sRP + reiφ)
ξ

ϕσ

(
sRP + reiφ

)
ϕε (sRP + reiφ)

e(sRP+reiφ)tireiφdφ

+

∫ −π

0

1

(s̄RP + reiφ)
ξ

ϕσ

(
s̄RP + reiφ

)
ϕε (s̄RP + reiφ)

e(s̄RP+reiφ)tireiφdφ = 0,

²to postaje

ϵcr (t) = ϵ(NP)
cr (t) +

1

2πi

(
−iπ

1

sξRP

ϕσ (sRP)

ϕ′
ε (sRP)

esRPt − iπ
1

s̄ξRP

ϕσ (s̄RP)

ϕ′
ε (s̄RP)

es̄RPt

)
= ϵ(NP)

cr (t)− 1

2

1

ρξRP

e−iξπϕ̄
′
ε (sRP)ϕσ (sRP) + eiξπϕ′

ε (sRP) ϕ̄σ (sRP)∣∣ϕ′
ε (sRP)

∣∣2 e−ρRPt,

pri £emu se poslednji £lan transformi²e u

ϵ(RP)
cr (t) = − 1

ρξRP

|ϕσ (sRP)|∣∣ϕ′
ε (sRP)

∣∣ cos (arg ϕ′
ε (sRP)− arg ϕσ (sRP) + ξπ

)
e−ρRPt,

daju¢i funkciju ε
(RP)
cr u obliku (4.29), prema (4.38). Integral duº konture Γ8 se ra£una kao

lim
r→0

∫
Γ8

ϵ̃cr (s) e
stds = lim

r→0

∫ 0

π

1

(sRP + reiφ)
ξ

ϕσ

(
sRP + reiφ

)
ϕε (sRP + reiφ)

e(sRP+reiφ)tireiφdφ

= lim
r→0

∫ 0

π

1

(sRP + reiφ)
ξ

ϕσ

(
sRP + reiφ

)
ϕε (sRP) + ϕ′

ε (s) (s− sRP)
∣∣
s=sRP+reiφ

+ . . .
e(sRP+reiφ)tireiφdφ

= −iπ
1

sξRP

ϕσ (sRP)

ϕ′
ε (sRP)

esRPt,

razvojem funkcije ϕε u red i uzimaju¢i u obzir da je ϕε (sRP) = 0, dok sli£an ra£un daje integral duº konture Γ9

u obliku

lim
r→0

∫
Γ9

ϵ̃cr (s) e
stds = −iπ

1

s̄ξRP

ϕσ (s̄RP)

ϕ′
ε (s̄RP)

es̄RPt.

Dodatno, kada funkcija ϵ̃cr, videti (4.39), ima par kompleksno konjugovanih polova sCCP i s̄CCP, koji se
nalaze unutar oblasti ograni£ene konturom Γ(I) predstavljenoj na slici 4.1, Ko²ijeva teorema o reziduumima
(4.42), izostavljaju¢i integrale koji imaju nulti doprinos, daje∫

Γ0

ϵ̃cr (s) e
stds+

∫
Γ3

ϵ̃cr (s) e
stds+

∫
Γ5

ϵ̃cr (s) e
stds = 2πi

(
Res

(
ϵ̃cr (s) e

st, sCCP

)
+Res

(
ϵ̃cr (s) e

st, s̄CCP

))
,

²to, u limesu kada r → 0 i R → ∞ i sa £lanovima na levoj strani prethodnog izraza ve¢ de�nisanim sa (4.43),
postaje

ϵcr (t)− ϵ(NP)
cr (t) = ϵ(CCP)

cr (t) ,

sa

ϵ(CCP)
cr (t) =

1

ρξCCPeiξφCCP

ϕσ (sCCP)

ϕ′
ε (sCCP)

eRe sCCPt+i Im sCCPt

+
1

ρξCCPe−iξφCCP

ϕσ (s̄CCP)

ϕ′
ε (s̄CCP)

eRe s̄CCPt+i Im s̄CCPt

=
1

ρξCCP

eRe sCCPt

(
1

eiξφCCP

ϕσ (sCCP)

ϕ′
ε (sCCP)

ei Im sCCPt +
1

e−iξφCCP

ϕσ (s̄CCP)

ϕ′
ε (s̄CCP)

ei Im s̄CCPt

)
=

1

ρξCCP

e−|Re sCCP|t

× ei(Im sCCPt−ξφCCP)ϕ̄
′
ε (sCCP)ϕσ (sCCP) + e−i(Im sCCPt−ξφCCP)ϕ′

ε (sCCP) ϕ̄σ (sCCP)∣∣ϕ′
ε (sCCP)

∣∣2
= 2

1

ρξCCP

|ϕσ (sCCP)|∣∣ϕ′
ε (sCCP)

∣∣e−|Re sCCP|t cos
(
Im sCCPt− arg ϕ′

ε (sCCP) + arg ϕσ (sCCP)− ξφCCP

)
,
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impliciraju¢i, prema (4.38), da je

εcr (t) = ε(NP)
cr (t) + ε(CCP)

cr (t) ,

sa

ε(CCP)
cr (t) = 2

1

ρ1+ξ
CCP

|ϕσ (sCCP)|∣∣ϕ′
ε (sCCP)

∣∣
×
(
e−|Re sCCP|t cos

(
Im sCCPt− arg ϕ′

ε (sCCP) + arg ϕσ (sCCP)− (1 + ξ)φCCP

)
− cos

(
arg ϕ′

ε (sCCP)− arg ϕσ (sCCP) + (1 + ξ)φCCP

))
,

pri £emu je iskori²¢en integral∫ t

0

eµt
′
cos (ωt′ + ϕ) dt′ =

1

µ2 + ω2

(
eµt (ω sin (ωt+ ϕ) + µ cos (ωt+ ϕ))− (ω sinϕ+ µ cosϕ)

)
=

1√
µ2 + ω2

(
eµt cos (ωt+ ϕ− φ)− cos (ϕ− φ)

)
sa smenom µ = Re sCCP, ω = Im sCCP, ϕ = − arg ϕ′

ε (sCCP) + arg ϕσ (sCCP)− ξφCCP i φ = arctg ω
µ = φCCP.

Integrali duº kontura Γ1 (Γ7), Γ2 (Γ6) i Γ4 teºe u nulu u Ko²ijevoj integralnoj teoremi (4.41) i Ko²ijevoj
teoremi o reziduumima (4.42) u limesu kada r → 0 i R → ∞. Naime, ako stepene funkcije ϕε i ϕσ, videti tabelu
6.5, zadovoljavaju uslove

|ϕε (p+ iR)|
|ϕσ (p+ iR)|

∼ RζR , kada R → ∞ za p ∈ [0, p0] ,∣∣ϕε

(
reiφ

)∣∣
|ϕσ (re

iφ)|
∼ 1

rζr
, kada r → 0 za φ ∈ [−π, π] ,

koji su ve¢ nametnuti u poglavlju 4.2.3.1 radi obezbe�ivanja nultih doprinosa integrala funkcije σ̃sr (s) e
st duº

kontura Γ1 (Γ7), Γ2 (Γ6) i Γ4, tada je tako�e

|ϕσ (p+ iR)|
|ϕε (p+ iR)|

∼ 1

RζR
, kada R → ∞ za p ∈ [0, p0] , (4.44)∣∣ϕσ

(
reiφ

)∣∣
|ϕε (re

iφ)|
∼ rζr , kada r → 0 za φ ∈ [−π, π] , (4.45)

zbog sli£nih oblika modula relaksacije u Laplasovom domenu i funkcije ϵ̃cr, videti (4.13) i (4.39), te integrali
duº kontura Γ1 (Γ7) i Γ4 imaju nulti doprinos, ako je ζR > −ξ i ζr > − (1− ξ), impliciraju¢i uslove

−ξ < ζR < 1− ξ i − (1− ξ) < ζr < ξ (4.46)

pri £emu su ζR < 1− ξ i ζr < ξ ve¢ prethodno nametnuti uslovi, dok je nulti doprinos integrala duº konture Γ2

(Γ6) prosto obezbe�en zbog £injenice da su ϕε i ϕσ stepene funkcije.

4.2.4 Poloºaj i broj nula funkcija ϕσ i ϕε

Funkcije ϕσ i ϕε u slu£aju frakcionog Cenerovog i anti-Cenerovog modela se svode na neku od slede¢e tri forme

ϕ (s) =

{
asξ + b,

as1+ξ + b,
ϕ (s) =

{
asξ + bsζ + c,

as1+ξ + bsζ + c
i ϕ (s) = as2ξ + bsξ + c,

videti tabelu 6.5, gde su a, b, c > 0 i ξ, ζ ∈ (0, 1) . Funkcije koje sadrºe stepene kompleksne varijable s koji su u
intervalu (0, 1), kao ²to je dobro poznato, nemaju nula u glavnoj Rimanovoj grani, tj. za arg s ∈ (−π, π), dok
funkcije sa stepenom vode¢eg £lana u intervalu (1, 2) mogu da nemaju nula, mogu da imaju negativnu realnu
nulu, ali mogu da imaju i par kompleksno konjugovanih nula sa negativnim realnim delom, o £emu je re£ u
nastavku.
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4.2.4.1 Funkcija koja sadrºi dva £lana

Funkcije ϕσ i ϕε u slu£aju modela ID.ID su oblika

ϕ (s) = as1+ξ + b, s ∈ C, arg s ∈ (−π, π) ,

videti tabelu 6.5, gde su a, b > 0 i ξ ∈ (0, 1) . Pokazuje se da funkcija ϕ ima par kompleksno konjugovanih nula

sCCP =

(
b

a

) 1
1+ξ

ei
π

1+ξ i s̄CCP =

(
b

a

) 1
1+ξ

e−i π
1+ξ ,

sa negativnim realnim delom.
Realni i imaginarni deo funkcije ϕ, uvr²tavanjem s = ρeiφ, postaju

Reϕ (ρ, φ) = aρ1+ξ cos ((1 + ξ)φ) + b i Imϕ (ρ, φ) = aρ1+ξ sin ((1 + ξ)φ) ,

te Imϕ (ρ, φ) = 0 implicira da je φk = kπ
1+ξ . Iz zahteva da argument odgovara prvoj Rimanovoj grani φk ∈

(−π, π) sledi nejednakost − (1 + ξ) ⩽ k ⩽ (1 + ξ), impliciraju¢i da je k ∈ {−1, 0, 1} , zbog £ega se realni deo
funkcije ϕ transformi²e u izraz

Reϕ (ρ, φk) = aρ1+ξ cos (kπ) + b,

koji je jednak nuli za k ∈ {−1, 1} , ako je ρ =
(
b
a

) 1
1+ξ , dok je Reϕ (ρ, φ0) = aρ1+ξ + b > 0 za k = 0. Stoga su

s1 =
(
b
a

) 1
1+ξ ei

π
1+ξ i s−1 =

(
b
a

) 1
1+ξ e−i π

1+ξ nule funkcije ϕ.

4.2.4.2 Funkcija koja sadrºi tri £lana

Funkcije ϕσ i ϕε u slu£aju modela IID.IID i IDD.IDD mogu biti oblika

ϕ (s) = as1+ξ + bsζ + c, s ∈ C, arg s ∈ (−π, π) ,

videti tabelu 6.5, gde je a, b, c > 0 i ξ, ζ ∈ (0, 1) . Pokazuje se da funkcija ϕ ima: par kompleksno konjugovanih
nula sa negativnim realnim delom ako je Reϕ (ρ∗, π) > 0, negativnu realnu nulu s = −ρ∗ ako je Reϕ (ρ∗, π) = 0,

odnosno nema nula ako je Reϕ (ρ∗, π) < 0, gde je Reϕ dato sa (4.47)1 i gde je ρ∗ =
(

b
a
sin(ζπ)
sin(ξπ)

) 1
1+ξ−ζ

.

Realni i imaginarni deo funkcije ϕ, uvr²tavanjem s = ρeiφ, postaju

Reϕ (ρ, φ) = aρ1+ξ cos ((1 + ξ)φ)+bρζ cos (ζφ)+c i Imϕ (ρ, φ) = aρ1+ξ sin ((1 + ξ)φ)+bρζ sin (ζφ) . (4.47)

Na osnovu (4.47)2, sledi da je Imϕ (ρ,−φ) = − Imϕ (ρ, φ) impliciraju¢i da su s0 = ρ0e
iφ0 i njemu kompleksno

konjugovan s̄0 = ρ0e
−iφ0 nule funkcije ϕ, te je dovoljno razmatrati samo gornju kompleksnu poluravan. Tako�e,

nema nula funkcije ϕ koje leºe u desnoj kompleksnoj poluravni, jer je Imϕ (ρ, φ) > 0 za φ ∈
(
0, π

2

)
i ²tavi²e nema

pozitivnih realnih nula funkcije ϕ, jer je Reϕ (ρ, 0) > 0. Stoga se nule funkcije ϕ nalaze u levoj kompleksnoj
poluravni.

Da bi se pokazalo da funkcija ϕ ima jednu nulu u drugom kvadrantu, koriste se princip argumenta i kontura
γ, prikazana na slici 4.3. Princip argumenta tvrdi da je broj nula N funkcije ϕ unutar oblasti ograni£ene
konturom γ, ukoliko funkcija ϕ nema polova unutar navedene oblasti, odre�en izrazom ∆arg ϕ (s) = 2πN , gde
kompleksna promenljiva s uzima vrednosti duº konture γ.

Re s

Im s

R 

r 

γ2

γ1

γ3 γ4

Slika 4.3: Kontura γ.

γ1 : s = ρei
π
2 , ρ ∈ [r,R] ,

γ2 : s = Reiφ, φ ∈
[
π
2 , π

]
,

γ3 : s = ρeiπ, ρ ∈ [r,R] ,
γ4 : s = reiφ, φ ∈

[
π
2 , π

]
.

Tabela 4.3: Parametrizacija konture γ.

Argument kompleksnih brojeva s koji pripadaju konturi γ1 ima �ksnu vrednost φ = π
2 , dok se njihov moduo

menja tako da je ρ ∈ (r,R), videti parameterizaciju datu u tabeli 4.3, stoga je

Imϕ
(
ρ,

π

2

)
= aρ1+ξ cos

ξπ

2
+ bρζ sin

ζπ

2
> 0,
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prema (4.47), ²to tako�e implicira da funkcija ϕ nema £isto imaginarnih nula. Asimptotika realnog i imaginarnog
dela (4.47) funkcije ϕ, je

Reϕ
(
r,
π

2

)
∼ c i Imϕ

(
r,
π

2

)
∼ brζ sin

ζπ

2
→ 0+, za r → 0, kao i

Reϕ
(
R,

π

2

)
∼ −aR1+ξ sin

ξπ

2
→ −∞ i Imϕ

(
R,

π

2

)
∼ aR1+ξ cos

ξπ

2
→ ∞, za R → ∞,

tako da je
∣∣ϕ (R, π

2

)∣∣ ∼ aR1+ξ → ∞ i tg arg ϕ
(
R, π

2

)
∼ −tg ξπ

2 , impliciraju¢i arg ϕ
(
R, π

2

)
∼ π − ξπ

2 ∈
(
π
2 , π

)
.

Stoga, kao se s menja duº konture γ1, argument funkcije ϕ se menja od nule do π − ξπ
2 .

Kompleksni broj s koji pripada konturi γ2 ima veliku ali �ksiranu vrednost modulua ρ = R, dok se njegov
argument menja duº konture γ2 uzimaju¢i vrednosti φ ∈

[
π
2 , π

]
, videti tabelu 4.3, te se za asimptotiku (4.47)

kada R → ∞ dobija

Reϕ (R,φ) ∼ aR1+ξ cos ((1 + ξ)φ) i Imϕ (R,φ) ∼ aR1+ξ sin ((1 + ξ)φ) ,

te je |ϕ (R,φ)| ∼ aR1+ξ → ∞ i arg ϕ (R,φ) ∼ (1 + ξ)φ, impliciraju¢i arg ϕ (R,φ) ∈
[
(1+ξ)π

2 , (1 + ξ)π
]
. Stoga,

kako se s menja duº konture γ2, argument funkcije ϕ kre¢e iz drugog kvadranta, jer je arg ϕ
(
R, π

2

)
= (1+ξ)π

2 i
zavr²ava se ili u tre¢em, ili moºda u £etvrtom kvadrantu, jer je arg ϕ (R, π) = (1 + ξ)π, me�utim ne prolazi kroz
prvi kvadrant, jer realni i imaginarni deo funkcije ϕ ne mogu biti istovremeno pozitivni za φ ∈

[
π
2 , π

]
, budu¢i

da je π
2 ⩽ (1 + ξ)φ ⩽ 2π.

Argument kompleksnih brojeva s koji leºe na konturi γ3 ima �ksnu vrednost φ = π, dok se njihovi moduli
menjaju u intervalu ρ ∈ (r,R), daju¢i za realan i imaginaran deo funkcije ϕ

Reϕ (ρ, π) = −aρ1+ξ cos (ξπ) + bρζ cos (ζπ) + c i Imϕ (ρ, π) = −aρ1+ξ sin (ξπ) + bρζ sin (ζπ) ,

prema (4.47), te se za asimptotiku realnog i imaginarnog dela funkcije ϕ dobija

Reϕ (R, π) ∼ −aR1+ξ cos (ξπ) → −∞ i Imϕ (R, π) ∼ −aR1+ξ sin (ξπ) → −∞, za R → ∞,

kao i
Reϕ (r, π) ∼ c i Imϕ (r, π) ∼ brζ sin (ζπ) → 0+ za r → 0,

impliciraju¢i da arg ϕ (R, π) ∼ (1 + ξ)π kada R → ∞, kao i tg arg ϕ (r, π) ∼ 0 kada r → 0. O£igledno, Imϕ (ρ, π)

menja znak kada se ρ menja od R → ∞ do r → 0 i ima jednu nulu za ρ∗ =
(

b
a
sin(ζπ)
sin(ξπ)

) 1
1+ξ−ζ

, jer je ρ1+ξ

konveksna, a ρζ konkavna funkcija, obe monotono rastu¢e od nule do beskona£nosti. Stoga, znak Reϕ (ρ∗, π)
odre�uje da li argument funkcije ϕ, koji kre¢e iz arg ϕ (R, π) = (1 + ξ)π kada se s menja duº konture γ3,
zavr²ava u arg ϕ (r, π) = 0 ili u arg ϕ (r, π) = 2π, tj. prva tvrdnja vaºi ako je Reϕ (ρ∗, π) < 0, odnosno druga
tvrdnja vaºi ako je Reϕ (ρ∗, π) > 0. Sa druge strane, ako je Reϕ (ρ∗, π) = 0, tada funkcija ϕ ima negativnu

realnu nulu s = −ρ∗ = −
(

b
a
sin(ζπ)
sin(ξπ)

) 1
1+ξ−ζ

, jer za ρ = ρ∗ sledi Imϕ (ρ, π) = 0.

Moduo kompleksnog broja s koji pripada konturi γ4 ima �ksnu ali malu vrednost ρ = r, dok se njegov
argument menja u intervalu φ ∈

[
π
2 , π

]
, te asimptotika realnog i imaginarnog dela funkcije ϕ, videti (4.47),

postaje
Reϕ (r, φ) ∼ c i Imϕ (r, φ) ∼ brζ sin (ζφ) → 0+ za r → 0,

impliciraju¢i da se arg ϕ ne menja zna£ajno.
Dakle, promena argumenta funkcije ϕ, kada se s menja duº konture γ, je ili ∆arg ϕ (s) = 2π ako je

Reϕ (ρ∗, π) > 0, ili ∆arg ϕ (s) = 0 ako je Reϕ (ρ∗, π) < 0, impliciraju¢i da funkcija ϕ ili ima jednu nulu,
ili nema nula u gornjoj levoj kompleksnoj £etvrtravni. Ako je Reϕ (ρ∗, π) = 0, tada funkcija ϕ ima negativnu
realnu nulu.

4.2.4.3 Kvadratna funkcija po sξ

Funkcija ϕσ u slu£aju modela I+ID.ID i IDD+.DD+, kao i funkcija ϕε u slu£aju modela ID.IDD+, pa tako i obe
funkcije ϕσ i ϕε u slu£aju modela I+ID.I+ID, IDD+.IDD+ i I+ID.IDD+, date su u obliku

ϕ (s) = as2ξ + bsξ + c, s ∈ C, arg s ∈ (−π, π) , (4.48)

videti tabelu 6.5, gde je a, b, c > 0 i ξ ∈ (0, 1) . Ako je ξ ∈
(
0, 1

2

]
, tada svi stepeni promenljive s pripadaju

intervalu (0, 1) i, kao ²to je dobro poznato, funkcija ϕ nema nula, dok ako je ξ ∈
(
1
2 , 1
)
, tada su nule funkcije ϕ

date sa

sξ = − b

2a

(
1±

√
1− 4ac

b2

)
.
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Pretpostavljaju¢i da je diskriminanta kvadratne jedna£ine po sξ nenegativna, tj. da je 2
√
ac
b ⩽ 1, sledi

sξ = − b

2a

(
1±

√
1− 4ac

b2

)
< 0 tj. ρξ eiξφ =

b

2a

(
1±

√
1− 4ac

b2

)
ei(2k+1)π, k ∈ Z,

impliciraju¢i

ρ = ξ

√√√√ b

2a

(
1±

√
1− 4ac

b2

)
i φ =

(2k + 1)π

ξ
. (4.49)

Kompleksni broj s sa modulom ρ i argumentom φ, dat sa (4.49), nije nula funkcije ϕ, date sa (4.48), jer zahtev
da je φ ∈ (−π, π) ne moºe biti ispunjen za bilo koje k ∈ Z, zbog −π < (2k+1)π

ξ < π impliciraju¢i da je
−1 < −ξ < 2k + 1 < ξ < 1, tj. −1 < k < 0.

Sa druge strane, ako je diskriminanta jedna£ine koja je kvadratna po sξ negativna, tj. ako je 2
√
ac
b > 1, tada

vaºi

sξ = − b

2a

(
1± i

√
4ac

b2
− 1

)
= −λ± iη = z± sa λ =

b

2a
> 0 i η =

b

2a

√
4ac

b2
− 1 > 0, (4.50)

te je

sξ = ρξ eiξφ± = |z±| ei(arg z±+2kπ) sa |z±| =
√
λ2 + η2 i arg z± = ±

(
1− 1

π
arctg

η

λ

)
π, (4.51)

impliciraju¢i

s± = ρ eiφ± sa ρ = ξ
√

|z±| i φ± =
arg z± + 2kπ

ξ
. (4.52)

Da bi φ+ bio argument nule funkcije ϕ, date sa (4.48), zahteva se da je φ+ = arg z++2kπ
ξ = 2k+1−δ

ξ π ∈ (0, π),
pri £emu je δ = 1

πarctg
η
λ ∈

(
0, 1

2

)
, te se dobija 0 < (2k + 1− δ)π < ξπ, ²to se transformi²e u 0 < δ < 2k + 1 <

δ+ ξ < 3
2 , tj. −

1
2 < k < 1

4 , daju¢i k = 0. Sli£na argumentacija u slu£aju φ− tako�e implicira da je k = 0. Stoga
su nule s± = ρ eiφ± funkcije ϕ, date sa (4.48), takve da je

ρ =
2ξ

√
λ2 + η2 i φ± = ±

1− 1
πarctg

η
λ

ξ
π,

sa λ i η de�nisanim sa (4.50), prema (4.51) i (4.52). Zapravo, funkcija ϕ ima par kompleksno konjugovanih nula

sCCP =
2ξ

√
λ2 + η2 ei

1− 1
π

arctg
η
λ

ξ π i s̄CCP =
2ξ

√
λ2 + η2 e−i

1− 1
π

arctg
η
λ

ξ π, (4.53)

sa negativnim realnim delom, ako je tg (ξπ) > − η
λ , jer φ+ =

1− 1
π arctg η

λ

ξ π < π implicira 1− 1
πarctg

η
λ < ξ, ²to se

redukuje na tg (ξπ) > − η
λ , dok se ve¢ zna da je arg z+ = π−arctg η

λ > π
2 , videti (4.51)3, i stoga φ+ = arg z+

ξ > π
2 ,

videti (4.52), zbog ξ < 1. Treba primetiti da ako je tg (ξπ) < − η
λ , tada je φ+ > π i funkcija ϕ, data sa (4.48)

nema nula za arg s ∈ (−π, π) .

U posebnom slu£aju kada je φ± = ± 1− 1
π arctg η

λ

ξ π = ±π, tj. kada je 1− 1
π arctg η

λ

ξ = 1 ²to se redukuje na
tg (ξπ) = − η

λ , funkcija ϕ, data sa (4.48), ima negativnu realnu nulu

sRP = − 2ξ

√
λ2 + η2, (4.54)

prema (4.53), sa redom ξ dobijenim kao re²enje jedna£ine tg (ξπ) = − η
λ .

Dakle, funkcija ϕ, data sa (4.48), nema nula ako je ξ ∈
(
0, 1

2

]
, ili ako je ξ ∈

(
1
2 , 1
)
i 2

√
ac
b ⩽ 1, ili ako je

ξ ∈
(
1
2 , 1
)
, 2

√
ac
b > 1, i tg (ξπ) < −

√
4ac
b2 − 1, dok ako je ξ ∈

(
1
2 , 1
)
i 2

√
ac
b > 1, tada ima ili negativnu realnu

nulu

sRP = − 2ξ

√
c

a
, (4.55)

prema (4.54) i (4.50), ako je tg (ξπ) = −
√

4ac
b2 − 1, ²to zapravo odre�uje red ξ, ili ima par kompleksno konju-

govanih nula

sCCP = 2ξ

√
c

a
ei

1− 1
π

arctg
√

4ac
b2

−1

ξ π i s̄CCP = 2ξ

√
c

a
e−i

1− 1
π

arctg
√

4ac
b2

−1

ξ π, (4.56)

prema (4.53) i (4.50), ako je tg (ξπ) > −
√

4ac
b2 − 1.
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4.3 Suºene termodinami£ke restrikcije

Disipativna svojstva viskoelasti£nog materijala se obezbe�uju nametanjem ograni£enja na parametre konsti-
tutivnog modela razmatranog u kvazistacionarnom reºimu, tj. nametanjem termodinami£kih restrikcija, dok
se, dodatno, disipativnost materijala u tranzijentnom reºimu obezbe�uje nametanjem suºenih termodinami£kih
restrikcija na parametre modela.

4.3.1 Simetri£ni modeli

Formulisane su suºene termodinami£ke restrikcije na parametre modela koji sadrºe jednak broj operatora koji
deluju na napon i deformaciju.

4.3.1.1 Model ID.ID

Termodinami£ke restrikcije (3.91) i (3.92) na parametre modela ID.ID, datog izrazom(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

µ
t + a2 0D

α+β−µ
t

)
ε (t) ,

videti (3.87), zajedno sa suºenim termodinami£kim restrikcijama su predstavljene slede¢im nejednakostima

0 ⩽ α+ β − µ ⩽ 1, µ ⩽ α, β + µ ⩽ 1, (4.57)

−a1
a2

cos (2α+β−µ)π
2

cos (β+µ)π
2

⩽
b1
b2

⩽
a1
a2

sin (2α+β−µ)π
2

sin (β+µ)π
2

cos (2α+β−µ)π
2

cos (β+µ)π
2

⩽
a1
a2

sin (2α+β−µ)π
2

sin (β+µ)π
2

, (4.58)

pri £emu nejednakost (4.58)3 suºava termodinami£ku restrikciju (3.92) ako je α ⩽ 2α + β − µ < 1, a koje se
dobijaju zahtevanjem da funkcija K, data u op²tem obliku sa (4.20) i koja se redukuje na izraz

K (ρ) = a1b1 sin ((α− µ)π) + a1b2ρ
α+β sin ((2α+ β − µ)π)

− a2b1ρ
α+β sin ((β + µ)π) + a2b2ρ

2(α+β) sin ((α− µ)π) (4.59)

u slu£aju modela ID.ID, ima nenegativnu vrednost. Drugi £lan u (4.59), koji moºe biti ili pozitivan za 2α+β−µ ∈
[α, 1), ili nepozitivan za 2α + β − µ ∈ [1, 1 + α), videti (4.57)1, kombinovan sa tre¢im nepozitivnim £lanom u

(4.59) daje suºenu termodinami£ku restrikciju (4.58)3, ako je 2α + β − µ ∈ [α, 1), jer je cos
(2α+β−µ)π

2

cos
(β+µ)π

2

⩽ 1 zbog

β + µ ⩽ 2α+ β − µ < 1 ²to se redukuje na µ ⩽ α, videti (4.57)2, dok su drugi i tre¢i £lan u (4.59) nepozitivni
ako je 2α+ β − µ ∈ [1, 1 + α) i stoga se nenegativnost funkcije K ne moºe garantovati, videti (4.59).

Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu ID.ID i data je sa (4.59), je obezbe�ena ako je
2α+β−µ ∈ [α, 1) zahtevanjem (4.58) pored (4.57) impliciraju¢i da je odgovaraju¢i moduo relaksacije kompletno
monotona funkcija i da je funkcija puzanja Bern²tajnova funkcija, dok ako je 2α+β−µ ∈ [1, 1 + α), spomenute
osobine se ne mogu garantovati.

4.3.1.2 Model ID.DD
+

Termodinami£ke restrikcije (3.85) i (3.86) na parametre modela ID.DD
+

, datog izrazom(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

α+β+µ
t

)
ε (t) ,

videti (3.81), zajedno sa suºenim termodinami£kim restrikcijama su predstavljene slede¢im nejednakostima

1 ⩽ α+ β + µ ⩽ 2, β ⩽ µ ⩽ 1− α, (4.60)

a1
a2

∣∣∣cos (2α+β+µ)π
2

∣∣∣
cos (µ−β)π

2

⩽
a1
a2

∣∣∣cos (2α+β+µ)π
2

∣∣∣
cos (µ−β)π

2

sin (2α+β+µ)π
2

sin (µ−β)π
2

⩽
b1
b2
, (4.61)

pri £emu nejednakost (4.61)1 suºava termodinami£ku restrikciju (3.86), a koje se dobijaju zahtevom da je funkcija
K, data u op²tem obliku sa (4.20) i koja se redukuje na izraz

K (ρ) = a1b1 sin ((α+ µ)π) + a1b2ρ
α+β sin ((2α+ β + µ)π)

+ a2b1ρ
α+β sin ((µ− β)π) + a2b2ρ

2(α+β) sin ((α+ µ)π) , (4.62)

u slu£aju modela ID.DD
+

, ima nenegativnu vrednost. Drugi £lan u (4.62), koji je nepozitivan zbog (4.60)1
implicira 2α+ β +µ ⩾ 1+α i zbog (4.60)2 implicira 2α+ β +µ = (α+ β) + (α+ µ) ⩽ 2 odnosno 2α+ β + µ ∈
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[1 + α, 2], kombinovan sa tre¢im nenegativnim £lanom u (4.62) daje suºenu termodinami£ku restrikciju (4.61)1,

jer je sin
(2α+β+µ)π

2

sin
(µ−β)π

2

⩾ 1 zbog (µ−β)π
2 ⩽ π − (2α+β+µ)π

2 < π
2 ²to se redukuje na α+ µ ⩽ 1, videti (4.60)2.

Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu ID.DD
+

i data je sa (4.62), se obezbe�uje zahte-
vanjem (4.61) pored (4.60), impliciraju¢i da je odgovaraju¢i moduo relaksacije kompletno monotona funkcija,
a funkcija puzanja Bern²tajnova funkcija.

4.3.1.3 Model IID.IID

Funkcija K, data sa (4.20), u slu£aju modela IID.IID, £ija je konstitutivna jedna£ina(
a1 0I

α
t + a2 0I

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α+γ−η
t + b2 0I

β+γ−η
t + b3 0D

η
t

)
ε (t) ,

videti (3.112), sa odgovaraju¢im termodinami£kim restrikcijama (3.118) - (3.120), kao i sa suºenim termodi-
nami£kim restrikcijama

β < α, γ ⩽ η, 0 ⩽ β + γ − η ⩽ α+ 2γ − η ⩽ 1, α+ γ ⩽ β + η, (4.63)

−b3
b1

cos (α+η)π
2

cos (α+2γ−η)π
2

⩽
a3
a1

⩽
b3
b1

sin (α+η)π
2

sin (α+2γ−η)π
2

cos (α+η)π
2

cos (α+2γ−η)π
2

⩽
b3
b1

sin (α+η)π
2

sin (α+2γ−η)π
2

, (4.64)

−b3
b2

cos (β+η)π
2

cos (β+2γ−η)π
2

⩽
a3
a2

⩽
b3
b2

sin (β+η)π
2

sin (β+2γ−η)π
2

cos (β+η)π
2

cos (β+2γ−η)π
2

⩽
b3
b2

sin (β+η)π
2

sin (β+2γ−η)π
2

, (4.65)

koje vaºe ako je β + η < α+ η < 1, postaje

K (ρ) = a1b1 sin ((η − γ)π) + a1b2ρ
α−β sin ((α+ η − β − γ)π) + a1b3ρ

α+γ sin ((α+ η)π)

+ a2b1ρ
α−β sin ((β + η − α− γ)π) + a2b2ρ

2(α−β) sin ((η − γ)π) + a2b3ρ
2α−β+γ sin ((β + η)π)

− a3b1ρ
α+γ sin ((α+ 2γ − η)π)− a3b2ρ

2α−β+γ sin ((β + 2γ − η)π) + a3b3ρ
2(α+γ) sin ((η − γ)π) ,

(4.66)

stoga zahtevanje nenegativnosti funkcije K implicira slede¢e nejednakosti

a1b2 sin ((α+ η − β − γ)π) + a2b1 sin ((β + η − α− γ)π) ⩾ 0, (4.67)

a1b3 sin ((α+ η)π)− a3b1 sin ((α+ 2γ − η)π) ⩾ 0, (4.68)

a2b3 sin ((β + η)π)− a3b2 sin ((β + 2γ − η)π) ⩾ 0. (4.69)

Prema termodinami£kim restrikcijama (4.63)1,2, sledi da je α + η − β − γ = (α− β) + (η − γ) ⩾ 0, dok se
termodinami£ki zahtev β+γ−η ⩾ 0, dat sa (4.63)3, moºe modi�kovati u α+η−β−γ ⩽ α ⩽ 1, i stoga prvi £lan
u (4.67) ima nenegativnu vrednost. Argument (β + η − α− γ)π = ((η − γ)− (α− β))π drugog £lana u (4.67),
sa jedne strane, ima vrednost koja je manja nego vrednost argumenta (α+ η − β − γ)π = ((η − γ) + (α− β))π
prvog £lana u (4.67), odnosno β+ η−α− γ = (η − γ)− (α− β) ⩽ α+ η−β− γ = (η − γ)+ (α− β) ⩽ α ⩽ 1, a
sa druhe strane, ima nenegativnu vrednost, tj. β+ η−α− γ = (β + η)− (α+ γ) ⩾ 0, prema termodinami£kom
zahtevu (4.63)4. Stoga je nejednakost (4.67) trivijalno zadovoljena.

Prema (4.63)3, sinus u drugom £lanu u (4.68) ima nenegativnu vrednost, dok prvi £lan ima ili pozitivnu
vrednost ako je α + η < 1, ili nepozitivnu vrednost ako je α + η ⩾ 1, stoga ako je α + η < 1, tada se zahtev
(4.68) transformi²e u

a3
a1

⩽
b3
b1

sin (α+η)π
2

sin (α+2γ−η)π
2

cos (α+η)π
2

cos (α+2γ−η)π
2

,

predstavljaju¢i suºenu termodinami£ku restrikciju (4.64)3, jer je
cos

(α+η)π
2

cos
(α+2γ−η)π

2

⩽ 1 zbog α+2γ − η ⩽ α+ η < 1,

²to se redukuje na γ ⩽ η, videti (4.63)2. Sli£no, prema (4.63)1,3, sinus u drugom £lanu u (4.69) ima nenegativnu
vrednost, budu¢i da je 0 ⩽ β+2γ−η ⩽ α+2γ−η ⩽ 1, dok prvi £lan ima ili pozitivnu vrednost ako je β+η < 1,
ili nepozitivnu vrednost ako je β + η ⩾ 1, stoga ako je β + η < 1, tada se zahtev (4.69) transformi²e u

a3
a2

⩽
b3
b2

sin (β+η)π
2

sin (β+2γ−η)π
2

cos (β+η)π
2

cos (β+2γ−η)π
2

,

predstavljaju¢i suºenu termodinami£ku restrikciju (4.65)3, jer je
cos

(β+η)π
2

cos
(β+2γ−η)π

2

⩽ 1 zbog β + 2γ − η ⩽ β + η < 1

²to se redukuje na γ ⩽ η, videti (4.63)2.
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Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu IID.IID i data je sa (4.66), je obezbe�ena ako je
β+η < α+η < 1, videti (4.63)1, zahtevanjem (4.64) i (4.65) pored (4.63) impliciraju¢i da je odgovaraju¢i moduo
relaksacije kompletno monotona funkcija, a funkcija puzanja Bern²tajnova funkcija, dok ako je ili α+ η ⩾ 1 ili
α+ η > β + η ⩾ 1, tada se spomenute osobine ne mogu garantovati, budu¢i da ili (4.68), ili i (4.68) i (4.69) ne
mogu biti zadovoljeni.

4.3.1.4 Model IDD.IDD

Funkcija K, data sa (4.20), u slu£aju modela IDD.IDD, £ija je konstitutivna jedna£ina(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

µ
t + b2 0D

α+β−µ
t + b3 0D

α+γ−µ
t

)
ε (t) ,

videti (3.94), sa odgovaraju¢im termodinami£kim restrikcijama (3.98) - (3.100), kao i sa suºenim termodi-
nami£kim restrikcijama

0 ⩽ α+ γ − µ ⩽ 1, β < γ, µ ⩽ α, γ + µ ⩽ α+ β, γ + µ ⩽ 1, (4.70)

−b2
b1

cos (2α+β−µ)π
2

cos (β+µ)π
2

⩽
a2
a1

⩽
b2
b1

sin (2α+β−µ)π
2

sin (β+µ)π
2

cos (2α+β−µ)π
2

cos (β+µ)π
2

⩽
b2
b1

sin (2α+β−µ)π
2

sin (β+µ)π
2

, (4.71)

−b3
b1

cos (2α+γ−µ)π
2

cos (γ+µ)π
2

⩽
a3
a1

⩽
b3
b1

sin (2α+γ−µ)π
2

sin (γ+µ)π
2

cos (2α+γ−µ)π
2

cos (γ+µ)π
2

⩽
b3
b1

sin (2α+γ−µ)π
2

sin (γ+µ)π
2

, (4.72)

koje vaºe ako je 2α+ β − µ < 2α+ γ − µ < 1, postaje

K (ρ) = a1b1 sin ((α− µ)π) + a1b2ρ
α+β sin ((2α+ β − µ)π) + a1b3ρ

α+γ sin ((2α+ γ − µ)π)

− a2b1ρ
α+β sin ((β + µ)π) + a2b2ρ

2(α+β) sin ((α− µ)π) + a2b3ρ
2α+β+γ sin ((α+ γ − β − µ)π)

− a3b1ρ
α+γ sin ((γ + µ)π) + a3b2ρ

2α+β+γ sin ((α+ β − γ − µ)π) + a3b3ρ
2(α+γ) sin ((α− µ)π) , (4.73)

te zahtev za nenegativnost funkcije K implicira

a2b3 sin ((α+ γ − β − µ)π) + a3b2 sin ((α+ β − γ − µ)π) ⩾ 0, (4.74)

a1b2 sin ((2α+ β − µ)π)− a2b1 sin ((β + µ)π) ⩾ 0, (4.75)

a1b3 sin ((2α+ γ − µ)π)− a3b1 sin ((γ + µ)π) ⩾ 0. (4.76)

Prvi £lan u (4.74) ima nenegativnu vrednost jer je α+ γ − β − µ = (α− µ) + (γ − β) ⩾ 0, prema termodi-
nami£kim zahtevima (4.70)2,3, kao i zbog α + γ − β − µ = (α+ γ − µ) − β ⩽ 1 − β, prema termodinami£kom
zahtevu (4.70)1. Drugi £lan u (4.74) tako�e ima nenegativnu vrednost, jer je α+β−γ−µ = (α+ β)−(γ + µ) ⩾ 0,
prema termodinami£kom zahtevu (4.70)4, kao i prema α + β − γ − µ = α − (γ + µ− β) ⩽ α ⩽ 1, jer je
(γ − β) + µ ⩾ 0, prema (4.70)2. Stoga je nejednakost (4.74) trivijalno zadovoljena.

Prema (4.70)2,5, na osnovu £ega vaºi 0 ⩽ β+µ < γ+µ ⩽ 1, sinus u drugom £lanu u (4.75) kao i u (4.76) ima
nenegativnu vrednost, dok prvi £lan ima ili pozitivnu vrednost ako je 2α+ β − µ < 1, ili nepozitivnu vrednost
ako je 2α+ β − µ ⩾ 1, stoga ako je 2α+ β − µ < 1, tada se zahtev (4.75) transformi²e u

a2
a1

⩽
b2
b1

sin (2α+β−µ)π
2

sin (β+µ)π
2

cos (2α+β−µ)π
2

cos (β+µ)π
2

,

predstavljaju¢i suºenu termodinami£ku restrikciju (4.71)3, jer je
cos

(2α+β−µ)π
2

cos
(β+µ)π

2

⩽ 1 zbog β+µ ⩽ 2α+β−µ < 1,

²to se redukuje na µ ⩽ α, videti (4.70)3. Sli£no, drugi £lan u (4.76), kao ²to je ve¢ pomenuto, ima nenegativnu
vrednost, dok prvi £lan ima ili pozitivnu vrednost ako je 2α + γ − µ < 1 ili nepozitivnu vrednost ako je
2α+ γ − µ ⩾ 1, stoga ako je 2α+ γ − µ < 1, tada se zahtev (4.76) transformi²e u

a3
a1

⩽
b3
b1

sin (2α+γ−µ)π
2

sin (γ+µ)π
2

cos (2α+γ−µ)π
2

cos (γ+µ)π
2

,

predstavljaju¢i suºenu termodinami£ku restrikciju (4.72)3, jer je
cos

(2α+γ−µ)π
2

cos
(γ+µ)π

2

⩽ 1 zbog γ + µ ⩽ 2α+ γ − µ < 1

²to se redukuje na µ ⩽ α, videti (4.70)3.
Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu IDD.IDD i data je sa (4.73), je obezbe�ena ako

je 2α + β − µ < 2α + γ − µ < 1, videti (4.70)2, zahtevanjem (4.71) i (4.72) pored (4.70) impliciraju¢i da je
odgovaraju¢i moduo relaksacije kompletno monotona funkcija, a funkcija puzanja Bern²tajnova funkcija, dok
ako je ili 2α+ γ − µ ⩾ 1 ili 2α+ γ − µ > 2α+ β − µ ⩾ 1, tada se navedene osobine ne mogu garantovati, jer ili
(4.76), ili i (4.75) i (4.76) ne mogu biti zadovoljeni.
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4.3.1.5 Model IID.IDD

Funkcija K, data sa (4.20), u slu£aju modela IID.IDD, £ija je konstitutivna jedna£ina(
a1 0I

α
t + a2 0I

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

µ
t + b2 0D

ν
t + b3 0D

α+γ−µ
t

)
ε (t) ,

videti (3.130), sa odgovaraju¢im termodinami£kim restrikcijama (3.134) i (3.135), kao i sa suºenim termodi-
nami£kim restrikcijama

µ ⩽ β < α, γ ⩽ ν, α+ β + γ ⩽ 1 + µ, µ+ ν − γ < α ⩽ 1− ν, (4.77)

0 ⩽

{
α− β − γ − µ

α− 2µ− ν

}
⩽ 2α− β − 2µ− ν ⩽

{
2α− β − µ

2α+ γ − 2µ− ν

}
⩽ 2α+ γ − µ < 1, (4.78)

−b3
b1

cos (2α+γ−µ)π
2

cos (γ+µ)π
2

⩽
a3
a1

⩽
b3
b1

sin (2α+γ−µ)π
2

sin (γ+µ)π
2

cos (2α+γ−µ)π
2

cos (γ+µ)π
2

⩽
b3
b1

sin (2α+γ−µ)π
2

sin (γ+µ)π
2

, (4.79)

postaje

K (ρ) = a1b1 sin ((α− µ)π) + a1b2ρ
α−β sin ((2α− β − µ)π)

+ a1b3ρ
α+γ sin ((2α+ γ − µ)π) + a2b1ρ

µ+ν sin ((α− 2µ− ν)π)

+ a2b2ρ
α−β+µ+ν sin ((2α− β − 2µ− ν)π) + a2b3ρ

α+γ+µ+ν sin ((2α+ γ − 2µ− ν)π)

− a3b1ρ
α+γ sin ((µ+ γ)π) + a3b2ρ

2α−β+γ sin ((α− β − γ − µ)π) + a3b3ρ
2(α+γ) sin ((α− µ)π) , (4.80)

stoga zahtev nenegativnosti funkcije K implicira

a1b3 sin ((2α+ γ − µ)π)− a3b1 sin ((γ + µ)π) ⩾ 0, (4.81)

sin ((2α− β − µ)π) ⩾ 0, sin ((α− 2µ− ν)π) ⩾ 0, (4.82)

sin ((2α− β − 2µ− ν)π) ⩾ 0, sin ((2α+ γ − 2µ− ν)π) ⩾ 0, sin ((α− β − γ − µ)π) ⩾ 0. (4.83)

Notacija kori²¢ena u suºenim termodinami£kim restrikcijama (4.78)1,2 zna£i da su i α− β − γ − µ i α− 2µ− ν
nenegativni i ne ve¢i od 2α− β − 2µ− ν, dok se odnos izme�u α− β − γ − µ i α− 2µ− ν ne moºe ustanoviti i
ista interpretacija vaºi za notaciju kori²¢enu u (4.78)3,4.

Prvi £lan u (4.81) ima ili pozitivnu vrednost ako je 2α+γ−µ < 1 ili nepozitivnu vrednost ako je 2α+γ−µ ⩾ 1,
jer je 2α + γ − µ = (α+ γ) + (α− µ) ∈ (0, 2), zbog α + γ ⩽ α + ν ⩽ 1, prema termodinami£kim zahtevima
(4.77)1,2,4, dok drugi £lan u (4.81) ima nepozitivnu vrednost, jer je γ+µ ⩽ α+ ν ⩽ 1, prema termodinami£kim
zahtevima (4.77)1,2,4, stoga ako je 2α+ γ − µ < 1, tada se zahtev (4.81) transformi²e u

a3
a1

⩽
b3
b1

sin (2α+γ−µ)π
2

sin (γ+µ)π
2

cos (2α+γ−µ)π
2

cos (γ+µ)π
2

,

predstavljaju¢i suºenu termodinami£ku restrikciju (4.79)3, jer je
cos

(2α+γ−µ)π
2

cos
(γ+µ)π

2

⩽ 1 zbog γ + µ ⩽ 2α+ γ − µ < 1

²to se redukuje na µ ⩽ α, videti (4.77)1.
Niz nejednakosti{

α− β − γ − µ

α− 2µ− ν

}
⩽ 2α− β − 2µ− ν ⩽

{
2α− β − µ

2α+ γ − 2µ− ν

}
⩽ 2α+ γ − µ,

ima dati poredak jer se nejednakost α − β − γ − µ ⩽ 2α − β − 2µ− ν redukuje na termodinami£ku restrikciju
(4.77)4, nejednakost α− 2µ− ν ⩽ 2α− β− 2µ− ν se redukuje na restrikciju (4.77)1, dok su ostale nejednakosti
trivijalno zadovoljene. Sa druge strane, niti se moºe utvrditi da je α − 2µ − ν ⩽ α − β − γ − µ, niti da je
2α+ γ − 2µ− ν ⩽ 2α− β − µ, je se obe nejednakosti redukuju na β + γ ⩽ µ+ ν, dok termodinami£ki zahtevi
(4.77)1,2 impliciraju β + γ ⩽ α+ ν.

Pored zahteva 2α + γ − µ < 1, koji obezbe�uje nenegativnost za (4.81), da bi nejednakosti (4.82) i (4.83)
bile zadovoljene, zahteva se da je α− β − γ − µ ⩾ 0 kao i da je α− 2µ− ν ⩾ 0, budu¢i da je i α− β − γ − µ =
α−β− (γ + µ) ⩾ −1+α−β ⩾ −1 i α− 2µ− ν = α−µ− (µ+ ν) ⩾ −1+α−µ ⩾ −1, prema termodinami£kim
zahtevima (4.77)1,2,4.

Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu IID.IDD i data je sa (4.80), je obezbe�ena ako je
ograni£enje (4.78) na redove frakcionih integrala i izvoda, zajedno sa termodinami£kom restrikcijom (4.77), zado-
voljeno pored ograni£enja (4.79) na parametre modela, impliciraju¢i da je moduo relaksacije kompletno mono-
tona funkcija, a funkcija puzanja Bern²tajnova funkcija, dok ako je zahtev (4.78) prekr²en, tada se pomenute
osobine ne mogu garantovati, jer se neki od uslova u (4.81), (4.82) i (4.83) moºda ne mogu zadovoljiti.
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4.3.1.6 Model I
+

ID.I
+

ID

Funkcija K, data sa (4.20), u slu£aju modela I
+

ID.I
+

ID, £ija je konstitutivna jedna£ina(
a1 0I

1+α
t + a2 0I

1+α−γ
2

t + a3 0D
γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

1+µ
t + b2 0I

1+µ−(α+γ−µ)
2

t + b3 0D
α+γ−µ
t

)
ε (t) ,

videti (3.122), sa odgovaraju¢im termodinami£kim restrikcijama (3.126) - (3.129), kao i sa suºenim termodi-
nami£kim restrikcijama

µ ⩽ α, α+ γ + 2 (α− µ) = 3α+ γ − 2µ ⩽ 1, (4.84)

a2
a1

⩽
b2
b1

cos (1−3α−γ+2µ)π
4

cos (1+α−γ−2µ)π
4

sin (1−3α−γ+2µ)π
4

sin (1+α−γ−2µ)π
4

⩽
b2
b1

cos (1−3α−γ+2µ)π
4

cos (1+α−γ−2µ)π
4

, (4.85)

a3
a2

⩽
b3
b2

sin (1+3α+γ−2µ)π
4

sin (1−α+γ+2µ)π
4

cos (1+3α+γ−2µ)π
4

cos (1−α+γ+2µ)π
4

⩽
b3
b2

sin (1+3α+γ−2µ)π
4

sin (1−α+γ+2µ)π
4

, (4.86)

a3b1 cos
(γ + µ)π

2
⩽ a2b2 sin

(α− µ)π

2
+ a1b3 cos

(2α+ γ − µ)π

2
, (4.87)

a1b3 sin
(2α+ γ − µ)π

2
⩽ a2b2 cos

(α− µ)π

2
− a3b1 sin

(γ + µ)π

2
, (4.88)

a1b3 sin
(2α+ γ − µ)π

2
⩽ a2b2 cos

(α− µ)π

2

sin (α−µ)π
2

cos (2α+γ−µ)π
2

+ a3b1 sin
(γ + µ)π

2

cos (γ+µ)π
2

cos (2α+γ−µ)π
2

, (4.89)

postaje

K (ρ) = a1b1 sin ((α− µ)π) + a1b2ρ
1+α+γ

2 sin
(1 + 3α+ γ − 2µ)π

2
+ a1b3ρ

1+α+γ sin ((1 + 2α+ γ − µ)π)

− a2b1ρ
1+α+γ

2 sin
(1− α+ γ + 2µ)π

2
+ a2b2ρ

1+α+γ sin ((α− µ)π)

+ a2b3ρ
3 1+α+γ

2 sin
(1 + 3α+ γ − 2µ)π

2
− a3b1ρ

1+α+γ sin ((1 + γ + µ)π)

− a3b2ρ
3 1+α+γ

2 sin
(1− α+ γ + 2µ)π

2
+ a3b3ρ

2(1+α+γ) sin ((α− µ)π) , (4.90)

stoga zahtev nenegativnosti funkcije K implicira

a1b2 sin
(1 + 3α+ γ − 2µ)π

2
− a2b1 sin

(1− α+ γ + 2µ)π

2
⩾ 0, (4.91)

a2b3 sin
(1 + 3α+ γ − 2µ)π

2
− a3b2 sin

(1− α+ γ + 2µ)π

2
⩾ 0, (4.92)

−a1b3 sin ((2α+ γ − µ)π) + a2b2 sin ((α− µ)π) + a3b1 sin ((γ + µ)π) ⩾ 0. (4.93)

Sinusi koji �guri²u u prvom £lanu u (4.91) i (4.92) imaju nenegativnu vrednost, jer je 3α+γ−2µ ∈ (0, 1), tj.
1+3α+γ−2µ ∈ (1, 2), prema termodinami£kom zahtevu (4.84)2, kao i sinusi koji �guri²u u drugom £lanu u (4.91)
i u (4.92), jer je 1−α+γ+2µ ∈ (0, 2), zbog−α+γ+2µ ∈ (−1, 1), ²to vaºi jer je−α+γ+2µ = (α+ γ)−2 (α− µ) ⩽
1− 4 (α− µ) ⩽ 1 prema termodinami£koj restrikciji (4.84), kao i zbog termodinami£kog zahteva (4.84)2 koji se
transformi²e u −α+γ+2µ−2 (α+ γ) = − (3α+ γ − 2µ) ⩾ −1 impliciraju¢i −α+γ+2µ ⩾ −1+2 (α+ γ) ⩾ −1,
te je 1− α+ γ + 2µ ⩾ 2 (α+ γ) ⩾ 0. Stoga se zahtevi (4.91) i (4.92) respektivno transformi²u u

a2
a1

⩽
b2
b1

cos (1−3α−γ+2µ)π
4

cos (1+α−γ−2µ)π
4

sin (1−3α−γ+2µ)π
4

sin (1+α−γ−2µ)π
4

i
a3
a2

⩽
b3
b2

sin (1+3α+γ−2µ)π
4

sin (1−α+γ+2µ)π
4

cos (1+3α+γ−2µ)π
4

cos (1−α+γ+2µ)π
4

, (4.94)

pri £emu je zahtev (4.91) zapisan kao

a1b2 sin
(1− 3α− γ + 2µ)π

2
− a2b1 sin

(1 + α− γ − 2µ)π

2
⩾ 0,

budu¢i da je sin
(
π
2 + ϕ

)
= sin

(
π
2 − ϕ

)
, i stoga transformisan u (4.94)1 da bi bio kombinovan sa termodinami-

£kom restrikcijom (3.127)1. Izraz dat sa (4.94) predstavlja suºene termodinami£ke restrikcije (4.85)2 i (4.86)2,

jer su sin
(1−3α−γ+2µ)π

4

sin
(1+α−γ−2µ)π

4

⩽ 1 i cos
(1+3α+γ−2µ)π

4

cos
(1−α+γ+2µ)π

4

⩽ 1, zbog nejednakosti 1 − 3α − γ + 2µ ⩽ 1 + α − γ − 2µ i

1− α+ γ + 2µ ⩽ 1 + 3α+ γ − 2µ, koje se redukuju na µ ⩽ α, videti (4.84)1.
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Zahtev (4.84)2, zapisan kao 3α+ γ − 2µ = 2α+ γ −µ+ (α− µ) ⩽ 1, odnosno 2α+ γ −µ ⩽ 1− (α− µ) ⩽ 1,
kombinovan sa zahtevom (4.84)1 obezbe�uje nenegativnu vrednost sinusa u prvom £lanu u (4.93), dok zahtev
(4.84)1 obezbe�uje nenegativnost sinusa u drugom £lanu u (4.93) i kona£no nenegativnost sinusa u tre¢em £lanu u
(4.93) je obezbe�ena zahtevom (4.84)2, stoga se zahtev (4.93) transformi²e u suºenu termodinami£ku restrikciju

(4.89) ako je desna strana (4.89) manja nego desna strana (4.88), jer je sin
(α−µ)π

2

cos
(2α+γ−µ)π

2

=
cos

(1−(α−µ))π
2

cos
(2α+γ−µ)π

2

⩽ 1 i

cos
(γ+µ)π

2

cos
(2α+γ−µ)π

2

⩾ 1, zbog 2α+ γ − µ ⩽ 1− (α− µ) < 1 i γ + µ ⩽ 2α+ γ − µ < 1, ²to se respektivno redukuje na

2α+ γ − µ ⩽ 1 i µ ⩽ α, videti (4.84).
Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu I

+

ID.I
+

ID i data je sa (4.90), je obezbe�ena zahte-
vima (4.85), (4.86) i moºda (4.89) pored (4.84), (4.87) i (4.88) impliciraju¢i da je moduo relaksacije kompletno
monotona funkcija, a funkcija puzanja Bern²tajnova funkcija.

4.3.1.7 Model IDD
+

.IDD
+

Funkcija K, data sa (4.20), u slu£aju modela IDD
+

.IDD
+

, £ija je konstitutivna jedna£ina(
a1 0I

α
t + a2 0D

1+γ−α
2

t + a3 0D
1+γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α+γ−η
t + b2 0D

1+η−(α+γ−η)
2

t + b3 0D
1+η
t

)
ε (t) ,

videti (3.103), sa odgovaraju¢im termodinami£kim restrikcijama (3.107) - (3.110), kao i sa suºenim termodi-
nami£kim restrikcijama

0 ⩽ α+ γ − η ⩽ 1, γ ⩽ η, α+ η + (η − γ) = α− γ + 2η ⩽ 1, (4.95)

a2
a1

⩽
b2
b1

sin (1+α−γ+2η)π
4

sin (1+α+3γ−2η)π
4

cos (1+α−γ+2η)π
4

cos (1+α+3γ−2η)π
4

⩽
b2
b1

sin (1+α−γ+2η)π
4

sin (1+α+3γ−2η)π
4

, (4.96)

a3
a2

⩽
b3
b2

cos (1−α+γ−2η)π
4

cos (1−α−3γ+2η)π
4

sin (1−α+γ−2η)π
4

sin (1−α−3γ+2η)π
4

⩽
b3
b2

cos (1−α+γ−2η)π
4

cos (1−α−3γ+2η)π
4

, (4.97)

a3b1 cos
(α+ 2γ − η)π

2
− a2b2 sin

(η − γ)π

2
⩽ a1b3 cos

(α+ η)π

2
, (4.98)

a1b3 sin
(α+ η)π

2
⩽ a2b2 cos

(η − γ)π

2
− a3b1 sin

(α+ 2γ − η)π

2
, (4.99)

a1b3 sin
(α+ η)π

2
⩽ a2b2 cos

(η − γ)π

2

sin (η−γ)π
2

cos (α+η)π
2

+ a3b1 sin
(α+ 2γ − η)π

2

cos (α+2γ−η)π
2

cos (α+η)π
2

, (4.100)

postaje

K (ρ) = a1b1 sin ((η − γ)π) + a1b2ρ
1+α+γ

2 sin
(1 + α− γ + 2η)π

2
− a1b3ρ

1+α+γ sin ((α+ η)π)

− a2b1ρ
1+α+γ

2 sin
(1 + α+ 3γ − 2η)π

2
+ a2b2ρ

1+α+γ sin ((η − γ)π)

+ a2b3ρ
3 1+α+γ

2 sin
(1 + α+ 2η − γ)π

2
+ a3b1ρ

1+α+γ sin ((α+ 2γ − η)π)

− a3b2ρ
3 1+α+γ

2 sin
(1 + α+ 3γ − 2η)π

2
+ a3b3ρ

2(1+α+γ) sin ((η − γ)π) , (4.101)

stoga zahtev nenegativnosti funkcije K implicira

a1b2 sin
(1 + α− γ + 2η)π

2
− a2b1 sin

(1 + α+ 3γ − 2η)π

2
⩾ 0 (4.102)

a2b3 sin
(1 + α− γ + 2η)π

2
− a3b2 sin

(1 + α+ 3γ − 2η)π

2
⩾ 0 (4.103)

−a1b3 sin ((α+ η)π) + a2b2 sin ((η − γ)π) + a3b1 sin ((α+ 2γ − η)π) ⩾ 0. (4.104)

Prema termodinami£kom zahtevu (4.95)3, prvi £lan u (4.102), kao i u (4.103), ima nenegativnu vrednost, jer
je 1+α−γ+2η ∈ (1, 2), dok je drugi £lan u (4.102), kao i u (4.103) nepozitivan, budu¢i da je 1+α+3γ−2η ∈ (0, 2),
zbog 1+α+3γ− 2η = 1− (α− γ + 2η)+ 2 (α+ γ) ⩾ 2 (α+ γ) ⩾ 0, pri £emu je restrikcija (4.95)3 iskori²¢ena i
u obliku − (α− γ + 2η) ⩾ −1, kao i u obliku 1+α+3γ− 2η = 1+(α− γ + 2η)− 4 (η − γ) ⩽ 2− 4 (η − γ) ⩽ 2,
te se zahtevi (4.102) i (4.103) transformi²u u

a2
a1

⩽
b2
b1

sin (1+α−γ+2η)π
4

sin (1+α+3γ−2η)π
4

cos (1+α−γ+2η)π
4

cos (1+α+3γ−2η)π
4

i
a3
a2

⩽
b3
b2

cos (1−α+γ−2η)π
4

cos (1−α−3γ+2η)π
4

sin (1−α+γ−2η)π
4

sin (1−α−3γ+2η)π
4

, (4.105)
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i predstavljaju suºene termodinami£ke restrikcije (4.96) i (4.97), pri £emu zahtev (4.103) postaje

a2b3 sin
(1− α+ γ − 2η)π

2
− a3b2 sin

(1− α− 3γ + 2η)π

2
⩾ 0,

budu¢i da je sin
(
π
2 + ϕ

)
= sin

(
π
2 − ϕ

)
i stoga je transformisan u (4.105)2 kako bi se kombinovao sa termodi-

nami£kim ograni£enjem (3.108)2. Izrazi dati sa (4.105) predstavljaju suºene termodinami£ke restrikcije (4.96)2 i

(4.97)2, budu¢i da su
cos

(1+α−γ+2η)π
4

cos
(1+α+3γ−2η)π

4

⩽ 1 i sin
(1−α+γ−2η)π

4

sin
(1−α−3γ+2η)π

4

⩽ 1, zbog nejednakosti 1+α+3γ−2η ⩽ 1+α−γ+2η

i 1− α+ γ − 2η ⩽ 1− α− 3γ + 2η, koje se redukuju na γ ⩽ η, videti (4.95)2.
Zahtevi (4.95) obezbe�uju nenegativne vrednosti sinusa u prvom i tre¢em £lanu u (4.104), jer je α + η ⩽

1 − (η − γ) ⩽ 1 i α + 2γ − η = (α− γ + 2η) − 3 (η − γ) ⩽ 1 kao i α + 2γ − η = (α+ γ − η) + γ ⩾ γ,
dok drugi £lan u (4.104) ima nenegativnu vrednost prema (4.95)2, te se zahtev (4.104) transformi²e u suºenu
termodinami£ku restrikciju (4.100) ako je desna strana (4.100) manja nego desna strana (4.99), budu¢i da je
sin

(η−γ)π
2

cos
(α+η)π

2

=
cos

(1−(η−γ))π
2

cos
(α+η)π

2

⩽ 1 i cos
(α+2γ−η)π

2

cos
(α+η)π

2

⩾ 1, zbog nejednakosti α+η ⩽ 1−(η − γ) < 1 i α+2γ−η ⩽ α+η < 1,

koje se respektivno redukuju na α− γ + 2η ⩽ 1 i γ ⩽ η, videti (4.95)3,2.
Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu IDD

+

.IDD
+

i data je sa (4.101), je obezbe�ena
zahtevima (4.96), (4.97) i moºda (4.100) pored (4.95), (4.98) i (4.99) impliciraju¢i da je moduo relaksacije
kompletno monotona funkcija, a funkcija puzanja Bern²tajnova funkcija.

4.3.1.8 Model I
+

ID.IDD
+

Funkcija K, data sa (4.20), u slu£aju modela I
+

ID.IDD
+

, £ija je konstitutivna jedna£ina(
a1 0I

1+α
t + a2 0I

1+α−γ
2

t + a3 0D
γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α+γ−η
t + b2 0D

1+η−(α+γ−η)
2

t + b3 0D
1+η
t

)
ε (t) ,

videti (3.136), sa odgovaraju¢im termodinami£kim restrikcijama (3.140) - (3.143), kao i sa suºenim termodi-
nami£kim restrikcijama

η ⩽ γ, α+ γ + 2 (γ − η) = α+ 3γ − 2η ⩽ 1, (4.106)

a1
b1

sin (1+α−γ+2η)π
4

cos (1−α−3γ+2η)π
4

⩽
a1
b1

sin (1+α−γ+2η)π
4

cos (1−α−3γ+2η)π
4

cos (1+α−γ+2η)π
4

sin (1−α−3γ+2η)π
4

⩽
a2
b2

, (4.107)

a2
b2

⩽
a3
b3

cos (1−α−3γ+2η)π
4

sin (1+α−γ+2η)π
4

sin (1−α−3γ+2η)π
4

cos (1+α−γ+2η)π
4

⩽
a3
b3

cos (1−α−3γ+2η)π
4

sin (1+α−γ+2η)π
4

, (4.108)

a1b3 cos
(α+ η)π

2
− a2b2 sin

(γ − η)π

2
⩽ a3b1 cos

(α+ 2γ − η)π

2
, (4.109)

a3b1 sin
(α+ 2γ − η)π

2
⩽ a2b2 cos

(γ − η)π

2
− a1b3 sin

(α+ η)π

2
, (4.110)

a3b1 sin
(α+ 2γ − η)π

2
⩽ a2b2 cos

(γ − η)π

2

sin (γ−η)π
2

cos (α+2γ−η)π
2

+ a1b3 sin
(α+ η)π

2

cos (α+η)π
2

cos (α+2γ−η)π
2

, (4.111)

postaje

K (ρ) = a1b1 sin ((γ − η)π)− a1b2ρ
1+α+γ

2 sin
(1 + α− γ + 2η)π

2
+ a1b3ρ

1+α+γ sin ((α+ η)π)

+ a2b1ρ
1+α+γ

2 sin
(1− α− 3γ + 2η)π

2
+ a2b2ρ

1+α+γ sin ((γ − η)π)

− a2b3ρ
3 1+α+γ

2 sin
(1 + α− γ + 2η)π

2
− a3b1ρ

1+α+γ sin ((α+ 2γ − η)π)

+ a3b2ρ
3 1+α+γ

2 sin
(1− α− 3γ + 2η)π

2
+ a3b3ρ

2(1+α+γ) sin ((γ − η)π) , (4.112)

stoga zahtev nenegativnosti funkcije K implicira

−a1b2 sin
(1 + α− γ + 2η)π

2
+ a2b1 sin

(1− α− 3γ + 2η)π

2
⩾ 0, (4.113)

−a2b3 sin
(1 + α− γ + 2η)π

2
+ a3b2 sin

(1− α− 3γ + 2η)π

2
⩾ 0, (4.114)

a1b3 sin ((α+ η)π) + a2b2 sin ((γ − η)π)− a3b1 sin ((α+ 2γ − η)π) ⩾ 0. (4.115)
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Prema termodinami£kim zahtevima (4.106), sinus u prvom £lanu u (4.113), kao i u (4.114), ima nenegativnu
vrednost, jer su 1 + α− γ + 2η ⩾ (1− (γ − η)) + α+ η ⩾ 0 i 1 + α− γ + 2η = 1 + (α+ 3γ − 2η)− 4 (γ − η) ⩽
2− 4 (γ − η) ⩽ 2, dok je argument (1−α−3γ+2η)π

2 u drugom £lanu u (4.113) i (4.114) u intervalu
(
0, π

2

)
, budu¢i

da je α+ 3γ − 2η ∈ (0, 1), prema (4.106)2, te se zahtevi (4.113) i (4.114) transformi²u u

a1
b1

sin (1+α−γ+2η)π
4

cos (1−α−3γ+2η)π
4

cos (1+α−γ+2η)π
4

sin (1−α−3γ+2η)π
4

⩽
a2
b2

⩽
a3
b3

cos (1−α−3γ+2η)π
4

sin (1+α−γ+2η)π
4

sin (1−α−3γ+2η)π
4

cos (1+α−γ+2η)π
4

,

i predstavljaju suºene termodinami£ke restrikcije (4.107)1 i (4.108)2, kada se kombinuju sa termodinami£kom

restrikcijom (3.141), jer su cos
(1+α−γ+2η)π

4

sin
(1−α−3γ+2η)π

4

=
cos

(1+α−γ+2η)π
4

cos
(1+α+3γ−2η)π

4

⩾ 1 i sin
(1−α−3γ+2η)π

4

cos
(1+α−γ+2η)π

4

=
cos

(1+α+3γ−2η)π
4

cos
(1+α−γ+2η)π

4

⩽ 1, zbog

nejednakosti 1 + α− γ + 2η ⩽ 1 + α+ 3γ − 2η koja se redukuje na η ⩽ γ, videti (4.107)1.
Zahtevi (4.106) obezbe�uju nenegativnu vrednost sinusa u prvom i tre¢em £lanu u (4.115), budu¢i da je

0 ⩽ α + η ⩽ α + γ + 2 (γ − η) ⩽ 1 i 0 ⩽ α + 2γ − η = (α+ 3γ − 2η) − (γ − η) ⩽ 1, dok sinus u drugom
£lanu u (4.115) ima nenegativnu vrednost prema zahtevu (4.106)1, te se zahtev (4.115) transformi²e u suºenu
termodinami£ku restrikciju (4.111) ako je desna strana (4.111) manja nego desna strana (4.110), budu¢i da

je sin
(γ−η)π

2

cos
(α+2γ−η)π

2

=
cos

(1−(γ−η))π
2

cos
(α+2γ−η)π

2

⩽ 1 i cos
(α+η)π

2

cos
(α+2γ−η)π

2

⩾ 1, zbog nejednakosti α + 2γ − η ⩽ 1 − (γ − η) < 1 i

α+ η ⩽ α+ 2γ − η < 1, koje se respektivno redukuju na α+ 3γ − 2η ⩽ 1 i η ⩽ γ, videti (4.106).
Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu I

+

ID.IDD
+

i data je sa (4.112), je obezbe�ena
zahtevima (4.107), (4.108) i moºda (4.111) pored (4.106), (4.109) i (4.110) impliciraju¢i da je moduo relaksacije
kompletno monotona funkcija, a funkcija puzanja Bern²tajnova funkcija.

4.3.2 Asimetri£ni modeli

Formulisane su suºene termodinami£ke restrikcije na parametre modela koji sadrºe razli£it broj operatora koji
deluju na napon i deformaciju.

4.3.2.1 Model IID.ID

Funkcija K, data sa (4.20), u slu£aju modela IID.ID, £ija je konstitutivna jedna£ina(
a1 0I

α+β−γ
t + a2 0I

ν
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α
t + b2 0D

β
t

)
ε (t) ,

videti (3.61), sa odgovaraju¢im termodinami£kim restrikcijama (3.66) i (3.67), kao i sa suºenim termodinami£kim
restrikcijama

0 ⩽ α ⩽ ν < α+ β − γ ⩽ 1, β + ν ⩽ 1, (4.116)

b1
b2

⩽
a1
a3

sin (α+2β−γ)π
2

sin (α+γ)π
2

cos (α+2β−γ)π
2

cos (α+γ)π
2

⩽
a1
a3

sin (α+2β−γ)π
2

sin (α+γ)π
2

, (4.117)

koje vaºe ako je α+ 2β − γ < 1, postaje

K (ρ) = a1b1 sin ((β − γ)π) + a1b2ρ
α+β sin ((α+ 2β − γ)π)

+ a2b1ρ
α+β−γ−ν sin ((ν − α)π) + a2b2ρ

2(α+β)−γ−ν sin ((β + ν)π)

− a3b1ρ
α+β sin ((α+ γ)π) + a3b2ρ

2(α+β) sin ((β − γ)π) , (4.118)

stoga zahtev nenegativnosti funkcije K implicira

a1b2 sin ((α+ 2β − γ)π)− a3b1 sin ((α+ γ)π) ⩾ 0. (4.119)

Prvi £lan u (4.119) ima ili pozitivnu vrednost ako je α + 2β − γ < 1, ili nepozitivnu vrednost ako je
α + 2β − γ ⩾ 1, budu¢i da je α + 2β − γ = (α+ β − γ) + β ∈ (0, 2), prema termodinami£kom zahtevu
(4.116)1, dok drugi £lan u (4.119) ima nepozitivnu vrednost, budu¢i da termodinami£ki zahtev (4.116)1 daje
α+γ ⩽ ν+γ < α+β impliciraju¢i γ < β, ²to kombinovano sa α ⩽ ν, videti (4.116)1, daje α+γ ⩽ β+ν ⩽ 1 prema
termodinami£kom zahtevu (4.116)2, stoga se zahtevana nenegativnost (4.119), kao i nenegativnost funkcije K,
date sa (4.118), moºe garantovati samo ako je α+ 2β − γ < 1, i tada se zahtev (4.119) transformi²e u

b1
b2

⩽
a1
a3

sin (α+2β−γ)π
2

sin (α+γ)π
2

cos (α+2β−γ)π
2

cos (α+γ)π
2

,
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predstavljaju¢i suºenu termodinami£ku restrikciju (4.117)2, jer je
cos

(α+2β−γ)π
2

cos
(α+γ)π

2

⩽ 1 zbog α+γ ⩽ α+2β−γ < 1

²to se redukuje na γ < β, videti (4.116)1.
Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu IID.ID i data je sa (4.118), je obezbe�ena ako je

α + 2β − γ < 1 zahtevima (4.117), pored (4.116) impliciraju¢i da je moduo relaksacije kompletno monotona
funkcija, a funkcija puzanja Bern²tajnova funkcija, dok ako je α + 2β − γ ⩾ 1, tada se navedene osobine ne
mogu garantovati, budu¢i da se (4.119) ne moºe zadovoljiti.

4.3.2.2 Model IDD.DD
+

Funkcija K, data sa (4.20), u slu£aju modela IDD.DD
+

, £ija je konstitutivna jedna£ina(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

α+β+µ
t

)
ε (t) ,

videti (3.29), sa odgovaraju¢im termodinami£kim restrikcijama (3.32) i (3.33), kao i sa suºenim termodinami£kim
restrikcijama

1 ⩽ α+ β + µ ⩽ 2, β < γ ⩽ µ ⩽ 1− α, (4.120)

a1
a2

∣∣∣cos (2α+β+µ)π
2

∣∣∣
cos (µ−β)π

2

⩽
a1
a2

∣∣∣cos (2α+β+µ)π
2

∣∣∣
cos (µ−β)π

2

sin (2α+β+µ)π
2

sin (µ−β)π
2

⩽
b1
b2
, (4.121)

postaje

K (ρ) = a1b1 sin ((α+ µ)π) + a1b2ρ
α+β sin ((2α+ β + µ)π)

+ a2b1ρ
α+β sin ((µ− β)π) + a2b2ρ

2(α+β) sin ((α+ µ)π) + a3b2ρ
2α+β+µ sin ((α+ β)π) , (4.122)

stoga zahtev nenegativnosti funkcije K implicira

a1b2 sin ((2α+ β + µ)π) + a2b1 sin ((µ− β)π) > 0. (4.123)

Prema termodinami£kom zahtevu (4.120)2, vaºi 2α+ β+µ = (α+ β)+ (α+ µ) ⩽ 2, a prema termodinami-
£kom zahtevu (4.120)1, vaºi 2α+β+µ = (α+ β + µ)+α ⩾ 1, te prvi £lan u (4.123) ima nepozitivnu vrednost,
dok drugi £lan u (4.123) ima nenegativnu vrednost, prema termodinami£kom zahtevu (4.120)2. Stoga se zahtev
(4.123) transformi²e u

a1
a2

∣∣∣cos (2α+β+µ)π
2

∣∣∣
cos (µ−β)π

2

sin (2α+β+µ)π
2

sin (µ−β)π
2

⩽
b1
b2
,

predstavljaju¢i suºenu termodinami£ku restrikciju (4.121)1, jer je
sin

(2α+β+µ)π
2

sin
(µ−β)π

2

⩾ 1 zbog π− (2α+β+µ)π
2 ⩾ (µ−β)π

2 ,

²to se redukuje na α+ µ ⩽ 1, videti (4.120)2.
Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu IDD.DD

+

i data je sa (4.122), je obezbe�ena za-
htevanjem (4.121) pored (4.120) impliciraju¢i da je moduo relaksacije kompletno monotona funkcija, a funkcija
puzanja Bern²tajnova funkcija.

4.3.2.3 Model I
+

ID.ID

Funkcija K, data sa (4.20), u slu£aju modela I
+

ID.ID, £ija je konstitutivna jedna£ina(
a1 0I

α+β+ν
t + a2 0I

ν
t + a3 0D

α+β−ν
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α
t + b2 0D

β
t

)
ε (t) , (4.124)

videti (3.69), sa odgovaraju¢im termodinami£kim restrikcijama (3.74) i (3.75), kao i sa suºenim termodinami£kim
restrikcijama

0 ⩽ α+ β − ν ⩽ 1, 1 ⩽ α+ β + ν ⩽ 2, α ⩽ ν ⩽ 1− β, (4.125)

a1
a2

∣∣∣cos (α+2β+ν)π
2

∣∣∣
cos (ν−α)π

2

⩽
a1
a2

∣∣∣cos (α+2β+ν)π
2

∣∣∣
cos (ν−α)π

2

sin (α+2β+ν)π
2

sin (ν−α)π
2

⩽
b1
b2
, (4.126)

b1
b2

⩽
a2
a3

sin (β+ν)π
2

sin (2α+β−ν)π
2

cos (β+ν)π
2

cos (2α+β−ν)π
2

⩽
a2
a3

sin (β+ν)π
2

sin (2α+β−ν)π
2

, (4.127)
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postaje

K (ρ) = a1b1 sin ((β + ν)π) + a1b2ρ
α+β sin ((α+ 2β + ν)π)

+ a2b1ρ
α+β sin ((ν − α)π) + a2b2ρ

2(α+β) sin ((β + ν)π)

− a3b1ρ
2(α+β) sin ((2α+ β − ν)π) + a3b2ρ

3(α+β) sin ((ν − α)π) , (4.128)

stoga zahtev nenegativnosti funkcije K implicira

a1b2 sin ((α+ 2β + ν)π) + a2b1 sin ((ν − α)π) ⩾ 0, (4.129)

a2b2 sin ((β + ν)π)− a3b1 sin ((2α+ β − ν)π) ⩾ 0. (4.130)

Prema termodinami£kom zahtevu (4.125)3 je α+2β+ν = (α+ β)+(β + ν) ⩽ 2, a prema termodinami£kom
zahtevu (4.125)2 je α + 2β + ν = (α+ β + ν) + β ⩾ 1, te prvi £lan u (4.129) ima nepozitivnu vrednost, dok
drugi £lan u (4.129) ima nenegativnu vrednost, prema termodinami£kom zahtevu (4.125)3. Stoga se nejednakost
(4.129) transformi²e u

a1
a2

∣∣∣cos (α+2β+ν)π
2

∣∣∣
cos (ν−α)π

2

sin (α+2β+ν)π
2

sin (ν−α)π
2

⩽
b1
b2
,

predstavljaju¢i suºenu termodinami£ku restrikciju (4.126)1, jer je
sin

(α+2β+ν)π
2

sin
(ν−α)π

2

⩾ 1 zbog π− (α+2β+ν)π
2 ⩾ (ν−α)π

2 ,

²to se redukuje na β + ν ⩽ 1, videti (4.125)3.
Prema termodinami£kom zahtevu (4.125)3, prvi £lan u (4.130) ima nenegativnu vrednost, a prema termo-

dinami£kom zahtevu (4.125)1 je 2α + β − ν = (α+ β − ν) + α ⩾ 0, kao i prema termodinami£kom zahtevu
(4.125)3, vaºi 2α+ β − ν = (α+ β)− (ν − α) ⩽ 1, i stoga drugi £lan u (4.130) ima nepozitivnu vrednost, te se
nejednakost (4.130) transformi²e u

b1
b2

⩽
a2
a3

sin (β+ν)π
2

sin (2α+β−ν)π
2

cos (β+ν)π
2

cos (2α+β−ν)π
2

,

predstavljaju¢i suºenu termodinami£ku restrikciju (4.127)2, jer je
cos

(β+ν)π
2

cos
(2α+β−ν)π

2

⩽ 1 zbog 2α+β−ν ⩽ β+ν < 1,

²to se redukuje na α ⩽ ν, videti (4.125)3.
Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu I

+

ID.ID i data je sa (4.128), se obezbe�uje zahte-
vanjem (4.126) i (4.127) pored (4.125) impliciraju¢i da je moduo relaksacije kompletno monotona funkcija, a
funkcija puzanja Bern²tajnova funkcija.

4.3.2.4 Model IDD
+

.DD
+

Funkcija K, data sa (4.20), u slu£aju modela IDD
+

.DD
+

, £ija je konstitutivna jedna£ina(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

α+2β
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

α+β+µ
t

)
ε (t) ,

videti (3.34), sa odgovaraju¢im termodinami£kim restrikcijama (3.38) i (3.39), kao i sa suºenim termodinami£kim
restrikcijama

1 ⩽ α+ 2β ⩽ 2, 1 ⩽ α+ β + µ ⩽ 2, β ⩽ µ ⩽ 1− α, (4.131)

a1
a2

∣∣∣cos (2α+β+µ)π
2

∣∣∣
cos (µ−β)π

2

⩽
a1
a2

∣∣∣cos (2α+β+µ)π
2

∣∣∣
cos (µ−β)π

2

sin (2α+β+µ)π
2

sin (µ−β)π
2

⩽
b1
b2
, (4.132)

b1
b2

⩽
a2
a3

sin (α+µ)π
2

sin (α+2β−µ)π
2

cos (α+µ)π
2

cos (α+2β−µ)π
2

⩽
a2
a3

sin (α+µ)π
2

sin (α+2β−µ)π
2

, (4.133)

koje vaºe ako je 2α+ β − µ < 1, postaje

K (ρ) = a1b1 sin ((α+ µ)π) + a1b2ρ
α+β sin ((2α+ β + µ)π)

+ a2b1ρ
α+β sin ((µ− β)π) + a2b2ρ

2(α+β) sin ((α+ µ)π)

− a3b1ρ
2(α+β) sin ((α+ 2β − µ)π) + a3b2ρ

3(α+β) sin ((µ− β)π) , (4.134)

stoga zahtev nenegativnosti funkcije K implicira

a1b2 sin ((2α+ β + µ)π) + a2b1 sin ((µ− β)π) ⩾ 0, (4.135)
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a2b2 sin ((α+ µ)π)− a3b1 sin ((α+ 2β − µ)π) ⩾ 0. (4.136)

Prema termodinami£kom zahtevu (4.131)3, vaºi α + 2β + µ = (α+ β) + (β + µ) ⩽ 2, dok prema termodi-
nami£kom zahtevu (4.131)2, vaºi α + 2β + µ = (α+ β + µ) + β ⩾ 1, te prvi £lan u (4.135) ima nepozitivnu
vrednost, dok drugi £lan u (4.135) ima nenegativnu vrednost prema termodinami£kom zahtevu (4.131)3. Stoga
se nejednakost (4.135) transformi²e u

a1
a2

∣∣∣cos (2α+β+µ)π
2

∣∣∣
cos (µ−β)π

2

sin (2α+β+µ)π
2

sin (µ−β)π
2

⩽
b1
b2
,

predstavljaju¢i suºenu termodinami£ku restrikciju (4.132)1, jer je
sin

(2α+β+µ)π
2

sin
(µ−β)π

2

⩾ 1 zbog π− (2α+β+µ)π
2 ⩾ (µ−β)π

2 ,

²to se redukuje na α+ µ ⩽ 1, videti (4.131)3.
Prema termodinami£kom zahtevu (4.131)3, prvi £lan u (4.136) ima nenegativnu vrednost, dok prema ter-

modinami£kom zahtevu (4.131)1, vaºi α + 2β − µ = (α+ 2β) − µ ⩾ 0, kao i prema termodinami£kom zahtevu
(4.131)3, vaºi α+ 2β − µ = (α+ β)− (µ− β) ⩽ 1, i stoga drugi £lan u (4.136) ima nepozitivnu prednost, te se
nejednakost (4.136) transformi²e u

b1
b2

⩽
a2
a3

sin (α+µ)π
2

sin (α+2β−µ)π
2

cos (α+µ)π
2

cos (α+2β−µ)π
2

,

predstavljaju¢i suºenu termodinami£ku restrikciju (4.133)2, jer je
cos

(α+µ)π
2

cos
(α+2β−µ)π

2

⩽ 1 zbog α+2β−µ ⩽ α+µ < 1,

²to se redukuje na β ⩽ µ, videti (4.131)3.
Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu IDD

+

.DD
+

i data je sa (4.134), se obezbe�uje
zahtevanjem (4.132) i (4.133) pored (4.131), impliciraju¢i da je moduo relaksacije kompletno monotona funkcija,
a funkcija puzanja Bern²tajnova funkcija.

4.3.2.5 Model ID.IDD

Funkcija K, data sa (4.20), u slu£aju modela ID.IDD, £ija je konstitutivna jedna£ina(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

µ
t + b2 0D

ν
t + b3 0D

α+β−µ
t

)
ε (t) ,

videti (3.49), sa odgovaraju¢im termodinami£kim restrikcijama (3.53) i (3.54), kao i sa suºenim termodinami£kim
restrikcijama

0 ⩽ β ⩽ ν < α+ β − µ ⩽ 1, µ ⩽ α ⩽ 1− ν, (4.137)

−a1
a2

cos (2α+β−µ)π
2

cos (β+µ)π
2

⩽
b1
b3

⩽
a1
a2

sin (2α+β−µ)π
2

sin (β+µ)π
2

cos (2α+β−µ)π
2

cos (β+µ)π
2

⩽
a1
a2

sin (2α+β−µ)π
2

sin (β+µ)π
2

, (4.138)

koje vaºe ako je 2α+ β − µ < 1, postaje

K (ρ) = a1b1 sin ((α− µ)π) + a1b2ρ
µ+ν sin ((α+ ν)π) + a1b3ρ

α+β sin ((2α+ β − µ)π)

− a2b1ρ
α+β sin ((β + µ)π) + a2b2ρ

α+β+µ+ν sin ((ν − β)π) + a2b3ρ
2(α+β) sin ((α− µ)π) , (4.139)

stoga zahtev nenegativnosti funkcije K implicira

a1b3 sin ((2α+ β − µ)π)− a2b1 sin ((β + µ)π) ⩾ 0. (4.140)

Prvi £lan u (4.140) ima ili pozitivnu vrednost ako je 2α + β − µ < 1, ili nepozitivnu vrednost ako je
2α+β−µ ⩾ 1, jer je 2α+β−µ = (α+ β − µ)+α ∈ (0, 2) prema termodinami£kom zahtevu (4.137)1, dok drugi
£lan u (4.140) ima nepozitivnu vrednost, jer je β + µ ⩽ µ + ν ⩽ 1, prema termodinami£kom zahtevu (4.137).
Stoga, nejednakost (4.140) moºe biti zadovoljena samo ako je 2α+ β − µ < 1 i transformi²e se u

b1
b3

⩽
a1
a2

sin (2α+β−µ)π
2

sin (β+µ)π
2

cos (2α+β−µ)π
2

cos (β+µ)π
2

,

predstavljaju¢i suºenu termodinami£ku restrikciju (4.138)3, jer je
cos

(2α+β−µ)π
2

cos
(β+µ)π

2

⩽ 1 zbog β+µ ⩽ 2α+β−µ < 1,

²to se redukuje na µ ⩽ α, videti (4.137)2.
Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu ID.IDD i data je sa (4.139), se obezbe�uje ako je

2α + β − µ < 1 zahtevanjem (4.138) pored (4.137) impliciraju¢i da je moduo relaksacije kompletno monotona
funkcija, a funkcija puzanja Bern²tajnova funkcija, dok ako je 2α+β−µ ⩾ 1, tada spomenute osobine ne mogu
biti garantovane, jer (4.140) ne moºe biti zadovoljeno.

68



Svojstva energetskog bilansa frakcionih Cenerovih i anti-Cenerovih modela

4.3.2.6 Model ID.DDD
+

Funkcija K, data sa (4.20), u slu£aju modela ID.DDD
+

, £ija je konstitutivna jedna£ina(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

ν
t + b3 0D

α+β+ν
t

)
ε (t) ,

videti (3.44), sa odgovaraju¢im termodinami£kim restrikcijama (3.47) i (3.48), kao i sa suºenim termodinami£kim
restrikcijama

1 ⩽ α+ β + ν ⩽ 2, β ⩽ µ < ν ⩽ 1− α, (4.141)

a1
a2

∣∣∣cos (2α+β+ν)π
2

∣∣∣
cos (ν−β)π

2

⩽
a1
a2

∣∣∣cos (2α+β+ν)π
2

∣∣∣
cos (ν−β)π

2

sin (2α+β+ν)π
2

sin (ν−β)π
2

⩽
b2
b3
, (4.142)

postaje

K (ρ) = a1b1 sin ((α+ µ)π) + a1b2ρ
ν−µ sin ((α+ ν)π) + a1b3ρ

α+β+ν−µ sin ((2α+ β + ν)π)

+ a2b1ρ
α+β sin ((µ− β)π) + a2b2ρ

α+β+ν−µ sin ((ν − β)π) + a2b3ρ
2α+2β+ν−µ sin ((α+ ν)π) , (4.143)

stoga zahtev nenegativnosti funkcije K implicira

a1b3 sin ((2α+ β + ν)π) + a2b2 sin ((ν − β)π) ⩾ 0. (4.144)

Prvi £lan u (4.144) ima nepozitivnu vrednost, jer je sa jedne strane 2α+β+ν = (α+ β + ν)+α ⩾ 1, prema
termodinami£kom zahtevu (4.141)1, a sa druge strane 2α+ β + ν = (α+ β) + (α+ ν) ⩽ 2 prema termodinami-
£kom zahtevu (4.141)2, dok drugi £lan u (4.144) ima nenegativnu vrednost, prema termodinami£kom zahtevu
(4.141)2. Stoga se nejednakost (4.144) transformi²e u

a1
a2

∣∣∣cos (2α+β+ν)π
2

∣∣∣
cos (ν−β)π

2

sin (2α+β+ν)π
2

sin (ν−β)π
2

⩽
b2
b3
,

predstavljaju¢i suºenu termodinami£ku restrikciju (4.142)1, jer je
sin

(2α+β+ν)π
2

sin
(ν−β)π

2

⩾ 1 zbog (ν−β)π
2 ⩽ π− (2α+β+ν)π

2

²to se redukuje na α+ ν ⩽ 1, videti (4.141)2.
Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu ID.DDD

+

i data je sa (4.143), se obezbe�uje za-
htevanjem (4.142) pored (4.141) impliciraju¢i da je moduo relaksacije kompletno monotona funkcija, a funkcija
puzanja Bern²tajnova funkcija.

4.3.2.7 Model ID.IDD
+

Funkcija K, data sa (4.20), u slu£aju modela ID.IDD
+

, £ija je konstitutivna jedna£ina(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α+β−ν
t + b2 0D

ν
t + b3 0D

α+β+ν
t

)
ε (t) ,

videti (3.55), sa odgovaraju¢im termodinami£kim restrikcijama (3.59) i (3.60), kao i sa suºenim termodinami£kim
restrikcijama

0 ⩽ α+ β − ν ⩽ 1, 1 ⩽ α+ β + ν ⩽ 2, β ⩽ ν ⩽ 1− α, (4.145)

b1
b2

sin (α+2β−ν)π
2

sin (α+ν)π
2

⩽
b1
b2

sin (α+2β−ν)π
2

sin (α+ν)π
2

cos (α+2β−ν)π
2

cos (α+ν)π
2

⩽
a1
a2

, (4.146)

a1
a2

⩽
b2
b3

cos (ν−β)π
2∣∣∣cos (2α+β+ν)π
2

∣∣∣ sin (ν−β)π
2

sin (2α+β+ν)π
2

⩽
b2
b3

cos (ν−β)π
2∣∣∣cos (2α+β+ν)π
2

∣∣∣ , (4.147)

postaje

K (ρ) = a1b1 sin ((ν − β)π) + a1b2ρ
α+β sin ((α+ ν)π) + a1b3ρ

2(α+β) sin ((2α+ β + ν)π)

− a2b1ρ
α+β sin ((α+ 2β − ν)π) + a2b2ρ

2(α+β) sin ((ν − β)π) + a2b3ρ
3(α+β) sin ((α+ ν)π) , (4.148)

stoga zahtev nenegativnosti funkcije K implicira

a1b2 sin ((α+ ν)π)− a2b1 sin ((α+ 2β − ν)π) ⩾ 0, (4.149)
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a1b3 sin ((2α+ β + ν)π) + a2b2 sin ((ν − β)π) ⩾ 0. (4.150)

Prema termodinami£kom zahtevu (4.145)3, prvi £lan u (4.149) ima nenegativnu vrednost, dok sa jedne
strane vaºi α+2β− ν = (α+ β − ν)+β ⩾ 0, prema termodinami£kom zahtevu (4.145)1, a sa druge strane vaºi
α+2β− ν = (α+ β)− (ν − β) ⩽ 1, prema termodinami£kom zahtevu (4.145)3, i stoga drugi £lan u (4.149) ima
nepozitivnu vrednost, te se zahtev (4.149) transformi²e u

b1
b2

sin (α+2β−ν)π
2

sin (α+ν)π
2

cos (α+2β−ν)π
2

cos (α+ν)π
2

⩽
a1
a2

,

predstavljaju¢i suºenu termodinami£ku restrikciju (4.146)1, jer je
cos

(α+2β−ν)π
2

cos
(α+ν)π

2

⩾ 1 zbog α+2β− ν ⩽ α+ ν < 1

²to se redukuje na β ⩽ ν, videti (4.145)3.
Prvi £lan u (4.150) ima nepozitivnu vrednost, jer je sa jedne strane 2α+β+ν = (α+ β + ν)+α ⩾ 1, prema

termodinami£kom zahtevu (4.145)2, a sa druge strane 2α+β+ ν = (α+ β)+ (α+ ν) ⩽ 2, prema termodinami-
£kom zahtevu (4.145)3, dok drugi £lan u (4.150) ima nenegativnu vrednost, prema termodinami£kom zahtevu
(4.145)3. Stoga se nejednakost (4.150) transformi²e

a1
a2

⩽
b2
b3

cos (ν−β)π
2∣∣∣cos (2α+β+ν)π
2

∣∣∣ sin (ν−β)π
2

sin (2α+β+ν)π
2

,

predstavljaju¢i suºenu termodinami£ku restrikciju (4.147)2, jer je
sin

(ν−β)π
2

sin
(2α+β+ν)π

2

⩽ 1 zbog (ν−β)π
2 ⩽ π− (2α+β+ν)π

2

²to se redukuje na α+ ν ⩽ 1, videti (4.145)3.
Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu ID.IDD

+

i data je sa (4.148), se obezbe�uje zahte-
vanjem (4.146) i (4.147) pored (4.145) impliciraju¢i da je moduo relaksacije kompletno monotona funkcija, a
funkcija puzanja Bern²tajnova funkcija.

4.4 Numeri£ki primeri

Termodinami£ke i suºene termodinami£ke restrikcije na parametre modela I+ID.ID, £ija je konstitutivna jed-
na£ina (

a1 0I
α+β+ν
t + a2 0I

ν
t + a3 0D

α+β−ν
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α
t + b2 0D

β
t

)
ε (t) , (4.151)

date su slede¢im nejednakostima

0 ⩽ α+ β − ν ⩽ 1, 1 ⩽ α+ β + ν ⩽ 2, α ⩽ ν ⩽ 1− β, (4.152)

a1
a2

∣∣∣cos (α+2β+ν)π
2

∣∣∣
cos (ν−α)π

2

⩽
a1
a2

sin (α+2β+ν)π
2

sin (ν−α)π
2

∣∣∣cos (α+2β+ν)π
2

∣∣∣
cos (ν−α)π

2

⩽
b1
b2
, (4.153)

b1
b2

⩽
a2
a3

sin (β+ν)π
2

sin (2α+β−ν)π
2

cos (β+ν)π
2

cos (2α+β−ν)π
2

⩽
a2
a3

sin (β+ν)π
2

sin (2α+β−ν)π
2

, (4.154)

videti tako�e poglavlje 4.3.2.3.

4.4.1 Moduo relaksacije za model I+ID.ID

Za moduo relaksacije modela I+ID.ID, datog sa (4.151), dobija se izraz

σ̃sr (s) =
1

s1−(β+ν)

ϕε (s)

ϕσ (s)
=

1

s1−(β+ν)

b1 + b2s
α+β

a1 + a2sα+β + a3s2(α+β)
(4.155)

u Laplasovom domenu, nakon primene Laplasove transformacije na konstitutivnu jedna£inu (4.151), pri £emu
je deformacija ε data kao Heavisajdova funkcija, videti tako�e (4.13) i tabelu 6.5, te se nakon primene inverzne
Laplasove transformacije na (4.155), prema (4.15), dobija moduo relaksacije za model I+ID.ID u vremenskom
domenu kao

σsr(t) = σ(NP)
sr (t) +


0, ako σ̃sr nema polova,

σ
(RP)
sr (t), ako σ̃sr ima negativan realan pol,

σ
(CCP)
sr (t), ako σ̃sr ima par kompleksno konjugovanih polova,

(4.156)
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pri £emu su funkcije σ
(NP)
sr , σ

(RP)
sr i σ(CCP)

sr date sa

σ(NP)
sr (t) =

1

π

∫ ∞

0

1

ρ1−(β+ν)

∣∣b1 + b2ρ
α+βei(α+β)π

∣∣∣∣a1 + a2ρα+βei(α+β)π + a3ρ2(α+β)e2i(α+β)π
∣∣

× sin

(
(β + ν)π + arctg

b2ρ
α+β sin ((α+ β)π)

b1 + b2ρα+β cos ((α+ β)π)

− arctg
a2ρ

α+β sin ((α+ β)π) + a3ρ
2(α+β) sin (2 (α+ β)π)

a1 + a2ρα+β cos ((α+ β)π) + a3ρ2(α+β) cos (2 (α+ β)π)

)
e−ρtdρ, (4.157)

σ(NP)
sr (t) =

1

π

∫ ∞

0

1

ρ1−(β+ν)

K (ρ)∣∣a1 + a2ρα+βei(α+β)π + a3ρ2(α+β)e2i(α+β)π
∣∣2 e−ρtdρ,

σ(RP)
sr (t) = −ρβ−µ

RP

∣∣∣b1 + b2ρ
α+β
RP ei(α+β)π

∣∣∣
(α+ β)

∣∣∣a2 + 2a3ρ
α+β
RP ei(α+β)π

∣∣∣
× cos

(
(β + ν)π + arctg

b2ρ
α+β
RP sin ((α+ β)π)

b1 + b2ρ
α+β
RP cos ((α+ β)π)

− arctg
a2 sin ((α+ β)π) + 2a3ρ

α+β
RP sin (2 (α+ β)π)

a2 cos ((α+ β)π) + 2a3ρ
α+β
RP cos (2 (α+ β)π)

)
e−ρRPt, (4.158)

σ(CCP)
sr (t) = 2ρβ−µ

CCP

∣∣∣b1 + b2ρ
α+β
CCP ei(α+β)φCCP

∣∣∣
(α+ β)

∣∣∣a2 + 2a3ρ
α+β
CCP ei(α+β)φCCP

∣∣∣
× e−|Re sCCP|t cos

(
Im sCCPt− (1− (β + ν))φCCP + arctg

b2ρ
α+β
CCP sin ((α+ β)φCCP)

b1 + b2ρ
α+β
CCP cos ((α+ β)φCCP)

+ arctg
a2 sin ((1− (α+ β))φCCP) + 2a3ρ

α+β
CCP sin ((1− 2 (α+ β))φCCP)

a2 cos ((1− (α+ β))φCCP) + 2a3ρ
α+β
CCP cos ((1− 2 (α+ β))φCCP)

)
(4.159)

prema (4.16), (4.19), (4.17) i (4.18) respektivno, sa

ϕε (s) = b1 + b2s
α+β i ϕσ (s) = a1 + a2s

α+β + a3s
2(α+β), (4.160)

gde je funkcija K de�nisana sa (4.20) i predstavljena izrazom (4.128), odnosno

K (ρ) = a1b1 sin ((β + ν)π) + ρα+β (a1b2 sin ((α+ 2β + ν)π) + a2b1 sin ((ν − α)π))

+ ρ2(α+β) (a2b2 sin ((β + ν)π)− a3b1 sin ((2α+ β − ν)π)) + ρ3(α+β)a3b2 sin ((ν − α)π) , (4.161)

i sa polovima modula relaksacije u Laplasovom domenu ρRP = − 2(α+β)

√
a1

a3
, ako je tg ((α+ β)π) = −

√
4a1a3

a2
2

− 1

i sCCP = ρCCP e
iφCCP , sa ρCCP = 2(α+β)

√
a1

a3
i φCCP =

(
1− 1

πarctg
√

4a1a3

a2
2

− 1
)

π
α+β , ako je tg ((α+ β)π) >

−
√

4a1a3

a2
2

− 1, dobijenim u poglavlju 4.2.4.3 kao nule funkcije ϕσ, date sa (4.160)2, videti (4.55) i (4.56).

U slu£aju razmatranog modela I+ID.ID, prema (4.155) se za asimptotsko pona²anje modula relaksacije u
Laplasovom domenu dobija izraz

σ̃sr (s) =
b2
a3

1

s1−(ν−α)

1 + b1
b2

1
sα+β

1 + a2

a3

1
sα+β + a1

a3

1
s2(α+β)

=
b2
a3

1

s1−(ν−α)

(
1 +

b1
b2

1

sα+β

)(
1 +

a2
a3

1

sα+β
+

a1
a3

1

s2(α+β)

)−1

=
b2
a3

1

s1−(ν−α)

(
1 +

b1
b2

1

sα+β

)(
1− a2

a3

1

sα+β
+

(
−a1
a3

+

(
a2
a3

)2
)

1

s2(α+β)
+O

(
s−3(α+β)

))

=
b2
a3

1

s1−(ν−α)

(
1 +

(
b1
b2

− a2
a3

)
1

sα+β
+

((
a2
a3

)2

− a1
a3

− a2
a3

b1
b2

)
1

s2(α+β)
+O

(
s−3(α+β)

))

=
b2
a3

1

s1−(ν−α)
+

b2
a3

(
b1
b2

− a2
a3

)
1

s1+2α+β−ν

+
b2
a3

((
a2
a3

)2

− a1
a3

− a2
a3

b1
b2

)
1

s1+3α+2β−ν
+O

(
s−(1+4α+3β−ν)

)
, kada s → ∞,
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impliciraju¢i da je asimptotsko pona²anje modula relaksacije za vremena bliska nuli

σsr (t) =
b2
a3

t−(ν−α)

Γ (1− (ν − α))
+

b2
a3

(
b1
b2

− a2
a3

)
t2α+β−ν

Γ (1 + 2α+ β − ν)

+
b2
a3

((
a2
a3

)2

− a1
a3

− a2
a3

b1
b2

)
t3α+2β−ν

Γ (1 + 3α+ 2β − ν)
+O

(
t−(4α+3β−ν)

)
, kada t → 0, (4.162)

prema teoremi koja tvrdi da ako je f̃ (s) ∼ g̃ (s) kada s → ∞, tada je f (t) ∼ g (t) kada t → 0, dok asimptotsko
pona²anje modula relaksacije za velika vremena

σsr (t) =
b1
a1

t−(β+ν)

Γ (1− (β + ν))
+O

(
t−(1−δ)

)
, kada t → ∞, (4.163)

sledi iz asimptotike modula relaksacije u Laplasovom domenu (4.155), dobijenom kao

σ̃sr (s) =
b1
a1

1

s1−(β+ν)

1 + b2
b1
sα+β

1 + a2

a1
sα+β + a3

a1
s2(α+β)

=
b1
a1

1

s1−(β+ν)

(
1 +

b2
b1
sα+β

)(
1 +

a2
a1

sα+β +
a3
a1

s2(α+β)

)−1

=
b1
a1

1

s1−(β+ν)

(
1 +

b2
b1
sα+β

)(
1− a2

a1
sα+β +O

(
s2(α+β)

))
=

b1
a1

1

s1−(β+ν)

(
1 +

(
b2
b1

− a2
a1

)
sα+β +O

(
s2(α+β)

))
=

b1
a1

1

s1−(β+ν)
+O

(
s−δ
)
, kada s → 0,

sa 0 < δ < 1− (β + ν), jer je α+2β + ν > 1, prema teoremi koja tvrdi da ako je f̃ (s) ∼ g̃ (s) kada s → 0, tada
je f (t) ∼ g (t) kada t → ∞.

Slika 4.4 predstavlja vremensku evoluciju modula relaksacije za razli£ite vrednosti parametara modela datih
u tabeli 4.4, te je, u slu£aju kada su parametri modela takvi da moduo relaksacije u Laplasovom domenu nema
polova i dodatno zadovoljava suºene termodinami£ke restrikcije (4.152) - (4.154), moduo relaksacije sa slike
4.4a, dobijen prema (4.156) sa funkcijom σ

(NP)
sr datom izrazom (4.157), kompletno monoton, dok kompletna

monotonost modula relaksacije sa slike 4.4b, dobijenog prema (4.156) sa funkcijom σ
(RP)
sr datom sa (4.158), se

ne moºe garantovati, iako deluje da jeste kompletno monoton, budu¢i da parametri modela ne zadovoljavaju
suºene termodinami£ke restrikcije (4.152) - (4.154). Naime, suºene termodinami£ke restrikcije impliciraju kom-
pletnu monotonost modula relaksacije, me�utim obrnuta implikacija ne mora da vaºi. Slike 4.4c i 4.4d, dobijene
prema (4.156) sa funkcijom σ

(CCP)
sr datom sa (4.159), predstavljaju oscilatorni moduo relaksacije koji ima am-

plitudu koja eksponencijalno opada sa vremenom, sa izraºenim prigu²enjem i negativnim naponom za odre�eni
vremenski interval, me�utim za veliko vreme napon je pozitivan i teºi u nulu. Asimptotsko pona²anje modula
relaksacije za mala i velika vremena, predstavljeno isprekidanim linijama na slici 4.4, sledi iz asimptotskih izraza
(4.162) i (4.163) i dobro se poklapa sa vremenskim pro�lima, kao ²to se vidi sa svih gra�ka.

Slu£aj kada σ̃sr α β ν a1 a2 a3 b1 b2

nema polova

0.35 0.55 0.4

0.05 1.5 0.45 0.7 0.95

ima negativan realan pol 11 28.4029 . . . 20.27 7 9.5

ima par kompleksno
konjugovanih polova 11 15 20.27 7 9.5

Tabela 4.4: Parametri modela kori²¢eni za numeri£ke primere.

4.4.2 Funkcija puzanja za model I+ID.ID

Za funkciju puzanja modela I+ID.ID, datog sa (4.124), se dobija izraz

ε̃cr (s) =
1

s1+β+ν

ϕσ (s)

ϕε (s)
=

1

s1+β+ν

a1 + a2s
α+β + a3s

2(α+β)

b1 + b2sα+β
(4.164)
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(a) Slu£aj kada σ̃sr nema polova. Moduo relaksacije je kom-
pletno monotona funkcija.

0 2 4 6 8
t

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6
σsr

(b) Slu£aj kada σ̃sr ima negativan realan pol. Kompletna
monotonost modula relaksacije se ne moºe garantovati.
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(c) Slu£aj kada σ̃sr ima par kompleksno konjugovanih polova.
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(d) Isti slu£aj kao na slici 4.4c sa pro²irenim vremenskim in-
tervalom.

Slika 4.4: Vremenski pro�li modula relaksacije, predstavljeni punom linijom, pore�eni sa asimptotskim pro�lima
za mala i velika vremena, predstavljenim isprekidanom linijom.

u Laplasovom domenu, nakon primene Laplasove transformacije na konstitutivnu jedna£inu (4.151), u kojoj je
napon σ dat kao Hevisajdova funkcija, videti tako�e (4.14) i tabelu 6.5, te se nakon primene inverzne Laplasove
transformacije na (4.164), prema (4.27), dobija funkcija puzanja za model I+ID.ID u vremenskom domenu

εcr(t) = ε(NP)
cr (t) =

1

π

∫ ∞

0

1

ρ1+β+ν

∣∣a1 + a2ρ
α+βei(α+β)π + a3ρ

2(α+β)e2i(α+β)π
∣∣∣∣b1 + b2ρα+βei(α+β)π

∣∣
× sin

(
(β + ν)π + arctg

b2ρ
α+β sin ((α+ β)π)

b1 + b2ρα+β cos ((α+ β)π)

− arctg
a2ρ

α+β sin ((α+ β)π) + a3ρ
2(α+β) sin (2 (α+ β)π)

a1 + a2ρα+β cos ((α+ β)π) + a3ρ2(α+β) cos (2 (α+ β)π)

)(
1− e−ρt

)
dρ, (4.165)

ili ekvivalentno

εcr (t) = ε(NP)
cr (t) =

1

π

∫ ∞

0

1

ρ1+β+ν

K (ρ)∣∣b1 + b2ρα+βei(α+β)π
∣∣2 (1− e−ρt

)
dρ, (4.166)

pri £emu je ekvivalentna forma funkcije ε(NP)
cr data sa (4.28) i (4.31) i gde je funkcija K data sa (4.161), budu¢i

da funkcija ϕε, videti (4.160)1, nema nula u kompleksnoj ravni, impliciraju¢i da funkcija puzanja u Laplasovom
domenu nema polova.

Umesto izraza (4.165) i (4.166), zbog bolje numeri£ke konvergencije, pogodno je funkciju puzanja u Laplasovom
domenu (4.164) transformisati u izraz

ϵ̃cr (s) = sε̃cr (s) =
1

sβ+ν

(
a1
b2

1

sα+β + b1
b2

+
a3
b2

sα+β
sα+β + a2

a3

sα+β + b1
b2

)

=
a3
b2

1

sν−α
+

a3
b2

(
a2
a3

− b1
b2

)
1

sν−α

1

sα+β + b1
b2

+
a1
b2

1

sβ+ν

1

sα+β + b1
b2

,
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koji za funkciju puzanja u vremenskom domenu daje

εcr (t) =

∫ t

0

ϵcr (t
′) dt′

=
a3
b2

t−(1−(ν−α))

Γ (ν − α)
+

1

π

a3
b2

(
a2
a3

− b1
b2

)∫ ∞

0

1

ρ1+ν−α

ρα+β sin ((β + ν)π) + b1
b2

sin ((ν − α)π)∣∣∣ρα+βei(α+β)π + b1
b2

∣∣∣2
(
1− e−ρt

)
dρ

+
1

π

a1
b2

∫ ∞

0

1

ρ1+β+ν

ρα+β sin ((α+ 2β + ν)π) + b1
b2

sin ((β + ν)π)∣∣∣ρα+βei(α+β)π + b1
b2

∣∣∣2
(
1− e−ρt

)
dρ, (4.167)

budu¢i da de�nicija inverzne Laplasove transformacije (4.40), kori²¢ena zajedno sa Ko²ijevom integralnom teo-
remom (4.41), gde je kontura predstavljena na slici 4.1, implicira

L−1

[
1

sξ
1

sα+β + b1
b2

]
(t) =

1

π

∫ ∞

0

1

ρξ
ρα+β sin ((α+ β + ξ)π) + b1

b2
sin (ξπ)∣∣∣ρα+βei(α+β)π + b1

b2

∣∣∣2 e−ρtdρ.

Ekvivalentno, funkcija puzanja se tako�e dobija preko dvoparametarske Mitag-Le�erove funkcije, videti (4.32),
²to je u slu£aju modela I+ID.ID izraz

εcr (t) =
a1
b2

e
α+β,1+α+2β+ν,

b1
b2

(t) +
a2
b2

e
α+β,1+β+ν,

b1
b2

(t) +
a3
b2

e
α+β,1+ν−α,

b1
b2

(t) . (4.168)

U slu£aju razmatranog modela I+ID.ID asimptotsko pona²anje funkcije puzanja u Laplasovom domenu,
prema (4.164), dato je izrazom

ε̃cr (s) =
a3
b2

1

s1+ν−α

1 + a2

a3

1
sα+β + a1

a3

1
s2(α+β)

1 + b1
b2

1
sα+β

=
a3
b2

1

s1+ν−α

(
1 +

a2
a3

1

sα+β
+

a1
a3

1

s2(α+β)

)(
1 +

b1
b2

1

sα+β

)−1

=
a3
b2

1

s1+ν−α

(
1 +

a2
a3

1

sα+β
+

a1
a3

1

s2(α+β)

)(
1− b1

b2

1

sα+β
+

(
b1
b2

)2
1

s2(α+β)
+O

(
s−3(α+β)

))

=
a3
b2

1

s1+ν−α

(
1 +

(
a2
a3

− b1
b2

)
1

sα+β
+

(
a1
a3

− a2
a3

b1
b2

+

(
b1
b2

)2
)

1

s2(α+β)
+O

(
s−3(α+β)

))

=
a3
b2

1

s1+ν−α
+

a3
b2

(
a2
a3

− b1
b2

)
1

s1+β+ν

+
a3
b2

(
a1
a3

− a2
a3

b1
b2

+

(
b1
b2

)2
)

1

s1+α+2β+ν
+O

(
s
−(1+2α+3β+ν)

)
, kada s → ∞,

²to za asimptotsko pona²anje funkcije puzanja za vremena bliska nuli implicira izraz

εcr (t) =
a3
b2

tν−α

Γ (1 + ν − α)
+

a3
b2

(
a2
a3

− b1
b2

)
tβ+ν

Γ (1 + β + ν)

+
a3
b2

(
a1
a3

− a2
a3

b1
b2

+

(
b1
b2

)2
)

tα+2β+ν

Γ (1 + α+ 2β + ν)
+O

(
t2α+3β+ν

)
, kada t → 0, (4.169)

dok asimptotsko pona²anje funkcije puzanja za velika vremena

εcr (t) =
a1
b1

tβ+ν

Γ (1 + β + ν)
+

a1
b1

(
a2
a1

− b2
b1

)
tν−α

Γ (1 + ν − α)

+
a1
b1

(
a3
a1

− a2
a1

b2
b1

+

(
b2
b1

)2
)

t−2α−β+ν

Γ (1− 2α− β + ν)
+O

(
t−ξ
)
, kada t → ∞, (4.170)

sledi iz asimptotike funkcije puzanja u Laplasovom domenu, dobijene kao

ε̃cr (s) =
a1
b1

1

s1+β+ν

1 + a2

a1
sα+β + a3

a2
s2(α+β)

1 + b2
b1
sα+β
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=
a1
b1

1

s1+β+ν

(
1 +

a2
a1

sα+β +
a3
a1

s2(α+β)

)(
1 +

b2
b1
sα+β

)−1

=
a1
b1

1

s1+β+ν

(
1 +

a2
a1

sα+β +
a3
a1

s2(α+β)

)(
1− b2

b1
sα+β +

(
b2
b1

)2

s2(α+β) +O
(
s3(α+β)

))

=
a1
b1

1

s1+β+ν

(
1 +

(
a2
a1

− b2
b1

)
sα+β +

(
a3
a1

− a2
a1

b2
b1

+

(
b2
b1

)2
)
s2(α+β) +O

(
s3(α+β)

))

=
a1
b1

1

s1+β+ν
+

a1
b1

(
a2
a1

− b2
b1

)
1

s1+ν−α

+
a1
b1

(
a3
a1

− a2
a1

b2
b1

+

(
b2
b1

)2
)

1

s1−2α−β+ν
+O

(
s−(1−ξ)

)
, kada s → 0,

sa ξ ∈ (0, 1) .
Slika 4.5 predstavlja vremensku evoluciju funkcije puzanja za razli£ite vrednosti parametara modela, tako

da se funkcija puzanja sa slike 4.5a dobija prema (4.167) za isti set parametara kao moduo relaksacije sa slike
4.4a, i predstavlja Bern²tajnovu funkciju, dok funkcija puzanja sa slike 4.5b, koja se dobija za isti set param-
etara iz tabele 4.4 za koji funkcija σ̃sr ima par kompleksno konjugovanih polova, o£igledno nije Bern²tajnova
funkcija, budu¢i da je konveksna, a ne konkavna funkcija. Gra�ci funkcije puzanja sa slike 4.5, dobijene prema
integralnoj reprezentaciji (4.167), se odli£no poklapaju sa gra�cima funkcije puzanja predstavljenim ta£kama,
koje odgovaraju Mitag-Le�erovoj reprezentaciji (4.168) funkcije puzanja. Kona£no, izrazi za asimptotsko pon-
a²anje za mala i velika vremena funkcije puzanja (4.169) i (4.170) generi²u krive koje pokazuju zadovoljavaju¢e
preklapanje sa krivama funkcije puzanja.
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(a) Funkcija puzanja je Bern²tajnova funkcija.
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(b) Funkcija puzanja nije Bern²tajnova funkcija.

Slika 4.5: Vremenski pro�li funkcije puzanja, predstavljeni punom linijom i ta£kama, pore�eni sa asimptotskim
pro�lima za mala i velika vremena, predstavljenim isprekidanom linijom.
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5. Energija i snaga disipacije u

kvazistacionarnom stanju

U cilju analize ekvivalencije dvaju oblika energije i snage disipacije po jedinici zapremine, kao i ekvivalencije
dvaju oblika snage po jedinici zapremine, predstavljenih u poglavlju 4.1 preko modula relaksacije i funkcije
puzanja, deformacija, kao pobuda viskoelasti£nog tela modeliranog termodinami£ki konzistentnim frakcionim
Cenerovim i anti-Cenerovim modelima, pretpostavljena je u obliku harmonijske funkcije, a odre�en je napon
kao odziv na tako pretpostavljenu deformaciju. Tako�e je ispitana vremenska evolucija napona u smislu prelaza
iz tranzijentnog u kvazistacionarni reºim.

Disipacija energije u viskoelasti£nim sredinama Beselovog tipa, termodinami£ka konzistentnost talasne jed-
na£ine i zahtevi koji obezbe�uju kompletnu monotonost, kao i analiza Cenerove talasne jedna£ine su predstavljeni
u [69, 70, 71, 72].

5.1 Tranzijentni odziv i kvazistacionarni reºim

Napon kao odziv na zadatu harmonijsku deformaciju je odre�en u tranzijentnom i kvazistacionarnom reºimu,
gde se pod tranzijentnim reºimom podrazumeva vremenska evolucija, u konkretnom slu£aju napona, po£ev²i
od po£etnog trenutka kao odziv na proizvoljnu pobudu, dok se pod kvazistacionarnim reºimom podrazumeva
harmonijski odziv na harmonijsku pobudu ustaljen posle dovoljno dugo vremena.

5.1.1 Tranzijentni odziv na harmonijsku pobudu

Pretpostavljaju¢i da je viskoelasti£no telo, modelirano frakcionim Cenerovim i anti-Cenerovim modelima, pred-
stavljenim u tabeli 2.1, videti tako�e dodatak A.3, podvrgnuto deformaciji kao pobudi zadatoj u obliku har-
monijske funkcije

ε (t) = ε0 cos (ωt) , (5.1)

sa konstantnom amplitudom ε0 i ugaonom frekvencijom ω, odre�uje se napon, indukovan u telu kao odziv u
prelaznom reºimu. Polaze¢i od izraza (4.12) za konstitutivnu vezu izme�u napona i deformacije u Laplasovom
domenu, sa konstitutivnim parametrom ξ i funkcijama ϕε i ϕσ datim u tabeli 6.5, za napon u Laplasovom
domenu se dobija

σ̃ (s) = ε0s
ξ ϕε (s)

ϕσ (s)

s

s2 + ω2
, (5.2)

nakon Laplasove transformacije kosinusne funkcije u harmonijskoj pobudi, datoj sa (5.1).
Napon u vremenskom domenu kao odziv na zadatu harmonijsku deformaciju, nakon primene inverzne

Laplasove transformacije u (5.2), dobija se kao

σ(t) = σ(V) (t) + σ(H) (t) +


0, ako ϕσ nema nula,

σ(RP) (t), ako ϕσ ima negativnu realnu nulu,

σ(CCP) (t), ako ϕσ ima par kompleksno konjugovanih nula,

(5.3)

sa funkcijama koje se pojavljuju u (5.3) de�nisanim izrazima

σ(V) (t) =
ε0
π

∫ ∞

0

K (ρ)

|ϕσ (ρe
iπ)|2

ρ1+ξ

ρ2 + ω2
e−ρtdρ, ili (5.4)

σ(V) (t) =
ε0
π

∫ ∞

0

∣∣ϕε

(
ρeiπ

)∣∣
|ϕσ (ρe

iπ)|
sin
(
arg ϕε

(
ρeiπ

)
− arg ϕσ

(
ρeiπ

)
+ ξπ

) ρ1+ξ

ρ2 + ω2
e−ρtdρ, (5.5)
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σ(H) (t) = ε0

∣∣∣Ê (ω)
∣∣∣ cos(ωt+ arg ϕε (iω)− arg ϕσ (iω) +

ξπ

2

)
, sa

∣∣∣Ê (ω)
∣∣∣ = ωξ |ϕε (iω)|

|ϕσ (iω)|
, (5.6)

σ(RP) (t) = −ε0
|ϕε (sRP)|∣∣ϕ′

σ (sRP)
∣∣cos (arg ϕε (sRP)− arg ϕ′

σ (sRP) + ξπ
) ρ1+ξ

RP

ρ2RP + ω2
e−ρRPt, (5.7)

σ(CCP) (t) = 2ε0
|ϕε (sCCP)|∣∣ϕ′

σ (sCCP)
∣∣ ρ1+ξ

CCP

|s2CCP + ω2|
e−|Re sCCP|t

× cos
(
Im sCCPt+ arg ϕε (sCCP)− arg ϕ′

σ (sCCP) + (1 + ξ)φCCP − ϕ (ω)
)
, (5.8)

gde je funkcija K data izrazom (4.20) dok je ϕ′
σ (s) =

d
dsϕσ (s) i pri £emu je sRP = ρRP e

iπ negativna realna nula
funkcije ϕσ, dok su sCCP = ρCCP e

iφCCP i njemu kompleksno konjugovan s̄CCP kompleksne nule funkcije ϕσ koje
imaju negativan realni deo, sa

ctg ϕ (ω) = ctg (2φCCP) +
ω2

ρ2CCP sin (2φCCP)
. (5.9)

Funkcija σ(V) je kompletno monotona, tj. zadovoljava

σ(V) (t) ⩾ 0 i (−1)
k dk

dtk
σ̇(V) (t) ⩽ 0, za t > 0, k ∈ N0,

ako je K (ρ) ⩾ 0, videti (4.20), tj. ako je sin(arg ϕε(ρe
iπ) − arg ϕσ(ρe

iπ) + ξπ) ⩾ 0, dok ako je K (ρ) < 0, tj.
ako je sin(arg ϕε(ρe

iπ)− arg ϕσ(ρe
iπ) + ξπ) < 0, tada je funkcija σ(V) u najnepovoljnijem slu£aju nemonotona,

me�utim uvek teºi u nulu. Funkcija σ(H) je oscilatorna funkcija sa ugaonom frekvencijom ω jednakom frekvenciji
primenjene harmonijske deformacije, videti (5.1), i fazno je pomerena, zavisno od parametara modela, videti
(5.6). Funkcija σ(RP) je ili pozitivna eksponencijalno opadaju¢a funkcija koja teºi u nulu, ili negativna ekspo-
nencijalno rastu¢a funkcija koja tako�e teºi u nulu, sa vremenskom konstantom ρRP, dobijenom kao negativnom
realnom nulom funkcije ϕσ, videti (5.7), dok je funkcija σ(CCP) oscilatorna funkcija sa eksponencijalno opada-
ju¢om amplitudom i ugaonom frekvencijom de�nisanom imaginarnim delom kompleksne nule funkcije ϕσ, tj.
sa Im sCCP, i parametrom prigu²enja de�nisanim kao realni deo kompleksne nule funkcije ϕσ, tj. sa |Re sCCP|,
videti (5.8).

Napon u obliku (5.3), koji sadrºi funkcije date sa (5.4) - (5.8), dobija se primenom de�nicije inverzne
Laplasove transformacije

σ (t) = L−1 [σ̃ (s)] (t) =
1

2πi

∫ p0+i∞

p0−i∞
σ̃ (s) estds, (5.10)

i Ko²ijeve teoreme o reziduumima, sa integracijom ili duº konture Γ(I), ozna£ene na slici 4.1, daju¢i

1

2πi

∮
Γ(I)

σ̃ (s) estds = Res
(
σ̃ (s) est, iω

)
+Res

(
σ̃ (s) est,−iω

)
+

{
0, ako ϕσ nema nula,

Res (σ̃ (s) est, sCCP) + Res (σ̃ (s) est, s̄CCP), ako ϕσ ima sCCP i s̄CCP kao nule,
(5.11)

ili duº konture Γ(II), ozna£ene na slici 4.2, daju¢i

1

2πi

∮
Γ(II)

σ̃ (s) estds = Res
(
σ̃ (s) est, iω

)
+Res

(
σ̃ (s) est,−iω

)
, (5.12)

ako ϕσ ima negativnu realnu nulu sRP = −ρRP, jer pored mogu¢nosti da funkcija σ̃, videti (5.2), ima negativan
realan pol sRP ili par kompleksno konjugovanih polova sCCP i s̄CCP, koji predstavljaju nule funkcije ϕσ, funkcija
σ̃ dodatno ima dva pola, naime ±iω, koji poti£u od kosinusne funkcije u Laplasovom domenu.

Ko²ijeve teoreme o reziduumima (5.11) i (5.12), sa integralima koji imaju nenulti doprinos u limesu kada
r → 0 i R → ∞, postaju slede¢i izrazi

1

2πi

∫
Γ0

σ̃ (s) estds+
1

2πi

∫
Γ3

σ̃ (s) estds+
1

2πi

∫
Γ5

σ̃ (s) estds

= σ(H) (t) +

{
0, ako ϕσ nema nula,

σ(CCP) (t), ako ϕσ ima sCCP i s̄CCP kao nule,
(5.13)

i

1

2πi

∫
Γ0

σ̃ (s) estds+
1

2πi

∫
Γ3a∪Γ3b

σ̃ (s) estds+
1

2πi

∫
Γ5a∪Γ5b

σ̃ (s) estds
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+
1

2πi

∫
Γ8

σ̃ (s) estds+
1

2πi

∫
Γ9

σ̃ (s) estds = σ(H) (t) , (5.14)

pri £emu funkcije σ(H) i σ(CCP) poti£u od reziduuma u izrazima (5.13) i (5.14), tako da je

σ(H) (t) = Res
(
σ̃ (s) est, ωei

π
2

)
+Res

(
σ̃ (s) est, ωe−iπ2

)
i (5.15)

σ(CCP) (t) = Res
(
σ̃ (s) est, sCCP

)
+Res

(
σ̃ (s) est, s̄CCP

)
. (5.16)

Ko²ijeve teoreme o reziduumima (5.13) i (5.14) mogu se transformisati u slede¢e izraze

σ (t)− σ(V) (t) = σ(H) (t) +

{
0, ako ϕσ nema nula,

σ(CCP) (t), ako ϕσ ima sCCP i s̄CCP kao nule,

i, ako ϕσ ima negativnu realnu nulu, u

σ (t)− σ(V) (t)− σ(RP) (t) = σ(H) (t) ,

u limesu kada r → 0 i R → ∞, sa

σ (t) =
1

2πi
lim

R→∞

∫
Γ0

σ̃ (s) estds,

zbog inverzne Laplasove transformacije (5.10), kao i sa funkcijama σ(V) i σ(RP), de�nisanim sa

σ(V) (t) = − lim
r→0
R→∞

(
1

2πi

∫
Γ3,Γ3a∪Γ3b

σ̃ (s) estds+
1

2πi

∫
Γ5,Γ5a∪Γ5b

σ̃ (s) estds

)
i (5.17)

σ(RP) (t) = − lim
r→0

(
1

2πi

∫
Γ8

σ̃ (s) estds+
1

2πi

∫
Γ9

σ̃ (s) estds

)
. (5.18)

Funkcija σ(H), de�nisana sa (5.15), dobija se kao

σ(H) (t) = Res
(
σ̃ (s) est, ωei

π
2

)
+Res

(
σ̃ (s) est, ωe−iπ2

)
= ε0

(
ωei

π
2

)ξ ϕε

(
ωei

π
2

)
ϕσ

(
ωei

π
2

) s
d
ds (s

2 + ω2)

∣∣∣∣∣
s=ωei

π
2

eωei
π
2 t

+ ε0
(
ωe−iπ2

)ξ ϕε

(
ωe−iπ2

)
ϕσ

(
ωe−iπ2

) s
d
ds (s

2 + ω2)

∣∣∣∣∣
s=ωe−iπ

2

eωe−iπ
2 t

=
1

2
ε0ω

ξ ϕε

(
ωei

π
2

)
ϕσ

(
ωei

π
2

)ei ξπ2 eiωt +
1

2
ε0ω

ξ ϕε

(
ωe−iπ2

)
ϕσ

(
ωe−iπ2

)e−i ξπ2 e−iωt

=
1

2
ε0ω

ξ

∣∣ϕε

(
ωei

π
2

)∣∣∣∣ϕσ

(
ωei

π
2

)∣∣
 e

i arg ϕε

(
ωei

π
2

)

e
i arg ϕσ

(
ωei

π
2

) ei ξπ2 eiωt + e−i ξπ2
e
i arg ϕε

(
ωe−iπ

2

)

e
i arg ϕσ

(
ωe−

π
2

) e−iωt


= ε0ω

ξ

∣∣ϕε

(
ωei

π
2

)∣∣∣∣ϕσ

(
ωei

π
2

)∣∣ cos
(
ωt+ arg ϕε

(
ωei

π
2

)
− arg ϕσ

(
ωei

π
2

)
+

ξπ

2

)
,

videti tako�e (5.6), jer su ±iω polovi funkcije σ̃, date sa (5.2), dok se funkcija σ(CCP), de�nisana sa (5.16),
dobija kao

σ(CCP) (t) = Res
(
σ̃ (s) est, sCCP

)
+Res

(
σ̃ (s) est, s̄CCP

)
= ε0s

ξ
CCP

ϕε (sCCP)

ϕ′
σ (sCCP)

sCCP

s2CCP + ω2
esCCPt + ε0s̄

ξ
CCP

ϕε (s̄CCP)

ϕ′
σ (s̄CCP)

s̄CCP

s̄2CCP + ω2
es̄CCPt

= ε0
|ϕε (sCCP)|∣∣ϕ′

σ (sCCP)
∣∣ ρ1+ξ

CCP

|s2CCP + ω2|2
eRe sCCPt

×
(
ei arg ϕε(sCCP)

ei arg ϕ′
σ(sCCP)

(
ρ2CCPe

−2iφCCP + ω2
)
ei(1+ξ)φCCPei Im sCCPt

+
e−i arg ϕε(sCCP)

e−i arg ϕ′
σ(sCCP)

(
ρ2CCPe

2iφCCP + ω2
)
e−i(1+ξ)φCCPe−i Im sCCPt

)
= 2ε0

|ϕε (sCCP)|∣∣ϕ′
σ (sCCP)

∣∣ ρ1+ξ
CCP

|s2CCP + ω2|2
eRe sCCPt
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×
(
ρ2CCP cos

(
Im sCCPt+ arg ϕε (sCCP)− arg ϕ′

σ (sCCP) + (1 + ξ)φCCP − 2φCCP

)
+ ω2 cos

(
Im sCCPt+ arg ϕε (sCCP)− arg ϕ′

σ (sCCP) + (1 + ξ)φCCP

) )
= 2ε0

|ϕε (sCCP)|∣∣ϕ′
σ (sCCP)

∣∣ ρ1+ξ
CCP

|s2CCP + ω2|2
eRe sCCPt

×
( (

ρ2CCP cos (2φCCP) + ω2
)
cos
(
Im sCCPt+ arg ϕε (sCCP)− arg ϕ′

σ (sCCP) + (1 + ξ)φCCP

)
+ ρ2CCP sin (2φCCP) sin

(
Im sCCPt+ arg ϕε (sCCP)− arg ϕ′

σ (sCCP) + (1 + ξ)φCCP

) )
, (5.19)

budu¢i da su sCCP = ρCCPe
iφCCP i s̄CCP = ρCCPe

−iφCCP polovi funkcije σ̃, date sa (5.2), koji poti£u od nula
funkcije ϕσ, te se

σ(CCP) (t) = 2ε0
|ϕε (sCCP)|∣∣ϕ′

σ (sCCP)
∣∣ ρ1+ξ

CCP

|s2CCP + ω2|
e−|Re sCCP|t

× cos
(
Im sCCPt+ arg ϕε (sCCP)− arg ϕ′

σ (sCCP) + (1 + ξ)φCCP − ϕ (ω)
)
,

videti (5.8), dobija kori²¢enjem smene

A (ω) cosϕ (ω) = ρ2CCP cos (2φCCP) + ω2,

A (ω) sinϕ (ω) = ρ2CCP sin (2φCCP) ,

tj.

A (ω) =
∣∣s2CCP + ω2

∣∣ =√ρ4CCP + 2ρ2CCPω
2 cos (2φCCP) + ω4,

ctg ϕ (ω) = ctg (2φCCP) +
ω2

ρ2CCP sin (2φCCP)

u izrazu (5.19).
Funkcija σ(V), de�nisana sa (5.17), koja predstavlja doprinos integrala duº kontura Γ3 i Γ5 u (5.13), kao i

integrala duº kontura Γ3a∪Γ3b i Γ5a∪Γ5b u (5.14), koje respektivno pripadaju konturama Γ(I) i Γ(II), ozna£enim
na slikama 4.1 i 4.2, u limesu kada r → 0 i R → ∞, dobija se kao

σ(V) (t) = − lim
r→0
R→∞

(
1

2πi

∫
Γ3,Γ3a∪Γ3b

σ̃ (s) estds+
1

2πi

∫
Γ5,Γ5a∪Γ5b

σ̃ (s) estds

)

= − ε0
2πi

(∫ 0

∞
ρξeiξπ

ϕε

(
ρeiπ

)
ϕσ (ρe

iπ)

ρeiπ

ρ2e2iπ + ω2
eρte

iπ

eiπdρ+

∫ ∞

0

ρξe−iξπ ϕε

(
ρe−iπ

)
ϕσ (ρe

−iπ)

ρe−iπ

ρ2e−2iπ + ω2
eρte

−iπ

e−iπdρ

)

=
ε0
2πi

∫ ∞

0

(
eiξπ

ϕε

(
ρeiπ

)
ϕσ (ρe

iπ)
− e−iξπ ϕε

(
ρe−iπ

)
ϕσ (ρe

−iπ)

)
ρ1+ξ

ρ2 + ω2
e−ρtdρ

=
ε0
2πi

∫ ∞

0

∣∣ϕε

(
ρeiπ

)∣∣
|ϕσ (ρe

iπ)|

(
eiξπ

ei arg ϕε(ρeiπ)

ei arg ϕσ(ρe
iπ)

− e−iξπ e
i arg ϕε(ρe−iπ)

ei arg ϕσ(ρe
−iπ)

)
ρ1+ξ

ρ2 + ω2
e−ρtdρ

=
ε0
π

∫ ∞

0

∣∣ϕε

(
ρeiπ

)∣∣
|ϕσ (ρe

iπ)|
sin
(
arg ϕε

(
ρeiπ

)
− arg ϕσ

(
ρeiπ

)
+ ξπ

) ρ1+ξ

ρ2 + ω2
e−ρtdρ tj.

=
ε0
π

∫ ∞

0

K (ρ)

|ϕσ (ρe
iπ)|2

ρ1+ξ

ρ2 + ω2
e−ρtdρ,

videti izraz (4.20) za funkciju K i tako�e (5.4) i (5.5), dok se doprinos integrala duº kontura Γ8 i Γ9, koje
okruºuju nule sRP = ρRPe

iπ i s̄RP = ρRPe
−iπ funkcije ϕσ i pripadaju konturi Γ(II) ozna£enoj na slici 4.2, dobija

kao ∫
Γ8

σ̃ (s) estds+

∫
Γ9

σ̃ (s) estds

= ε0

∫ 0

π

(
sRP + reiφ

)ξ ϕε

(
sRP + reiφ

)
ϕσ (sRP + reiφ)

sRP + reiφ

(sRP + reiφ)
2
+ ω2

e(sRP+reiφ)tireiφdφ

+ ε0

∫ −π

0

(
sRP + reiφ

)ξ ϕε

(
s̄RP + reiφ

)
ϕσ (s̄RP + reiφ)

s̄RP + reiφ

(s̄RP + reiφ)
2
+ ω2

e(s̄RP+reiφ)tireiφdφ,
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daju¢i, u limesu kada r → 0 u prethodnom izrazu, funkciju σ(RP), de�nisanu sa (5.18), u obliku

σ(RP) (t) = − lim
r→0

(
1

2πi

∫
Γ8

σ̃ (s) estds+
1

2πi

∫
Γ9

σ̃ (s) estds

)
= − ε0

2πi

lim
r→0

(∫ 0

π

ϕε

(
sRP + reiφ

)
ϕσ (sRP) + ϕ′

σ (s) (s− sRP)
∣∣
s=sRP+reiφ

+ . . .

(
sRP + reiφ

)1+ξ

(sRP + reiφ)
2
+ ω2

e(sRP+reiφ)tireiφdφ

+

∫ −π

0

ϕε

(
s̄RP + reiφ

)
ϕσ (s̄RP) + ϕ′

σ (s) (s− s̄RP)
∣∣
s=s̄RP+reiφ

+ . . .

(
s̄RP + reiφ

)1+ξ

(s̄RP + reiφ)
2
+ ω2

e(s̄RP+reiφ)tireiφdφ

)

= − ε0
2π

∫ 0

π

ϕε (sRP)

ϕ′
σ (sRP)

s1+ξ
RP

s2RP + ω2
esRPtdφ− ε0

2π

∫ −π

0

ϕε (s̄RP)

ϕ′
σ (s̄RP)

s̄1+ξ
RP

s̄2RP + ω2
es̄RPtdφ

= −ε0
|ϕε (sRP)|∣∣ϕ′

σ (sRP)
∣∣cos (arg ϕε (sRP)− arg ϕ′

σ (sRP) + ξπ
) ρ1+ξ

RP

ρ2RP + ω2
e−ρRPt,

videti tako�e (5.7).
Ostaje da se pokaºe da integrali u Ko²ijevim teoremama o reziduumima (5.11) i (5.12) duº kontura Γ1 (Γ7),

Γ2 (Γ6) i Γ4, koje su delovi kontura Γ(I) i Γ(II) ozna£enih na slikama 4.1 i 4.2, teºe u nulu u limesu kada r → 0
i R → ∞, pri £emu konstitutivne funkcije ϕε i ϕσ, date u tabeli 6.5, moraju da zadovoljavaju uslove 4.44, 4.45
i 4.46, nametnute u poglavlju 4.2.3 da bi se dobili izrazi za moduo relaksacije i funkciju puzanja u integralnoj
reprezentaciji.

Integral duº konture Γ1, dat sa

IΓ1
= ε0

∫ 0

p0

ϕε (p+ iR)

ϕσ (p+ iR)

(p+ iR)
1+ξ

(p+ iR)
2
+ ω2

e(p+iR)tdp,

prema parametrizaciji predstavljenoj u tabelama 4.1 i 4.2, ima nulti doprinos, budu¢i da je njegova apsolutna
vrednost

|IΓ1 | ⩽ ε0

∫ p0

0

|ϕε (p+ iR)|
|ϕσ (p+ iR)|

∣∣1− i pR
∣∣1−ξ

R1−ξ
∣∣∣(1− i pR

)2 − (i ωR)2∣∣∣eptdp
⩽ ε0

∫ p0

0

1

R1−(ξ+ζR)
eptdp → 0, za R → ∞,

prema uslovu (4.44), sa ζR < 1− ξ zbog uslova (4.46). Kori²¢enjem sli£ne argumentacije, moºe se pokazati da
integral duº konture Γ7 tako�e ima nulti doprinos. Nulti doprinos integrala duº konture Γ2, dobijenog kao

IΓ2
= ε0

∫ π

π
2

ϕε

(
Reiφ

)
ϕσ (Reiφ)

R1+ξei(1+ξ)φ

R2e2iφ + ω2
eRteiφ iReiφdφ

prema parametrizaciji datoj u tabelama 4.1 i 4.2, je posledica £injenice da su ϕε i ϕσ stepene funkcije, jer je

|IΓ2
| ⩽ ε0

∫ π

π
2

∣∣ϕε

(
Reiφ

)∣∣
|ϕσ (Reiφ)|

R2+ξ

|R2e2iφ + ω2|
eRt cosφdφ

⩽ ε0

∫ π

π
2

∣∣ϕε

(
Reiφ

)∣∣
|ϕσ (Reiφ)|

Rξ∣∣1 + ω2

R2e2iφ

∣∣eRt cosφdφ

⩽ ε0

∫ π

π
2

Rξ+ζReRt cosφdφ → 0, za R → ∞.

Integral duº konture Γ6 tako�e ima nulti doprinos, ²to se moºe pokazati sli£nom argumentacijom. Prema
uslovima koje zadovoljavaju funkcije ϕε i ϕσ, datom sa (4.45), i uslovu ζr < ξ, datom sa (4.46), integral duº
konture Γ4

IΓ4
= ε0

∫ −π

π

ϕε

(
reiφ

)
ϕσ (re

iφ)

r1+ξei(1+ξ)φ

reiφ + ω2
erte

iφ

ireiφdφ

= ε0

∫ −π

π

ϕε

(
reiφ

)
ϕσ (re

iφ)

r2+ξei(2+ξ)φ

reiφ + ω2
erte

iφ

idφ,
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prema parametrizaciji datoj u tabelama 4.1 i 4.2, ima tako�e nulti doprinos, jer je

|IΓ4
| ⩽ ε0

∫ π

−π

∣∣ϕε

(
reiφ

)∣∣
|ϕσ (re

iφ)|
r2+ξ

|reiφ + ω2|
ertcosφdφ

⩽
ε0
ω2

∫ π

−π

r2+ξ−ζrdφ → 0, za r → 0.

5.1.2 Kvazistacionarni odziv na harmonijsku pobudu

Ukoliko se viskoelasti£no telo izloºi deformaciji u obliku harmonijske funkcije ugaone frekvencije ω i amplitude ε0,
tada je zbog disipativnih karakteristika materijala, nakon dovoljno dugo vremena, napon tako�e harmonijska
funkcija iste ugaone frekvencije kao deformacija, sa amplitudom σ0, me�utim fazno pomeren u odnosu na
deformaciju za fazni ugao φσ, odnosno

ε(t) = ε0 e
iωt i σ(t) = σ0 (ω) e

i(ωt+φσ(ω)), (5.20)

sa veli£inama

ε (t) = Re ε(t) = ε0 cos (ωt) i σ (t) = Reσ(t) = σ0 (ω) cos (ωt+ φσ (ω)) , (5.21)

koje imaju �zi£ko zna£enje. Pretpostavljaju¢i da je konstitutivna jedna£ina koja opisuje mehani£ke karakteristi-
ke materijala linearna, ²to je slu£aj za sve modele razmatrane u ovoj tezi, tada se kompleksni moduo de�ni²e
izrazom

Ê (ω) =
σ(t)

ε(t)
=

σ0 (ω)

ε0
eiφσ(ω) =

∣∣∣Ê (ω)
∣∣∣ eiφσ(ω) = Ê′ (ω) + iÊ′′ (ω) , sa (5.22)

Ê′ (ω) =
σ0 (ω)

ε0
cosφσ (ω) i Ê′′ (ω) =

σ0 (ω)

ε0
sinφσ (ω) ,

te se zahtevi
Ê′ (ω) ⩾ 0 i Ê′′ (ω) ⩾ 0, ∀ω ⩾ 0,

nametnuti na konzervativni i disipativni moduo Ê′ i Ê′′, kori²¢eni u poglavlju 3.2, videti tako�e [63] i [1],
za formulaciju termodinami£ki konzistentnih frakcionih Cenerovih i anti-Cenerovih modela, mogu ekvivalentno
navesti sa

cosφσ (ω) ⩾ 0 i sinφσ (ω) ⩾ 0, ∀ω ⩾ 0.

Sa druge strane, kompleksni moduo se dobija iz konstitutivnog modela u Laplasovom domenu smenom
s = iω, stoga jedna£ina (4.12) postaje

Ê (ω) =
σ̃ (s)

ε̃ (s)

∣∣∣∣
s=iω

= (iω)
ξ ϕε (iω)

ϕσ (iω)
= ωξ |ϕε (iω)|

|ϕσ (iω)|
ei(arg ϕε(iω)−arg ϕσ(iω)+ ξπ

2 ),

²to, kombinovano sa Ê (ω) = σ(t)
ε(t) , videti (5.22), prema pretpostavci o harmonijskim oblicima deformacije i

napona (5.20), daje

σ(t) = ε0 ω
ξ |ϕε (iω)|
|ϕσ (iω)|

ei(ωt+arg ϕε(iω)−arg ϕσ(iω)+ ξπ
2 ), tj.

σ (t) = Reσ(t) = ε0 ω
ξ |ϕε (iω)|
|ϕσ (iω)|

cos

(
ωt+ arg ϕε (iω)− arg ϕσ (iω) +

ξπ

2

)
, (5.23)

te su amplituda i fazni ugao napona, koji �guri²u u (5.20) i (5.21), dati sa

σ0 (ω) = ε0 ω
ξ |ϕε (iω)|
|ϕσ (iω)|

= ε0

∣∣∣Ê (ω)
∣∣∣ ,

φσ (ω) = arg ϕε (iω)− arg ϕσ (iω) +
ξπ

2
.

Napon u kvazistacionarnom reºimu, dat sa (5.23), ima isti oblik kao funkcija σ(H), data sa (5.6), koja predstavlja
£lan u tranzijentnom odzivu napona koji poti£e od deformacije kao harmonijske pobude, koji ne opada na nulu
nakon dovoljno dugo vremena.
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5.1.3 Numeri£ki primeri

Vremenska evolucija napona kao odziva na harmonijsku deformaciju, kao i prelazak iz tranzijentnog u kvazista-
cionarni reºim ispituje se za termodinami£ki konzistentan frakcioni Cenerov i anti-Cenerov model I+ID.ID, dat
sa (

a1 0I
α+β+ν
t + a2 0I

ν
t + a3 0D

α+β−ν
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α
t + b2 0D

β
t

)
ε (t) , (5.24)

sa suºenim termodinami£kim restrikcijama na parametre modela

0 ⩽ α+ β − ν ⩽ 1, 1 ⩽ α+ β + ν ⩽ 2, α ⩽ ν ⩽ 1− β,

a1
a2

∣∣∣cos (α+2β+ν)π
2

∣∣∣
cos (ν−α)π

2

⩽
a1
a2

sin (α+2β+ν)π
2

sin (ν−α)π
2

∣∣∣cos (α+2β+ν)π
2

∣∣∣
cos (ν−α)π

2

⩽
b1
b2
, (5.25)

b1
b2

⩽
a2
a3

sin (β+ν)π
2

sin (2α+β−ν)π
2

cos (β+ν)π
2

cos (2α+β−ν)π
2

⩽
a2
a3

sin (β+ν)π
2

sin (2α+β−ν)π
2

, (5.26)

videti tako�e (4.124) - (4.127).
Koriste¢i parametre modela date u tabeli 5.1, vremenski pro�li napona, kao tranzijentni odziv na kosinusnu

harmonijsku deformaciju, videti (5.1), dobijaju se kori²¢enjem (5.3), predstavljeni su na slikama 5.1a, 5.2a i
5.3a i upore�eni su sa naponskim pro�lima u kvazistacionarnom reºimu, dobijenim kori²¢enjem (5.23).

Slu£aj kada ϕσ α β ν a1 a2 a3 b1 b2

nema nula

0.35 0.55 0.4

0.05 1.5 0.45 0.7 0.95

ima negativnu realnu nulu 11 28.4029 . . . 20.27 7 9.5

ima par kompleksno
konjugovanih nula 11 15 20.27 7 9.5

Tabela 5.1: Parametri modela kori²¢eni za numeri£ke primere.

Slika 5.1a prikazuje oscilatorni karakter vremenskih pro�la napona u slu£aju kada funkcija ϕσ nema nula,
tako da tranzijentni pro�li teºe u beskona£nost u po£etnom trenutku, videti asimptotiku za vreme blisko nuli
(5.27) ispod, dok se oscilatorno pona²anje ustaljuje u kvazistacionarni mod nakon otprilike polovine perioda,
kada doprinos funkcije σ(V), videti (5.4) i (5.5), u izrazu za napon (5.3) postaje zamenarljiv u pore�enju sa σ(H),
videti (5.6), te je, da bi se opisalo oscilatorno pona²anje napona, dovoljno razmatrati funkciju σ(H), uporediti
(5.6) i (5.23).

10 20 30 40 50 60 70
t

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6
σ

(a) Pore�enje tranzijentnog i kvazistacionarnog odziva, pred-
stavljenih punom linijom i ta£kama, respektivno.

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
t

1.5

2.0

2.5

3.0

σ

(b) Pore�enje tranzijentnog odziva i asimptotike za vremena
bliska nuli, ozna£enih punom i isprekidanom linijom, respek-
tivno.

Slika 5.1: Vremenska evolucija napona kao odziva na zadatu deformaciju kao harmonijsku prinudu, ε (t) =
ε0 cos (ωt), u slu£aju kada ϕσ nema nula, dobijena za parametre modela kao u tabeli 5.1 i za ugaonu frekvenciju
ω = 0.1.

Sli£an oscilatorni karakter napona, prikazan na slici 5.2a, uo£ava se u slu£aju kada funkcija ϕσ ima negativnu
realnu nulu, dok na slici 5.3a, koja odgovara slu£aju kada funkcija ϕσ ima par kompleksno konjugovanih nula, na
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oscilacije koje poti£u od funkcije σ(H), videti (5.6), superponirane su prigu²ene oscilacije koje poti£u od funkcije
σ(CCP), videti (5.8), sa izraºenim prigu²enjem tako da je primetan samo jedan pik. Budu¢i da dodatna funkcija
σ(V), videti (5.4) i (5.5), opada u nulu, oscilatorno pona²anje napona se ustaljuje u kvazistacionarni reºim za
manje od £etvrtine perioda.

2 4 6 8 10
t

-0.3

-0.2

-0.1

0.1

0.2

0.3

0.4

σ

(a) Pore�enje tranzijentnog i kvazistacionarnog odziva, pred-
stavljenih punom linijom i ta£kama, respektivno.

0.005 0.010 0.015 0.020
t

0.55

0.60

0.65

0.70

0.75

σ

(b) Pore�enje tranzijentnog odziva i asimptotike za vremena
bliska nuli, ozna£enih punom i isprekidanom linijom, respek-
tivno.

Slika 5.2: Vremenska evolucija napona kao odziva na zadatu deformaciju kao harmonijsku prinudu, ε (t) =
ε0 cos (ωt), u slu£aju kada ϕσ ima negativnu realnu nulu, dobijena za parametre modela kao u tabeli 5.1 i za
ugaonu frekvenciju ω = 1.

10 20 30 40 50 60
t

-0.05

0.00

0.05

0.10
σ

(a) Pore�enje tranzijentnog i kvazistacionarnog odziva, pred-
stavljenih punom linijom i ta£kama, respektivno.
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t

0.35

0.40
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0.55

0.60

0.65

σ

(b) Pore�enje tranzijentnog odziva i asimptotike za vremena
bliska nuli, ozna£enih punom i isprekidanom linijom, respek-
tivno.

Slika 5.3: Vremenska evolucija napona kao odziva na zadatu deformaciju kao harmonijsku prinudu, ε (t) =
ε0 cos (ωt), u slu£aju kada ϕσ ima par kompleksno konjugovanih nula, dobijena za parametre modela kao u
tabeli 5.1 i za ugaonu frekvenciju ω = 0.1.

Slike 5.1b, 5.2b i 5.3b prikazuju dobro slaganje izme�u krivih dobijenih preko analiti£kih izraza i preko
asimptotike za vremena bliska nuli u slu£aju kada funkcija ϕσ nema nula, ima negativnu realnu nulu sRP i ima
par kompleksno konjugovanih nula sCCP i s̄CCP, respektivno. Asimptotika za vremena bliska nuli, data izrazom

σ (t) = ε0
b2
a3

t−(ν−α)

Γ (1− (ν − α))
+ ε0

b2
a3

(
b1
b2

− a2
a3

)
t2α+β−ν

Γ (1 + 2α+ β − ν)

+ ε0
b2
a3

(
a22
a23

− a1
a3

− a2
a3

b1
b2

)
t3α+2β−ν

Γ (1 + 3α+ 2β − ν)
− ε0ω

2 b2
a3

t2−(ν−α)

Γ (3− (ν − α))
+O

(
t4α+3β−ν

)
, (5.27)

se dobija kori²¢enjem teoreme prema kojoj ako je f̃ (s) ∼ g̃ (s) kada s → ∞, tada je f (t) ∼ g (t) kada t → 0, od
napona u Laplasovom domenu, datom sa (5.2), ²to se za model (5.24) transformi²e kao

σ̃ (s) = ε0s
β+ν b1 + b2s

α+β

a1 + a2sα+β + a3s2(α+β)

s

s2 + ω2
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= ε0
b2
a3

1

s1−(ν−α)

1 + b1
b2

1
sα+β

1 + a2

a3

1
sα+β + a1

a3

1
s2(α+β)

1

1 + ω2

s2

= ε0
b2
a3

1

s1−(ν−α)

(
1 +

b1
b2

1

sα+β

)(
1 +

a2
a3

1

sα+β
+

a1
a3

1

s2(α+β)

)−1(
1 +

ω2

s2

)−1

= ε0
b2
a3

1

s1−(ν−α)

(
1 +

b1
b2

1

sα+β

)
×
(
1− a2

a3

1

sα+β
− a1

a3

1

s2(α+β)
+

a22
a23

1

s2(α+β)
+O

(
s−3(α+β)

))(
1− ω2

s2
+O

(
s−4
))

= ε0
b2
a3

1

s1−(ν−α)

(
1 +

(
b1
b2

− a2
a3

)
1

sα+β
+

(
a22
a23

− a1
a3

− a2
a3

b1
b2

)
1

s2(α+β)
− ω2

s2
+O

(
s−3(α+β)

))
= ε0

b2
a3

1

s1−(ν−α)
+ ε0

b2
a3

(
b1
b2

− a2
a3

)
1

s1+2α+β−ν

+ ε0
b2
a3

(
a22
a23

− a1
a3

− a2
a3

b1
b2

)
1

s1+3α+2β−ν
− ε0ω

2 b2
a3

1

s3−(ν−α)
+O

(
s−(1+4α+3β−ν)

)
, kada s → ∞.

(5.28)

Treba primetiti da £lanovi −ε0ω
2 b2
a3

1
s3−(ν−α) i −ε0ω

2 b2
a3

t2−(ν−α)

Γ(3−(ν−α)) , koji se respektivno pojavljuju u (5.28) i (5.27),
ne postoje ukoliko je 3 (α+ β) ⩽ 2, tj. ako je α+ β ⩽ 2

3 .

5.2 Vremenska evolucija snage po jedinici zapremine

Na osnovu analize osobina energetskog bilansa jednodimenzionog viskoelasti£nog tela u poglavlju 4.1, videti
tako�e [2], snaga po jedinici zapremine (4.1), moºe se predstaviti preko energije W i snage disipacije P po
jedinici zapremine, videti (4.9), sa energijom (4.4) i snagom disipacije (4.6), izraºenim preko modula relaksacije
σsr, ili sa energijom (4.5) i snagom disipacije (4.7), izraºenim preko funkcije puzanja εcr.

Energiju po jedinici zapremine, izraºenu preko modula relaksacije u obliku (4.4), £ine £lan koji podse¢a na
potencijalnu energiju elasti£nog tela, sa Jangovim modulom zamenjenim modulom relaksacije, kao i £lan koji
uzima u obzir memorijska svojstva deformacije, oteºan izvodom modula relaksacije. Sli£no, energija po jedinici
zapremine, izraºena preko funkcije puzanja u obliku (4.5), uzima u obzir memorijska svojstva napona, oteºana
izvodom funkcije puzanja. Snaga disipacije po jedinici zapremine, izraºena u oblicima (4.6) i (4.7), ima trenutni
doprinos koji zavisi od funkcija σ̇sr i ε̇cr respektivno, kao i memorijski doprinos, sa jezgrima koji zavise od
funkcija σ̈sr i ε̈cr respektivno.

Pozitivnost energije, videti (4.4) i (4.5), i disipativnost snage, tj. njena pozitivnost, videti (4.6) i (4.7), se
obezbe�uju nametanjem da je moduo relaksacije kompletno monotona funkcija, te da zadovoljava (4.8) kao i
zahtevanjem da je funkcija puzanja Bern²tajnova funkcija, tj. pozitivna funkcija sa kompletno monotonim prvim
izvodom. Modulu relaksacije i funkciji puzanja odgovaraju spomenute osobine u slu£aju kada frakcioni modeli
viskoelasti£nog tela imaju redove izvoda koji ne prelaze jedan, ako su nametnute termodinami£ke restrikcije,
videti [29], dok u slu£aju termodinami£ki konzistentnih frakcionih Burgersovih modela i frakcionih Cenerovih
i anti-Cenerovih modela, gde redovi frakcionih izvoda mogu biti u intervalu (1, 2), spomenute osobine modula
relaksacije i funkcije puzanja se uspostavljaju pretpostavkom da su suºene termodinami£ke restrikcije ispunjene,
videti [30] i [2], respektivno. Razmatranjem kvazistacionarnog reºima, termodinami£ka ograni£enja proizilaze
iz zahteva nenegativnosti konzervativnog i disipativnog modula za sve frekvencije harmonijske prinude.

Ispostavlja se da energija po jedinici zapremine, kao i snaga disipacije, izraºene preko modula relaksacije
i preko funkcije puzanja, videti (4.4) i (4.5), kao i (4.6) i (4.7), nisu ekvivalentne, a ²to je o£igledno sa slika
5.4a, 5.5a, 5.7a, 5.7c, 5.9a i 5.9c ispod, nasuprot snazi po jedinici zapremine, dobijenoj prema (4.9), koja daje
iste krive vremenske evolucije bez obzira koji oblik energije i snage disipacije se izabere, videti slike 5.6, 5.8
i 5.10 ispod. Stoga je neophodan kriterijum na osnovu kog bi se razlikovali izraz koji odgovara potencijalnoj
energiji skladi²tenoj u viskoelasti£nom telu i izraz koji samo ima takav oblik, kada su u pitanju izrazi (4.4) i
(4.5), odnosno na osnovu kog bi se razlikovali izraz koji odgovara snazi disipacije i izraz koji samo ima takav
oblik, kada su u pitanju izrazi (4.6) i (4.7).

Da bi se obezbedile �zi£ke interpretacije energija (4.4) i (4.5), kao i snaga disipacije (4.6) i (4.7), jedna£ina
kretanja jednodimenzionog deformabilnog tela £ije su ta£ke odre�ene koordinatama x ∈ R, naime

∂xσ (x, t) = ρ ∂ttu (x, t) ,

gde je u pomeranje, je pomnoºena sa ∂tu, a potom je izraz integraljen po prostornoj koordinati duº celog
domena R, daju¢i ∫

R
∂xσ (x, t) ∂tu (x, t) dx = ∂t

∫
R

ρ (∂tu (x, t))
2

2
dx,
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²to se transformi²e u

[
∂tu (x, t) σ (x, t)

]x→+∞
x→−∞ −

∫
R
σ (x, t) ∂tε (x, t) dx = ∂t

∫
R

ρ (∂tu (x, t))
2

2
dx (5.29)

nakon parcijalne integracije, pri £emu je iskori²¢ena veza izme�u deformacije i pomeranja

ε (x, t) = ∂xu (x, t) , (5.30)

te izraz (5.29), uz grani£ne uslove

lim
x→±∞

u(x, t) = 0 i lim
x→±∞

σ(x, t) = 0,

postaje

∂t

∫
R

ρ (∂tu (x, t))
2

2
dx = −

∫
R
σ (x, t) ∂tε (x, t) dx = −

∫
R
P (x, t) dx = −

∫
R
(∂tW (x, t) + P (x, t)) dx, tj.

∂t

∫
R
(T (x, t) +W (x, t)) dx = −

∫
R
P (x, t) dx, (5.31)

prema (4.1) i (4.9), pri £emu je

T (x, t) =
ρ (∂tu (x, t))

2

2
(5.32)

kineti£ka energija po jedinici zapremine, impliciraju¢i da se izraz (5.31) moºe interpretirati kao zakon promene
ukupne mehani£ke energije po jedinici povr²ine. Treba naglasiti da je snaga po jedinici zapremine P , koja
opisuje i elasti£na i viskozna svojstva materijala, dekomponovana prema (4.9) na zbir dva £lana: £lan ∂tW, koji
opisuje elasti£na svojstva materijala i stoga predstavlja vremensku promenu potencijalne energije i £lan P, koji
opisuje viskozna svojstva materijala i stoga predstavlja snagu disipacije, videti (5.31). Tako�e, zakon promene
ukupne mehani£ke energije po jedinici povr²ine (5.31), zapisan kao∫

R

(
∂t (T (x, t) +W (x, t)) + P (x, t)

)
dx = 0 (5.33)

implicira zakon promene ukupne mehani£ke energije po jedinici zapremine

∂t
(
T (x, t) +W (x, t)

)
= −P (x, t) . (5.34)

Kori²¢enjem izraza za energiju (4.4) i snagu disipacije (4.6) zajedno sa kineti£kom energijom po jedinici
zapremine (5.32), zakon promene ukupne mehani£ke energije (5.34) se transformi²e u

∂t

(
ρ (∂tu (x, t))

2

2
+

1

2
σsr (t) (∂xu (x, t))

2
+

1

2

∫ t

0

(−σ̇sr (t− t′)) (∂xu (x, t)− ∂xu (x, t
′))

2
dt′

)

= −1

2
(−σ̇sr (t)) (∂xu (x, t))

2 − 1

2

∫ t

0

σ̈sr (t− t′) (∂xu (x, t)− ∂xu (x, t
′))

2
dt′, (5.35)

dok zakon promene ukupne mehani£ke energije (5.34), kori²¢enjem izraza za energiju po jedinici zapremine (4.5),
snagu disipacije po jedinici zapremine (4.7) i kineti£ku energiju po jedinici zapremine (5.32), postaje

∂t

(
ρ (∂tu (x, t))

2

2
+

1

2

∫ t

0

ε̇cr (t− t′)σ2 (x, t′) dt′

)

= −1

2
ε̇cr (t)σ

2 (x, t)− 1

2

∫ t

0

(−ε̈cr (t− t′)) (σ (x, t)− σ (x, t′))
2
dt′. (5.36)

O£igledno, zakon promene ukupne mehani£ke energije je izraºen preko pomeranja u (5.35), dok u (5.36) pored
pomeranja �guri²e i napon, te je potrebno kori²¢enjem konstitutivne jedna£ine (2.15)1 i deformacije (5.30)
eliminisati napon iz izraza (5.36). Stoga, oblik zakona promene ukupne mehani£ke energije (5.35) ukazuje da
su potencijalna energija i disipirana snaga u viskoelasti£nom telu dati sa (4.4) i (4.6), pre nego sa (4.5) i (4.7)
koji predstavljaju izraze koji samo imaju oblik potencijalne energije i snage disipacije.

Dalje, kada se ispituje disipativnost memorijskih frakcionih talasnih jedna£ina u [29], izrazi

1

2
ρ ||∂tu (·, t)||2L2(R) +

1

2
σsr (t) ||∂xu (·, t)||2L2(R) +

1

2

∫ t

0

(−σ̇sr (t
′)) ||∂xu (·, t)||2L2(R) dt

′ ⩽
1

2
ρ ||v0 (·)||2L2(R) (5.37)
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i
1

2
ρ ||∂tu (·, t)||2L2(R) +

∫ t

0

∫
R
(σsr (t

′) ∗t′ ∂t′ xu (x, t
′)) ∂t′ xu (x, t

′) dxdt′ =
1

2
ρ ||v0 (·)||2L2(R) , (5.38)

u kojima je kori²¢ena slede¢a notacija

||u (·, t)||2L2(R) =

∫
R
(u (x, t))

2
dx,

respektivno se dobijaju u slu£aju kona£ne i beskona£ne brzine prostiranja talasa, navode¢i da je kineti£ka
energija po jedinici povr²ine viskoelasti£nog tela u proizvoljnom vremenskom trenutku manja nego kineti£ka
energija u po£etnom vremenskom trenutku, budu¢i da je v0 = v0 (x) po£etno polje brzine, stoga impliciraju¢i
disipativnost materijala. Da bi se dobili (5.37) i (5.38), frakciona talasna jedna£ina se izraºava preko modula
relaksacije sa

ρ ∂ttu (x, t) = σ(g)
sr ∂xxu (x, t) + σ̇sr (t) ∗t ∂xxu (x, t) i

ρ ∂ttu (x, t) = σsr (t) ∗t ∂txxu (x, t) ,

respektivno, dok se izraºavanjem frakcione talasne jedna£ine preko funkcije puznja kao

ρε(g)cr ∂ttu (x, t) + ρ ε̇cr (t) ∗t ∂ttu (x, t) = ∂xxu (x, t) ,

energetska ocena dobija u obliku

1

2
ρ

1

εcr (t)
∂t

(
εcr (t) ∗t ||∂tu (·, t)||2L2(R)

)
+

1

2εcr (t)
||∂xu (·, t)||2L2(R) ⩽

1

2
ρ ||v0 (·)||2L2(R) , (5.39)

koji ne sadrºi kineti£ku energiju u proizvoljnom vremenskom trenutku i stoga se ne moºe izvesti zaklju£ak o
disipativnosti talasne jedna£ine. Dakle, zaklju£uje se da se energetske ocene (5.37) i (5.38), izraºene preko
modula relaksacije, mogu interpretirati kao zakon promene ukupne mehani£ke energije (5.33), dok se energetska
ocena izraºena preko funkcije puzanja (5.39) ne moºe. Apriorne energetske ocene (5.37) i (5.38), kada se uporede
sa (5.39), tako�e ukazuju da izrazi (4.4) i (4.6), koji sadrºe moduo relaksacije, odgovaraju potencijalnoj energiji
i snazi disipacije, dok izrazi (4.5) i (4.7), koji sadrºe funkciju puzanja, odogovaraju izrazima koji samo imaju
takav oblik.

U cilju dobijanja krivih koje ilustruju vremensku evoluciju energije, date sa (4.4) i (4.5), kao i snage disipacije,
date sa (4.6) i (4.7), pored snage po jedinici zapremine, date sa (4.9), deformacija se pretpostavlja kao sinusna
funkcija

ε (t) = ε0 sin (ωt) , (5.40)

²to je dovoljno da se izra£unaju energija, snaga disipacije i snaga po jedinici zapremine izraºeni preko modula
relaksacije, prema (4.4), (4.6) i (4.9), budu¢i da je eksplicitni oblik modula relaksacije dat sa (4.15), videti
poglavlje 4.2.3.1. Sa druge strane, izra£unavanje energije, snage disipacije i snage po jednici zapremine izraºenih
preko funkcije puzanja, prema (4.5), (4.7) i (4.9), osim funkcije puzanja £iji je eksplicitni oblik dat sa (4.27), videti
poglavlje 4.2.3.2, zahteva izra£unavanje napona kao odziva na deformaciju u obliku (5.40), koja je primenjena
analogno kao u poglavlju 5.1.

Naime, napon kao odziv na deformaciju pretpostavljenu kao kosinusnu funkciju, videti (5.1), izveden je i dat
izrazom (5.3) u poglavlju 5.1, dok se u slu£aju deformacije primenjene kao sinusne funkcije, videti (5.40), dobija
odziv kori²¢enjem konstitutivne jedna£ine u Laplasovom domenu (4.12) zajedno sa Laplasovom transformacijom
sinusne funkcije, daju¢i

σ̃ (s) = ε0s
ξ ϕε (s)

ϕσ (s)

ω

s2 + ω2
, (5.41)

te se dobija

σ(t) = σ(v) (t) + σ(h) (t) +


0, ako ϕσ nema nula,

σ(rp) (t), ako ϕσ ima negativnu realnu nulu,

σ(ccp) (t), ako ϕσ ima par kompleksno konjugovanih nula,

(5.42)

nakon primene inverzne Laplasove transformacije na (5.41), sa funkcijama

σ(v) (t) = −ω ε0
π

∫ ∞

0

K (ρ)

|ϕσ (ρe
iπ)|2

ρξ

ρ2 + ω2
e−ρtdρ, ili (5.43)

σ(v) (t) = −ω ε0
π

∫ ∞

0

∣∣ϕε

(
ρeiπ

)∣∣
|ϕσ (ρe

iπ)|
sin
(
arg ϕε

(
ρeiπ

)
− arg ϕσ

(
ρeiπ

)
+ ξπ

) ρξ

ρ2 + ω2
e−ρtdρ, (5.44)
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σ(h) (t) = ε0

∣∣∣Ê (ω)
∣∣∣ sin(ωt+ arg ϕε (iω)− arg ϕσ (iω) +

ξπ

2

)
, sa

∣∣∣Ê (ω)
∣∣∣ = ωξ |ϕε (iω)|

|ϕσ (iω)|
, (5.45)

σ(rp) (t) = ω ε0
|ϕε (sRP)|∣∣ϕ′

σ (sRP)
∣∣cos (arg ϕε (sRP)− arg ϕ′

σ (sRP) + ξπ
) ρξRP

ρ2RP + ω2
e−ρRPt, (5.46)

σ(ccp) (t) = 2ω ε0
|ϕε (sCCP)|∣∣ϕ′

σ (sCCP)
∣∣ ρξCCP

|s2CCP + ω2|
e−|Re sCCP|t (5.47)

× cos
(
Im sCCPt+ arg ϕε (sCCP)− arg ϕ′

σ (sCCP) + ξφCCP − ϕ (ω)
)
,

gde je funkcija K data sa (4.20) i ϕ je dat sa (5.9), sa realnom negativnom nulom sRP = ρRP e
iπ funkcije ϕσ, dok

su sCCP = ρCCP e
iφCCP i njemu kompleksno konjugovan s̄CCP kompleksne nule funkcije ϕσ koje imaju negativni

realni deo. Izvo�enje je analogno izvo�enju sprovedenom u poglavlju 5.1 i stoga je izostavljeno.
Da bi se ilustrovali vremenski pro�li energije, snage disipacije i snage po jedinici zapremine, kori²¢en je

konstitutivni model I+ID.ID, dat sa (5.24) sa parametrima modela kao u tabeli 5.1. Slike 5.4a i 5.5a prikazuju
vremenske pro�le energije i snage disipacije, respektivno, koje su pozitivne i oscilatorne funkcije u slu£aju
kada funkcija ϕσ nema nula. Pozitivnost je obezbe�ena £injenicom da parametri modela zadovoljavaju suºene
termodinami£ke restrikcije, videti (5.25) i (5.26), koje obezbe�uju da je moduo relaksacije kompletno monoton i
da je funkcija puzanja Bern²tajnova funkcija, i koje tako�e impliciraju pozitivnost energije, date izrazima (4.4)
i (4.5), kao i pozitivnost disipirane snage, date izrazima (4.6) i (4.7). Razlike izme�u energija, kao i izme�u
snaga disipacije, datih preko modula relaksacije i funkcije puzanja su savim male, sa rastu¢om tendencijom u
slu£aju energija, videti slike 5.4a i 5.5a, me�utim daju¢i iste vremenske pro�le snage, kao ²to je ilustrovano na
slici 5.6. Asimptotsko pona²anje energija, koje je, prema asimptotskim izrazima (5.48) i (5.51) izvedenim ispod,
srazmerno sa t2−(ν−α), pokazuje dobro slaganje sa krivama vremenske evolucije, videti slike 5.4b i 5.4c, kao i
asimptotsko pona²anje snaga disipacije, koje je srazmerno sa t1−(ν−α) prema asimptotskim izrazima (5.49) i
(5.52) datim ispod i ilustrovano na slikama 5.5b i 5.5c.

0 20 40 60 80
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

t

W

(a) Skladi²tena energija izraºena: preko deformacije - ozna£ena
punom linijom i preko napona - ozna£ena isprekidanom linijom.
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(b) Asimptotika energije izraºene preko deformacije za vre-
mena bliska nuli, ozna£ena isprekidanom linijom.
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(c) Asimptotika energije izraºene preko napona za vremena
bliska nuli, ozna£ena isprekidanom linijom.

Slika 5.4: Vremenska evolucija skladi²tene energije po jedinici zapremine kao odziv na zadatu deformaciju kao
harmonijsku prinudu, ε (t) = ε0 sin (ωt), u slu£aju kada ϕσ nema nula, dobijena za parametre modela kao u
tabeli 5.1.
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(a) Snaga disipacije izraºena: preko deformacije - ozna£ena punom
linijom i preko napona - ozna£ena isprekidanom linijom.
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(b) Asimptotika snage disipacije izraºene preko deformacije za
vremena bliska nuli, ozna£ena isprekidanom linijom.
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(c) Asimptotika snage disipacije izraºene preko napona za vre-
mena bliska nuli, ozna£ena isprekidanom linijom.

Slika 5.5: Vremenska evolucija skladi²tene energije po jedinici zapremine kao odziv na zadatu deformaciju kao
harmonijsku prinudu, ε (t) = ε0 sin (ωt), u slu£aju kada ϕσ nema nula, dobijena za parametre modela kao u
tabeli 5.1.
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Slika 5.6: Pore�enje vremenske evolucije snage po jedinici zapremine izraºene preko deformacije - ozna£ene
punom linijom i preko napona - ozna£ene isprekidanom linijom, koje predstavljaju odzive na zadatu deformaciju
kao harmonijsku prinudu, ε (t) = ε0 sin (ωt), u slu£aju kada ϕσ nema nula, dobijene za parametre modela kao u
tabeli 5.1.
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Iako parametri modela, u slu£aju kada funkcija ϕσ ima negativnu realnu nulu, ne zadovoljavaju suºene ter-
modinami£ke restrikcije, videti (5.25) i (5.26), i energije i snage disipacije su pozitivne i oscilatorne funkcije,
videti sliku 5.7, ukazuju¢i na £injenicu da su suºene termodinami£ke restrikcije dovoljan, ali ne i potreban uslov
da moduluo relaksacije bude kompletno monotona funkcija, a funkcija puzanja da bude Bern²tajnova funkcija.
Razlike u vremenskim pro�lima, kako energija, tako i snaga disipacije, istaknutije su nego u prethodnom slu£aju,
sa prili£no velikim neskladom izme�u energija, koji se pove¢ava sa vremenom, uporediti slike 5.7a i 5.7c. Vre-
menski pro�li snage su isti, bez obzira da li su energija i snaga disipacije izraºeni preko modula relaksacije ili
preko funkcije puzanja, videti sliku 5.8.

Nasuprot prethodnim slu£ajevima, ako su parametri modela takvi da funkcija ϕσ ima par kompleksno kon-
jugovanih nula, energija izraºena preko modula relaksacije je negativna na odre�enim vremenskim intervalima,
kao i snaga disipacije, videti slike 5.9b i 5.9c, budu¢i da suºene termodimani£ke restrikcije nisu zadovoljene,
dok su termodinami£ke restrikcije zadovoljene. Dakle, energija izraºena preko funkcije puzanja je pozitivna,
oscilatorna i rastu¢a sa vremenom, kao ²to se vidi na slici 5.9a. Iako je potencijalna energija isklju£ivo nenega-
tivna za elasti£no telo, negativnost potencijalne energije nije neuobi£ajena pojava u mehanici materijalne ta£ke,
dok je uprkos £injenici da je snaga disipacije na odre�enim intervalima negativna, njen integral od po£etnog
trenutka, koji predstavlja ukupnu disipiranu energiju, pozitivan. Treba naglasiti da, u pore�enju sa prethodna
dva slu£aja, intervali kada je snaga negativna, kao i njene apsolutne vrednosti, su najmanji u ovom slu£aju, dok
najve¢i intervali i apsolutne vrednosti odgovaraju slu£aju kada funkcija ϕσ nema nula, uporediti sliku 5.10 sa
slikama 5.6 i 5.8.

Da bi se izveli asimptotski izrazi za energiju i disipiranu snagu po jedinici zapremine izraºeni preko modula
relaksacije, prema (4.4) i (4.6), potrebno je poznavati asimptotsko pona²anje modula relaksacije, datog sa (4.15),
koje se dobija u obliku(4.162), te je asimptotika izraza za energiju po jedinici zapremine, prema (4.4) i vode¢em
£lanu u (4.162), data sa

W (t) =
1

2
σsr (t) ε

2 (t) +
1

2

∫ t

0

(−σ̇sr (t− t′)) (ε (t)− ε (t′))
2
dt′

∼ 1

2

b2
a3

t−(ν−α)

Γ (1− (ν − α))
ε20ω

2t2 − 1

2

∫ t

0

b2
a3

(t− t′)
−1−(ν−α)

Γ (− (ν − α))
ε20ω

2 (t− t′)
2
dt′

∼ 1

2
ε20ω

2 b2
a3

1

|Γ (− (ν − α))|

(
t2−(ν−α)

ν − α
+

∫ t

0

(t− t′)
1−(ν−α)

dt′
)

∼ 1

2
ε20ω

2 b2
a3

t2−(ν−α)

|Γ (− (ν − α))|

(
1

ν − α
+

1

2− (ν − α)

)
∼ (1− (ν − α))

b2
a3

ε20ω
2 t2−(ν−α)

Γ (3− (ν − α))
, kada t → 0, (5.48)

gde je iskori²¢eno pona²anje sinx ∼ x, kada x → 0, dok je asimptotika izraza za snagu disipacije po jedinici
zapremine, prema (4.6) i vode¢em £lanu u (4.162), data sa

P (t) =
1

2
(−σ̇sr (t)) ε

2 (t) +
1

2

∫ t

0

σ̈sr (t− t′) (ε (t)− ε (t′))
2
dt′

∼ 1

2

b2
a3

t−1−(ν−α)

|Γ (− (ν − α))|
ε20ω

2t2 +
1

2

∫ t

0

b2
a3

(t− t′)
−2−(ν−α)

Γ (−1− (ν − α))
ε20ω

2 (t− t′)
2
dt′

∼ 1

2
ε20ω

2 b2
a3

1

Γ (−1− (ν − α))

(
− t1−(ν−α)

−1− (ν − α)
+

∫ t

0

(t− t′)
−(ν−α)

dt′
)

∼ 1

2
ε20ω

2 b2
a3

t1−(ν−α)

Γ (−1− (ν − α))

(
− 1

−1− (ν − α)
+

1

1− (ν − α)

)
∼ (ν − α) ε20ω

2 b2
a3

t1−(ν−α)

Γ (2− (ν − α))
, kada t → 0. (5.49)

Sa druge strane, izvo�enje asimptotike izraza za energiju i snagu disipacije po jedinici zapremine izraºenih
preko funkcije puzanja, prema (4.5) i (4.7), zahteva poznavanje asimptotike funkcije puzanja, date sa (4.27),
²to je izvedeno u obliku (4.169), kao i poznavanje asimptotike napona, date u obliku

σ (t) = ε0ω
b2
a3

t1−(ν−α)

Γ (2− (ν − α))
+ ε0ω

b2
a3

(
b1
b2

− a2
a3

)
t1+2α+β−ν

Γ (2 + 2α+ β − ν)

+ ε0ω
b2
a3

(
a22
a23

− a2
a3

b1
b2

− a1
a3

)
t1+3α+2β−ν

Γ (2 + 3α+ 2β − ν)
− ε0ω

3 b2
a3

t3−(ν−α)

Γ (4− (ν − α))
+O

(
t1+4α+3β−ν

)
, (5.50)
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(a) Skladi²tena energija izraºena: preko deformacije - ozna£ena
punom linijom i preko napona - ozna£ena isprekidanom lini-
jom.
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(b) Skladi²tena energija izraºena preko deformacije.
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(c) Snaga disipacije izraºena: preko deformacije - ozna£ena punom
linijom i preko napona - ozna£ena isprekidanom linijom.

Slika 5.7: Vremenska evolucija skladi²tene energije i snage disipacije po jedinici zapremine kao odziv na zadatu
deformaciju kao harmonijsku prinudu, ε (t) = ε0 sin (ωt), u slu£aju kada ϕσ ima negativnu realnu nulu, dobijene
za parametre modela kao u tabeli 5.1.
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Slika 5.8: Pore�enje vremenske evolucije snage po jedinici zapremine izraºene preko deformacije - ozna£ene
punom linijom i preko napona - ozna£ene isprekidanom linijom, koje predstavljaju odzive na zadatu deformaciju
kao harmonijsku prinudu, ε (t) = ε0 sin (ωt), u slu£aju kada ϕσ ima negativnu realnu nulu, dobijene za parametre
modela kao u tabeli 5.1.
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(a) Skladi²tena energija izraºena: preko deformacije - ozna£ena
punom linijom i preko napona - ozna£ena isprekidanom lini-
jom.
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(b) Skladi²tena energija izraºena preko deformacije.
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(c) Snaga disipacije izraºena: preko deformacije - ozna£ena punom
linijom i preko napona - ozna£ena isprekidanom linijom.

Slika 5.9: Vremenska evolucija skladi²tene energije i snage disipacije po jedinici zapremine kao odziv na zadatu
deformaciju kao harmonijsku prinudu, ε (t) = ε0 sin (ωt), u slu£aju kada ϕσ ima par kompleksno konjugovanih
nula, dobijene za parametre modela kao u tabeli 5.1.
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Slika 5.10: Pore�enje vremenske evolucije snage po jedinici zapremine izraºene preko deformacije - ozna£ene
punom linijom i preko napona - ozna£ene isprekidanom linijom, koje predstavljaju odzive na zadatu deformaciju
kao harmonijsku prinudu, ε (t) = ε0 sin (ωt), u slu£aju kada ϕσ ima par kompleksno konjugovanih nula, dobijene
za parametre modela kao u tabeli 5.1.
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kada t → 0, gde napon predstalja odziv na harmonijsku deformaciju (5.40) i dat je sa (5.42). Stoga se za
asimptotiku energije po jedinici zapremine, prema (4.5) i vode¢im £lanovima u (4.169) i (5.50), dobija

W (t) =
1

2

∫ t

0

ε̇cr (t− t′)σ2 (t′) dt′

∼ 1

2

∫ t

0

a3
b2

(t− t′)
−1+(ν−α)

Γ (ν − α)
ε20ω

2 b
2
2

a23

t′2−2(ν−α)

Γ2 (2− (ν − α))
dt′

∼ 1

2
ε20ω

2 b2
a3

1

Γ (ν − α) Γ2 (2− (ν − α))

∫ t

0

t′2−2(ν−α)

(t− t′)
1−(ν−α)

dt′

∼ 1

2
ε20ω

2 b2
a3

Γ (3− 2 (ν − α))

Γ2 (2− (ν − α)) Γ (3− (ν − α))
t2−(ν−α), kada t → 0, (5.51)

dok se za asimptotiku snage disipacije po jedinici zapremine, prema (4.7) i vode¢im £lanovima u (4.169) i (5.50),
dobija

P (t) =
1

2
ε̇cr (t)σ

2 (t) +
1

2

∫ t

0

(−ε̈cr (t− t′)) (σ (t)− σ (t′))
2
dt′

∼ 1

2

a3
b2

t−1+(ν−α)

Γ (ν − α)
ε20ω

2 b
2
2

a23

t2−2(ν−α)

Γ2 (2− (ν − α))
− 1

2

∫ t

0

a3
b2

(t− t′)
−2+(ν−α)

Γ (−1 + ν − α)
ε20ω

2 b
2
2

a23

(
t1−(ν−α) − t′1−(ν−α)

)2
Γ2 (2− (ν − α))

dt′

∼ 1

2
ε20ω

2 b2
a3

1

Γ (−1 + ν − α) Γ2 (2− (ν − α))

×
(

t1−(ν−α)

−1 + ν − α
−
∫ t

0

(t− t′)
−2+(ν−α)

(
t1−(ν−α) − t′1−(ν−α)

)2
dt′
)

∼ 1

2
ε20ω

2 b2
a3

(
1

−1 + ν − α
− π

sin (ν − α)π

(
2− Γ (3− 2 (ν − α))

Γ2 (2− (ν − α))
− 1

Γ (ν − α) Γ (2− (ν − α))

))
× t1−(ν−α)

Γ (−1 + (ν − α)) Γ2 (2− (ν − α))
, kada t → 0. (5.52)

Treba primetiti da se asimptotika za napon u obliku (5.50) dobija inverzijom asimptotike napona u Laplasovom
domenu, videti (5.41), ²to je za model I+ID.ID, dat sa (5.24), izraz

σ̃ (s) = ε0s
β+ν b1 + b2s

α+β

a1 + a2sα+β + a3s2(α+β)

ω

s2 + ω2

= ε0ω
b2
a3

1

s2−(ν−α)

(
1 +

b1
b2

1

sα+β

)(
1 +

a2
a3

1

sα+β
+

a1
a3

1

s2(α+β)

)−1(
1 +

ω2

s2

)−1

= ε0ω
b2
a3

1

s2−(ν−α)

(
1 +

b1
b2

1

sα+β

)
×
(
1− a2

a3

1

sα+β
+

(
a22
a23

− a1
a3

)
1

s2(α+β)
+O

(
s−3(α+β)

))(
1− ω2

s2
+O

(
s−4
))

= ε0ω
b2
a3

1

s2−(ν−α)

(
1 +

(
b1
b2

− a2
a3

)
1

sα+β
+

(
a22
a23

− a1
a3

− a2
a3

b1
b2

)
1

s2(α+β)
− ω2

s2
+O

(
s−3(α+β)

))
= ε0ω

b2
a3

1

s2−(ν−α)
+ ε0ω

b2
a3

(
b1
b2

− a2
a3

)
1

s2+2α+β−ν

+ ε0ω
b2
a3

(
a22
a23

− a2
a3

b1
b2

− a1
a3

)
1

s2+3α+2β−ν
− ε0ω

3 b2
a3

1

s4−(ν−α)
+O

(
s−2−4α−3β+ν

)
, kada s → ∞.

(5.53)

�lanovi −ε0ω
3 b2
a3

1
s4−(β+ν) i −ε0ω

3 b2
a3

t3−(β+ν)

Γ(4−(β+ν)) , koji se respektivno pojavljuju u (5.53) i (5.50), ne postoje ukoliko
je 3 (α+ β) ⩽ 2, tj. ako je α+ β ⩽ 2

3 .
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6. Prostiranje talasa u trodimenzionom

frakcionom viskoelasti£nom telu

Talasna jedna£ina za trodimenziono, homogeno, izotropno i elasti£no telo, zapisana preko polja pomeranja
u = u (r, t), koje se odre�uje u ta£ki odre�enoj radijus vektorom r ∈ R3 u vremenskom trenutku t > 0, uzima
oblik

µ

ϱ
∆u (r, t) +

λ+ µ

ϱ
grad divu (r, t) + f b (r, t) = ∂2

ttu (r, t) , (6.1)

predstavljaju¢i jedna£inu koja se dobija redukcijom sistema jedna£ina koji sadrºi jedna£inu kretanja deforma-
bilnog £vrstog tela

1

ϱ
div σ̂ (r, t) + f b (r, t) = ∂2

ttu (r, t) , (6.2)

jedna£inu in�nitezimalne deformacije

ε̂ (r, t) =
1

2

(
gradu (r, t) + (gradu (r, t))

T
)
, (6.3)

i Hukov zakon
σ̂ (r, t) = λtrε̂ (r, t) Î + 2µε̂ (r, t) (6.4)

kao konstitutivnu jedna£inu, pri £emu su λ i µ Lameovi koe�cijenti koji odgovaraju homogenom, izotropnom i
elasti£nom telu, ϱ je gustina materijala, dok su f b zapreminske sile po jedinici mase, σ̂ je Ko²ijev tenzor napona,
ε̂ je in�nitezimalni tenzor deformacije, a Î je jedini£na matrica. Talasna jedna£ina (6.1), prepisana u obliku

c2c grad divu (r, t)− c2s rot rotu (r, t) + f b (r, t) = ∂2
ttu (r, t) , (6.5)

preko brzina kompresionog i vrtloºnog talasa cc =
√

λ+2µ
ϱ i cs =

√
µ
ϱ respektivno, primenom operatora diver-

gencije i rotora razdvaja se na dve trodimenzione talasne jedna£ine

c2c ∆φ (r, t)− ∂2
ttφ (r, t) = −div f b (r, t) , sa φ (r, t) = divu (r, t) , (6.6)

c2s ∆Ω (r, t)− ∂2
ttΩ (r, t) = − rotf b (r, t) , sa Ω (r, t) = rotu (r, t) , (6.7)

koje odgovaraju propagaciji kompresionih i vrtloºnih talasa respektivno, videti [73].
Re�eksija trodimenzionih elasti£nih talasa je razmatrana u [74] analizom talasne jedna£ine za skalarno i

vektorsko polje u slu£aju kada nema zapreminskih sila, dok je propagacija trodimenzionog elasti£nog talasa
analizirana u [75, 76, 77] koriste¢i cilindri£ne koordinate. Dalje razmatranje talasne propagacije u periodi£nim
sredinama je sadrºano u [78, 79, 80].

Spregnuti mehani£ki i toplotni efekti, razmatranjem talasne propagacije u trodimenzionoj termoelasti£noj
sredini, ispitani su u [81] razmatranjem propagacije ravnih talasa i talasnih jedna£ina za skalarno i vektorsko
polje, dok je u [82] ispitana talasna propagacija u termoelasti£noj cilindri£noj sredini, a re�eksija trodimenzionih
ravnih talasa u visoko anizotropnom termoelasti£nom materijalu je analizirana u [83]. Numeri£ki metodi su
kori²¢eni u [84] i [85] za opis udarnih talasa, kao i za opis propagacije trodimenzionog elasti£nog talasa na
neograni£enom domenu.

U cilju uop²tavanja klasi£ne trodimenzione talasne jedna£ine za homogeno, izotropno i elasti£no telo, date
sa (6.1) ili ekvivalentno sa (6.5), u trodimenzionu talasnu jedna£inu za homogeno, izotropno i viskoelasti£no
telo, usvojen je pristup koji proisti£e iz razmatranja jednodimenzionog viskoelasti£nog tela, u kome se napon,
umesto Hukovim zakonom σ = E ε, videti tako�e (2.1)1, moºe izraziti preko deformacije kroz moduo reklasacije
σsr kao

σ (t) =
d

dt
(σsr (t) ∗t ε (t)) =

d

dt

∫ t

0

σsr (t− t′) ε (t′) dt′, (6.8)
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videti tako�e (2.14)1, tako da uzima u obzir razli£ite osobine materijala viskoelasti£nog tela ura£unate izborom
razli£itih modula relaksacije. Naime, klasi£ni Hukov zakon (6.4), dat sa

σ11 = (λ+ 2µ) ε11 + λε22 + λε33, tj.
1

ϱ
σ11 = c2cε11 +

(
c2c − 2c2s

)
ε22 +

(
c2c − 2c2s

)
ε33,

σ22 = λε11 + (λ+ 2µ) ε22 + λε33, tj.
1

ϱ
σ22 =

(
c2c − 2c2s

)
ε11 + c2cε22 +

(
c2c − 2c2s

)
ε33,

σ33 = λε11 + λε22 + (λ+ 2µ) ε33, tj.
1

ϱ
σ33 =

(
c2c − 2c2s

)
ε11 +

(
c2c − 2c2s

)
ε22 + c2cε33,

σ12 = 2µε12, tj.
1

ϱ
σ12 = 2c2sε12,

σ13 = 2µε13, tj.
1

ϱ
σ13 = 2c2sε13,

σ23 = 2µε23, tj.
1

ϱ
σ23 = 2c2sε23,

se uop²tava uvo�enjem dva razli£ita modula relaksacije σ(c)
sr i σ(s)

sr umesto brzina kompresionih i vrtloºnih talasa,
cc i cs, daju¢i

σ11 = ∂t

(
σ(c)
sr ∗t ε11

)
+ ∂t

(
σ(c,s)
sr ∗t ε22

)
+ ∂t

(
σ(c,s)
sr ∗t ε33

)
, σ12 = 2∂t

(
σ(s)
sr ∗t ε12

)
,

σ22 = ∂t

(
σ(c,s)
sr ∗t ε11

)
+ ∂t

(
σ(c)
sr ∗t ε22

)
+ ∂t

(
σ(c,s)
sr ∗t ε33

)
, σ13 = 2∂t

(
σ(s)
sr ∗t ε13

)
,

σ33 = ∂t

(
σ(c,s)
sr ∗t ε11

)
+ ∂t

(
σ(c,s)
sr ∗t ε22

)
+ ∂t

(
σ(c)
sr ∗t ε33

)
, σ23 = 2∂t

(
σ(s)
sr ∗t ε23

)
,

sa σ
(c,s)
sr = σ

(c)
sr − 2σ

(s)
sr , i svode¢i se na

σ̂ (r, t) = ∂t

(
σ(c,s)
sr (t) ∗t trε̂ (r, t)

)
Î + 2∂t

(
σ(s)
sr (t) ∗t ε̂ (r, t)

)
, (6.9)

£ime se uop²tavaju karakteristike prostiranja kompresionih i vrtloºnih talasa, uzimaju¢i u obzir i viskozna svo-
jstva homogenog izotropnog tela pored elasti£nih, ²to podrazumeva da je propagacija kompresionih i vrtloºnih
talasa opisana razli£itim memorijskim jezgrima umesto razli£itim brzinama. Konstitutivna jedna£ina trodimen-
zionog viskoelasti£nog tela (6.9) se dalje koristi zajedno sa jedna£inom kretanja deformabilnog £vrstog tela (6.2)
i tenzorom deformacije (6.3) kako bi se formulisala i re²ila odgovaraju¢a talasna jedna£ina.

Frakciono uop²tenje talasne jedna£ine za talase u disperzionim sredinama je sprovedeno u [86], dok se
frakciona Cenerova talasna jedna£ina razmatra u [71] za slu£aj trodimenzionog deformabilnog tela, a u [48]
se dokazuje postojanje i jedinstvenost re²enja trodimenzione frakcione Cenerove talasne jedna£ine. Numeri£ki
metodi, uklju£uju¢i i metod kona£nih elemenata, su kori²¢eni u [87, 88] da bi se analizirali tranzijentni talasni
procesi u linearnim viskoelasti£nim £vrstim telima, dok su u [89, 90, 91, 92] primenjeni razli£iti numeri£ki metodi
da bi se dobila re²enja razmatranih modela. Tako�e, razli£iti metodi za diskretizaciju stohasti£ke frakcione
talasne jedna£ine se koriste u [93].

Postoje brojne primene viskoelasti£nih talasnih jedna£ina, uklju£uju¢i modeliranje ultrazvu£nih talasa koji
se koriste u proceni o²te¢enja materijala, videti [94], trodimenzione £vrste termo-viskoelasti£ne materijale, videti
[95], talasnu propagaciju nakon cunamija, videti [96], seizmi£ke talase, videti [97], modeliranje slojevitih poroznih
medija, kao ²to je kori²¢eno u [98], i mnoge druge. Ispitivanja razli£itih talasa koji se koriste za analize koje
uklju£uju ljudska ili druga biolo²ka tkiva se mogu prona¢i na primer u [99, 100, 101].

6.1 Polje pomeranja

Metod integralnih transformacija, Furijeva transformacija po prostornim koordinatama, de�nisana sa

f̄ (k) = F [f (r)] (k) =

∫
R3

f (r) e−ik·rdrV, k ∈ R3,

i Laplasova transformacija po vremenu, de�nisana sa (2.7), su kori²¢ene da bi se re²io Ko²ijev po£etni problem
za trodimenzionu talasnu jedna£inu viskoelasti£nog tela, razmatranu kao sistem jedna£ina koji se sastoji od
jedna£ine kretanja deformabilnog £vrstog tela (6.2), tenzora deformacije (6.3) i konstitutivne jedna£ine (6.9),
pri £emu je modulima relaksacije σ(c)

sr i σ(s)
sr opisan odziv materijala viskoelasti£nog tela, tj. da bi se re²io sistem

jedna£ina

1

ϱ
div σ̂ (r, t) + f b (r, t) = ∂2

ttu (r, t) , (6.10)
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ε̂ (r, t) =
1

2

(
gradu (r, t) + (gradu (r, t))

T
)
, (6.11)

σ̂ (r, t) = ∂t

(
σ(c,s)
sr (t) ∗t trε̂ (r, t)

)
Î + 2∂t

(
σ(s)
sr (t) ∗t ε̂ (r, t)

)
, (6.12)

na r ∈ R3, za t > 0, koji podleºe po£etnim uslovima

u (r, 0) = u0 (r) i ∂tu (r, 0) = v0 (r) , (6.13)

a pretpostavljaju¢i da sve komponente polja pomeranja, kao i Ko²ijevog tenzora napona, i²£ezavaju kako bilo
koja od koordinata teºi u pozitivnu ili negativnu beskona£nu vrednost. Naime, Furijeva i Laplasova transfor-
macija primenjena na prethodno spomenut sistem jedna£ina, daje

1

ϱ
ik ¯̂̃σ (k, s) + ¯̃f b (k, s) = s2 ¯̃u (k, s)− sū0 (k)− v̄0 (k) , (6.14)

¯̃
ε̂ (k, s) =

1

2

(
ik ⊗ ¯̃u (k, s) + ¯̃u (k, s)⊗ (ik )

)
, (6.15)

¯̃
σ̂ (k, s) = sσ̃(c,s)

sr (s)
(
ik · ¯̃u (k, s)

)
Î + 2sσ̃(s)

sr (s)
¯̃
ε̂ (k, s) , (6.16)

jer je F [∇] (k) = ik impliciraju¢i F [div σ̂ (r, t)] (k) = F [∇σ̂ (r, t)] (k) = ik ¯̂σ (k, t), F [gradu (r, t)] (k) =
F [∇⊗ u (r, t)] (k) = ik ⊗ ū (k, t) i F [trε̂ (r, t)] (k) = F [divu (r, t)] (k) = F [∇ · u (r, t)] (k) = ik · ū (k, t),
pri £emu se oznaka ⊗ koristi kao dijadski proizvod, dok se sistem jedna£ina (6.14) - (6.16) redukuje na jednu
jedna£inu oblika

sσ̃(c,s)
sr (s)

ϱ
ik
(
ik · ¯̃u (k, s)

)
+

sσ̃(s)
sr (s)

ϱ
ik
(
ik ⊗ ¯̃u (k, s)

)
+

sσ̃(s)
sr (s)

ϱ
ik
(
¯̃u (k, s)⊗ (ik)

)
− s2 ¯̃u (k, s) = −sū0 (k)− v̄0 (k)− ¯̃f b (k, s) , tj.(sσ̃(s)

sr (s)

ϱ
k2 + s2

)
Î +

s
(
σ
(c)
sr (s)− σ

(s)
sr (s)

)
ϱ

(k ⊗ k)

 ¯̃u (k, s) = sū0 (k) + v̄0 (k) +
¯̃
f b (k, s) , (6.17)

izraºenu preko polja pomeranja u Furijeovom i Laplasovom domenu, budu¢i da je ik
(
ik ⊗ ¯̃u (k, s)

)
=(ik)

2 ¯̃u (k, s),
ik
(
¯̃u (k, s)⊗ (ik)

)
=
(
ik · ¯̃u (k, s)

)
ik = ik

(
¯̃u (k, s) · (ik)

)
= ((ik)⊗ (ik)) ¯̃u (k, s), koja se moºe posmatrati kao

talasna jedna£ina viskoelasti£nog tela u Furijeovom i Laplasovom domenu.

6.1.1 Polje pomeranja izraºeno preko funkcija φ i Ω

Klasi£ne trodimenzione talasne jedna£ine (6.6) i (6.7), koje opisuju prostiranje kompresionih i vrtloºnih talasa
i koje su izraºene su preko φ (r, t) = divu (r, t) i Ω (r, t) = rotu (r, t) kao nepoznatih funkcija, uop²tene su
za viskoelasti£no telo, pri £emu se re²enje talasne jedna£ine viskoelasti£nog tela, tj. sistema jedna£ina (6.10) -
(6.12), dobija kori²¢enjem funkcija φ i Ω, sli£no kao u slu£aju klasi£ne talasne jedna£ine.

Uop²tenje talasne jedna£ine (6.6) postiºe se na slede¢i na£in: primenom skalarnog i vektorskog proizvoda
talasnog vektora ik sa talasnom jedna£inom viskoelasti£nog tela u Furijeovom i Laplasovom domenu (6.17),
dobija se (

sσ̃(c)
sr (s)

ϱ
k2 + s2

)(
ik · ¯̃u (k, s)

)
= ik ·

(
sū0 (k) + v̄0 (k) +

¯̃
f b (k, s)

)
, tj. (6.18)

−c̃2c (s) k
2
(
ik · ¯̃u (k, s)

)
− ik ·

(
s2 ¯̃u (k, s)− sū0 (k)− v̄0 (k)

)
= −ik · ¯̃f b (k, s) ,

jer je ik ·
(
(k ⊗ k) ¯̃u (k, s)

)
= ik ·

(
k
(
k · ¯̃u (k, s)

))
= k2

(
ik · ¯̃u (k, s)

)
, pri £emu je

c̃c (s) =

√
sσ̃(c)

sr (s)

ϱ
(6.19)

memorijska funkcija koja odgovara kompresionim talasima, te nakon primene inverzne Furijeove i Laplasove
transformacije, sa F [∆] (k) = F [∇ · ∇] (k) = (ik)

2
= −k2, prethodni izraz postaje

c̃2c (s) ∆divũ (r, s)− div
(
s2ũ (r, s)− su0 (r)− v0 (r)

)
= −divf̃ b (r, s) , tj.

∆
(
L−1

[
c̃2c (s) φ̃ (r, s)

]
(r, t)

)
− ∂2

ttφ (r, t) = −divf b (r, t) , sa φ (r, t) = divu (r, t) , (6.20)

97



Prostiranje talasa u trodimenzionom frakcionom viskoelasti£nom telu

rudukuju¢i se ili na

σ̇(c)
sr (t)

ϱ
∗t ∆φ (r, t) +

σ
(c)
sr/g

ϱ
∆φ (r, t)− ∂2

ttφ (r, t) = −divf b (r, t) , (6.21)

ako je vrednost modula relaksacije u po£etnom trenutku σ
(c)
sr/g = σ

(c)
sr (0) kona£na, te je i brzina prostiranja

kompresionih talasa cc =

√
σ
(c)

sr/g

ϱ kona£na, zbog

L−1
[
c̃2c (s) φ̃ (r, s)

]
(r, t) = L−1

[
sσ̃(c)

sr (s)

ϱ
φ̃ (r, s)

]
(r, t) =

(
1

ϱ
σ̇(c)
sr (t) +

1

ϱ
σ
(c)
sr/gδ (t)

)
∗t φ (r, t) , (6.22)

ili redukuju¢i se na

σ
(c)
sr (t)

ϱ
∗t ∆∂tφ (r, t) +

σ
(c)
sr (t)

ϱ
∆φ0 (r)− ∂2

ttφ (r, t) = −divf b (r, t) , (6.23)

sa φ0 (r) = φ (r, 0), ako je vrednost modula relaksacije u po£etnom trenutku beskona£na, pa i brzina prostiranja
kompresionih talasa, zbog

L−1
[
c̃2c (s) φ̃ (r, s)

]
(r, t) = L−1

[
σ̃(c)
sr (s)

ϱ
sφ̃ (r, s)

]
(r, t) =

1

ϱ
σ(c)
sr (t) ∗t (∂tφ (r, t) + φ0 (r) δ (t)) , (6.24)

dodatno videti poglavlje 2.1. Stoga je op²ti oblik talasne jedna£ine izraºen preko funkcije φ date sa (6.20),
dok je njen speci�£ni oblik kada je brzina prostiranja kompresionih talasa kona£na dat sa (6.21), a talasna jed-
na£ina (6.23) odgovara slu£aju kada je brzina prostiranja kompresionih talasa beskona£na. Svaka od prethodno
spomenutih talasnih jedna£ina zahteva po£etne uslove

φ0 (r) = φ (r, 0) = divu (r, 0) = divu0 (r) i φ̇0 (r) = ∂tφ (r, 0) = div ∂tu (r, 0) = div v0 (r) , (6.25)

koji proisti£u iz po£etnih uslova polja pomeranja (6.13).
Sa druge strane, uop²tenje talasne jedna£ine (6.7) se postiºe na slede¢i na£in: vektorski proizvod talasnog

vektora ik sa talasnom jedna£inom viskoelasti£nog tela u Furijeovom i Laplasovom domenu (6.17) implicira(
sσ̃(s)

sr (s)

ϱ
k2 + s2

)(
ik × ¯̃u (k, s)

)
= ik ×

(
sū0 (k) + v̄0 (k) +

¯̃
f b (k, s)

)
, tj. (6.26)

−c̃2s (s) k
2
(
ik × ¯̃u (k, s)

)
− ik ×

(
s2 ¯̃u (k, s)− sū0 (k)− v̄0 (k)

)
= −ik × ¯̃f b (k, s) ,

jer je ik ×
(
(k ⊗ k) ¯̃u (k, s)

)
= ik ×

(
k
(
k · ¯̃u (k, s)

))
= 0, pri £emu je

c̃s (s) =

√
sσ̃(s)

sr (s)

ϱ
(6.27)

memorijska funkcija koja odgovara vrtloºnim talasima, te se izraz (6.26) transformi²e u

c̃2s (s) ∆ (rot ũ (r, s))− rot
(
s2ũ (r, s)− su0 (r)− v0 (r)

)
= −rotf̃ b (r, s) , tj.

∆
(
L−1

[
c̃2s (s) Ω̃ (r, s)

]
(r, t)

)
− ∂2

ttΩ (r, t) = −rotf b (r, t) , sa Ω (r, t) = rotu (r, t) , (6.28)

nakon primene inverzne Furijeove i Laplasove transformacije, redukuju¢i se na

σ̇(s)
sr (t)

ϱ
∗t ∆Ω (r, t) +

σ
(s)
sr/g

ϱ
∆Ω (r, t)− ∂2

ttΩ (r, t) = −rotf b (r, t) , (6.29)

ako σ
(s)
sr/g = σ

(s)
sr (0) ima kona£nu vrednost, a stoga i kona£nu brzinu prostiranja vrtloºnih talasa cs =

√
σ
(s)

sr/g

ϱ ,

videti (6.22), ili se redukuje na

σ
(s)
sr (t)

ϱ
∗t ∆∂tΩ (r, t) +

σ
(s)
sr (t)

ϱ
∆Ω0 (r)− ∂2

ttΩ (r, t) = −rotf b (r, t) , (6.30)
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sa Ω0 (r) = Ω (r, 0), ako σ
(s)
sr/g = σ

(s)
sr (0) ima beskona£nu vrednost, a stoga i beskona£nu brzinu prostiranja

vrtloºnih talasa. Dakle, op²ti oblik talasne jedna£ine izraºen preko funkcije Ω je dat sa (6.28), dok je njegov
speci�£ni oblik kada je brzina prostiranja vrtloºnih talasa kona£na dat sa (6.29), a talasna jedna£ina (6.30)
odgovara slu£aju kada je brzina prostiranja vrtloºnih talasa beskona£na. Svaka od prethodno spomenutih
talasnih jedna£ina zahteva po£etne uslove

Ω0 (r) = Ω (r, 0) = rotu (r, 0) = rotu0 (r) i Ω̇0 (r) = ∂tΩ (r, 0) = rot ∂tu (r, 0) = rotv0 (r) , (6.31)

koji proisti£u iz po£etnih uslova polje pomeranja (6.13).
Talasne jedna£ine za kompresione talase (6.21) i (6.23), kao i talasne jedna£ine za vrtloºne talase (6.29) i

(6.30), predstavljaju uop²tenja klasi£nih talasnih jedna£ina (6.6) i (6.7). Konkretno, brzine prostiranja kompre-
sionih i vrtloºnih talasa, koje �guri²u u klasi£nim talasnim jedna£inama (6.6) i (6.7), su zamenjene razli£itim
memorijskim funkcijama (6.19) i (6.27) koje zavise od izabranog modela viskoelasti£nog tela kroz moduo re-
laksacije. Prepisivanjem kompresione i vrtloºne talasne jedna£ine u Furijeovom i Laplasovom domenu (6.18) i
(6.26) u oblicima (

c̃2c (s) k
2 + s2

)
¯̃φ (k, s) = sφ̄0 (k) + ¯̇φ0 (k) + ik · ¯̃f b (k, s) ,(

c̃2s (s) k
2 + s2

) ¯̃Ω (k, s) = sΩ̄0 (k) +
¯̇Ω0 (k) + ik × ¯̃f b (k, s) ,

sa po£etnim podacima

φ̄0 (k) = ik · ū0 (k) i ¯̇φ0 (k) = ik · v̄0 (k) , kao i

Ω̄0 (k) = ik × ū0 (k) i ¯̇Ω0 (k) = ik × v̄0 (k) ,

videti (6.25) i (6.31), za re²enje ovih talasnih jedna£ina sledi

¯̃φ (k, s) = ¯̃G(c) (k, s)
(
sφ̄0 (k) + ¯̇φ0 (k) + ik · ¯̃f b (k, s)

)
, sa ¯̃G(c) (k, s) =

1

c̃2c (s) k
2 + s2

, (6.32)

¯̃Ω (k, s) = ¯̃G(s) (k, s)
(
sΩ̄0 (k) +

¯̇Ω0 (k) + ik × ¯̃
f b (k, s)

)
, sa ¯̃G(s) (k, s) =

1

c̃2s (s) k
2 + s2

, (6.33)

pri £emu su sa ¯̃G(c) i ¯̃G(s) ozna£ene Grinove funkcije u Furijeovom i Laplasovom domenu koje odgovaraju kom-
presionim i vrtloºnim talasima, respektivno, impliciraju¢i re²enja za kompresionu i vrtloºnu talasnu jedna£inu
(6.20) i (6.28) u obliku

φ (r, t) = ∂tG
(c) (r, t) ∗r φ0 (r) +G(c) (r, t) ∗r φ̇0 (r) +G(c) (r, t) ∗r,t div f b (r, t) , (6.34)

Ω (r, t) = ∂tG
(s) (r, t) ∗r Ω0 (r) +G(s) (r, t) ∗r Ω̇0 (r) +G(s) (r, t) ∗r,t rotf b (r, t) , (6.35)

ako je G(c) (r, 0) = G(s) (r, 0) = 0.
Kada su funkcije φ i Ω poznate, videti izraze (6.34) i (6.35), polje pomeranja u se moºe odrediti iz talasne

jedna£ine viskoelasti£nog tela u Furijeovom i Laplasovom domenu (6.17), koja se transformi²e u

c̃2s (s) k
2 ¯̃u (k, s) +

(
c̃2c (s)− c̃2s (s)

)
(k ⊗ k) ¯̃u (k, s) + s2 ¯̃u (k, s) = sū0 (k) + v̄0 (k) +

¯̃
f b (k, s) ,

c̃2s (s) ik × ¯̃Ω (k, s)− c̃2c (s) ik ¯̃φ (k, s) + s2 ¯̃u (k, s) = sū0 (k) + v̄0 (k) +
¯̃
f b (k, s) ,

zbog memorijskih funkcija (6.19) i (6.27), kao i zbog k2 ¯̃u (k, s) = k
(
k · ¯̃u (k, s)

)
− k ×

(
k × ¯̃u (k, s)

)
=

−ik ¯̃φ (k, s) + ik × ¯̃Ω (k, s) i (k ⊗ k) ¯̃u (k, s) = k
(
k · ¯̃u (k, s)

)
= −ik ¯̃φ (k, s) , daju¢i

¯̃u (k, s) =
1

s
ū0 (k) +

1

s2
v̄0 (k) +

1

s2

(
¯̃f b (k, s) + c̃2c (s) ik ¯̃φ (k, s)− c̃2s (s) ik × ¯̃Ω (k, s)

)
,

²to, nakon primene inverzne Furijeove i Laplasove transformacije, implicira polje pomeranja u prostorno-
vremenskom domenu dato sa

u (r, t) = u0 (r) + v0 (r) t+ t ∗t
(
f b (r, t) + L−1

[
c̃2c (s) grad φ̃ (r, s)

]
(r, t)− L−1

[
c̃2s (s) rot Ω̃ (r, s)

]
(r, t)

)
koje se dalje transformi²e u

u (r, t) = u0 (r) + v0 (r) t

+ t ∗t

(
f b (r, t) +


1
ϱ σ̇

(c)
sr (t) ∗t gradφ (r, t) + 1

ϱσ
(c)
sr/g gradφ (r, t) , ako je σ

(c)
sr/g kona£no,

1
ϱσ

(c)
sr (t) ∗t (∂t gradφ (r, t)) + 1

ϱσ
(c)
sr (t) gradφ0 (r) , ako je σ

(c)
sr/g beskona£no,
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−


1
ϱ σ̇

(s)
sr (t) ∗t rotΩ (r, t) + 1

ϱσ
(s)
sr/g rotΩ (r, t) , ako je σ

(s)
sr/g kona£no,

1
ϱσ

(s)
sr (t) ∗t (∂t rotΩ (r, t)) + 1

ϱσ
(s)
sr (t) rotΩ0 (r) , ako je σ

(s)
sr/g beskona£no,

)
(6.36)

kada se karakteristike materijala uzmu u obzir, videti (6.22) i (6.24), te izraz (6.36) sadrºi £etiri mogu¢a oblika
polja pomeranja, zbog mogu¢nosti da kompresioni i vrtloºni talasi imaju kona£nu brzinu prostiranja, odre�enu
sa

cc =

√√√√σ
(c)
sr/g

ϱ
i cs =

√√√√σ
(s)
sr/g

ϱ
,

ili beskona£nu brzinu prostiranja.
Odre�ivanje polja pomeranja preko izraza (6.36) zahteva sloºene prora£une, dodatno oteºane uklju£ivanjem

izraza za skalarno i vektorsko polje φ i Ω, data sa (6.34) i (6.35). Dodatno, oblik polja pomeranja zavisi
od razmatranog modela viskoelasti£nog tela, te su mogu¢a njegova £etiri oblika, zavisno od brzine prostiranja
talasa. Stoga je izraz (6.36) zahtevan za analiti£ke i za numeri£ke prora£une.

6.1.2 Polje pomeranja izraºeno preko rezolventnog tenzora R̂

Budu¢i da odre�ivanje polja pomeranja kao re²enja sistema jedna£ina (6.10) - (6.12) sa po£etnim uslovima (6.13),
odnosno Ko²ijevog po£etnog problema za talasnu jedna£inu viskoelasti£nog tela u obliku (6.36), predstavlja
zahtevan prora£un, usvojen je drugi pristup odre�ivanja polja pomeranja koji uklju£uje rezolventni tenzor, tako
da se rezolventni tenzor primenjuje na po£etne uslove i zapreminske sile, daju¢i polje pomeranja. Naime, talasna
jedna£ina viskoelasti£nog tela u Furijeovom i Laplasovom domenu (6.17), zapisana kao

¯̂̃
R

−1

(k, s) ¯̃u (k, s) = sū0 (k) + v̄0 (k) +
¯̃
f b (k, s) , (6.37)

gde je
¯̂̃
R

−1

inverzni tenzor rezolventnog tenzora u Furijeovom i Laplasovom domenu dat izrazom

¯̃
R̂

−1

(k, s) =
(
c̃2s (s) k

2 + s2
)
Î +

(
c̃2c (s)− c̃2c (s)

)
(k ⊗ k)

=
1

¯̃G(s) (k, s)

(
Î − k ⊗ k

k2

)
+

1
¯̃G(c) (k, s)

k ⊗ k

k2
, (6.38)

prema memorijskim funkcijama (6.19) i (6.27), kao i prema Grinovim funkcijama (6.32)2 i (6.33)2, implicira
polje pomeranja u Furijeovom i Laplasovom domenu

¯̃u (k, s) =
¯̂̃
R (k, s)

(
sū0 (k) + v̄0 (k) +

¯̃
f b (k, s)

)
, (6.39)

koje se, nakon primene inverzne Furijeove i Laplasove transformacije, transformi²e u

u (r, t) = ∂tR̂ (r, t) ∗r u0 (r) + R̂ (r, t) ∗r v0 (r) + R̂ (r, t) ∗r,t f b (r, t) , (6.40)

uz pretpostavku da je R̂ (r, 0) = 0, te je neophodno odrediti rezolventni tenzor R̂ i njegov prvi izvod po
vremenu.

Prvi korak je odre�ivanje rezolventnog tenzora u Furijeovom i Laplasovom domenu
¯̂̃
R u obliku

¯̃
R̂ (k, s) = ¯̃G(s) (k, s)

(
Î − k ⊗ k

k2

)
+ ¯̃G(c) (k, s)

k ⊗ k

k2
, (6.41)

preko njemu inverznog tenzora
¯̃
R̂

−1

, datog sa (6.38), budu¢i da je
¯̃
R̂ (k, s)

¯̃
R̂

−1

(k, s) = Î, zbog k⊗k
k2

k⊗k
k2 = k⊗k

k2 ,
pa se (6.41) transformi²e u

¯̃
R̂ (k, s) = ¯̃G(s) (k, s) Î − 1

k2
¯̃G(s) (k, s) (k ⊗ k) +

1

k2
¯̃G(c) (k, s) (k ⊗ k)

= ¯̃G(s) (k, s) Î +
c̃2s (s)

s2
(k ⊗ k) ¯̃G(s) (k, s)− c̃2c (s)

s2
(k ⊗ k) ¯̃G(c) (k, s)

kori²¢enjem 1
k2

¯̃G(x) (k, s) = 1
k2

1
c̃2x(s) k

2+s2 = 1
s2

1
k2 − c̃2x(s)

s2
1

c̃2x(s) k
2+s2 = 1

s2
1
k2 − c̃2x(s)

s2
¯̃G(x) (k, s) .
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U drugom koraku, primenom inverzne Furijeove transformacije na prethodni izraz dobija se rezolventni
tenzor u Laplasovom domenu ˜̂R, dat sa

˜̂R (r, s) = G̃(s) (r, s) Î − c̃2s (s)

s2
(∇⊗∇) G̃(s) (r, s) +

c̃2c (s)

s2
(∇⊗∇) G̃(c) (r, s) (6.42)

budu¢i da je F [∇⊗∇] (k) = ik ⊗ i k = − (k ⊗ k), pri £emu se za Grinovu funkciju u Laplasovom domenu
dobija

G̃(x) (r, s) = F−1
[
¯̃G(x) (k, s)

]
(r, s) =

1

4πrc̃2x (s)
e−

rs
c̃x(s) , x ∈ {c, s} , (6.43)

nakon inverzne Furijeove transformacije

G̃(x) (r, s) =
1

(2π)
3

∫
R3

¯̃G(x) (k, s) eik·rdkV

=
1

(2π)
3

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ ∞

0

1

c̃2x (s) k
2 + s2

e−ikr cos θk2 sin θdkdθdφ

=
1

(2π)
2
r

∫ ∞

0

k

c̃2x (s) k
2 + s2

dk

∫ kr

−kr

e−ipdp

=
1

2π2r

∫ ∞

0

k sin (kr)

c̃2x (s) k
2 + s2

dk

=
1

2π2rc̃2x (s)

∫ ∞

0

q sin q

q2 +
(

rs
c̃x(s)

)2 dq
=

1

4πrc̃2x (s)
e−

rs
c̃x(s) ,

kori²¢enjem integrala ∫ ∞

0

q sin q

q2 + λ
dq =

π

2
e−

√
λ, if Reλ > 0,

dobijenog integracijom u kompleksnoj ravni, sa Grinovim funkcijama u Furijeovom i Laplasovom domenu datim
sa (6.32)2 i (6.33)2. �lanovi (∇⊗∇) G̃(x) (r, s) , x ∈ {c, s} , koji se pojavljuju u (6.42), su odre�eni na slede¢i
na£in

(∇⊗∇) G̃(x) (r, s) =
1

r
∂r

(
1

r
∂rG̃

(x) (r, s)

)
(r ⊗ r) +

1

r
∂rG̃

(x) (r, s) Î

=

(
3

r2
+

3

r

s

c̃x (s)
+

s2

c̃2x (s)

)
G̃(x) (r, s)

r ⊗ r

r2
− 1

r

(
1

r
+

s

c̃x (s)

)
G̃(x) (r, s) Î,

kori²¢enjem (∇⊗∇) f (r) = ∇⊗(∇f (r)) = grad grad f (r) = grad
(

df(r)
dr grad r

)
= grad

(
df(r)
dr

r
r

)
= grad

(
1
r
df(r)
dr

)
⊗

r + 1
r
df(r)
dr Î = 1

r
d
dr

(
1
r
df(r)
dr

)
(r ⊗ r) + 1

r
df(r)
dr Î, kao i kori²¢enjem

∂rG̃
(x) (r, s) = −

(
1

r
+

s

c̃x (s)

)
G̃(x) (r, s) ,

videti Grinovu funkciju u Laplasovom domenu datu sa (6.43), transformi²u¢i (6.42) u

˜̂R (r, s) = G̃(c) (r, s)
r ⊗ r

r2
+ G̃(s) (r, s)

(
Î − r ⊗ r

r2

)
+

1

r

(
c̃2s (s)

s2

(
1

r
+

s

c̃s (s)

)
G̃(s) (r, s)− c̃2c (s)

s2

(
1

r
+

s

c̃c (s)

)
G̃(c) (r, s)

)(
Î − 3

r ⊗ r

r2

)
,

odnosno

˜̂R (r, s) = G̃(c) (r, s)
r ⊗ r

r2
+ G̃(s) (r, s)

(
Î − r ⊗ r

r2

)
− 1

r

(
∂r g̃

(s) (r, s)− ∂r g̃
(c) (r, s)

)(
Î − 3

r ⊗ r

r2

)
, (6.44)

gde je funkcija g̃(x), x ∈ {c, s} , de�nisana sa

g̃(x) (r, s) =
c̃2x (s)

s2
G̃(x) (r, s) =

1

4πr

1

s2
e−

rs
c̃x(s) , (6.45)
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videti tako�e (6.43), te je

∂r g̃
(x) (r, s) = − c̃2x (s)

s2

(
1

r
+

s

c̃x (s)

)
G̃(x) (r, s) .

U poslednjem koraku, da bi se odredio rezolventni tenzor R̂, neophodno je prona¢i inverznu Laplasovu
transformaciju Grinove funkciju u Laplasovom domenu G̃(x), videti (6.43), kao i funkcije g̃(x), x ∈ {c, s} , videti
(6.45), te se rezolventni tenzor u Laplasovom domenu (6.44) transformi²e u

R̂ (r, t) = G(c) (r, t)
r ⊗ r

r2
+G(s) (r, t)

(
Î − r ⊗ r

r2

)
− 1

r

(
∂rg

(s) (r, t)− ∂rg
(c) (r, t)

)(
Î − 3

r ⊗ r

r2

)
, (6.46)

ili ekvivalentno u

R̂ (r, t) = G(c) (r, t)

 er
0
0

T

+G(s) (r, t)

 0
eθ
eφ

T

− 1

r

(
∂rg

(s) (r, t)− ∂rg
(c) (r, t)

) −2er
eθ
eφ

T

, tj.

R̂ (r, t) =

 G(c) (r, t) er
G(s) (r, t) eθ
G(s) (r, t) eφ

T

− 1

r

(
∂rg

(s) (r, t)− ∂rg
(c) (r, t)

) −2er
eθ
eφ

T

, (6.47)

gde su er, eθ i eφ jedini£ni vektori sfernog koordinatnog sistema, koji slede iz dijagonalizacije tenzora koji se
pojavljuju u rezolventnom tenzoru (6.46), odnosno zbog

r ⊗ r

r2
=

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 =

 er
0
0

T

impliciraju¢i

Î − r ⊗ r

r2
=

 0 0 0
0 1 0
0 0 1

 =

 0
eθ
eφ

T

i Î − 3
r ⊗ r

r2
=

 −2 0 0
0 1 0
0 0 1

 =

 −2er
eθ
eφ

T

,

budu¢i da svojstveni problem
r ⊗ r

r2
u = λÎu

daje svojstvene vrednosti λ1 = 1 i λ2,3 = 0, sa svojstvenim vektorima u(1) = r
r = er i r ·u(2,3) = 0, impliciraju¢i

da je ru(1) · u(2,3) = 0, tj. rer · u(2,3) = 0, pa se moºe izabrati da svojstvenim vektorima u(2,3) odgovaraju
jedini£ni vektori eθ i eφ.

Jednostavan matri£ni oblik rezolventnog tenzora (6.47) jasno pokazuje da se kompresioni talasi prostiru u
pravcu radijus vektora, zavise¢i od njegovog intenziteta, dok se vrtloºni talasi prostiru u ravni normalnoj na
pravac radijus vektora, videti prvi £lan u (6.47), dok su drugim £lanom u (6.47) ura£unati dodatni doprinosi.

6.1.3 Grinove funkcije

Grinove funkcije G(x), x ∈ {c, s} , koje se pojavljuju u rezolventnom tenzoru (6.46) i (6.47), su sli£nog ali
razli£itog oblika zavisnog od brzine prostiranja talasa, dok funkcije g(x) imaju isti oblik bez obzira na brzinu
prostiranja. Naime, ispitivanjem asimtotskog pona²anja Grinove funkcije za vremena bliska nuli, dobija se da
je Grinova funkcija zapravo distribucija u slu£aju kada je brzina prostiranja talasa kona£na, ²to implicira da
se Grinova funkcija u Laplasovom domenu mora regularizovati, kako bi se mogla primeniti inverzna Laplasova
transformacija, te dobila Grinova funkcija u proizvoljnom vremenskom trenutku, dok u slu£aju kada je brzina
prostiranja talasa beskona£na nije potrebna regularizacija Grinove funkcije, budu¢i da njena asimptotika za
vremena bliska nuli implicira da je re£ o funkciji. Asimptotika Grinove funkcije za mala i velika vremena se
dobija iz asimptotike Grinove funkcije u Laplasovom domenu i zavisi od pona²anja memorijske funkcije c̃x (s)
za s → ∞ i s → 0, respektivno, ²to je pokazano u poglavlju 6.3.

Ako je brzina prostiranja talasa kona£na, tj. ako moduo relaksacije u po£etnom trenutku σ
(x)
sr/g ima kona£nu

vrednost, tada je Grinova funkcija zapravo distribucija, ²to je o£igledno prema razmatranju asimptotike Grinove
funkcije u Laplasovom domenu (6.43), datoj u obliku

G̃(x) (r, s) ∼ 1

4πrc2x
e−

rs
cx , kada s → ∞,
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stoga impliciraju¢i za asimptotiku Grinove funkcije u vremenskom domenu

G(x) (r, t) ∼ 1

4πrc2x
δ

(
t− r

cx

)
, kada t → 0, (6.48)

gde je δ Dirakova delta distribucija, a ²to se dobija primenom teoreme prema kojoj ako je f̃ (s) ∼ g̃ (s) kada
s → ∞, tada f (t) ∼ g (t) kada t → 0, budu¢i da asimptotika memorijske funkcije c̃x, prema (6.65), daje

c̃x (s) ∼ κ, kada s → ∞,

sa κ datim u tabelama 6.3, 6.4, 6.6 i 6.7, sa jedne strane, dok izrazi za memorijske funkcije (6.19) i (6.27) i
izvo�enje u poglavlju 6.4.1 daju

c̃x (s) =

√
sσ̃(x)

sr (s)

ϱ
∼

√√√√σ
(x)
sr/g

ϱ
= cx, kada s → ∞

sa druge strane, videti tako�e (2.17). Treba naglasiti da odre�ivanje Grinove funkcije, ura�eno u poglavlju 6.4.1,
implicira da Grinova funkcija ima nenultu vrednost ako r < cxt, sa prethodno de�nisanim cx. Stoga, materijali
opisani tipom Case I i III linearnih modela frakcionog reda koji sadrºe izvode sa redovima u intervalu (0, 1), kao
i frakcioni Burgersovi modeli koji pripadaju drugoj klasi, imaju kona£nu brzinu prostiranja mehani£ke pobude,
kako je ve¢ istaknuto u poglavljima 2.2.1 i 2.2.2.

Ako je brzina prostiranja talasa kona£na, tada se Ginova funkcija u vremenskom domenu dobija regulariza-
cijom u Laplasovom domenu

G̃(x)
ε (r, s) = G̃(x) (r, s) δ̃ε (s) (6.49)

impliciraju¢i nakon inverzne Laplasove transformacije

G(x) (r, t) = lim
ε→0

G(x)
ε (r, t) = G(x) (r, t) ∗t lim

ε→0
δε (t) = G(x) (r, t) ∗t δ (t) , (6.50)

gde je za regularizaciju Dirakove delta distribucije uzeto

δε (t) =
ε

2t
√
πt

e−
ε2

4t , sa δ̃ε (s) = e−ε
√
s, (6.51)

jer je limε→0 δε (t) = δ (t), zbog δ̃ε (s)
∣∣∣
ε=0

= e−ε
√
s
∣∣∣
ε=0

= 1 = L [δ (t)] . Regularizovana Grinova funkcija se
dobija prema

G(x)
ε (r, t) = L−1

[
G̃(x) (r, s) δ̃ε (s)

]
(r, t)

= L−1

[
1

4πrc̃2x (s)
e−

rs
c̃x(s) e−ε

√
s

]
(r, t) (6.52)

= L−1

[
1

4πr
ϱ
Φσ(s)

Φε(s)
e
−rs

√
ϱ
√

Φσ(s)
Φε(s) e−ε

√
s

]
(r, t) ,

videti izraze (6.43), (6.19), (6.27) i (2.12)1, kao i poglavlje 6.4.1 za njeno izra£unavanje, i uzima oblik

G(x)
ε (r, t) =

1

4π2r

∫ ∞

0

1

|c̃2x (ρeiφ0)|
e
ρt cosφ0−

rρ

|c̃x(ρeiφ0)| cos(φ0−arg c̃x(ρeiφ0))−ε
√
ρcos

φ0
2

× sin

(
ρtsinφ0 −

rρ

|c̃x (ρeiφ0)|
sin
(
φ0 − arg c̃x

(
ρeiφ0

))
+ φ0 − arg c̃2x

(
ρeiφ0

)
− ε

√
ρsin

φ0

2

)
dρ,

(6.53)

ako je r < cxt, sa cx =

√
σ
(x)

sr/g

ϱ , dok ako je r > cxt, tada je

G(x)
ε (r, t) = 0,

pri £emu je φ0 = π ako funkcija Φσ (funkcija Φε) ili nema nula ili ima negativnu realnu nulu, dok je φ0 = arg s0
ako su s0 i njemu kompleksno konjugovano s̄0 nule funkcije Φσ (funkcije Φε). Treba primetiti da konstanta
cx predstavlja brzinu prostiranja kompresionih/vrtloºnih talasa, videti (2.17), i poti£e iz asimptotike (6.65)
memorijske funkcije c̃x, pri £emu je povezana sa konstantom κ u slu£aju kada je δ = 0, videti tabele 6.3, 6.4,
6.6 i 6.7, tako da je cx = κ.
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Sa druge strane, ako je brzina prostiranja talasa beskona£na, tj. ako σ
(x)
sr/g ima beskona£nu vrednost, tada

nije potrebna regularizacija Grinove funkcije, ²to je o£igledno iz asimptotike Grinove funkcije u Laplasovom
doemnu (6.43), date u obliku

G̃(x) (r, s) ∼ 1

4πκ2r

1

sδ
e−

r
κ s1−

δ
2 , kada s → ∞, (6.54)

stoga se, prema ve¢ pomenutoj teoremi, za asimptotiku Grinove funkcije dobija

G(x) (r, t) ∼ 1

4π2κ2r

∫ ∞

0

1

ρδ
e
−ρ

(
t− r

κρ− δ
2 cos δπ

2

)
sin

(
r

κ
ρ1−

δ
2 sin

δπ

2
+ δπ

)
dρ, kada t → 0, (6.55)

£ije je odre�ivanje sprovedeno u poglavlju 6.4.3, jer je

c̃x (s) =

√
sσ̃(x)

sr (s)

ϱ
∼ κs

δ
2 , kada s → ∞, sa δ ∈ (0, 1) ,

videti tako�e (6.65) kao i tabele 6.3, 6.4, 6.6 i 6.7 za vrednosti κ i δ. Stoga, materijali opisani tipom Case II i IV
linearnih modela frakcionog reda koji sadrºe izvode sa redovima u intervalu (0, 1), frakcioni Burgersovi modeli
prve klase, kao i svi frakcioni Cenerovi i anti-Cenerovi modeli imaju beskona£nu brzinu prostiranja mehani£ke
pobude, kako je ve¢ istaknuto u poglavljima 2.2.1, 2.2.2 i 2.2.3.

Grinova funkcija, koja se pojavljuje u rezolventnom tenzoru (6.46) i (6.47), je data sa (6.53) na domenu
r > 0 i t > 0, za ε = 0, tj. sa

G(x) (r, t) = G(x)
ε (r, t)

∣∣∣
ε=0

. (6.56)

Treba naglasiti da odre�ivanje Grinove funkcije, sprovedeno u poglavlju 6.4.1, implicira da Grinova funkcija
ima nenegativnu vrednost za sve prostorne ta£ke r > 0 u bilo kom vremenskom trenutku t > 0, ²tavi²e njena
asimptotika za velika vremena, kako je pokazano ispod, implicira da Grinova funkcija teºi u nulu kao stepena
funkcija za bilo koje r > 0.

Da bi se ispitala asimptotika Grinove funkcije za velika vremena, opet se polazi od Grinove funkcije u
Laplasovom domenu (6.43) i asimptotike memorijske funkcije

c̃x (s) ∼

{
κ,

κs
δ
2 , δ ∈ (0, 1),

za s → 0,

videti tako�e (6.65), kao i tabele 6.3, 6.4, 6.6 i 6.7 za vrednosti κ i δ, impliciraju¢i, uz (6.43), za asimptotiku
Grinove funkcije u Laplasovom domenu

G̃(x) (r, s) ∼


1

4πrκ2 e
− rs

κ ∼ 1
4πrκ2 ,

1
4πrκ2

1
sδ
e−

r
κ s1−

δ
2 ∼ 1

4πrκ2
1
sδ
, δ ∈ (0, 1),

kada s → 0.

Prema teoremi: ako f̃ (s) ∼ g̃ (s) kada s → 0, tada f (t) ∼ g (t) kada t → ∞, dobija se asimptotika Grinove
funkcije

G(x) (r, t) ∼


1

4πrκ2 δ (t) = 0,

1
4πrκ2

t−(1−δ)

Γ(δ) → 0, δ ∈ (0, 1),
kada t → ∞. (6.57)

Funkcija g(x), koja tako�e �guri²e u rezolventnom tenzoru (6.46) i (6.47), data je u obliku

g(x) (r, t) =

∫ t

0

g(x) (r, t′) dt′, gde je

g(x) (r, t) =
1

4π2r

(
φ0 +

∫ ∞

0

1

ρ
e
ρt cosφ0−

rρ

|c̃x(ρeiφ0)| cos(φ0−arg c̃x(ρeiφ0))

× sin

(
ρtsinφ0 −

rρ

|c̃x (ρeiφ0)|
sin
(
φ0 − arg c̃x

(
ρeiφ0

)))
dρ

)
, (6.58)

sa ve'c de�nisanim φ0, i odre�ena u poglavlju 6.4.2 prema

g(x) (r, t) = L−1

[
1

s
g̃(x) (r, s)

]
(r, t) , sa g̃(x) (r, s) =

1

4πr

1

s
e−

rs
c̃x(s) , (6.59)
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videti tako�e izraz (6.45) za funkciju g̃(x).
U slu£aju klasi£ne talasne jedna£ine (6.5), razmatrane na neograni£enom domenu sa po£etnim uslovima

(6.13), koja odgovara prostiranju mehani£ke pobude u homogenom, izotropnom i elasti£nom trodimenzionom
telu, rezolventni tenzor je dat sa

R̂ (r, s) =
1

4πrcc
δ (cct− r)

r ⊗ r

r2
+

1

4πrcs
δ (cst− r)

(
Î − r ⊗ r

r2

)
+

t

4πr3

(
H

(
t− r

cs

)
−H

(
t− r

cc

))(
Î − 3

r ⊗ r

r2

)
,

prema (6.46), budu¢i da se klasi£na Grinova funkcija G(x), kao i funkcija g(x), x ∈ {c, s} , dobijaju kao

G(x) (r, t) =
1

4πrc2x
δ

(
t− r

cx

)
=

1

4πrcx
δ (cxt− r) , (6.60)

zbog δ (cr) = 1
|c|δ (r), kao i

g(x) (r, t) =
1

4πr

(
t− r

cx

)
H

(
t− r

cx

)
sa ∂rg

(x) (r, t) = − t

4πr2
H

(
t− r

cx

)
,

zbog rδ (r) = 0, primenom inverzne Laplasove transformacije na klasi£nu Grinovu funkciju u Laplasovom
domenu

G̃(x) (r, s) =
1

4πrc2x
e−

rs
cx ,

kao i funkciju

g̃(x) (r, s) =
1

4πr

1

s2
e−

rs
cx ,

jer (6.43) i (6.45) de�ni²u klasi£nu Grinovu funkciju u Laplasovom domenu i funkciju g̃(x) ako se, umesto
memorijske funkcije c̃x, uvrsti konstantna brzina prostitranja talasa cx. Ova jednostavna zamena je mogu¢a, jer
uop²tene talasne jedna£ine (6.20) i (6.28) postaju klasi£ne talasne jedna£ine (6.6) i (6.7) kori²¢enjem spomenute
zamene.

6.2 Numeri£ki primeri

Frakcioni Cenerov i anti-Cenerov model I
+

ID.ID, kao i frakcioni Burgersov model VII, naime(
a1 0I

α+β+ν
t + a2 0I

ν
t + a3 0D

α+β−ν
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α
t + b2 0D

β
t

)
ε (t) , (6.61)

sa suºenim termodinami£kim restrikcijama

0 ⩽ α+ β − ν ⩽ 1, 1 ⩽ α+ β + ν ⩽ 2, α ⩽ ν ⩽ 1− β,

a1
a2

∣∣∣cos (α+2β+ν)π
2

∣∣∣
cos (ν−α)π

2

⩽
a1
a2

∣∣∣cos (α+2β+ν)π
2

∣∣∣
cos (ν−α)π

2

sin (α+2β+ν)π
2

sin (ν−α)π
2

⩽
b1
b2
,

b1
b2

⩽
a2
a3

sin (β+ν)π
2

sin (2α+β−ν)π
2

cos (β+ν)π
2

cos (2α+β−ν)π
2

⩽
a2
a3

sin (β+ν)π
2

sin (2α+β−ν)π
2

,

videti (4.124) - (4.127), kao i dodatak A.3, i(
1 + a1 0D

α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

2β
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

β
t + b2 0D

2β
t

)
ε (t) , (6.62)

sa suºenim termodinami£kim restrikcijama

0 ≤ α ≤ β ≤ 1,
1

2
≤ β ≤ 1 + α

2
,

a3
a2

≤ b2
b1

≤ a2
1

|cos (βπ)|
,

a3
a2

≤ a2
2 cos2 (βπ)

(
1−

√
1− 4a3 cos2 (βπ)

a22

)
≤ b2

b1
≤ a2

|cos (βπ)|
,

videti dodatak A.2, su respektivno izabrani kao predstavnici klasa modela kojima odgovara beskona£na i kona£na
brzina prostiranja talasa, da bi se gra�£ki predstavila vremenska evolucija prostornih pro�la Grinove funkcije
G(x), x ∈ {c, s} i njenih asimptotika.
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6.2.1 Grinova funkcija G(x) - beskona£na brzina prostiranja talasa

Parametri modela koji odgovaraju frakcionom Cenerovom i anti-Cenerovom modelu I
+

ID.ID, videti (6.61),
izabrani su kao u tabeli 6.1 da bi se predstavila vremenska evolucija prostornih pro�la Grinove funkcije G(x),
ili prema analiti£kom izrazu (6.53) sa ε = 0 i φ0 = π, ako funkcija

ϕσ (s) = a1 + a2s
α+β + a3s

2(α+β),

videti tako�e tabelu 6.5, nema nula, ili prema analiti£kom izrazu (6.53) sa ε = 0 i φ0 = arg s0, ako su s0 i
njemu kompleksno konjugovano s̄0 nule funkcije ϕσ, kao i numeri£kom inverznom Laplasovom transformacijom
koriste¢i izraz (6.43) za Grinovu funkciju u Laplasovom domenu G̃(x) i �ksni Talbotov metod, kao numeri£ku
proceduru razvijenu u [102], dok su izraz (6.55) za asimptotiku Grinove funkcije za vremena bliska nuli, kao i
asimptotski izraz (6.57)2 za velika vremena, kori²¢eni za predtstavljanje pro�la asimptotskog pona²anja Grinove
funkcije. Naime, prostorni pro�li Grinove funkcije G(x) u slu£aju kada Grinova funkcija u Laplasovom domenu
G̃(x) nema drugih ta£aka grananja pored s = 0 su predstavljeni na slikama 6.1, 6.2 i 6.3, dok su prostorni pro�li
Grinove funkcije G(x) u slu£aju kada G̃(x) ima par kompleksno konjugovanih ta£aka grananja s0 i s̄0, pored
s = 0, prikazani na slikama 6.4, 6.5, 6.6 i 6.7.

Slu£aj kada ϕσ α β ν a1 a2 a3 b1 b2

nema nula
0.35 0.55 0.4

0.05 1.5 0.45 0.7 0.95

ima par kompleksno
konjugovanih nula 11 15 20.27 7 9.5

Tabela 6.1: Parametri modela I
+

ID.ID kori²¢eni za numeri£ke primere.

Prostorni pro�li Grinove funkcije G(x), koja odgovara frakcionom Cenerovom i anti-Cenerovom modelu
I
+

ID.ID u slu£aju kada Grinova funkcija u Laplasovom domenu G̃(x) nema drugih ta£aka grananja osim s = 0,
dati su na slici 6.1 za razli£ite vremenske trenutke i pokazuju pozitivan i opadaju¢i karakter za mala rastojanja
r, sa izraºenim pikom za srednje vrednosti rastojanja r i naposletku teºe u nulu za velike vrednosti rastojanja
r. Tako�e, prostorni pro�li teºe u beskona£nost kako r teºi u nulu i asimptotski teºe u nulu za r koje teºi u
beskona£nost, najverovatnije jer se Grinova funkcija preteºno pona²a kao hiperboli£na funkcija 1

r i za r → 0 i
za r → ∞, na ²ta ukazuje analiti£ki izraz (6.53) za Grinovu funkciju, ali i asimptotski izrazi (6.55) i (6.57) za
vremena koja teºe u nulu i u beskona£nost, respektivno. Pik, koji nosi informaciju o po£etnoj pobudi i koji pod-
se¢a na Dirakov delta pik u slu£aju klasi£ne talasne propagacije, videti (6.60), sve je niºi i ²iri kako vreme raste,
najverovatnije zbog disipativnih svojstava modela. Slika 6.1b prikazuje podudaranje pro�la dobijenih prema
analiti£kom izrazu (6.53) za Grinovu funkciju, koji su predstavljeni punom linijom, sa krivama predstavljenim
linijom koju £ine ta£ke, a dobijene su numeri£kom inverznom Laplasovom transformacijom Grinove funkcije u
Laplasovom domenu (6.43) koriste¢i �ksni Talbotov metod kao numeri£ku proceduru.

t = 0.2

t = 0.4

t = 0.6 t = 0.8

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
r0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5
G(r,t)

(a) Prostorni pro�li dobijeni prema analiti£kom izrazu za ra-
zli£ite vremenske trenutke.

t = 0.1

t = 0.15

t = 0.2

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
r0

2

4

6

8

10

12
G(r,t)

(b) Pore�enje analiti£ki i numeri£ki dobijenih pro�la, respek-
tivno predstavljenih punom linijom i linijom predstavljenom
ta£kama.

Slika 6.1: Slu£aj kada je brzina prostiranja talasa beskona£na - prostorni pro�li Grinove funkcije G(x) koja
odgovara modelu I

+

ID.ID kada Grinova funkcija u Laplasovom domenu G̃(x) nema drugih ta£aka grananja osim
s = 0.
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Na slici 6.2 je potvr�eno podudaranje prostornih pro�la Grinove funkcije, prikazanih punom linijom, sa
pro�lima koji prikazuju asimptotiku za vremena bliska nuli, prikazanim isprekidanom linijom, koje postaje sve
bolje za manja vremena, pri £emu se pro�li predstavljeni punom linijom dobijaju prema analiti£kom izrazu
(6.53), sa ε = 0 i φ0 = π, dok se pro�li predstavljeni linijom koju £ine ta£ke dobijaju prema asimptotskom
izrazu (6.55). Sli£no, slika 6.3 potvr�uje da preklapanje prostornih pro�la Grinove funkcije, predstavljenih
punom linijom, sa pro�lima koji odgovaraju asimptotici za velika vremena, predstavljenim isprekidanom linijom,
postaje bolje kako se vreme pove¢ava, pri £emu je izraz (6.57) kori²¢en za dobijanje pro�la Grinove funkcije koji
odgovaraju asimptotici za velika vremena.

Prostorni pro�li koji odgovaraju Grinovoj funkciji G(x) u slu£aju kada Grinova funkcija u Laplasovom
domenu G̃(x) ima par kompleksno konjugovanih ta£aka grananja s0 i s̄0, pored s = 0, dobijeni prema izrazu
(6.53), sa ε = 0 i φ0 = arg s0, i prikazani na slici 6.4a, sli£no kao u slu£aju kada G̃(x) nema drugih ta£aka
grananja osim s = 0, teºi u beskona£nost kada r teºi u nulu i asimptotski se ustali u nulu za r koje teºi u
beskona£nost, opet kao hiperboli£na funkcija 1

r i za r → 0 i za r → ∞, videti (6.53) i asimptotske izraze
(6.55) i (6.57)2. Sa jedne strane, slika 6.4a za svaki prostorni pro�l prikazuje jedan pik koji nosi informaciju
o po£etnoj pobudi, koji podse¢a na Dirakov delta pik u slu£aju klasi£ne talasne propagacije, a koji su sve niºi
i ²iri, ²to je vreme duºe, dok sa druge strane, slika 6.4a prikazuje dobro slaganje izme�u krivih predstavljenih
punom linijom, dobijenih prema analiti£kom izrazu i krivih predstavljenih linijom koju £ine ta£ke, dobijenih
numeri£kom inverznom Laplasovom transformacijom Grinove funkcije u Laplasovom domenu (6.43), sli£no kao
slika 6.1b.

Za razliku od slu£aja kada Grinova funkcija u Laplasovom domenu G̃(x) nema drugih ta£aka grananja
osim s = 0, u kom prostorni pro�li ne iskazuju oscilatorna svojstva, u slu£aju kada G̃(x) ima par kompleksno
konjugovanih ta£aka grananja s0 i s̄0 pored s = 0, za dovoljno veliko vreme, slika 6.4b jasno prikazuje prigu²ena
oscilatorna svojstva repova prostornih pro�la, ²to nije tipi£no za manje vrednosti vremena. Oscilatorna svojstva
prostornih pro�la postaju izraºenija kako vreme uzima ve¢e vrednosti, kao ²to je evidentno sa slike 6.5, jer se
broj oscilacija pove¢ava, pa umesto barem jedne oscilacije za vremenski trenutak t ⩽ 15, videti slike 6.4b i
6.5a, za vremenske trenutke t ∈ {30, 45, 60, 75} ima vi²e od jedne oscilacije, odnosno broj oscilacija pomnoºen
faktorom iz skupa {3/2, 2, 5/2, 3}, videti slike 6.5b - 6.5e. Tako�e, kako se vreme pove¢ava, amplitude repova
prostornih pro�la postaju manje, ukazuju¢i na prigu²enje i u prostoru i u vremenu. Stoga, prigu²eni oscilatorni
karakter Grinove funkcije G(x) u prostoru i vremenu poti£e od kompleksne vrednosti ta£aka grananja Grinove
funkcije u Laplasovom domenu G̃(x), tako da, najverovatnije, realni deo ta£ke grananja s0 odgovara stepenu
prigu²enja, dok njegov imaginarni deo odgovara frekvenciji oscilatornog karaktera.

Sa jedne strane, izraz za Grinovu funkciju (6.53) odgovara asimptotskom izrazu (6.55) za vremena bliska
nuli, ²to se moºe uo£iti na slici 6.6, jer, kako se posmatra sve manji vremenski trenutak, poklapanje krivih koje
odgovaraju navedenim izrazima postaje sve bolje, dok, sa druge strane, sve je bolje poklapanje krivih sa slike
6.7 kako vreme uzima ve¢e vrednosti, ukazuju¢i da za dovoljno veliko vreme izraz za Grinovu funkciju (6.53)
kvalitativno prelazi u asimptotski izraz (6.57) za vremena koja teºe u beskona£nost. Iako se prostorni pro�li
dominantno pona²aju kao asimptotske krive za male i srednje vrednosti za rastojanja r, rep prostornog pro�la
je oscilatoran, dok asimptotske krive nisu, me�utim, kao ²to se zapaºa na slici 6.5, amplitude oscilacija opadaju
kako se vreme pove¢ava.

6.2.2 Grinova funkcija G(x) - kona£na brzina prostiranja talasa

Parametri modela koji odgovaraju frakcionom Burgersovom modelu VII, videti (6.62), izabrani su kao u tabeli
6.2 da bi se predstavila vremesnka evolucija prostornih pro�la Grinove funkcije G(x), ili prema analiti£kom
izrazu (6.53) sa φ0 = π, ako funkcija Φσ, videti (6.80)1, nema nula, ili prema analiti£kom izrazu (6.53) sa
φ0 = arg s0, ako su s0 i njemu kompleksno konjugovano s̄0 nule funkcije Φσ, kao i numeri£kom inverznom
Laplasovom transformacijom koriste¢i izraz (6.43) za Grinovu funkciju u Laplasovom domenu G̃(x), dok se izraz
(6.91) koristi za dobijanje pro�la koji odgovaraju asimptotskom pona²anju Grinove funkcije za vremena bliska
nuli. Naime, prostorni pro�li Grinove funkcije G(x) u slu£aju kada Grinova funkcija u Laplasovom domenu
G̃(x) nema drugih ta£aka grananja pored s = 0, predstavljeni su na slikama 6.8 i 6.9, dok su prostorni pro�li
Grinove funkcije G(x) u slu£aju kada G̃(x) ima par kompleksno konjugovanih ta£aka grananja s0 i s̄0 pored
s = 0, prikazani na slici 6.10.

Prostorni pro�li Grinove funkcije G(x), koja odgovara frakcionom Burgersovom modelu VII u slu£aju kada
Grinova funkcija u Laplasovom domenu G̃(x) nema drugih ta£aka grananja pored s = 0, su predstavljeni za
razli£ite vremenske trenutke na slici 6.8a krivama predstavljenjim punom linijom, dobijenim prema analiti£kom
izrazu (6.53) sa parametrom regularizacije ε = 0, a ²tavi²e upore�eni su sa krivama prostornih pro�la predstav-
ljenim linijom koju £ine ta£ke, dobijenih numeri£kom inverznom Laplasovom transformacijom Grinove funkcije
u Laplasovom domenu (6.43) kori²¢enjem �ksnog Talbotovog metoda kao numeri£ke procedure. Pro�li su poz-
itivni i opadaju iz beskona£nosti kako r raste od nule do srednjih vrednosti, najverovatnije jer se Grinova
funkcija preteºno pona²a kao hiperboli£na funkcija 1

r za r → 0. Naprotiv slu£aju prostornih pro�la koji odgo-
varaju Grinovoj funkciji kada je brzina prostiranja talasa beskona£na, kada postoji pik koji translira prema
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Slika 6.2: Pore�enje prostornih pro�la Grinove funkcije, ozna£enih punom linijom, sa pro�lima koji odgovaraju
asimptotici za vremena bliska nuli, ozna£enim isprekidanom linijom - slu£aj kada Grinova funkcija u Laplasovom
domenu G̃(x) nema drugih ta£aka grananja osim s = 0.
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Slika 6.3: Pore�enje prostornih pro�la Grinove funkcije, ozna£enih punom linijom, sa pro�lima koji odgovaraju
asimptotici za velika vremena, ozna£enim isprekidanom linijom - slu£aj kada Grinova funkcija u Laplasovom
domenu G̃(x) nema drugih ta£aka grananja osim s = 0.
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(a) Pore�enje analiti£ki i numeri£ki dobijenih pro�la, re-
spektivno ozna£enih punom linijom i linijom predstavl-
jenom ta£kama.
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(b) Prostorni pro�li dobijeni prema analiti£kom izrazu za
razli£ite vremenske trenutke.

Slika 6.4: Slu£aj kada je brzina prostiranja talasa beskona£na - prostorni pro�li Grinove funkcije G(x) koja
odgovara modelu I

+

ID.ID kada Grinova funkcija u Laplasovom domenu G̃(x) ima par kompleksno konjugovanih
ta£aka grananja s0 i s̄0 pored s = 0.
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Slika 6.5: Slu£aj kada je brzina prostiranja talasa beskona£na - repovi prostornih pro�la Grinove funkcije
G(x) koji odgovaraju modelu I

+

ID.ID kada Grinova funkcija u Laplasovom domenu G̃(x) ima par kompleksno
konjugovanih ta£aka grananja s0 i s̄0 pored s = 0.
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Slika 6.6: Pore�enje prostornih pro�la Grinove funkcije, ozna£enih punom linijom, sa pro�lima koji odgovaraju
asimptotici za vremena bliska nuli, ozna£enim isprekidanom linijom - slu£aj kada Grinova funkcija u Laplasovom
domenu G̃(x) ima par kompleksno konjugovanih ta£aka grananja s0 i s̄0 pored s = 0.
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Slika 6.7: Pore�enje prostornih pro�la Grinove funkcije, ozna£enih punom linijom, sa pro�lima koji odgovaraju
asimptotici za velika vremena, ozna£enim isprekidanom linijom - slu£aj kada Grinova funkcija u Laplasovom
domenu G̃(x) ima par kompleksno konjugovanih ta£aka grananja s0 i s̄0 pored s = 0.
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Slu£aj kada Φσ a1 a2 a3 b1 b2 α β

nema nula
0.01

4.5 4
1

3
0.7 0.845ima par kompleksno

konjugovanih nula 2.5 5.5 2.21

Tabela 6.2: Parametri frakcionog Burgersovog modela VII kori²¢eni za numeri£ke primere.

vi²im vrednostima za r kako vreme raste, pri £emu je sve niºi i ²iri, videti slike 6.1 i 6.4, u slu£aju frakcionog

Burgersovog modela VII, koji podrazumeva kona£nu vrednost brzine prostiranja talasa cx = 1√
ϱ

√
b2
a3
, pik se ne

prime¢uje u intervalu od srednjih vrednosti za rastojanja r do r = cxt, gde pro�li pokazuju rastu¢i karakter
prema beskona£nosti. Zapravo, kao ²to je o£igledno iz asimptotike Grinove funkcije (6.48) za vremena bliska
nuli, predstavljene Dirakovom delta distribucijom centrirnom u r = cxt, pik bi trebalo da bude centriran u ta£ki
r = cxt, koja je nazna£ena vertikalnom linijom na slici 6.8a. Me�utim, pik se ne moºe uo£iti na gra�ku, budu¢i
da analiti£ki izraz (6.53) vaºi isklju£ivo za r < cxt, pa porast prostornog pro�la prema beskona£nosti predstavlja
formiranje pika za r < cxt, koji ne moºe biti formiran za r ⩾ cxt, stoga ne moºe biti kompletno predstavljen.
Sa druge strane, izraz za regularizovanu Grinovu funkciju G

(x)
ε dozvoljava formiranje pika na repu prostornog

pro�la, kao ²to se moºe zapaziti na slici 6.8b, na kojoj je o£igledno da, kako parametar regularizacije ε opada,
poloºaj pika se pomera prema r = cxt, dok ²irina pika opada, a njegova visina raste.

Slika 6.9 predstavlja pore�enje prostornih pro�la koji odgovaraju regularizovanoj Grinovoj funkciji G(x)
ε sa

pro�lima koji odgovaraju regularizaciji Dirakove delta distribucije, koja predstavlja asimptotiku Grinove funkcije
za vremena bliska nuli, pri £emu se izraz (6.53) koristi za ra£unanje regularizovane Grinove funkcije, dok se izraz
(6.91) koristi za ra£unanje regularizovane Dirakove delta distribucije. Moºe se zapaziti da preklapanje izme�u
krivih koje odgovaraju pro�lima i asimptotici postaje bolje kako se posmatraju manji vremenski trenuci. Tako�e,
treba naglasiti da parametar regularizacije ε ima dovoljno malu vrednost, tako da pik na repu pro�la nije vidljiv.

Nasuprot slu£aju kada Grinova funkcija u Laplasovom domenu G̃(x) nema drugih ta£aka grananja pored
s = 0, u kom, kako se r pove¢ava, pro�li opadaju od beskona£nosti do ta£ke u kojoj pik, pozicioniran u r = cxt,
po£inje da se formira, videti sliku 6.8, u slu£aju kada Grinova funkcija u Laplasovom domenu G̃(x) ima par
kompleksno konjugovanih ta£aka grananja s0 i s̄0 pored s = 0, pojavljuje se dodatni negativan pik i prethodi
piku koji se formira u r = cxt. Najverovatnije je karakter prostornog pro�la prigu²en i oscilatoran, sli£no kao
u slu£aju kada je brzina prostiranja talasa beskona£na, videti sliku 6.4b, ²to se ne vidi jer vreme nije dovoljno
veliko. Izraºeniji oscilatoran karakter repova prostornih pro�la moºe se o£ekivati za ve¢a vremena, opet sli£no
kao na slici 6.5.

6.2.3 Funkcija g(x)

Nasuprot slu£aju za Grinovu funkciju, u kom se mora uzeti u obzir da li je brzina prostiranja talasa beskona£na
ili kona£na, u slu£aju funkcije g(x), date izrazom (6.58), brzina prostiranja talasa ne igra vaºnu ulogu. Prostorni
pro�l funkcije g(x) se dobija kori²¢enjem numeri£ke inverzne Laplasove transformacije izraza (6.59) i prikazan
je punom linijom na slici 6.11, pokazuju¢i sasvim klasi£no pona²anje, budu¢i da je pro�l pozitivan, opadaju¢ i
konveksan. �tavi²e, prostorni pro�l, predstavljen punom linijom, poredi se sa prostornim pro�lom, predstavlje-
nim ta£kama, koji poti£e od analiti£kog izraza (6.58). Sli£no kao Grinova funkcija G(x), funkcija g(x) je tako�e
proporcionalna sa 1

r , stoga prostorni pro�l teºi u beskona£nost za r → 0 i asimptotski teºi u nulu kako r → ∞.

6.3 Asimptotika memorijske funkcije c̃x

Da bi se ispitala asimptotika Grinove funkcije i za vremena bliska nuli i za velika vremena, kako je ura�eno u
poglavlju 6.1.3, neophodno je odrediti asimptotiku memorijske funkcije c̃x, x ∈ {c, s} , koja odgovara kompre-
sionim i vrtloºnim talasima. Polaze¢i od izraza (6.19) i (6.27) kojima su de�nisane memorijske funkcije c̃x i
uzimaju¢i u obzir izraz (2.12)1 za moduo relaksacije u Laplasovom domenu, sledi izraz za memorijsku funkciju

c̃x (s) =

√
sσ̃(x)

sr (s)

ϱ
=

1
√
ϱ

√
Φε(s)

Φσ(s)
, (6.63)

pri £emu su funkcije Φε i Φσ date sa (2.11). Memorijska funkcija c̃x, data u obliku (6.63), odgovara linearnim
modelima frakcionog reda koji imaju izvode sa redovima u intervalu (0, 1), i dati su sa (2.18), ako su funkcije
Φε i Φσ date sa (6.66) ispod, kao i frakcionim Burgersovim modelima (2.29), ako su funkcije Φε i Φσ date sa
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(a) Pore�enje analiti£ki i numeri£ki dobijenih pro�la, respek-
tivno ozna£enih punom/isprekidanom linijom i linijom pred-
stavljenom ta£kama.
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(b) Prostorni pro�li dobijeni prema analiti£kom izrazu za ra-
zli£ite vrednosti parametra regularizacije ε u t = 0.1.

Slika 6.8: Slu£aj kada je brzina prostiranja talasa kona£na - prostorni pro�li Grinove funkcije G(x) koja odgovara
frakcionom Burgersovom modelu VII kada Grinova funkcija u Laplasovom domenu G̃(x) nema drugih ta£aka
grananja osim s = 0.
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Slika 6.9: Pore�enje prostornih pro�la regularizovane Grinove funkcije, ozna£enih punom linijom, sa pro�lima
koji odgovaraju asimptotici za vremena bliska nuli, ozna£enim isprekidanom linijom - slu£aj kada Grinova
funkcija u Laplasovom domenu G̃(x) nema drugih ta£aka grananja osim s = 0.
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Slika 6.10: Slu£aj kada je brzina prostiranja talasa kona£na - prostorni pro�li regularizovane Grinove funkcije
G

(x)
ε , ε = 0.5, koji odgovaraju frakcionom Burgersovom modelu VII kada Grinova funkcija u Laplasovom domenu

G̃(x) ima par kompleksno konjugovanih ta£aka grananja s0 i s̄0 pored s = 0.
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Slika 6.11: Pore�enje prostornih pro�la funkcije g, koji odgovaraju modelu I
+

ID.ID, dobijeni prema numeri£koj
inverznoj Laplasovoj transformaciji (puna linija) i prema analiti£kom izrazu (ta£ke) u vremenskom trenutku
t = 0.1.

(6.72) i (6.78) ispod, dok u slu£aju frakcionih Cenerovih i anti-Cenerovih modela, datih u tabeli 2.1, memorijska
funkcija uzima oblik

c̃x (s) =
1
√
ϱ

√
sξ

ϕε (s)

ϕσ (s)
, x ∈ {c, s} , (6.64)

sa funkcijama ϕε i ϕσ, kao i eksponentom ξ datim u tabeli 6.5, zbog forme kompleksnog modula

Ẽ (s) =
Φε(s)

Φσ(s)
= sξ

ϕε (s)

ϕσ (s)
,

videti tako�e (2.10)2 i 4.12, speci�£ne za frakcione Cenerove i anti-Cenerove modele.
Dalja analiza asimptotike memorijske funkcije c̃x, videti (6.63) i (6.64), svodi se na pronalaºenje asimptotskog

izraza funkcija Φσ i Φε, odnosno ϕσ i ϕε, £iji su eksplicitni oblici dati u nastavku, a dobijaju se kao posledica
operatora koji deluju na napon i deformaciju u konstitutivoj jedna£ini u vremenskom domenu (2.6) kori²¢enjem
Laplasove transformacije konstitutivne jedna£ine, uop²teno date sa (2.10)1, prema Laplasovoj transformaciji
frakcionog integrala i Riman-Liuvilovog frakcionog izvoda (2.8) i (2.9). U nastavku je pokazano da je asimptotika
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memorijske funkcije c̃x, date sa (6.63) ili (6.64), data izrazima

c̃x (s) ∼

{
κ,

κs
δ
2 , δ ∈ (0, 1),

i za s → ∞ i za s → 0, (6.65)

za sve razmatrane linearne frakcione modele viskoelasti£nog tela, pri £emu su konstante κ i δ date u tabelama
6.3 i 6.4 za linearne modele frakcionog reda koji sadrºe samo Riman-Liuvilove frakcione izvode reda u intervalu
(0, 1), videti (2.18), kao i za termodinami£ki konzistentne frakcione Burgersove modele, videti (2.29), dok su u
tabelama 6.6 i 6.7 date vrednosti konstanti κ i δ za simetri£ne i asimetri£ne frakcione Cenerove i anti-Cenerove
modele, videti tabelu 2.1.

Funkcije Φσ i Φε, koje odgovaraju linearnim modelima frakcionog reda dobijaju se primenom Laplasove
transformacije na uop²tenu konstitutivnu jedna£inu (2.18) u obliku

Φσ(s) =

n∑
i=1

ai s
αi i Φε(s) =

m∑
j=1

bj s
βj , sa (6.66)

0 ⩽ α1 < . . . < αn < β1 < . . . < βm < 1, (6.67)

proizilaze¢i iz termodinami£kih razmatranja, svode¢i se respektivno na

Φσ(s) =

n∑
i=1

ai s
αi i Φε(s) =

n∑
i=1

bi s
αi , (6.68)

Φσ(s) =

n∑
i=1

ai s
αi i Φε(s) =

n∑
i=1

bi s
αi +

m∑
i=n+1

bi s
βi , (6.69)

Φσ(s) =

n−m∑
i=1

ai s
αi +

n∑
i=n−m+1

ai s
αi i Φε(s) =

m∑
j=1

bjs
αn−m+j , (6.70)

Φσ(s) =

n∑
i=1

ai s
αi i Φε(s) =

m∑
j=1

bj s
βj (6.71)

za modele koji pripadaju Case I, II, III i IV klasama modela, videti (2.19) - (2.22) kao i dodatak A.1. Asimptotici
memorijske funkcije c̃x odgovara izraz (6.65), sa konstantama κ i δ predstavljenim u tabeli 6.3 i dobijenim prema
(6.63), kori²¢enjem funkcija Φσ i Φε, videti (6.68) - (6.71), i ure�enja (6.67) redova frakcionih izvoda.

Fr
ak
ci
on
i
lin

ea
rn
i
m
od
el
i

Modeli

Asimptotika za
mala vremena

Asimptotika za
velika vremena

κ δ κ δ

Case I
√

1
ϱ
bn
an

0

√
1
ϱ
b1
a1

0

Case II
√

1
ϱ
bm
an

βm − αn 0

Case III
√

1
ϱ
bm
an

0 αn−m

Case IV
√

1
ϱ
bm
an

βm − αn β1 − α1

Tabela 6.3: Asimptotika linearnih modela frakcionog reda.

U slu£aju frakcionih Burgersovih modela, datih u dodatku A.2, grupisanih u dve termodinami£ki konzistentne
klase i predstavljenih uop²tenim konstitutivnim jedna£inama (2.29), funkcije Φσ i Φε, za modele prve klase su
date sa

Φσ(s) = 1 + a1s
α + a2 s

β + a3 s
γ i Φε(s) = b1 s

µ + b2 s
µ+η, (6.72)

svode¢i se na

Φσ(s) = 1 + a1s
α + a2 s

β + a3 s
γ i Φε(s) = b1 s

µ + b2 s
µ+η, (6.73)

Φσ(s) = 1 + a1s
α + a2 s

β + a3 s
2α i Φε(s) = b1 s

µ + b2 s
µ+α, (6.74)

Φσ(s) = 1 + a1s
α + a2 s

β + a3 s
α+β i Φε(s) = b1 s

µ + b2 s
µ+α, (6.75)
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Φσ(s) = 1 + a1s
α + a2 s

β + a3 s
α+β i Φε(s) = b1 s

µ + b2 s
µ+β , (6.76)

Φσ(s) = 1 + a1s
α + a2 s

β + a3 s
2β i Φε(s) = b1 s

µ + b2 s
µ+β , (6.77)

za modele I, II, III, IV i V, respektivno, dok su za modele druge klase, funkcije Φσ i Φε date sa

Φσ(s) = 1 + a1s
α + a2 s

β + a3 s
β+η i Φε(s) = b1 s

β + b2 s
β+η, (6.78)

svode¢i se na

Φσ(s) = 1 + a1s
α + a2 s

β + a3 s
α+β i Φε(s) = b1 s

β + b2 s
α+β , (6.79)

Φσ(s) = 1 + a1s
α + a2 s

β + a3 s
2β i Φε(s) = b1 s

β + b2 s
2β , (6.80)

Φσ(s) = 1 + ā1s
α + ā2 s

2α i Φε(s) = b1 s
α + b2 s

2α, (6.81)

za modele VI, VII i VIII, respektivno. Asimptotika memorijske funkcije c̃x je data sa (6.65), uz vrednosti
konstanti κ i δ predstavljenih u tabeli 6.4 i dobijenih prema (6.63) kori²¢enjem funkcija Φσ i Φε, videti (6.73) -
(6.77), u slu£aju modela koji pripadaju prvoj klasi, kao i kori²¢enjem funkcija Φσ i Φε, videti (6.79) - (6.81), u
slu£aju modela koji pripadaju drugoj klasi.

pr
va

kl
as
a

Burgersovi modeli

Asimptotika za
mala vremena

Asimptotika za
velika vremena

κ δ κ δ

model I

√
1
ϱ
b2
a3

µ+ β − γ

√
1
ϱb1

µ

model II µ− α

model III µ− β

model IV µ− α

model V µ− β

dr
ug
a
kl
as
a model VI

0
β

model VII

model VIII
√

1
ϱ
b2
ā2

α

Tabela 6.4: Asimptotika frakcionih Burgersovih modela.

Funkcije ϕσ i ϕε, kao i eksponent ξ, koji se pojavljuju u izrazu (6.64) za memorijsku funkciju c̃x, u slu£aju
simetri£nih i asimetri£nih frakcionih Cenerovih i anti-Cenerovih modela, datih u tabeli 2.1 i u dodatku A.3, su
date u tabeli 6.5, i stoga je asimptotika memorijske funkcije c̃x data sa (6.65), sa konstantama κ i δ predstavljenim
u tabeli 6.6 za simetri£ne i u tabeli 6.7 za asimetri£ne frakcione Cenerove i anti-Cenerove modele.
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Si
m
et
ri
£n
i
C
en
er
ov
i/
an
ti
-C
en
er
ov
i
m
od
el
i

Modeli

Asimptotika za
mala vremena

Asimptotika za
velika vremena

κ δ = ξ κ δ = ξ

ID.ID √
1
ϱ
b2
a2

α− µ

√
1
ϱ
b1
a1

α− µ

ID.DD+ α+ µ < 1 α+ µ < 1

IID.IID

√
1
ϱ
b3
a3

η − γ η − γ

IDD.IDD α− µ α− µ

IID.IDD α− µ α− µ

I+ID.I+ID α− µ α− µ

IDD+.IDD+ η − γ η − γ

I+ID.IDD+ 1− (γ − η) 1− (γ − η)

Tabela 6.6: Asimptotika frakcionih Cenerovih i anti-Cenerovih modela simetri£nog tipa.

A
si
m
et
ri
£n
i
C
en
er
ov
i/
an
ti
-C
en
er
ov
i
m
od
el
i

Modeli

Asimptotika za
mala vremena

Asimptotika za
velika vremena

κ δ κ δ = ξ

IID.ID

1√
ϱ

√
b2
a3

β − γ = ξ

1√
ϱ

√
b1
a1

β − γ

IDD.DD+ α+ β < 1 α+ µ < 1

I+ID.ID ν − α β + ν < 1

IDD+.DD µ− β α+ µ < 1

ID.IDD

1√
ϱ

√
b3
a2

α− µ = ξ α− µ

ID.DDD+

α+ ν < 1
α+ µ < 1

ID.IDD+ ν − β

Tabela 6.7: Asimptotika frakcionih Cenerovih i anti-Cenerovih modela asimetri£nog tipa.

6.4 Odre�ivanje Grinove funkcije, njene asimptotike i funkcije g(x)

Grinove funkcije G(x), zajedno sa svojim asimptotikama, kao i funkcije g(x), sa x ∈ {c, s}, koje �guri²u u
rezolventnom tenzoru (6.46) i (6.47) i o kojima je re£ u poglavlju 6.1.3, dobijaju se primenom inverzne Laplasove
transformacije, koriste¢i integracionu konturu i Ko²ijevu integralnu teoremu.

6.4.1 Odre�ivanje Grinove funkcije

Grinova funkcija u Laplasovom domenu, data sa (6.43), moºe se predstaviti izrazom

G̃(x) (r, s) =
1

4πrc̃2x (s)
e−

rs
c̃x(s) =

ϱ

4πr

Φσ(s)

Φε(s)
e
−√

ϱrs
√

Φσ(s)
Φε(s) , (6.82)

koriste¢i memorijsku funkciju c̃x izraºenu u obliku (6.63), te Grinova funkcija u Laplasovom domenu (6.82) i
stoga (6.43) tako�e, ima ta£ku grananja s = 0, zbog £lanova u funkcijama Φσ i Φε koji sadrºe sξ, ξ ∈ (0, 2), kao
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i par kompleksno konjugovanih ta£aka grananja s0 = ρ0e
iφ0 i s̄0, sa φ0 ∈

(
π
2 , π

)
, u slu£aju kada su s0 i s̄0 nule

funkcije Φσ, dok, ako su s0 i s̄0 nule funkcije Φε, tada su ove ta£ke tako�e polovi Grinove funkcije u Laplasovom
domenu. Treba naglasiti, umesto kompleksno konjugovanih nula s0 i s̄0, bilo koja od funkcija Φσ i Φε moºe
imati negativnu realnu nulu tako�e, a moºe i da nema nula.

U slu£aju linearnih modela frakcionog reda koji sadrºe samo Riman�Liuvilove frakcione izvode reda u inter-
valu (0, 1), datih konstitutivnom jedna£inom (2.18), funkcije Φσ i Φε nemaju nula, prema lemi 4.2. u [21], budu¢i
da su svi redovi izvoda u intervalu (0, 1), videti (6.66). Sa druge strane, u slu£aju termodinami£ki konzistentnih
frakcionih Burgersovih modela, datih sa (2.29), funkcija Φσ moºe imati par kompleksno konjugovanih nula, ili
negativnu realnu nulu, ili da nema nula, kao ²to je pokazano u dodatku A u [30], budu¢i da je funkcija Φσ

polinomska funkcija sa najvi²im redom izvoda u intervalu (1, 2), videti (6.72) i (6.78) za modele prve i druge
klase, respektivno. Kada su u pitanju Cenerovi i anti-Cenerovi modeli, dati u tabeli 2.1, pokazano je u poglavlju
4.2.4, kao i u poglavlju 6. u [2] da i funkcija ϕσ i funkcija ϕε mogu imati par kompleksno konjugovanih nula,
ili negativnu realnu nulu, ili mogu da nemaju nula, budu¢i da su obe funkcije polinomske funkcije sa najvi²im
redom u intervalu (1, 2), videti tabelu 6.5.

U Ko²ijevoj integralnoj teoremi ∮
Γ

G̃(x)
ε (r, s) estds = 0,

integracija je primenjena duº konture Γ, prikazane na slici 6.12 i uzete tako da se singularne ta£ke s = 0,
s0 i s̄0 nalaze izvan konture Γ, da bi se dobila regularizovana Grinova funkcija u vremenskom domenu, pri-
menom inverzne Laplasove transformacije na Grinovu funkciju u Laplasovom domenu regularizovanu glatkom
aproksimacijom Dirakove delta distribucije, daju¢i

G(x)
ε (r, t) =

1

2πi

∫
Br

G̃(x)
ε (r, s) estds = L−1

[
G̃(x) (r, s) δ̃ε (s)

]
(r, t) = L−1

[
1

4πrc̃2x (s)
e−

rs
c̃x(s) e−ε

√
s

]
(r, t) ,

videti tako�e (6.50), pri £emu je integracija primenjena duº Bromvi£eve konture Br, tj. duº konture Γ0 u limesu
kada R → ∞, gde je Γ0 deo zatvorene konture Γ sa slike 6.12, tako da se Ko²ijeva integralna teorema svodi na

2πiG(x)
ε (r, t) = − lim

R→∞
ř→0

(IΓ3a∪Γ3b
+ IΓ5a∪Γ5b

) , (6.83)

gde su IΓ3a∪Γ3b
i IΓ5a∪Γ5b

integrali duº kontura Γ3a ∪ Γ3b i Γ5a ∪ Γ5b koji imaju nenulti doprinos, budu¢i da za
levu stranu Ko²ijeve integralne teoreme sledi∮

Γ

G̃(x)
ε (r, s) estds =

9∑
i=0

IΓi
, sa IΓi

=

∫
Γi

1

4πrc̃2x (s)
e−

rs
c̃x(s) e−ε

√
sestds, (6.84)

pri £emu integrali IΓ1
, IΓ2

, IΓ4
, IΓ6

, IΓ7
, IΓ8

i IΓ9
imaju nulti doprinos u limesu kada R → ∞ i ř → 0.

Γ2 

Γ6 

Γ7 

Γ0 

Γ1 

Γ3a

Γ4 Re s

Im s

R 

r 
Γ3b

Γ5a

Γ8

Γ9Γ5b

p0

φ0 s0 

Slika 6.12: Integraciona kontura Γ.

Γ0 : Bromvi£eva kontura,
Γ1 : s = p+ iR, p ∈ [0, p0] , p0 ≥ 0,
Γ2 : s = Reiφ, φ ∈

[
π
2 , φ0

]
,

Γ3a ∪ Γ3b : s = ρeiφ0 , ρ ∈ [ř, R] ,
Γ4 : s = řeiφ, φ ∈ [−φ0, φ0] ,

Γ5a ∪ Γ5b : s = ρe−iφ0 , ρ ∈ [ř, R] ,
Γ6 : s = Reiφ, φ ∈

[
−φ0,−π

2

]
,

Γ7 : s = p− iR, p ∈ [0, p0] , p0 ≥ 0,
Γ8 : s = s0 + řeiφ, φ ∈ [−π + φ0, φ0] ,
Γ9 : s = s̄0 + řeiφ, φ ∈ [−φ0, π − φ0].

Tabela 6.8: Parametrizacija integracione konture Γ.

Kori²¢enjem parametrizacije date u tabeli 6.8, integrali u (6.83) se ra£unaju kao

2πiG(x)
ε (r, t) = − 1

4πr

(∫ 0

∞

1

|c̃2x (ρeiφ0)| ei arg c̃2x(ρeiφ0)
e

− rρeiφ0

|c̃x(ρeiφ0)|ei arg c̃x(ρeiφ0)
e−ε

√
ρeiφ0 eρte

iφ0
eiφ0dρ

+

∫ ∞

0

1

|c̃2x (ρeiφ0)| e−i arg c̃2x(ρeiφ0)
e

− rρe−iφ0

|c̃x(ρeiφ0)|e−i arg c̃x(ρeiφ0)
e−ε

√
ρe−iφ0 eρte

−iφ0
e−iφ0dρ

)
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=
1

4πr

∫ ∞

0

1

|c̃2x (ρeiφ0)|

(
e
− rρ

|c̃x(ρeiφ0)| e
i(φ0−arg c̃x(ρeiφ0))

e−ε
√
ρei

φ0
2 eρte

iφ0
ei(φ0−arg c̃2x(ρe

iφ0))

− e
− rρ

|c̃x(ρeiφ0)| e
−i(φ0−arg c̃x(ρeiφ0))

e−ε
√

ρe−iφ0 eρte
−iφ0

e−i(φ0−arg c̃2x(ρe
iφ0))

)
dρ

=
1

4πr

∫ ∞

0

1

|c̃2x (ρeiφ0)|
e
− rρ

|c̃x(ρeiφ0)| cos(φ0−arg c̃x(ρeiφ0))
e−ε

√
ρcos

φ0
2 eρtcosφ0

×

(
e
−i rρ

|c̃x(ρeiφ0)| sin(φ0−arg c̃x(ρeiφ0))
e−iε

√
ρsin

φ0
2 eiρtsinφ0ei(φ0−arg c̃2x(ρe

iφ0))

− e
i rρ

|c̃x(ρeiφ0)| sin(φ0−arg c̃x(ρeiφ0))
eiε

√
ρsin

φ0
2 e−iρtsinφ0e−i(φ0−arg c̃2x(ρe

iφ0))

)
dρ

= 2i
1

4πr

∫ ∞

0

1

|c̃2x (ρeiφ0)|
e
ρtcosφ0−

rρ

|c̃x(ρeiφ0)| cos(φ0−arg c̃x(ρeiφ0))−ε
√
ρcos

φ0
2

× sin

(
ρtsinφ0 −

rρ

|c̃x (ρeiφ0)|
sin
(
φ0 − arg c̃x

(
ρeiφ0

))
+ φ0 − arg c̃2x

(
ρeiφ0

)
− ε

√
ρsin

φ0

2

)
dρ,

predstavljaju¢i izraz (6.53) za regularizovanu Grinovu funkciju G
(x)
ε . Ostaje da se pokaºe da preostali integrali

u (6.84)1 imaju nulti doprinos.
Integral duº konture Γ1, sa parametrizacijom datom u tabeli 6.8, postaje

IΓ1
=

1

4πr

∫ 0

p0

1

c̃2x (p+ iR)
e−

r(p+iR)
c̃x(p+iR) e−ε

√
p+iRe(p+iR)tdp, tj.

=
1

4πr

∫ 0

p0

1

c̃2x (p+ iR)
e−

irR(1+ p
iR )

c̃x(p+iR) e
−ε
√

iR(1+ p
iR )epteiRtdp

∼ 1

4πr

∫ 0

p0

1

κ2Rδei
δπ
2

e
− irR

κR
δ
2 e

i δπ
4 e−ε

√
Rei

π
4 epteiRtdp, kada R → ∞,

jer je c̃x (p+ iR) ∼ κR
δ
2 ei

δπ
4 kada R → ∞ sa δ ∈ [0, 1), videti (6.65) sa κ i δ datim u tabelama 6.3, 6.4, 6.6 i

6.7, tako da je

|IΓ1 | ⩽
1

4πr

∫ p0

0

1

κ2Rδ
e−

r
κR1− δ

2 cos(π
2 − δπ

4 )e−ε
√
R cos π

4 eptdp

⩽
1

4πr

∫ p0

0

1

κ2Rδ
e
−R

(
r

κR
δ
2

sin δπ
4 +

√
2

2
ε√
R

)
eptdp → 0, kada R → ∞.

Treba naglasiti da kada je δ = 0, prethodni izraz postaje

|IΓ1
| ⩽ 1

4πrκ2

∫ p0

0

e−
√

2
2 ε

√
Reptdp → 0, kada R → ∞,

zbog regularizacije Grinove funkcije u Laplasovom domenu uvedene sa (6.52). Sli£na argumentacija daje da
integral IΓ7 tako�e teºi u nulu kada R → ∞.

Integral duº konture Γ2, sa parametrizacijom datom u tabeli 6.8, postaje

IΓ2 =
1

4πr

∫ φ0

π
2

1

c̃2x (Reiφ)
e
− rReiφ

c̃x(Reiφ) e−ε
√
ReiφeRteiφReiφi dφ

∼ 1

4πr

∫ φ0

π
2

1

κ2Rδei
δφ
2

e
− rReiφ

κR
δ
2 e

i
δφ
2 e−ε

√
Rei

φ
2 eRteiφReiφi dφ, kada R → ∞,

budu¢i da je c̃x
(
Reiφ

)
∼ κR

δ
2 ei

δφ
4 kada R → ∞ sa δ ∈ [0, 1), videti (6.65) sa κ i δ datim u tabelama 6.3, 6.4,

6.6 i 6.7, tako da je

|IΓ2 | ⩽
1

4πr

∫ φ0

π
2

1

κ2
R1−δe−

r
κR1− δ

2 cos((1− δ
2 )φ)e−ε

√
Rcosφ

2 e−Rt|cosφ|dφ

⩽
1

4πr

∫ φ0

π
2

1

κ2
R1−δe

−R

(
t|cosφ|+ ε√

R
cosφ

2 + r

κR
δ
2

cos((1− δ
2 )φ)

)
dφ → 0, kada R → ∞.
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Treba naglasiti da kada δ = 0, prethodni izraz postaje

|IΓ2
| ⩽ 1

4πrκ2

∫ φ0

π
2

R e−R(t− r
κ )|cosφ|e−ε

√
Rcosφ

2 dφ → 0, kada R → ∞, za r < κt.

Uslov r < κt implicira kona£nu brzinu prostiranja talasa cx = κ. Sli£na argumentacija daje da integral IΓ6

tako�e teºi u nulu kada R → ∞.
Integral duº konture Γ4, sa parametrizacijom datom u tabeli 6.8, postaje

IΓ4
=

1

4πr

∫ −φ0

φ0

1

c̃2x (ře
iφ)

e
− rřeiφ

c̃x(řeiφ) e−ε
√
řeiφeřte

iφ

řeiφi dφ

=
1

4πr

∫ −φ0

φ0

1

κ2řδeiδφ
e
− rřeiφ

κř
δ
2 e

i
δφ
2 e−ε

√
řei

φ
2 eřte

iφ

řeiφi dφ

=
1

4πr

∫ −φ0

φ0

1

κ2
ř1−δei(1−δ)φe−

ř
κ ř1−

δ
2 e

i(1− δ
2 )φ

e−ε
√
řei

φ
2 eřte

iφ

i dφ,

=
1

4πr

∫ −φ0

φ0

1

κ2
ř1−δei(1−δ)φi dφ → 0, kada ř → 0,

budu¢i da je c̃x
(
řeiφ

)
∼ κř

δ
2 ei

δφ
4 kada ř → 0 sa δ ∈ (0, 1), videti (6.65) sa κ i δ datim u tabelama 6.3, 6.4, 6.6 i

6.7.
Integral duº konture Γ8, prema parametrizaciji datoj u tabeli 6.8 i memorijskoj funkciji (6.63), postaje

IΓ8 =
ϱ

4πr

∫ −π+φ0

φ0

Φσ

(
s0 + řeiφ

)
Φε (s0 + řeiφ)

e
−√

ϱr(s0+řeiφ)
√

Φσ(s0+řeiφ)

Φε(s0+řeiφ) e−ε
√

s0+řeiφe(s0+řeiφ)třeiφi dφ,

pa ako je Φσ (s0) = 0, tada, u limesu kada je ř → 0, integral IΓ8 teºi u nulu prema prethodnom izrazu, dok ako
je Φε (s0) = 0, tada se, u limesu kada ř → 0, integral IΓ8 pona²a kao

IΓ8
∼ ϱ

4πr

∫ −π+φ0

φ0

Φσ (s0)

Φ′
ε (s0) ře

iφ +O (ř2)
e
−√

ϱrs0

√
Φσ(s0)√

Φ′
ε(s0)řeiφ+O(ř2) e−ε

√
s0es0třeiφi dφ

∼ i
ϱ

4πr
Φσ (s0) e

−ε
√
s0es0t

∫ −π+φ0

φ0

1

Φ′
ε (s0) +O (ř)

e
−√

ϱrs0

√
Φσ(s0)

Φ′
ε(s0)

1
√

ře
i
φ
2
+O(

√
ř)
dφ → 0, kada ř → 0,

zbog
Φε

(
s0 + řeiφ

)
= Φε (s0) + Φ′

ε (s0) ře
iφ +O

(
ř2
)
= Φ′

ε (s0) ře
iφ +O

(
ř2
)
, kada ř → 0,

i

1√
Φε (s0 + řeiφ)

=
1√

Φ′
ε (s0) ře

iφ +O (ř2)
=

1√
Φ′

ε (s0)
√
řei

φ
2

√
1 +O (ř)

=
1√

Φ′
ε (s0)

√
řei

φ
2

+O
(√

ř
)
, kada ř → 0,

ako je

Re

(
s0

√
Φσ(s0)

Φ′
ε (s0)

e−iφ2

)
> 0 za φ ∈ (−π + φ0, φ0) ,

transformi²u¢i se u

φ0 +
1

2
arg Φσ(s0)−

1

2
arg Φ′

ε (s0)−
φ

2
∈
(
−π

2
,
π

2

)
, tj.

φ0 + argΦσ(s0)− arg Φ′
ε (s0) ∈ (−2π, π) .

6.4.2 Odre�ivanje funkcije g(x)

Funkcija g̃(x), data sa (6.59)2, uzima oblik

g̃(x) (r, s) =
1

4πr

1

s
e−

rs
c̃x(s) =

1

4πr

1

s
e
−√

ϱrs
√

Φσ(s)
Φε(s) ,
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zbog memorijske funkcije c̃x, date sa (6.63), videti tako�e (6.19) i (6.27), tako da funkcija g̃(x) ima s = 0 kao
pol, kao i ta£ku grananja, zbog £lanova u funkcijama Φσ i Φε koje sadrºe sξ, ξ ∈ (0, 2). �tavi²e, funkcija g̃(x)

ima par kompleksno konjugovanih ta£aka grananja s0 = ρ0e
iφ0 i s̄0, sa φ0 ∈

(
π
2 , π

)
, u slu£aju kada su s0 i s̄0

nule funkcije Φσ (funkcije Φε), uz mogu¢nost da umesto kompleksno konjugovanih nula s0 i s̄0, funkcija Φσ

(funkcija Φε) moºe imati negativnu realnu nulu ili moºe da nema nula.
Stoga je u Ko²ijevoj integralnoj teoremi ∮

Γ

g̃(x) (r, s) estds = 0,

integracija primenjena duº konture Γ, prikazane na slici 6.12 i uzeta tako da su singularne ta£ke s = 0, s0 i s̄0
izvan konture Γ, da bi se dobila funkcija g(x) u vremenskom domenu inverznom Laplasovom transformacijom
funkcije g̃(x) u Laplasovom domenu, daju¢i

g(x) (r, t) =
1

2πi

∫
Br

g̃(x) (r, s) estds = L−1

[
1

4πr

1

s
e−

rs
c̃x(s)

]
(r, t) ,

gde je integracija primenjena duº Bromvi£eve konture Br, tj. duº konture Γ0 u limesu kada R → ∞, gde je Γ0

deo zatvorene konture Γ sa slike 6.12, tako da se Ko²ijeva integralna teorema svodi na

2πi g(x) (r, t) = − lim
R→∞
ř→0

(IΓ3a∪Γ3b
+ IΓ5a∪Γ5b

)− lim
ř→0

IΓ4
, (6.85)

gde su IΓ3a∪Γ3b
, IΓ5a∪Γ5b

i IΓ4
integrali duº kontura Γ3a ∪Γ3b, Γ5a ∪Γ5b i Γ4 koji imaju nenulti doprinos, jer za

levu stranu Ko²ijeve integralne teoreme vaºi∮
Γ

g̃(x) (r, s) estds =

9∑
i=0

IΓi
, sa IΓi

=

∫
Γi

1

4πr

1

s
e−

rs
c̃x(s) estds, (6.86)

pri £emu integrali IΓ1
, IΓ2

, IΓ6
, IΓ7

, IΓ8
i IΓ9

imaju nulti doprinos u limesu kada R → ∞ i ř → 0.
Kori²¢enjem parametrizacije date u tabeli 6.8, integrali u (6.85) se ra£unaju kao

2πi g(x) (r, t) = − 1

4πr

(∫ 0

∞

1

ρeiφ0
e

− rρeiφ0

|c̃x(ρeiφ0)|ei arg c̃x(ρeiφ0)
eρte

iφ0
eiφ0dρ

+

∫ ∞

0

1

ρe−iφ0
e

− rρe−iφ0

|c̃x(ρeiφ0)|e−i arg c̃x(ρeiφ0)
eρte

−iφ0
e−iφ0dρ+ lim

ř→0

∫ −φ0

φ0

1

řeiφ
e
− rřeiφ

c̃x(řeiφ) eřte
iφ

řeiφi dφ

)

=
1

4πr

∫ ∞

0

1

ρ

(
e
− rρ

|c̃x(ρeiφ0)| e
i(φ0−arg c̃x(ρeiφ0))

eρte
iφ0

− e
− rρ

|c̃x(ρeiφ0)| e
−i(φ0−arg c̃x(ρeiφ0))

eρte
−iφ0

)
dρ− 1

4πr
lim
ř→0

∫ −φ0

φ0

e
− rřeiφ

c̃x(řeiφ) eřte
iφ

i dφ

=
1

4πr

∫ ∞

0

1

ρ
e
− rρ

|c̃x(ρeiφ0)| cos(φ0−arg c̃x(ρeiφ0))
e−ρt|cosφ0|

×

(
e
−i rρ

|c̃x(ρeiφ0)| sin(φ0−arg c̃x(ρeiφ0))
eiρtsinφ0

− e
i rρ

|c̃x(ρeiφ0)| sin(φ0−arg c̃x(ρeiφ0))
e−iρtsinφ0

)
dρ− 1

4πr

∫ −φ0

φ0

i dφ

= 2i
1

4πr

∫ ∞

0

1

ρ
e
−
(
ρt|cosφ0|+

rρ

|c̃x(ρeiφ0)| cos(φ0−arg c̃x(ρeiφ0))

)

× sin

(
ρtsinφ0 −

rρ

|c̃x (ρeiφ0)|
sin
(
φ0 − arg c̃x

(
ρeiφ0

)))
dρ+

1

4πr
2iφ0,

predstavljaju¢i izraz (6.58), gde je iskori²¢eno pona²anje c̃x
(
řeiφ

)
∼ κř

δ
2 ei

δφ
4 kada ř → 0 sa δ ∈ (0, 1), videti

(6.65) sa κ i δ datim u tabelama 6.3, 6.4, 6.6 i 6.7. Moºe se pokazati da preostali integrali u (6.86)1 imaju nulti
doprinos kao u slu£aju ra£unanja Grinove funkcije u poglavlju 6.4.1.
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6.4.3 Odre�ivanje asimptotike Grinove funkcije za kratka vremena

Izraz za asimptotiku Grinove funkcije za mala vremena uzima oblik (6.48), ako je brzina prostiranja talasa
kona£na, tj. ako σ

(x)
sr/g ima kona£nu vrednost, ²to se dalje moºe opravdati uzimanjem u obzir asimptotike

regularizovane Grinove funkcije u Laplasovom domenu

G̃(x)
ε (r, s) ∼ G̃(x)

ε,asy (r, s) =
1

4πrκ2
e−

rs
κ e−ε

√
s, za s → ∞, (6.87)

koja sledi iz regularizovane Grinove funkcije u Laplasovom domenu (6.49), sa (6.43) i (6.51), a zbog asimptotike
(6.65) memorijske funkcije c̃x i parametara κ i δ datih u tabelama 6.3 i 6.4, tako da asimptotika (6.87) implicira

G(x)
ε (r, s) ∼ G(x)

ε,asy (r, t) =
1

4πrκ2
L−1

[
e−ε

√
s
] (

t− r

κ

)
=

1

4πrκ2

ε

2t′
√
πt′

e−
ε2

4t′

∣∣∣∣
t′=t− r

κ

=
1

4πrκ2
δε

(
t− r

κ

)
, za t → 0, (6.88)

prema (6.51), daju¢i

G(x) (r, s) ∼ G(x)
asy (r, t) = lim

ε→0
G(x)

ε,asy (r, t) =
1

4πrκ2
δ
(
t− r

κ

)
, za t → 0,

²to potvr�uje asimptotski izraz (6.48) za Grinovu funkciju.
Integralna reprezentacija asimptotike regularizovane Grinove funkcije (6.88) se dobija primenom inverzne

Laplasove transformacije na (6.87), odnosno

G(x)
ε,asy (r, t) =

1

2πi

∫
Br

G̃(x)
ε,asy (r, s) e

stds = L−1

[
1

4πrκ2
e−

rs
κ e−ε

√
s

]
(r, t) ,

pri £emu je integracija primenjena duº Bromvi£eve konture Br, tj. duº konture Γ0 u limesu kada R → ∞, tako
da je Γ0 deo zatvorene konture Γ sa slike 4.1, ²to sledi iz Ko²ijeve integralne teoreme∮

Γ

G̃(x)
ε,asy (r, s) e

stds = 0,

sa integracijom primenjenom duº konture Γ, date na slici 4.1, daju¢i

2πiG(x)
ε,asy (r, t) = − lim

R→∞
ř→0

(IΓ3
+ IΓ5

) , (6.89)

gde su IΓ3 i IΓ5 integrali duº kontura Γ3 i Γ5 koji imaju nenulti doprinos, jer za levu stranu Ko²ijeve integralne
teoreme vaºi ∮

Γ

G̃(x)
ε,asy (r, s) e

stds =

7∑
i=0

IΓi
, sa IΓi

=

∫
Γi

1

4πrκ2
e−

rs
κ e−ε

√
sestds, (6.90)

gde integrali IΓ1
, IΓ2

, IΓ4
, IΓ6

i IΓ7
imaju nulti doprinos u limesu kada R → ∞ i ř → 0.

Kori²¢enjem parametrizacije date u tabeli 4.1, integrali u (6.89) se ra£unaju kao

2πiG(x)
ε,asy (r, t) = − 1

4πrκ2

(∫ 0

∞
e−

rρeiπ

κ e−ε
√

ρeiπeρte
iπ

eiπdρ+

∫ ∞

0

e−
rρe−iπ

κ e−ε
√

ρe−iπ
eρte

−iπ

e−iπdρ

)

=
1

4πrκ2

∫ ∞

0

e−ρ(t− r
κ )

(
eiε

√
ρ − e−iε

√
ρ

)
dρ

= 2i
1

4πrκ2

∫ ∞

0

e−ρ(t− r
κ ) sin (ε

√
ρ) dρ,

daju¢i integralnu reprezentaciju asimptotike regularizovane Grinove funkcije (6.88) u obliku

G(x)
ε,asy (r, t) =

1

4π2rκ2

∫ ∞

0

e−ρ(t− r
κ ) sin (ε

√
ρ) dρ. (6.91)

Moºe se pokazati da preostali integrali u (6.90)1 imaju nulti doprinos kao u slu£aju ra£unanja Grinove funkcije
u poglavlju 6.4.1.
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Ako je brzina prostiranja talasa beskona£na, tj. ako σ
(x)
sr/g ima beskona£nu vrednost, tada izraz za asimp-

totiku uzima oblik (6.55), koji se dobija kori²¢enjem Ko²ijeve integralne teoreme∮
Γ

G̃(x)
asy (r, s) e

stds = 0,

u kojoj je integracija primenjena duº konture Γ, date na slici 4.1, jer je

G̃(x) (r, s) ∼ G̃(x)
asy (r, s) =

1

4πrκ2

1

sδ
e−

r
κ s1−

δ
2 , za s → ∞, (6.92)

asimptotika Grinove funkcije u Laplasovom domenu, videti tako�e (6.54), a poti£e od izraza za Grinovu funkciju
u Laplasovom domenu (6.43) sa asimptotikom (6.65) memorijske funkcije c̃x i parametrima κ i δ datim u
tabelama 6.3, 6.4, 6.6 i 6.7, i ima ta£ku grananja s = 0, zbog £lana sδ, δ ∈ (0, 1).

Stoga, da bi se dobio asimptotski izraz Grinove funkcije u vremenskom domenu, primenjuje se inverzna
Laplasova transformacija na izraz (6.92) za asimptotiku Grinove funkcije u Laplasovom domenu, daju¢i

G(x)
ε (r, s) ∼ G(x)

asy (r, t) =
1

2πi

∫
Br

G̃(x)
asy (r, s) e

stds = L−1

[
1

4πrκ2

1

sδ
e−

r
κ s1−

δ
2

]
(r, t) , (6.93)

pri £emu se integracija primenjuje duº Bronvi£eve konture Br, tj. duº konture Γ0 u limesu kada R → ∞, sa Γ0

kao delom zatvorene konture Γ sa slike 4.1, tako da se Ko²ijeva integralna teorema svodi na

2πiG(x)
asy (r, t) = − lim

R→∞
ř→0

(IΓ3
+ IΓ5

) , (6.94)

gde su IΓ3
i IΓ5

integrali duº kontura Γ3 i Γ5 koji imaju nenulti doprinos, jer za levu stranu Ko²ijeve integralne
teoreme vaºi ∮

Γ

G̃(x)
asy (r, s) e

stds =

7∑
i=0

IΓi
, sa IΓi

=

∫
Γi

1

4πrκ2

1

sδ
e−

r
κ s1−

δ
2 estds, (6.95)

pri £emu integrali IΓ1
, IΓ2

, IΓ4
, IΓ6

i IΓ7
imaju nulti doprinos u limesu kada R → ∞ i ř → 0.

Kori²¢enjem parametrizacije date u tabeli 4.1, integrali u (6.94) se ra£unaju kao

2πiG(x)
asy (r, t) = − 1

4πrκ2

(∫ 0

∞

1

ρδeiδπ
e−

r
κρ1− δ

2 e
i(1− δ

2 )π
eρte

iπ

eiπdρ+

∫ ∞

0

1

ρδe−iδπ
e−

r
κρ1− δ

2 e
−i(1− δ

2 )π
eρte

−iπ

e−iπdρ

)

= − 1

4πrκ2

∫ ∞

0

1

ρδ

(
e

r
κρ1− δ

2 e−i δπ
2 e−iδπ − e

r
κρ1− δ

2 ei
δπ
2 eiδπ

)
e−ρtdρ

=
1

4πrκ2

∫ ∞

0

1

ρδ
e

r
κρ1− δ

2 cos δπ
2 e−ρt

(
e
i

(
r
κρ1− δ

2 sin δπ
2 +δπ

)
− e

−i

(
r
κρ1− δ

2 sin δπ
2 +δπ

))
dρ

= 2i
1

4πrκ2

∫ ∞

0

1

ρδ
e
−ρ

(
t− r

κρ− δ
2 cos δπ

2

)
sin

(
r

κ
ρ1−

δ
2 sin

δπ

2
+ δπ

)
dρ,

daju¢i izraz (6.55) za asimptotsko pona²anje Grinove funkcije G(x)
asy za vremena bliska po£etnom u slu£aju kada

je brzina prostiranja talasa beskona£na. Moºe se pokazati da preostali integrali u (6.95)1 imaju nulti doprinos
kao u slu£aju ra£unanja Grinove funkcije u poglavlju 6.4.1.
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7. Zaklju£ak

Klasi£ni Cenerov i anti-Cenerov model (3.1) i (3.2) su frakciono uop²teni razmatranjem njima odgovaraju¢ih
klasi£nih reolo²kih ²ema, predstavljenih na slikama 3.1 i 3.2, a koje sadrºe opruge opisane Hukovim zakonom
(2.1)1 i prigu²nice opisane Njutnovim zakonom (2.1)2, pri £emu su klasi£ne opruge i prigu²nice zamenjene
frakcionim, modeliranim frakcionim uop²tenjem Hukovog i Njutnovog zakona (2.2), daju¢i £etiri modela: dva
koja odgovaraju slikama 3.1a i 3.1b daju¢i frakcione Cenerove modele (3.4) i (3.6) i dva koja odgovaraju slikama
3.2a i 3.2b daju¢i frakcione anti-Cenerove modele (3.8) i (3.10). Daljom analizom izvedenih modela usvojeno
je da se oni granaju na asimetri£ne i simetri£ne modele, intuitivno ozna£ene u tabelama 3.2 i 3.3, prema
operatorima koji u njima �guri²u, kori²¢enjem simbola I i D, ukoliko redovi operatora frakcionog integrala
i Riman-Liuvilovog frakcionog izvoda pripadaju intervalu (0, 1), odnosno I

+

i D
+

ukoliko redovi pripadaju
intervalu (1, 2). Termodinami£kom analizom, sprovedenom u poglavlju 3.2, pokazano je da nisu svi modeli
termodinami£ki konzistentni, te su zasen£eni u tabelama 3.2 i 3.3, dok su termodinami£ki konzistentni modeli,
predstavljeni u tabeli 2.1.

Analiza energetskog bilansa jednodimenzionog viskoelasti£nog tela, modeliranog, sasvim uop²teno, linearnim
frakcionim modelom, sprovedena je u poglavlju 4.1 daju¢i da se snaga po jedinici zapremine viskoelasti£nog tela
moºe izraziti preko deformacije (4.2) i preko napona (4.3), a u oba slu£aja sadrºi informaciju o elasti£nim
osobinama materijala, predstavljenim energijom po jedinici zapremine (4.4) i (4.5), kao i viskoznim svojstvima
materijala, predstavljenim snagom disipacije po jedinici zapremine (4.6) i (4.7). Pozitivnost energije i snage
disipacije po jedinici zapremine, koje se sastoje od £lanova sa trenutnim doprinosom i £lanova memorijskog tipa
i zavise ili od modula relaksacije i njegovih izvoda, ili od funkcije puzanja i njenih izvoda, se obezbe�uje ako je
moduo relaksacije, odnosno funkcija puzanja, kompletno monotona, odnosno Bern²tajnova funkcija, stoga je u
poglavlju 4.2 kori²¢en metod Laplasove transformacije kako bi se dobili eksplicitni oblici modula relaksacije σsr,

izraºenog sa (4.15) preko funkcija σ
(NP)
sr , σ

(RP)
sr i σ(CCP)

sr , datih sa (4.16), (4.17) i (4.18), kao i funkcije puzanja
εcr, izraºene sa (4.27) preko funkcija ε

(NP)
cr , ε

(RP)
cr i ε(CCP)

cr , datih sa (4.28), (4.29) i (4.30), koje dozvoljavaju da
moduo relaksacije i funkcija puzanja budu nemonotene, pa £ak i oscilatorne funkcije eksponencijalno opadaju¢e
amplitude, a ²to je posledica postojanja polova ovih funkcija u Laplasovom domenu (4.13) i (4.14), ispitanih u
poglavlju 4.2.4. Zatim su u poglavlju 4.3, za formulisane frakcione Cenerove i anti-Cenerove modele, izvedena
dodatna termodnami£ka ograni£enja koja suºavaju nametnute termodinami£ke restrikcije izvedene u poglavlju
3.2 i obezbe�uju pozitivnost energije i snage disipacije, a ²to proisti£e iz uslova da su moduo relaksacije i funkcija
puzanja redom kompletno monotona i Bern²tajnova funkcija. U poglavlju 4.4 je dodatno sprovedena numeri£ka
analiza u slu£aju modela I+ID.ID, videti izraze (4.124) - (4.127), koja potvr�uje kvalitativne osobine modula
relaksacije i funkcije puzanja. Frakcioni Cenerovi i anti-Cenerovi modeli, zajedno sa suºenim termodinami£kim
restrikcijama, su navedeni u dodatku A.3.

Pretpostavljaju¢i deformaciju kao sinusnu funkciju (5.40) i napon u obliku (5.42) kao odziv na sinusnu
deformaciju, u poglavlju 5 je ispitana ekvivalencija izme�u dva oblika energije, data sa (4.4) i (4.5), kao i
izme�u dva oblika snage disipacije, data sa (4.6) i (4.7), pore�enjem vremenske evolucije pro�la na slikama 5.4 i
5.5 u slu£aju kada ϕσ nema nula, kao i na slikama 5.7 i 5.9 u slu£aju kada ϕσ ima negativnu realnu nulu i kada ϕσ

ima par kompleksno konjugovanih nula, pri £emu se pokazuje da postoji razlika izme�u pro�la. Zakon promene
ukupne mehani£ke energije (5.34) je iskori²¢en da bi se utvrdilo koji od izraza (4.4) i (4.5) predstavlja energiju
po jedinici zapremine skladi²tenu u viskoelasti£nom telu, a koji samo ima takav oblik, kao i koji od izraza (4.6)
i (4.7) predstavlja snagu disipacije po jedinici zapremine, a koji samo ima takav oblik. Me�utim, budu¢i da se
krive na slikama 5.6, 5.8 i 5.10 potpuno poklapaju, izraz za snagu po jedinici zapremine viskoelasti£nog tela
(4.9) sa energijom i snagom disipacije (4.4) i (4.6) izraºenim preko modula relaksacije i izraz za snagu po jedinici
zapremine (4.9) sa energijom i snagom disipacije (4.5) i (4.7) izraºenim preko funkcije puzanja su ekvivalentni.

U poglavlju 6 je sprovedena analiza propagacije talasa u trodimenzionom, homogenom, izotropnom i viskoe-
lasti£nom telu, stoga je analiziran Ko²ijev po£etni problem na neograni£enom domenu, predstavljen sistemom
frakcionih parcijalnih diferencijalnih jedna£ina, koji £ine: jedna£ina kretanja trodimenzionog £vrstog tela, jed-
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na£ina za deformaciju i konstitutivna jedna£ina, koja predstavlja frakciono uop²tenje Hukovog zakona (6.9) i
opisuje trodimenziono, homogeno, izotropno i viskoelasti£no telo. Uop²tenje Hukovog zakona je dobijeno raz-
matranjem konstitutivne relacije za jednodimenziono viskoelasti£no telo (6.8), izraºene preko modula relaksacije
σ
(c)
sr i σ(s)

sr , kori²¢enih da bi se uzela u obzir razli£ita memorijska jezgra, koja odgovaraju prostiranju kompre-
sionih (c) i vrtloºnih (s) talasa. Kori²¢enjem Furijeove i Laplasove transformacije, pomenuti sistem jedna£ina,
dat sa (6.10) - (6.12), koji podleºe po£etnim uslovima (6.13), re²avan je na neograni£enom domenu sa ciljem
da se dobije oblik polja pomeranja, kao njegovog re²enja, te je primenom Furijeove i Laplasove transformacije
na sistem (6.10) - (6.12), sa (6.13), dobijena talasna jedna£ina viskoelasti£nog tela u Furijeovom i Laplasovom
domenu (6.17), re²avana za polje pomeranja kori²¢enjem dva razli£ita pristupa.

U prvom pristupu, nakon skalarnog i vektorskog proizvoda talasnog vektora sa talasnom jedna£inom viskoe-
lasti£nog tela u Furijeovom i Laplasovom domenu (6.17) i nakon primene inverzne Laplasove i Furijeove trans-
formacije, dobijaju se talasne jedna£ine (6.20) i (6.28), koje predstavljaju uop²tenje talasne jedna£ine (6.6) i
(6.7), gde su brzine kompresionih i vrtloºnih talasa, cc i cs, zamenjene memorijskim jezgrima c̃c i c̃s, datim
sa (6.19) i (6.27), koji su izraºeni preko odgovaraju¢ih modula relaksacije σ

(c)
sr i σ(s)

sr , tako da njihove po£etne
vrednosti mogu biti kona£ne ili beskona£ne, impliciraju¢i dva razli£ita slu£aja (6.21) i (6.23) za kompresione
talasne jedna£ine (6.20), kao i (6.29) i (6.30) za vrtloºne talasne jedna£ine (6.28). Stoga, ovim pristupom se
dobijaju dve talasne jedna£ine (6.20) i (6.28), izraºene preko skalarnog i vektorskog polja φ i Ω, de�nisanih
sa (6.20)2 i (6.28)2, kao uop²tenja klasi£nih talasnih jedna£ina (6.6) i (6.7), umesto jedne jedna£ine izraºene
preko polja pomeranja, koja bi uop²tavala klasi£nu talasnu jedna£inu (6.1), odnosno ekvivalentno (6.5). Nakon
²to se izrazi (6.34) i (6.35) za skalarno i vektorsko polje φ i Ω odrede zavisno od Grinove funkcije G(c) i G(s),
polje pomeranja je dato sa (6.36), daju¢i £etiri mogu¢nosti za re²enje, budu¢i da Grinova funkcija G(c) i G(s)

uzima dva razli£ita oblika: (6.53), koji vaºi za r < cxt, u protivnom ima nultu vrednost, i (6.56), pri £emu prvi
oblik vaºi ako je vrednost modula relaksacije u po£etnom trenutku kona£na, a stoga brzina prostiranja talasa
cx, x ∈ {c, s} , tako�e, dok drugi oblik vaºi u slu£aju kada je vrednost modula relaksacije u po£etnom trenutku
beskona£na, a stoga i brzina prostiranja talasa.

U drugom pristupu je kori²¢en rezolventni tenzor R̂ kako bi se odredilo polje pomeranja, tako da je talasna
jedna£ina viskoelasti£nog tela u Furijeovom i Laplasovom domenu (6.17) predstavljena u matri£nom obliku
(6.37), daju¢i polje pomeranja u Laplasovom i Furijeovom domenu (6.39), te nakon primene inverzne Laplasove
i Furijeove transformacije na rezolventni tenzor (6.41), dobija se izraz (6.40) za polje pomeranja kao re²enje
sistema jedna£ina (6.10) - (6.12), koji zadovoljava po£etne uslove (6.13), impliciraju¢i da se polje pomeranja
jednostavno dobija primenom rezolventnog tenzora (6.46) na ve¢ poznate po£etne uslove (6.13). Pored izraza
(6.46) za rezolventni tenzor, a koji sadrºi Grinove funkcije G(c) i G(s), date sa (6.53) i (6.56), i funkcije g(c) i g(s),
dobijene kao (6.58), tako�e se dobija izraz (6.47) za rezolventni tenzor, koji jasno pokazuje da se kompresioni
talasi prostiru u pravcu radijus vektora, dok se vrtloºni talasi prostiru u ravni normalnoj na pravac radijus
vektora.

Naposletku su ispitana kvalitativna svojstva prostornih pro�la koji odgovaraju Grinovim funkcijama G(x),
x ∈ {c, s}, kroz gra�£ke prikaze numeri£kih prora£una, pri £emu su kori²¢eni frakcioni Cenerov i anti-Cenerov
model I

+

ID.ID, dat sa (6.61), i frakcioni Burgersov model VII, dat sa (6.62), kao predstavnici modela koji
opisuju viskoelasti£na tela sa beskona£nom brzinom prostiranja talasa i kona£nom brzinom prostiranja talasa

cx = 1√
ϱ

√
b2
a3
, da bi se prikazale vremenske evolucije prostornih pro�la Grinove funkcije G(x), kao i njena

asimptotika.
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A.1 Termodinami£ki konzistentni linearni modeli frakcionog reda

Linearni modeli frakcionog reda koji sadrºe isklju£ivo Riman-Liuvilove frakcione izvode reda do jedan, dati su
uop²tenom konstitutivnom jedna£inom

n∑
i=1

ai 0D
αi
t σ(x, t) =

m∑
j=1

bj 0D
βj

t ε(x, t),

sa parametrima modela ai, bj > 0 i αi, βj ∈ [0, 1] , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m, a koja se, kako je pokazano u
[28], redukuje na slede¢a £etiri termodinami£ki konzistentna slu£aja, navedena u nastavku sa odgovaraju¢im
termodinami£kim restrikcijama.
Case I: Modeli koji imaju isti broj frakcionih izvoda koji deluju na napon i deformaciju i imaju iste redove:

n∑
i=1

ai 0D
αi
t σ (t) =

n∑
i=1

bi 0D
αi
t ε (t) ,

0 ≤ α1 < . . . < αn < 1 i
a1
b1

≥ a2
b2

≥ . . . ≥ an
bn

≥ 0.

Case II: Modeli koji imaju nekoliko dodatnih izvoda koji deluju na deformaciju pored frakcionih izvoda koji
deluju na napon i deformaciju i imaju iste redove:

n∑
i=1

ai 0D
αi
t σ (t) =

n∑
i=1

bi 0D
αi
t ε (t) +

m∑
i=n+1

bi 0D
βi
t ε (t) ,

0 ≤ α1 < . . . < αn < βn+1 < . . . < βm < 1 i
a1
b1

≥ a2
b2

≥ . . . ≥ an
bn

≥ 0.

Case III: Modeli koji imaju nekoliko dodatnih izvoda koji deluju na napon pored frakcionih izvoda koji deluju
na napon i deformaciju i imaju iste redove:

n−m∑
i=1

ai 0D
αi
t σ (t) +

n∑
i=n−m+1

ai 0D
αi
t σ (t) =

m∑
j=1

bj 0D
αn−m+j

t ε (t) ,

0 ≤ α1 < . . . < αm < αm+1 < . . . < αn < 1 i
an−m+1

b1
≥ an−m+2

b2
≥ . . . ≥ an

bm
≥ 0.

Case IV: Modeli koji imaju sve redove frakcionih izvoda koji deluju na napon i deformaciju razli£ite:

n∑
i=1

ai 0D
αi
t σ (t) =

m∑
j=1

bj 0D
βj

t ε (t) ,

0 ≤ α1 < . . . < αn < β1 < . . . < βm < 1, sa αi ̸= βj , za i ̸= j.

A.2 Termodinami£ki konzistentni frakcioni Burgersovi modeli

Osam termodinami£ki konzistentnih frakcionih Burgersovih modela, grupisanih u dve klase: prva klasa pred-
stavljena uop²tenom konstitutivnom jedna£inom(

1 + a1 0D
α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (x, t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

µ+η
t

)
ε (x, t) ,
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i druga klasa predstavljena uop²tenom konstitutivnom jedna£inom(
1 + a1 0D

α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

β+η
t

)
σ (x, t) =

(
b1 0D

β
t + b2 0D

β+η
t

)
ε (x, t) ,

pri £emu su a1, a2, a3, b1, b2 > 0, α, β, µ ∈ [0, 1] , sa α ≤ β, γ ∈ [0, 2] , i η ∈ {α, β} , je formulisano u [9] zajedno
sa restrikcijama na parametre modela koje obezbe�uju termodinami£ku konzistentnost modela. Zatim su u
[30] nametnuta ograni£enja, koja obezbe�uju da je moduo relaksacije kompletno monotona funkcija, a funkcija
puzanja Bern²tajnova funkcija, suºavaju¢i prethodno nametnute termodinami£ke restrikcije modela.

Termodinami£ki konzistentni frakcioni Burgersovi modeli zajedno sa termodinami£kim restrikcijama i suºenim
termodinami£kim restrikcijama su navedeni u nastavku.
Model I: (

1 + a1 0D
α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

µ+η
t

)
ε (t) ,

0 ≤ α ≤ β ≤ γ ≤ µ ≤ 1, 1 ≤ µ+ η ≤ 1 + α,
b2
b1

≤ ai
cos (µ−η)π

2∣∣∣cos (µ+η)π
2

∣∣∣ ,
b2
b1

≤ ai
sin (µ−η)π

2

sin (µ+η)π
2

cos (µ−η)π
2∣∣∣cos (µ+η)π
2

∣∣∣ ,
sa (η, i) ∈ {(α, 1) , (β, 2) , (γ, 3)} ;
Model II: (

1 + a1 0D
α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

2α
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

µ+α
t

)
ε (t) ,

1

2
≤ α ≤ β ≤ µ ≤ 1,

a3
a1

∣∣∣sin (µ−2α)π
2

∣∣∣
sin µπ

2

≤ b2
b1

≤ a1
cos (µ−α)π

2∣∣∣cos (µ+α)π
2

∣∣∣ ,
a3
a1

∣∣∣sin (µ−2α)π
2

∣∣∣
sin µπ

2

cos (µ−2α)π
2

cos µπ
2

≤ b2
b1

≤ a1
sin (µ−α)π

2

sin (µ+α)π
2

cos (µ−α)π
2∣∣∣cos (µ+α)π
2

∣∣∣ ;
Model III: (

1 + a1 0D
α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

α+β
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

µ+α
t

)
ε (t) ,

0 ≤ α ≤ β ≤ µ ≤ 1, α+ β ≥ 1,
a3
a2

∣∣∣sin (µ−β−α)π
2

∣∣∣
sin (µ−β+α)π

2

≤ b2
b1

≤ a1
cos (µ−α)π

2∣∣∣cos (µ+α)π
2

∣∣∣ ,
a3
a2

∣∣∣sin (µ−β−α)π
2

∣∣∣
sin (µ−β+α)π

2

cos (µ−β−α)π
2

cos (µ−β+α)π
2

≤ b2
b1

≤ a1
sin (µ−α)π

2

sin (µ+α)π
2

cos (µ−α)π
2∣∣∣cos (µ+α)π
2

∣∣∣ ;
Model IV: (

1 + a1 0D
α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

α+β
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

µ+β
t

)
ε (t) ,

0 ≤ α ≤ β ≤ µ ≤ 1, 1− α ≤ β ≤ 1− (µ− α) ,
a3
a1

∣∣∣sin (µ−α−β)π
2

∣∣∣
sin (µ−α+β)π

2

≤ b2
b1

≤ a2
cos (µ−β)π

2∣∣∣cos (µ+β)π
2

∣∣∣ ,
a3
a1

∣∣∣sin (µ−α−β)π
2

∣∣∣
sin (µ−α+β)π

2

cos (µ−α−β)π
2

cos (µ−α+β)π
2

≤ b2
b1

≤ a2
sin (µ−β)π

2

sin (µ+β)π
2

cos (µ−β)π
2∣∣∣cos (µ+β)π
2

∣∣∣ ;
Model V: (

1 + a1 0D
α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

2β
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

µ+β
t

)
ε (t) ,

0 ≤ α ≤ β ≤ µ ≤ 1,
1

2
≤ β ≤ 1− (µ− α) ,

a3
a2

∣∣∣sin (µ−2β)π
2

∣∣∣
sin µπ

2

≤ b2
b1

≤ a2
cos (µ−β)π

2∣∣∣cos (µ+β)π
2

∣∣∣ ,
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a3
a2

∣∣∣sin (µ−2β)π
2

∣∣∣
sin µπ

2

cos (µ−2β)π
2

cos µπ
2

≤ b2
b1

≤ a2
sin (µ−β)π

2

sin (µ+β)π
2

cos (µ−β)π
2∣∣∣cos (µ+β)π
2

∣∣∣ ;
Model VI: (

1 + a1 0D
α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

α+β
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

β
t + b2 0D

α+β
t

)
ε (t) ,

0 ≤ α ≤ β ≤ 1, α+ β ≥ 1,
a3
a2

≤ b2
b1

≤ a1
cos (β−α)π

2∣∣∣cos (β+α)π
2

∣∣∣ ,
a3
a2

≤ b2
b1

≤ a1
sin (β−α)π

2

sin (β+α)π
2

cos (β−α)π
2∣∣∣cos (β+α)π
2

∣∣∣ ≤ a1
cos (β−α)π

2∣∣∣cos (β+α)π
2

∣∣∣ ;
Model VII: (

1 + a1 0D
α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

2β
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

β
t + b2 0D

2β
t

)
ε (t) ,

0 ≤ α ≤ β ≤ 1,
1

2
≤ β ≤ 1 + α

2
,

a3
a2

≤ b2
b1

≤ a2
1

|cos (βπ)|
,

a3
a2

≤ a2
2 cos2 (βπ)

(
1−

√
1− 4a3 cos2 (βπ)

a22

)
≤ b2

b1
≤ a2

|cos (βπ)|
;

Model VIII: (
1 + ā1 0D

α
t + ā2 0D

2α
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

α
t + b2 0D

2α
t

)
ε (t) ,

1

2
≤ α ≤ 1,

ā2
ā1

≤ b2
b1

≤ ā1
1

|cos (απ)|
,

ā2
ā1

≤ ā1
2 cos2 (απ)

(
1−

√
1− 4ā2 cos2 (απ)

ā21

)
≤ b2

b1
≤ ā1

|cos (απ)|
.

A.3 Termodinami£ki konzistentni frakcioni Cenerovi i anti-Cenerovi

modeli

Termodinami£ki konzistentni frakcioni Cenerovi i anti-Cenerovi modeli, predstavljeni u op²tem obliku izrazom

N1∑
k=1

ak 0I
αk
t σ (t) +

N2∑
k=1

bk 0D
βk
t σ (t) =

M1∑
k=1

ck 0I
µk
t ε (t) +

M2∑
k=1

dk 0D
νk
t ε (t) ,

sa parametrima modela ak, bk, ck, dk > 0, αk, βk, µk, νk ∈ [0, 1] i navedeni u nastavku, su izvedeni i provereni na
termodinami£ku konzistentnost u [1], dok su suºene termodinami£ke restrikcije na parametre modela izvedene
u [2], obezbe�uju¢i da je moduo relaksacije kompletno monotona funkcija, a funkcija puzanja Bern²tajnova
funkcija.

A.3.1 Simetri£ni modeli

Model ID.ID je predstavljen konstitutivnom jedna£inom(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

µ
t + a2 0D

α+β−µ
t

)
ε (t) ,

sa suºenim termodinami£kim restrikcijama

0 ⩽ α+ β − µ ⩽ 1, µ ⩽ α, β + µ ⩽ 1,

−a1
a2

cos (2α+β−µ)π
2

cos (β+µ)π
2

⩽
b1
b2

⩽
a1
a2

sin (2α+β−µ)π
2

sin (β+µ)π
2

cos (2α+β−µ)π
2

cos (β+µ)π
2

⩽
a1
a2

sin (2α+β−µ)π
2

sin (β+µ)π
2

.

Model ID.DD
+

je predstavljen konstitutivnom jedna£inom(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

α+β+µ
t

)
ε (t) ,
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sa suºenim termodinami£kim restrikcijama

1 ⩽ α+ β + µ ⩽ 2, β ⩽ µ ⩽ 1− α,

a1
a2

∣∣∣cos (2α+β+µ)π
2

∣∣∣
cos (µ−β)π

2

⩽
a1
a2

∣∣∣cos (2α+β+µ)π
2

∣∣∣
cos (µ−β)π

2

sin (2α+β+µ)π
2

sin (µ−β)π
2

⩽
b1
b2
.

Model IID.IID je predstavljen konstitutivnom jedna£inom(
a1 0I

α
t + a2 0I

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α+γ−η
t + b2 0I

β+γ−η
t + b3 0D

η
t

)
ε (t) ,

sa suºenim termodinami£kim restrikcijama

β < α, γ ⩽ η, 0 ⩽ β + γ − η ⩽ α+ 2γ − η ⩽ 1, α+ γ ⩽ β + η,

a3
a1

⩽
b3
b1

sin (α+η)π
2

sin (α+2γ−η)π
2

cos (α+η)π
2

cos (α+2γ−η)π
2

⩽
b3
b1

sin (α+η)π
2

sin (α+2γ−η)π
2

,

a3
a2

⩽
b3
b2

sin (β+η)π
2

sin (β+2γ−η)π
2

cos (β+η)π
2

cos (β+2γ−η)π
2

⩽
b3
b2

sin (β+η)π
2

sin (β+2γ−η)π
2

,

koje vaºe ako je β + η < α+ η < 1, u protivnom se suºene termodinami£ke restrikcije ne mogu garantovati, te
su ograni£enja na parametre modela data termodinami£kim restrikcijama

β < α, γ ⩽ η, 0 ⩽ β + γ − η ⩽ α+ 2γ − η ⩽ 1, α+ γ ⩽ β + η,

b3
b1

∣∣∣cos (α+η)π
2

∣∣∣
cos (α+2γ−η)π

2

⩽
a3
a1

⩽
b3
b1

sin (α+η)π
2

sin (α+2γ−η)π
2

,

b3
b2

∣∣∣cos (β+η)π
2

∣∣∣
cos (β+2γ−η)π

2

⩽
a3
a2

⩽
b3
b2

sin (β+η)π
2

sin (β+2γ−η)π
2

.

Model IDD.IDD je predstavljen konstitutivnom jedna£inom(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

µ
t + b2 0D

α+β−µ
t + b3 0D

α+γ−µ
t

)
ε (t) ,

sa suºenim termodinami£kim restrikcijama

0 ⩽ α+ γ − µ ⩽ 1, β < γ, µ ⩽ α, γ + µ ⩽ α+ β, γ + µ ⩽ 1,

a2
a1

⩽
b2
b1

sin (2α+β−µ)π
2

sin (β+µ)π
2

cos (2α+β−µ)π
2

cos (β+µ)π
2

⩽
b2
b1

sin (2α+β−µ)π
2

sin (β+µ)π
2

,

a3
a1

⩽
b3
b1

sin (2α+γ−µ)π
2

sin (γ+µ)π
2

cos (2α+γ−µ)π
2

cos (γ+µ)π
2

⩽
b3
b1

sin (2α+γ−µ)π
2

sin (γ+µ)π
2

,

koje vaºe ako je 2α + β − µ < 2α + γ − µ < 1, u protivnom se suºene termodinami£ke restrikcije ne mogu
garantovati, te su ograni£enja na parametre modela data termodinami£kim restrikcijama

0 ⩽ α+ γ − µ ⩽ 1, β < γ, µ ⩽ α, γ + µ ⩽ α+ β, γ + µ ⩽ 1,

b2
b1

∣∣∣cos (2α+β−µ)π
2

∣∣∣
cos (β+µ)π

2

⩽
a2
a1

⩽
b2
b1

sin (2α+β−µ)π
2

sin (β+µ)π
2

,

b3
b1

∣∣∣cos (2α+γ−µ)π
2

∣∣∣
cos (γ+µ)π

2

⩽
a3
a1

⩽
b3
b1

sin (2α+γ−µ)π
2

sin (γ+µ)π
2

.

Model IID.IDD je predstavljen konstitutivnom jedna£inom(
a1 0I

α
t + a2 0I

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

µ
t + b2 0D

ν
t + b3 0D

α+γ−µ
t

)
ε (t) ,

sa suºenim termodinami£kim restrikcijama

µ ⩽ β < α, γ ⩽ ν, α+ β + γ ⩽ 1 + µ, µ+ ν − γ < α ⩽ 1− ν,
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0 ⩽

{
α− β − γ − µ

α− 2µ− ν

}
⩽ 2α− β − 2µ− ν ⩽

{
2α− β − µ

2α+ γ − 2µ− ν

}
⩽ 2α+ γ − µ < 1,

−b3
b1

cos (2α+γ−µ)π
2

cos (γ+µ)π
2

⩽
a3
a1

⩽
b3
b1

sin (2α+γ−µ)π
2

sin (γ+µ)π
2

cos (2α+γ−µ)π
2

cos (γ+µ)π
2

⩽
b3
b1

sin (2α+γ−µ)π
2

sin (γ+µ)π
2

.

Model I
+

ID.I
+

ID je predstavljen konstitutivnom jedna£inom(
a1 0I

1+α
t + a2 0I

1+α−γ
2

t + a3 0D
γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

1+µ
t + b2 0I

1+µ−(α+γ−µ)
2

t + b3 0D
α+γ−µ
t

)
ε (t) ,

sa suºenim termodinami£kim restrikcijama

µ ⩽ α, α+ γ + 2 (α− µ) = 3α+ γ − 2µ ⩽ 1,

a2
a1

⩽
b2
b1

cos (1−3α−γ+2µ)π
4

cos (1+α−γ−2µ)π
4

sin (1−3α−γ+2µ)π
4

sin (1+α−γ−2µ)π
4

⩽
b2
b1

cos (1−3α−γ+2µ)π
4

cos (1+α−γ−2µ)π
4

,

a3
a2

⩽
b3
b2

sin (1+3α+γ−2µ)π
4

sin (1−α+γ+2µ)π
4

cos (1+3α+γ−2µ)π
4

cos (1−α+γ+2µ)π
4

⩽
b3
b2

sin (1+3α+γ−2µ)π
4

sin (1−α+γ+2µ)π
4

,

a3b1 cos
(γ + µ)π

2
⩽ a2b2 sin

(α− µ)π

2
+ a1b3 cos

(2α+ γ − µ)π

2
,

a1b3 sin
(2α+ γ − µ)π

2
⩽ a2b2 cos

(α− µ)π

2
− a3b1 sin

(γ + µ)π

2
,

a1b3 sin
(2α+ γ − µ)π

2
⩽ a2b2 cos

(α− µ)π

2

sin (α−µ)π
2

cos (2α+γ−µ)π
2

+ a3b1 sin
(γ + µ)π

2

cos (γ+µ)π
2

cos (2α+γ−µ)π
2

.

Model IDD
+

.IDD
+

je predstavljen konstitutivnom jedna£inom(
a1 0I

α
t + a2 0D

1+γ−α
2

t + a3 0D
1+γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α+γ−η
t + b2 0D

1+η−(α+γ−η)
2

t + b3 0D
1+η
t

)
ε (t) ,

sa suºenim termodinami£kim restrikcijama

0 ⩽ α+ γ − η ⩽ 1, γ ⩽ η, α+ η + (η − γ) = α− γ + 2η ⩽ 1,

a2
a1

⩽
b2
b1

sin (1+α−γ+2η)π
4

sin (1+α+3γ−2η)π
4

cos (1+α−γ+2η)π
4

cos (1+α+3γ−2η)π
4

⩽
b2
b1

sin (1+α−γ+2η)π
4

sin (1+α+3γ−2η)π
4

,

a3
a2

⩽
b3
b2

cos (1−α+γ−2η)π
4

cos (1−α−3γ+2η)π
4

sin (1−α+γ−2η)π
4

sin (1−α−3γ+2η)π
4

⩽
b3
b2

cos (1−α+γ−2η)π
4

cos (1−α−3γ+2η)π
4

,

a3b1 cos
(α+ 2γ − η)π

2
− a2b2 sin

(η − γ)π

2
⩽ a1b3 cos

(α+ η)π

2
,

a1b3 sin
(α+ η)π

2
⩽ a2b2 cos

(η − γ)π

2
− a3b1 sin

(α+ 2γ − η)π

2
,

a1b3 sin
(α+ η)π

2
⩽ a2b2 cos

(η − γ)π

2

sin (η−γ)π
2

cos (α+η)π
2

+ a3b1 sin
(α+ 2γ − η)π

2

cos (α+2γ−η)π
2

cos (α+η)π
2

.

Model I
+

ID.IDD
+

je predstavljen konstitutivnom jedna£inom(
a1 0I

1+α
t + a2 0I

1+α−γ
2

t + a3 0D
γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α+γ−η
t + b2 0D

1+η−(α+γ−η)
2

t + b3 0D
1+η
t

)
ε (t) ,

sa suºenim termodinami£kim restrikcijama

η ⩽ γ, α+ γ + 2 (γ − η) = α+ 3γ − 2η ⩽ 1,

a1
b1

sin (1+α−γ+2η)π
4

cos (1−α−3γ+2η)π
4

⩽
a1
b1

sin (1+α−γ+2η)π
4

cos (1−α−3γ+2η)π
4

cos (1+α−γ+2η)π
4

sin (1−α−3γ+2η)π
4

⩽
a2
b2

,

a2
b2

⩽
a3
b3

cos (1−α−3γ+2η)π
4

sin (1+α−γ+2η)π
4

sin (1−α−3γ+2η)π
4

cos (1+α−γ+2η)π
4

⩽
a3
b3

cos (1−α−3γ+2η)π
4

sin (1+α−γ+2η)π
4

,
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a1b3 cos
(α+ η)π

2
− a2b2 sin

(γ − η)π

2
⩽ a3b1 cos

(α+ 2γ − η)π

2
,

a3b1 sin
(α+ 2γ − η)π

2
⩽ a2b2 cos

(γ − η)π

2
− a1b3 sin

(α+ η)π

2
,

a3b1 sin
(α+ 2γ − η)π

2
⩽ a2b2 cos

(γ − η)π

2

sin (γ−η)π
2

cos (α+2γ−η)π
2

+ a1b3 sin
(α+ η)π

2

cos (α+η)π
2

cos (α+2γ−η)π
2

.

A.3.2 Asimetri£ni modeli

Model IID.ID je predstavljen konstitutivnom jedna£inom(
a1 0I

α+β−γ
t + a2 0I

ν
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α
t + b2 0D

β
t

)
ε (t) ,

sa suºenim termodinami£kim restrikcijama

0 ⩽ α ⩽ ν < α+ β − γ ⩽ 1, β + ν ⩽ 1,

b1
b2

⩽
a1
a3

sin (α+2β−γ)π
2

sin (α+γ)π
2

cos (α+2β−γ)π
2

cos (α+γ)π
2

⩽
a1
a3

sin (α+2β−γ)π
2

sin (α+γ)π
2

,

koje vaºe ako je α+ 2β − γ < 1, dok ako je α+ 2β − γ ⩾ 1, tada se suºene termodinami£ke restrikcije ne mogu
garantovati, te su ograni£enja na parametre modela data termodinami£kim restrikcijama

0 ⩽ α ⩽ ν < α+ β − γ ⩽ 1, β + ν ⩽ 1,

a1
a3

∣∣∣cos (α+2β−γ)π
2

∣∣∣
cos (α+γ)π

2

⩽
b1
b2

⩽
a1
a3

sin (α+2β−γ)π
2

sin (α+γ)π
2

.

Model IDD.DD
+

je predstavljen konstitutivnom jedna£inom(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

γ
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

α+β+µ
t

)
ε (t) ,

sa suºenim termodinami£kim restrikcijama

1 ⩽ α+ β + µ ⩽ 2, β < γ ⩽ µ ⩽ 1− α,

a1
a2

∣∣∣cos (2α+β+µ)π
2

∣∣∣
cos (µ−β)π

2

⩽
a1
a2

∣∣∣cos (2α+β+µ)π
2

∣∣∣
cos (µ−β)π

2

sin (2α+β+µ)π
2

sin (µ−β)π
2

⩽
b1
b2
.

Model I
+

ID.ID je predstavljen konstitutivnom jedna£inom(
a1 0I

α+β+ν
t + a2 0I

ν
t + a3 0D

α+β−ν
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α
t + b2 0D

β
t

)
ε (t) ,

sa suºenim termodinami£kim restrikcijama

0 ⩽ α+ β − ν ⩽ 1, 1 ⩽ α+ β + ν ⩽ 2, α ⩽ ν ⩽ 1− β,

a1
a2

∣∣∣cos (α+2β+ν)π
2

∣∣∣
cos (ν−α)π

2

⩽
a1
a2

∣∣∣cos (α+2β+ν)π
2

∣∣∣
cos (ν−α)π

2

sin (α+2β+ν)π
2

sin (ν−α)π
2

⩽
b1
b2
,

b1
b2

⩽
a2
a3

sin (β+ν)π
2

sin (2α+β−ν)π
2

cos (β+ν)π
2

cos (2α+β−ν)π
2

⩽
a2
a3

sin (β+ν)π
2

sin (2α+β−ν)π
2

.

Model IDD
+

.DD
+

je predstavljen konstitutivnom jedna£inom(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t + a3 0D

α+2β
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

α+β+µ
t

)
ε (t) ,

sa suºenim termodinami£kim restrikcijama

1 ⩽ α+ 2β ⩽ 2, 1 ⩽ α+ β + µ ⩽ 2, β ⩽ µ ⩽ 1− α,

a1
a2

∣∣∣cos (2α+β+µ)π
2

∣∣∣
cos (µ−β)π

2

⩽
a1
a2

∣∣∣cos (2α+β+µ)π
2

∣∣∣
cos (µ−β)π

2

sin (2α+β+µ)π
2

sin (µ−β)π
2

⩽
b1
b2
,
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b1
b2

⩽
a2
a3

sin (α+µ)π
2

sin (α+2β−µ)π
2

cos (α+µ)π
2

cos (α+2β−µ)π
2

⩽
a2
a3

sin (α+µ)π
2

sin (α+2β−µ)π
2

,

koje vaºe ako je 2α+ β − µ < 1, dok ako je 2α+ β − µ ⩾ 1,tada se suºene termodinami£ke restrikcije ne mogu
garantovati, te su ograni£enja na parametre modela data termodinami£kim restrikcijama

1 ⩽ α+ 2β ⩽ 2, 1 ⩽ α+ β + µ ⩽ 2, β ⩽ µ ⩽ 1− α,

a1
a2

∣∣∣cos (2α+β+µ)π
2

∣∣∣
cos (µ−β)π

2

⩽
b1
b2

⩽
a2
a3

sin (α+µ)π
2

sin (α+2β−µ)π
2

.

Model ID.IDD je predstavljen konstitutivnom jedna£inom(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

µ
t + b2 0D

ν
t + b3 0D

α+β−µ
t

)
ε (t) ,

sa suºenim termodinami£kim restrikcijama

0 ⩽ β ⩽ ν < α+ β − µ ⩽ 1, µ ⩽ α ⩽ 1− ν,

−a1
a2

cos (2α+β−µ)π
2

cos (β+µ)π
2

⩽
b1
b3

⩽
a1
a2

sin (2α+β−µ)π
2

sin (β+µ)π
2

cos (2α+β−µ)π
2

cos (β+µ)π
2

⩽
a1
a2

sin (2α+β−µ)π
2

sin (β+µ)π
2

,

koje vaºe ako je 2α+ β − µ < 1, dok ako je 2α+ β − µ ⩾ 1, tada se suºene termodinami£ke restrikcije ne mogu
garantovati, te su ograni£enja na parametre modela data termodinami£kim restrikcijama

0 ⩽ β ⩽ ν < α+ β − µ ⩽ 1, µ ⩽ α ⩽ 1− ν,

a1
a2

∣∣∣cos (2α+β−µ)π
2

∣∣∣
cos (β+µ)π

2

⩽
b1
b3

⩽
a1
a2

sin (2α+β−µ)π
2

sin (β+µ)π
2

.

Model ID.DDD
+

je predstavljen konstitutivnom jedna£inom(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0D

µ
t + b2 0D

ν
t + b3 0D

α+β+ν
t

)
ε (t) ,

sa suºenim termodinami£kim restrikcijama

1 ⩽ α+ β + ν ⩽ 2, β ⩽ µ < ν ⩽ 1− α,

a1
a2

∣∣∣cos (2α+β+ν)π
2

∣∣∣
cos (ν−β)π

2

⩽
a1
a2

∣∣∣cos (2α+β+ν)π
2

∣∣∣
cos (ν−β)π

2

sin (2α+β+ν)π
2

sin (ν−β)π
2

⩽
b2
b3
.

Model ID.IDD
+

je predstavljen konstitutivnom jedna£inom(
a1 0I

α
t + a2 0D

β
t

)
σ (t) =

(
b1 0I

α+β−ν
t + b2 0D

ν
t + b3 0D

α+β+ν
t

)
ε (t) ,

sa suºenim termodinami£kim restrikcijama

0 ⩽ α+ β − ν ⩽ 1, 1 ⩽ α+ β + ν ⩽ 2, β ⩽ ν ⩽ 1− α,

b1
b2

sin (α+2β−ν)π
2

sin (α+ν)π
2

⩽
b1
b2

sin (α+2β−ν)π
2

sin (α+ν)π
2

cos (α+2β−ν)π
2

cos (α+ν)π
2

⩽
a1
a2

,

a1
a2

⩽
b2
b3

cos (ν−β)π
2∣∣∣cos (2α+β+ν)π
2

∣∣∣ sin (ν−β)π
2

sin (2α+β+ν)π
2

⩽
b2
b3

cos (ν−β)π
2∣∣∣cos (2α+β+ν)π
2

∣∣∣ .
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Истраживачи који спроводе испитивања с људима морају да се придржавају Закона о заштити 

података о личности (https://www.paragraf.rs/propisi/zakon_o_zastiti_podataka_o_licnosti.html) и 

одговарајућег институционалног кодекса о академском интегритету.   

 

 

4.1.2. Да ли је истраживање одобрено од стране етичке комисије? Да Не 

Ако је одговор Да, навести датум и назив етичке комисије која је одобрила истраживање 

https://www.paragraf.rs/propisi/zakon_o_zastiti_podataka_o_licnosti.html
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______________________________________________________________________________ 

 

4.1.2. Да ли подаци укључују личне податке учесника у истраживању? Да Не 

Ако је одговор да, наведите на који начин сте осигурали поверљивост и сигурност информација 

везаних за испитанике: 

а) Подаци нису у отвореном приступу 

б) Подаци су анонимизирани 

ц) Остало, навести шта 

______________________________________________________________________________ 

______________________________________________________________________________ 

 

5. Доступност података 

 

5.1. Подаци ће бити  

а) јавно доступни 

б) доступни само уском кругу истраживача у одређеној научној области   

ц) затворени 

 

Ако су подаци доступни само уском кругу истраживача, навести под којим условима могу да их 

користе: 

______________________________________________________________________________ 

 

______________________________________________________________________________ 

 

Ако су подаци доступни само уском кругу истраживача, навести на који начин могу 

приступити подацима: 

______________________________________________________________________________ 

 

______________________________________________________________________________ 

 

5.4. Навести лиценцу под којом ће прикупљени подаци бити архивирани. 

______________________________________________________________________________ 

 

6. Улоге и одговорност 

 

6.1. Навести име и презиме и мејл адресу власника (аутора) података 
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______________________________________________________________________________ 

 

 

6.2. Навести име и презиме и мејл адресу особе која одржава матрицу с подацимa 

 

______________________________________________________________________________ 

 

 

6.3. Навести име и презиме и мејл адресу особе која омогућује приступ подацима другим 

истраживачима 

 

______________________________________________________________________________ 
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