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Sazetak

Poglavlja 3, 4, 51 6 sadrZe originalni nau¢ni doprinos, a jedan deo dobijenih rezultata predstavlja sadrzaj radova
[1, 2], koji su objavljeni u ¢asopisima sa SCI liste, dok autorski rukopisi [3, 4], koji su na recenziji u ¢asopisima
sa SCI liste, sadrze drugi deo dobijenih rezultata.

Analizirani su efekti prostiranja talasa kroz trodimenziono, homogeno, izotropno i viskoelasti¢no telo, koje je
u jednoj dimenziji modelirano linearnim modelima frakcionog reda opisanim u poglavlju 2. Koriséenjem reoloskih
Sema koje odgovaraju klasi¢nim Cenerovim i anti-Cenerovim modelima, u poglavlju 3 su formulisani Cenerovi
i anti-Cenerovi modeli frakcionog reda, videti takode i [1], pri ¢emu se opruga i prigusnica, umesto klasi¢nim
zakonima: Hukovim zakonom elasti¢nosti i Njutnovim zakonom viskoznosti, modeliraju njihovim frakcionim
uopstenjima, koriséenjem frakcionog integrala i izvoda respektivno. Formulisano je osam konstitutivnih modela
asimetri¢nog tipa, u smislu da sadrze razli¢it broj operatora koji deluju na napon i deformaciju, kao i sedam
modela simetri¢nog tipa. Analizom termodinamicke konzistentnosti je pokazano da za isvestan broj modela
ne postoje veze izmedu parametara modela koje bi osigurale disipativnost modela, dok se disipativnost za
ostale modele obezbeduje nametanjem termodinamickih restrikcija na parametre modela. Izvedeni su izrazi za
moduo relaksacije i funkciju puzanja, koji odgovaraju frakcionim Cenerovim i anti-Cenerovim modelima, kao i
suzene termodinamicke restrikcije, nametnute kako bi se obezbedilo da su moduo relaksacije i funkcija puzanja
redom kompletno monotona i Bernstajnova funkcija, a koje apriori obezbeduju pozitivnost energije skladistene u
viskoelasti¢nom telu i snage disipacije po jedinici zapremine, izvedene u vremenskom domenu razmatrajuéi snagu
po jedinici zapremine, §to predstavlja sadrzaj poglavlja 4, videti takode [2]. Napon, kao odziv na deformaciju
zadatu u obliku harmonijske pobude, analiziran je u poglavlju 5, kao i u rukopisu [3], kori§¢enjem metoda
Laplasove transformacije, te je odziv viskoelasi¢nog tela, modeliranog termodinamicki konzistentnim frakcionim
Cenerovim i anti-Cenerovim modelima, razmatran kako u tranzijentnom, tako i u kvazistacionarnom rezimu.
Izrazavajuéi snagu po jedinici zapremine preko modula relaksacije i funkcije puzanja, a koja je prethodno
izvedena kao zbir brzine promene energije skladiStene u viskoelasti¢nom telu i snage disipacije, numerickom
analizom je ispitana ekvivalentnost izraza za snagu, energiju i snagu disipacije po jedinici zapremine.

Kako bi se analiziralo prostiranje talasa u trodimenzionom, homogenom, izotropnom i viskoelasti¢nom telu,
u poglavlju 6 je razmatrana talasna jednacina predstavljena sistemom frakcionih parcijalnih diferencijalnih
jednaéina, koji se sastoji od jednacine kretanja trodimenzionog ¢vrstog tela, jednacine deformacije, kao i konsti-
tutivne jednacine dobijene uopstenjem klasicnog Hukovog zakona koji odgovara trodimenzionom, homogenom,
izotropnom i elasti¢nom telu zamenom Lameovih koeficijenata sa modulima relaksacije, kako bi se uzela u obzir
razli¢ita memorijska jezgra koja odgovaraju prostiranju kompresionih i vrtloznih talasa. Za odredivanje polja
pomeranja, kao reSenja talasne jednacine, izrazenog preko Grinovih funkcija, koje odgovaraju kompresionim i
vrtloznim talasima, kori§¢ena su dva pristupa: u prvom je polje pomeranja izrazeno preko skalarnog i vektorskog
polja, dok se u drugom pristupu polje pomeranja dobija delovanjem rezolventnog tenzora na pocetne uslove.
Rezultati istraZivanja opisanog u ovom poglavlju pripadaju rukopisu [4].
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Abstract

Chapters 3, 4, 5, and 6 contain the original scientific contribution, so that one part of the obtained results
presents the content from papers [1, 2], which are published in journals from the SCI list, while manuscripts
[3, 4], which are under review in journals from the SCI list, contain the other part of the obtained results.

The effects of wave propagation through three-dimensional homogeneous, isotropic, and viscoelastic body,
which is modeled by linear models of fractional order described in Chapter 2, in one dimension. Using rheological
schemes corresponding to the classical Zener and anti-Zener models, the fractional order Zener and anti-Zener
models are formulated in Chapter 3, see also [1], where the spring and dashpot, instead of the classical laws:
Hooke’s law of elasticity and Newton’s law of viscosity, are modeled with their fractional generalizations using
fractional integral and derivative respectively. Eight constitutive models of asymmetric type, in the sense that
they contain a different number of operators acting on stress and strain, are formulated, as well as seven models
of symmetric type. Analysis of models’ thermodynamical consistency yielded that for a number of models there
is no such combination of model parameters that ensures energy dissipativity, while the energy dissipativity
of the rest of the models is ensured by posing the restrictions on model parameters. Relaxation modulus and
creep compliance, corresponding to the fractional Zener and anti-Zener models, are derived along with narrowed
thermodynamical restrictions, imposed to ensure that the relaxation modulus and creep compliance respectively
represent completely monotonic function and a Bernstein function, which a priori ensures the positivity of the
energy stored in a viscoelastic body and dissipated power per unit volume, derived in the time domain considering
power per unit volume, that is the content of Chapter 4, see also [2]. The stress, as a response to the strain given
as a harmonic excitation, is analyzed in Chapter 5, as well as in manuscript [3], using the Laplace transform
method, so that the response of a viscoelastic body, modeled by a thermodynamically consistent fractional
Zener and anti-Zener models, is considered both in the transient and in the steady-state regime. Expressing
power per unit volume via the relaxation modulus and creep compliance, which are previously derived as a
sum of the rate of change of the energy stored in viscoelastic body and dissipated power, the equivalence of the
expressions for power, energy, and dissipated power per unit volume, which are written in the above-mentioned
way, is numerically examined by comparing the graphs of their time evolution.

In order to analyze the wave propagation in a three-dimensional, homogeneous, isotropic, and viscoelastic
body, in Chapter 6, the wave equation is represented by the system of fractional partial differential equations,
which consists of the equation of motion of a three-dimensional solid body, the equation of infinitesimal strain,
as well as of the constitutive equation, obtained by generalizing the classical Hooke’s law corresponding to a
three-dimensional, homogeneous, isotropic, and elastic body by replacing the Lamé coefficients with relaxation
moduli, in order to take into account different memory kernels corresponding to the propagation of compressive
and shear waves. In order to obtain displacement field, as a solution of the wave equation expressed through
Green’s functions, which correspond to the compressive and shear waves, two approaches are adopted: in the
first one, the displacement field is expressed through the scalar and vector fields, while in the second approach,
the displacement field is obtained by the action of resolvent tensor to the initial conditions. The results of the
research described in Chapter 6 belong to the manuscript [4].
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1. Uvod

Poglavlja 3, 4, 51 6 sadrze originalni nau¢ni doprinos, a jedan deo dobijenih rezultata predstavlja sadrzaj radova
[1, 2], koji su objavljeni u ¢asopisima sa SCI liste, dok autorski rukopisi [3, 4], koji su na recenziji u ¢asopisima
sa SCI liste, sadrze drugi deo dobijenih rezultata.

U cilju analize efekata prostiranja talasa, kako kroz jednodimenziono, tako i kroz trodimenziono homogeno,
izotropno i viskoelasti¢no telo, u poglavlju 2 su navedeni kori8¢eni linearni modeli frakcionog reda: linearni
modeli frakcionog reda koji sadrze isklju¢ivo Riman-Liuvilove frakcione izvode reda u intervalu (0, 1), frakcioni
Burgersovi modeli koji sadrze Riman-Liuvilove frakcione izvode reda i u intervalu (0, 1) i u intervalu (1, 2), kao
i frakcioni Cenerovi i anti-Cenerovi modeli koji sadrze frakcione integrale i Riman-Liuvilove frakcione izvode
reda kako u intervalu (0,1), tako i u intervalu (1, 2), a koji su formulisani u poglavlju 3. Naime, frakcioni rac¢un
je koriséen kako bi se uopstile konstitutivne relacije, koje opisuju odziv viskoelasti¢nog materijala, odnosno
daju vezu izmedu napona i malih deformacija, dok se jednacina kretanja ¢vrstog deformabilnog tela, koja je
posledica postulata klasi¢ne mehanike, kao i tenzor deformacije, koji je posledica geometrijskih razmatranja, ne
uopstavaju. Dinamika ¢vrstog viskoelasti¢nog deformabilnog tela, kao i vazenje konstitutivnih relacija u slucaju
konac¢nih deformacija nisu razmatrani.

U poglavlju 3 su formulisani Cenerovi i anti-Cenerovi modeli frakcionog reda, takode videti i [1], korisce-
njem reologkih Sema koje odgovaraju klasi¢nim Cenerovim i anti-Cenerovim modelima, pri ¢emu se opruga i
prigusnica, umesto klasi¢nim zakonima: Hukovim zakonom elasti¢nosti i Njutnovim zakonom viskoznosti, mode-
liraju njihovim frakcionim uopstenjima koriséenjem frakcionog integrala i izvoda respektivno. Sledeé¢i pomenuti
pristup, formulisana su Cetiri konstitutivna modela, koja sadrze i frakcione integrale i frakcione izvode, te su
transformisani u osam konstitutivnih modela asimetri¢nog tipa, u smislu da sadrze razli¢it broj operatora koji
deluju na napon i deformaciju, dok je za formulaciju dodatnih sedam modela koji su simetri¢nog tipa, simetri¢na
forma klasi¢nih Cenerovih i anti-Cenerovih modela posluzila kao inspiracija. Analizom termodinamicke konzis-
tentnosti se pokazuje da za isvestan broj modela ne postoje veze izmedu parametara modela koje bi osigurale
disipativnost modela, dok se disipativnost za ostale modele obezbeduje nametanjem ogranicenja na parametre
modela, koja predstavljaju termodinamicke restrikcije.

Izvodenje izraza za moduo relaksacije i funkciju puzanja, koji odgovaraju frakcionim Cenerovim i anti-
Cenerovim modelima, zajedno sa formulacijom suzenih termodinamickih restrikcija, nametnutih kako bi se
obezbedilo da su moduo relaksacije i funkcija puzanja redom kompletno monotona i Bern$tajnova funkcija,
a koje apriori garantuju pozitivnost energije skladiStene u viskoelasticnom telu i snage disipacije po jedinici
zapremine, izvedenih u vremenskom domenu razmatrajuéi snagu po jedinici zapremine, predstavlja sadrzaj
poglavlja 4, videti takode [2]. Kako za moduo relaksacije, tako i za funkciju puzanja, pokazano je da i kada
parametri modela zadovoljavaju termodinamicka ogranic¢enja, izvedena u poglavlju 2, one mogu biti oscilatorne
funkcije sa opadajuc¢om amplitudom.

Napon, kao odziv na deformaciju zadatu u obliku harmonijske pobude, analiziran je u poglavlju 5, kao
i u rukopisu [3], kori§¢enjem metoda Laplasove transformacije, te je odziv viskoelasi¢nog tela, modeliranog
termodinamicki konzistentnim frakcionim Cenerovim i anti-Cenerovim modelima, razmatran kako u tranzijent-
nom, tako i u kvazistacionarnom rezimu. Izrazavajuéi snagu po jedinici zapremine preko modula relaksacije i
funkcije puzanja, a koja je prethodno izvedena kao zbir brzine promene energije skladistene u viskoelasti¢nom
telu i snage disipacije, i pretpostavljajuéi da je deformacija sinusna funkcija, numeri¢kom analizom je ispitana
ekvivalentnost izraza za snagu, energiju i snagu disipacije po jedinici zapremine, koji su zapisani na prethodno
navedeni nacin, poredenjem grafika njihove vremenske evolucije.

Kako bi se analiziralo prostiranje talasa u trodimenzionom, homogenom, izotropnom i viskoelasti¢nom telu, u
poglavlju 6 je razmatran Kogijev pocetni problem na neograni¢enom domenu za talasnu jednacinu predstavljenu
sistemom frakcionih parcijalnih diferencijalnih jednacina, koji se sastoji od jednacine kretanja trodimenzionog
¢vrstog tela, jednacine deformacije, kao i konstitutivne jednacine, dobijene uopstenjem klasi¢nog Hukovog za-
kona koji odgovara trodimenzionom, homogenom, izotropnom i elasti¢nom telu zamenom Lameovih koeficijenata
sa modulima relaksacije, kako bi se uzela u obzir razli¢ita memorijska jezgra koja odgovaraju prostiranju kom-



Uvod

presionih i vrtloznih talasa. Koris¢enjem metoda integralnih transformacija, odnosno Laplasove i Furijeove
transformacije, polje pomeranja, kao reSenje Kosijevog pocetnog problema, je izrazeno preko Grinovih funkcija,
koje odgovaraju kompresionim i vrtloZznim talasima. Usvojena su dva pristupa u reSavanju Kogijevog problemas:
u prvom je polje pomeranja izrazeno preko skalarnog i vektorskog polja, dobijenih kao refenja talasnih jednacina
koje su posledica dekuplovanja talasne jednacine za polje pomeranja, dok se u drugom pristupu polje pomeranja
dobija delovanjem rezolventnog tenzora na pocetne uslove. Frakcioni Cenerov i anti-Cenerov model I ID.ID,
kao i frakcioni Burgersov model VII, kao predstavnici modela koji daju beskona¢nu i kona¢nu brzinu prosti-
ranja talasa, kori¢eni su u numerickim prora¢unima i grafickim reprezentacijama Grinove funkcije i njenog
aismptotskog ponaSanja. Rezultati istraZivanja opisanog u ovom poglavlju pripadaju rukopisu [4].



2. Modeli viskoelasti¢nog tela
frakcionog tipa

Najjednostavnija veza izmedu napona o i deformacije €, koji su funkcije vremena ¢ > 0, data je Hukovim
zakonom elasti¢nosti i Njutnovim zakonom viskoznosti

c(t)=Ec(t) i o(t)=n(t), (2.1)

koji vaze za elasti¢na i viskozna tela, respektivno, pri ¢emu je € (t) = %5 (t), a E i n su Jangov moduo i
koeficijent viskoznosti. U okviru fenomenoloskog konstitutivnog modeliranja svojstava materijala koris¢enjem
reologke analogije, Hukovim i Njutnovim zakonom (2.1) se modeliraju opruga i prigu$nica, kao najjednostavniji
elementi reologkih Sema razli¢itih elasti¢nih, viskoznih i viskoelasti¢nih klasi¢nih modela. Frakciono uop$tenje
modela viskoelasti¢nog tela se moze posti¢i frakcionim uopstenjem konstitutivnih jednacina osnovnih elemenata
reologkih 8ema koje im odgovaraju, tako da se opruga moze, umesto Hukovim zakonom (2.1);, modelirati
zakonom koji povezuje napon sa frakcionim integralom deformacije, a prigusnica, umesto Njutnovim zakonom
viskoznosti (2.1)s, zakonom koji povezuje napon sa frakcionim izvodom deformacije, odnosno

o(t)=Eole(t) i o(t)=noDie(t), &¢e(0,1), (2.2)

pri ¢emu je E uopsteni Jangov moduo, a 1 uopsteni koeficijent viskoznosti, dok su operatori frakcionog integrala
reda £ > 0 i frakcionog izvoda reda ¢ € (0, 1) respektivno definisani sa

oIS f (1) = Itf(;) « (1) = F(lg) /Ot (tf(;;)l_fdt’ i (2.3)
WDi7 ()= ot 0= 5 (g s ). 24)

a operator frakcionog izvoda reda 1 + ¢, n € No, ¢ € (0,1), je definisan sa
WD () = S ol 0= o (i 1 ). (2.5

pri ¢emu su frakcioni izvodi Riman-Liuvilovog tipa. Treba primetiti da se za celobrojne vrednosti redova
frakcionog integrala i frakcionog izvoda , tj. za £ = 01 ¢ = 1, frakcioni Hukov i Njutnov zakon (2.2) svode na
klasi¢ni Hukov i Njutnov zakon, respektivno, dok za £ = 1 i { = 0, frakcioni Hukov zakon postaje model koji
uklju¢uje uniformnu memoriju, odnosno o (¢) = F fg e (t')dt’, a frakcioni Njutnov zakon postaje klasi¢ni Hukov
zakon.

Frakcioni element, poznat i pod nazivom Skot-Blerov element, modeliran konstitutivnom jedna¢inom (2.2)s,
a koji uopstava klasi¢nu prigudnicu, koris¢en je u klasi¢nim reoloskim Semama da bi se izveo model viskoe-
lasti¢nog tela, §to je sprovedeno medu prvima u [5], dok se u [6] pominje u kontekstu fraktalnih reoloskih
modela. Nekoliko najgire kori§¢enih modela frakcionog reda, koji proisti¢u iz reologkih Sema koje ukljucuju
Skot-Blerov element, datih u [7, 8], uklju¢uju Kelvin-Vojtov, Maksvelov, Cenerov, anti-Cenerov i Burgersov
model. Pristup frakcionog uopstenja konstitutivnih relacija opisan u ovoj tezi koris¢en je u [9] za formulaciju
frakcionog uopstenja Burgersovog modela, dok je u [10, 11, 12] koriS¢ena reoloska Sema koja sadrzi beskonacan
broj opruga i prigusnica, daju¢i Beselov model, tj. model izrazen preko Beselove funkcije Kaputovog frakcionog
izvoda.

Razli¢iti tipovi vremenskih frakcionih izvoda, ukljuc¢ujué¢i Kaputov, uopsteni Kaputov, Kaputo-Fabriciov i
Atangana-Baleanuov frakcioni izvod, su koriséeni u [13, 14, 15] za modeliranje prostiranja talasa u disipativnim
materijalima, dok su u [16, 17] koriS¢eni u cilju postavljanja konstitutivnih jednacina i modeliranja disipativnosti
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Modeli viskoelasti¢nog tela frakcionog tipa

frakcionog oscilatora. Prostorni frakcioni izvodi Risovog tipa koris¢eni su u [18] da bi se ispitalo haoti¢no
ponasanje modela koji proisti¢u iz hidrodinamike.
Linearni modeli frakcionog reda jednodimenzionog viskoelasti¢nog tela, u najopstijem obliku su dati izrazom

My

Ny Ny M
Z Q. 01?’“0’ (t) + Z bk ()kaa (t) = Z Ck oIéLkE (t) + Z dk OD;/kE (t) (26)
k=1 k=1 k=1 k=1

i sadrze nenegativne parametre modela ay, by, cx, di, kao i redove frakcionih integrala i izvoda ay, 8y, ty, Vi,
koji mogu pripadati intervalu (0, 1), ali i intervalu (1,2), pri ¢emu se sa (2.3) definigu frakcioni integrali, a sa
(2.4) i (2.5) frakcioni izvodi €iji su redovi u intervalu (0,1) i intervalu (1,2). Na osnovu svojstava transfor-
macije frakcionog integrala i Riman-Liuvilovog izvoda pri transformaciji nezavisne promenljive ¢ = % i zavisne
promenljive @ () = u (t), koja je oblika

olsu (t) = E01§ (1) = 501 u(®) i oDiu(t) =TDsa(F) = T¢Dsu (7),
kao i na osnovu zahteva dimenzione homogenosti konstitutivnog modela (2.6), zaklju¢uje se da su dimenzije

parametara modela date sa [ax] = &, [bx] = s°%, [cx] = 22 i [di] = Pas"", respektivno.
Primena Laplasove transformacije po vremenu, definisane kao

Fo)=LU@I6)= [ f0ea Res>o, (2.7)
0
zajedno sa Laplasovim transformacijama frakcionog integrala i Riman-Liuvilovog frakcionog izvoda
1 -
Lol 0] s) = <fs), €>0 i (2.8)
£[oDif ()] (5) = sF(s) = [l F ()] _ = 5°F(), ¢ (0.1), (2:9)

odnosno

A~ n k A~
£ [oDr*s ] () =540 = 3 [ ol 0] =i, ce ),
k=0 t=

za neprekidnu funkciju f ograni¢enu u nuli, transformise konstitutivni model (2.6) u

B, (5)5 (s) = B, () (s), teje E(s)= ‘;((j)) igg sa (2.10)
My 1 Mo

Zak Zbk i Da(s) =Y i +) disr, (2.11)
k=1 k=1

gde F oznacava kompleksni moduo. Vise o frakcionom racunu se moze pronaéi u [19, 20].

2.1 Moduo relaksacije i funkcija puzanja

Moduo relaksacije definige se kao funkcija vremenske evolucije napona koja predstavlja odziv na deformaciju
zadatu u obliku Hevisajdove funkcije, dok se funkcija puzanja definiSe kao funkcija vremenske evolucije deforma-
cije koja predstavlja odziv na napon zadat u obliku Hevisajdove funkcije, stoga su moduo relaksacije i funkcija
puzanja u Laplasovom domenu, na osnovu (2.10) dati izrazima

- 1, (s
GST(S):E@ ((s

~

1@, (s)
s P (s)’

i Z(s) = (2.12)

~

bududi da je Laplasova transformacija Hevisajdove funkcije H: £[H (t)] (s) = 1, te se konstitutivna veza izmedu
napona i deformacije u Laplasovom domenu, na osnovu (2.10), moZe predstaviti preko modula relaksacije i
funkcije puzanja u Laplasovom domenu

G(s) =505 (5)E(s) 1 E(s)=sEe(s)b (), (2.13)

transformiSudi se u vremenskom domenu u izraze

o(t)= n (osr(t)xe(t)) 1 e(t)= sgf,)o (t) 4 éer (t) x 0 (t) = é0r (8) x 0 (1), (2.14)
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ako je 5&?«) = €. (0) = 0, pri ¢emu je sa * oznafena konvolucija definisana sa

_ /O F() gt —t)dt.

Naime, primenom inverzne Laplasove transformacije, izraz (2.13) se transformise u (2.14) na sledeéi nagcin
o(t) =L [sas ()] () xe(t) 1 e(t)=LT[sEer ()] (1) * o (1),
o (1) = (0951 + 60 () v () i =(t) = ( <g>a< B+ (1) 0 (1),
o(t)=oWe(t) +o5 () xe(t) i c(t)=eo(t)+ee(t)*o(t), (2.15)
pri ¢emu su o9 = s (0) 1 el = €er (0) vrednosti modula relaksacije i funkcije puzanja ra¢unate u pocetnom

trenutku, dok se izraz (2.15); transformise u konacan oblik

0 (1) = 0We (1) + T (0 ()22 (1)) — 0D (1) = T (0 ()22 (1)
prema izvodu konvolucije
SO @) =F W) rg0)+FO)(). (216)

Konstitutivne relacije, date sa (2.14), odnosno sa (2.15), predstavljaju memorijski tip modela sa modulom
relaksacije i funkcijom puzanja kao memorijskim jezgrima.

Treba ista¢i da je vrednost modula relaksacije ra¢unata u pocetnom trenutku agi) povezana sa brzinom
prostiranja talasa relacijom

(9)

c=4 2 (2.17)
o

§to je pokazano u [7] u slu¢aju jednodimenzione talasne jednacine, dobijene za linearne frakcione konstitutivne
modele koji sadrze Riman-Liuvilove izvode reda u intervalu (0, 1), a dalje je progireno u [21] za slu¢aj modela
raspodeljenog reda, pri ¢emu je integracija primenjena po redovima frakcionih izvoda u intervalu (0, 1), kao i za
slu¢aj termodinamicki konzistentnih frakcionih Burgersovih modela koji, pored frakcionih izvoda ¢iji su redovi
u intervalu (0,1), sadrze i frakcione izvode ¢iji su redovi u intervalu (1,2), razmatranjem prostiranja talasa
na beskonatnom domenu u [22], kao i na kona¢nom domenu u [23]. Mikrolokalna analiza frakcione Cenerove
talasne jednacine, kao i talasne jednacine raspodeljenog reda, sprovedena u [24, 25|, daje rigorozni matematicki
dokaz da je fundamentalno reSenje u konusu definisanom brzinom prostiranja talasa.

Takode, na osnovu modula relaksacije i funkcije puzanja mogu se doneti odredeni zakljuc¢ci o mehanickim
svojstvima materijala, te se materijali klasifikuju prema brzini prostiranja mehanicke pobude na materijale sa
kona¢nom i materijale sa beskonatnom brzinom prostiranja talasa, zavisno, prema prethodnoj formuli, da li
vrednost modula relaksacije u pocetnom trenutku ima kona¢nu ili beskona¢nu vrednost. Sa druge strane, na
osnovu vrednosti funkcije puzanja u beskona¢nosti, materijali se klasifikuju na tip materijala sa karakteristis-
tikama ¢vrstog tela, ukoliko je ta vrednost kona¢na, kao i na tip materijala sa karakterististikama fluidnog
tela, ako funkcija puzanja tezi u beskonacnost kada vreme tezi u beskonac¢nost. Razlika u ponaSanju viskoe-
lasti¢nih tela ¢vrstog i fluidnog tipa izuCavana je u [23, 26, 27, 28] na primeru $tapa ukljestenog na jednom svom
kraju i podvrgnutog deformaciji, odnosno naponu, na drugom svom kraju, pri ¢emu je ukljucena i dinamika
deformabilnog tela.

Ukoliko redovi frakcionih izvoda koji figurisu u konstitutivnom modelu pripadaju intervalu (0, 1), kao i u
slucaju modela koji ukljuc¢uju izvode prvog reda, pokazuje se da je moduo relaksacije kompletno monotona
funkcija, odnosno pozitivna, opadajuca i konveksna funkcija, dok je funkcija puzanja Bernstajnova funkcija,
odnosno pozitivna, rastuc¢a i konkavna funkcija. U [29] je pokazano da navedena svojstva modula relaksacije
garantuju disipativnost frakcionih talasnih jednacina u materijalima modeliranim linearnim frakcionim mod-
elima koji sadrze frakcione izvode €iji su redovi u intervalu (0,1). Kvalitativna svojstva modula relaksacije i
funkcije puzanja igraju vaznu ulogu u osobinama energetskog bilansa viskoelasti¢nog tela, stoga se odreduje
njihov eksplicitni oblik i koristi da se nametnu uslovi koji obezbeduju da je moduo relaksacije kompletno mono-
ton, a funkcija puzanja Bern§tajnova funkcija. Naime, kori§¢enjem konstitutivnog modela u izrazu za snagu u
[3] je pokazano da je energija pozitivna, kao i snaga disipacije, odnosno da je materijal disipativan, ukoliko su
moduo relaksacije i funkcija puzanja redom kompletno monotona i Bernstajnova funkcija. Postizanje navedenih
svojstava modula relaksacije i funkcije puzanja implicira da se termodinamicke restrikcije na parametre modela
moraju suziti u slu¢aju modela koji sadrZe izvode i integrale ¢iji su redovi u intervalu (1,2), §to je u slucaju
frakcionih Burgersovih modela, formulisanih u [9], pokazano u [30], odnosno u [3] za slucaj frakcionih Cenerovih
i anti-Cenerovih modela, formulisanih u [1]. Zapravo, u slu¢aju navedenih modela, moduo relaksacije i funkcija
puzanja mogu biti nemonotone, a ¢ak i oscilatorne funkcije eksponencijalno opadajuée amplitude.
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Kompletna monotonost modula relaksacije u slu¢aju frakcionog Cenerovog modela raspodeljenog reda prouca-
vana je u [31], dok je u [32] re¢ o frakcionom Burgerovom modelu u testovima puzanja i relaksacije. Uloga Foksove
funkcije je istaknuta u [33, 34] u odredivanju odziva frakcionih konstitutivnih modela za pretpostavljeni napon ili
deformaciju, a u [35] je razmatrana funkcija puzanja u kvazistacionarnom rezimu u slucaju viskoelasti¢nih mo-
dela celobrojnog reda. Eksperimentalni podaci, dobijeni u testovima puzanja i relaksacije napona, sprovedenim
na biologkim tkivima, su iskoriS¢eni u [36, 37], kako bi se odredili parametri modela viskoelasti¢nog tela.

Upotreba konstitutivnih modela u modeliranju propagacije talasa je siroka, pri ¢emu su [38, 39] neki od prvih
radova u kojima se analiziraju viskoelasti¢ni materijali frakcionog reda. PriguSene oscilacije i prostiranje talasa u
viskoelasti¢nim materijalima modeliranim Cenerovim, modifikovanim Cenerovim i modifikovanim Maksvelovim
modelima su razmatrani u [40, 41, 42, 43, 44].

Prostiranje talasa u jednodimenzionom viskoelasti¢cnom materijalu modeliranom frakcionom Cenerovim kon-
stitutivnom jednac¢inom razmatrano je u [45], dok je visedimenziona frakciona Cenerova talasna jednadina raz-
matrana u [46, 47, 48]. Viskoelasti¢ni konstitutivni modeli frakcionog reda, talasna propagacija, disperzioni i
atenuacioni procesi su razmatrani u [7, 49, 50, 51, 52|, dok su akusticki talasi ispitivani u [53]. Neki od nacina za
ispitivanje svojstava prostiranja talasa su Buhen-Mainardijev pristup ispitivanju Sirenja talasnog fronta, uveden
u [54] i nedavno koriséen u [55], kao i koridéenje asimptotike fundamentalnih resenja, §to je razvijeno u [56].

2.2 Linearni frakcioni modeli

Razmatraju se tri tipa linearnih frakcionih modela viskoelasti¢nog tela: termodinamicki konzistentni linearni
modeli frakcionog reda koji sadrZe isklju¢ivo Riman-Liuvilove frakcione izvode reda u intervalu (0, 1), termodi-
namicki konzistentni frakcioni Burgersovi modeli koji sadrze Riman-Liuvilove frakcione izvode reda i u intervalu
(0,1) i uintervalu (1,2), kao i termodinamicki konzistentni frakcioni Cenerovi i anti-Cenerovi modeli koji sadrze
frakcione integrale i Riman-Liuvilove frakcione izvode reda, kako u intervalu (0, 1), tako i u intervalu (1, 2).

2.2.1 Linearni modeli frakcionog reda

Linearni modeli frakcionog reda koji sadrZe samo Riman-Liuvilove izvode reda u intervalu (0,1), dobijeni iz
konstitutivnog modela (2.6) za ap =0,sa k=1,...,Ny,i¢; =0,sa k =1,..., My, uzimajuci stoga oblik

Zal oDyio(x,t) Zb] OD e(x,t), (2.18)

za koje je dokazano da poseduju Cetiri termodinamicki konzistentna slucaja

Z a;i DY (t) = Z bi DY e (1), (2.19)
zn:aion"a szoD e ( Z b oDYie ( (2.20)
i=1

1=n—+1
n

> aioDfo )+ Y. aioDfo(t) =Y bjoD{" e (1), (2.21)
i=1 j=1

1=n—m-+1

Z a; oD% ( Z b oDy7e (1), (2.22)
j=1

izvedeni su u [28] i dati u dodatku A.1. Ispitivanjem asimptotskog ponaSanja funkcije puzanja za velika vremena,
ispostavlja se da se modeli koji pripadaju klasi modela I i I, datih sa (2.19) i (2.20), odnose na materijale sa
karakteristikama ¢vrstog tela, jer funkcija puzanja tezi u kona¢nu vrednost za beskonaéno vreme, dok se modeli
koji pripadaju klasi modela IITi IV, datih sa (2.21) i (2.22), odnose na fluidni tip materijala, jer funkcija puzanja
tezi u beskonacnost kada vreme tezi u beskonacnost. Sa druge strane, modeli koji pripadaju klasi modela I i
IIT daju konacne brzine prostiranja talasa, jer moduo relaksacije tezi u kona¢nu vrednost kada vreme tezi nuli,
dok modeli koji pripadaju klasi modela IT i IV daju beskonac¢ne brzine prostiranja talasa, jer moduo relaksacije
tezi u beskonanu vrednost za vreme blisko nuli. Ove karakteristike modela su kori¢ene u [29] u dokazivanju
disipativnosti frakcione talasne jednacine kori§¢enjem a priori energetskih procena.
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2.2.2 Frakcioni Burgersovi modeli

Na slici 2.1 su date dve reoloske Seme za Burgersov model, pri ¢emu su konstitutivne jednacine koje odgovaraju
Semama sa slika 2.1(a) i 2.1(b) respektivno date izrazima

d N2 d? d 42
' Ey) dt dr? 1 1+ = ) 2.2
( M (El + E2> dt + E1E2 dt2 g (t) + dt + El + E2 dt2 E(t), ( 3)
£ d N172 d? d m d2
' By ae =m (g 2.24
( +E1 ( +E2+ )dt+E1E2dt2 o (t) =mny dt+E ET5) (). (2.24)

gde su Fy i Ey moduli elasti¢nosti odgovarajuéih opruga, a n; i 7, koeficijenti viskoznosti odgovarajucih
prigusnica, modeliranih respektivno Hukovim i Njutnovim zakonom (2.1). Obe navedene jednafine su istog
matematickog oblika i predstavljaju klasiénu Burgersovu konstitutivnu jednacinu

<1+a1((11 +a2§;> (t) = (bl d +b2§;) (t), (2.25)

sa pozitivnim parametrima a1, as, by, bs. Klasicni Burgersov model je koriéen za opis dinamickih osobina
polimera, viskoelasti¢nih osobina asfalta i za modeliranje oblikovanja stakla u [57, 58, 59], dok je u [60, 61]
korig¢en mikromehanicki pristup za modeliranje asfaltnih smesa.

m= ==, mkEd E,

| T

(2) (b)

Slika, 2.1: Reoloske Seme klasi¢nog Burgersovog modela.

Kada su u reoloskim Semama datim na slici 2.1, koje odgovaraju klasiénom Burgersovom modelu, prigusnice
frakcionog tipa, dobijaju se konstitutivne jednacine viskoelasti¢nog tela frakcionog Burgersovog tipa u obliku

(073 « E «
(1 + 5 L D + E2 oD + T2 py +B> o(t) = <m DY + 1, DY 4 112 <1+ E;) oDj +B> e(t), (2.26)

E\Ey E,

Es 17 n
1+ L (DY + 14+ =22) (DP A2 pots t) = DP L D) et 2.27
( +E10 E ( +E1>0 t+E1E20 t U() 772 0 t+E10 t 5()? ( )

analognom sa jedna¢inama (2.23) i (2.24), pri ¢emu se jednacine (2.26) i (2.27) razlikuju za jedan ¢lan. Druga od
dve navedene jednacine jednostavnijeg je oblika i koris¢ena je za opis viskoelasti¢nog tela frakcionog Burgersovog
tipa. Usled proizvoljnosti parametara reoloskih modela, jednacina (2.27) postaje

(1 + a1 oD + as oD + as ODz) o (t) = (by oD¥ + by oD¥) £ (2), (2.28)

sa parametrima modela ay,as, az,b1,b2 > 0, o, B, € [0,1], gde je a < 5,1 v,v € [1,2], §to je izvedeno u [9],
gde je takode ispitana termodinamicka konzistentnost modela, na osnovu koje je dobijeno osam termodinamicki
konzistentnih frakcionih Burgersovih modela, a koji se grupiSu u dve termodinamicki konzistentne klase sa
uopstenim konstitutivnim jednacinama

(1 + ay OD? + ao ODtB + as ODz) o (iE, t) = (bl ODI; + b2 ODQHFU) S ((E,t) i
(2.29)
(1 + aq OD? + ag ODf + as 0Df+n) g (:E, t) = <b1 ODf + b2 0Df+n) 9 (I, t) 5

tako da je za modele prve klase najvisi red frakcionog izvoda koji deluje na deformaciju pu +n € [1,2], sa
n € {a,B}, dok je najvisi red frakcionog izvoda koji deluje na napon ili v € [0,1] u slufaju modela I, sa
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Model Konstitutivna jednacina
ID.ID (a1 ol® + ay on) o (t) = (b1 oIt + ay OD?+ﬂ_“) e (t)
ID.DD" (al ol + ay OD;?) o (t) = (bl oDI + by OD;"”*“) e(t)
1ID.IID (a1 oI + as oI + as ODz) o (t) = (b1 QLY 4 by o IFFTT 4y 0D?) & (t)
IDD.IDD (a1 ol% + az oD? + ag ODz) o(t) = (b1 oIl 4 by DO 4 OD$+7‘“) (1)
IID.IDD (a1 ol% + as oI? + az 0DZ> o (t) = (by oIt + by oDY + by oDF ™) £ (1)

1+p—(aty—p)

14+a—
IJr ID.IJr ID (al 01%+O( + as QIt 2 ’ +as OD;Y) g (t) = (bl ()Itl—HL + b2 OIt 2 + b3 thoH_’y_#) 3 (t)

1+n—(aty—mn)

14v—a
IDD .IDD" (al ol® +as0D, T +as 0D§+V) o (t) = <b1 oI L by oD, 2 4 by OD#") £(t)

14+n—(at+vy—n)

1ta—vy
I'ID.IDD" (a1 oI 4asol, 2 +as ODz) o (t) = (b1 Sl Ly oD, E by OD#") £ (t)

I1ID.ID (al oI gy oY + ag ODZ) o (t) = (b1 oI% + by on) £ (t)
IDD.DD" (a1 ol® + ag oDP + ag ODQ) o (t) = (bl oD! + by 0D§“+5+*‘) £ (t)
I'ID.ID (a1 IO 4y oIY + ag ()D?Jrﬂ’”) o (t) = (b1 oI% + by 0Df) £ (t)
IDD".DD" (a1 ol% + az oD? + as ng‘“’ﬁ) o (t) = (b1 DI + by OD?””“) £(t)
ID.IDD (a1 ol + az oDY) o () = (b1 oI& + by oDP + by ODF”‘C‘) £ (1)
ID.DDD" <a1 oI + as 0Df) o (t) = <b1 oD + by DY + by 0D§*+ﬁ+”) £ (t)
ID.IDD" (a1 oI% + ap ODE) o (t) = (bl oIV by DY + by OD?“””) £(t)

Tabela 2.1: Simetri¢ni i asimetri¢ni frakcioni Cenerovi i anti-Cenerovi konstitutivni modeli.

0<a< <y pu<<linge{na,By} iliy € [1,2] uslutaju modela IT- V,sa0 < a< 8 < p<li
(n,7) € {(a,20) , (a, & + B), (B, + B),(8,208)}, dok za modele druge klase vazi 0 < a < 8 < 1iB+n€[l1,2],
sa 11 = a, u slucéaju modela VI; n = B u sluéaju modela VII; i « = n = B, a1 = a1 + ae, 1 as = a3 u sluéaju
modela VIII, videti dodatak A.2.

U konstitutivnim jednacinama modela I - V, redovi frakcionih izvoda su uredeni od najnizeg do najviseg,
posebno za one u intervalu [0, 1] i posebno za one u intervalu [1,2]. Model I sadr7i samo jedan izvod koji deluje
na deformaciju i koji je reda u intervalu [1, 2], dobijen kao zbir najviSeg reda izvoda u intervalu [0, 1] i bilo kog
od preostala tri reda izvoda. Modeli IT - V sadrZe dva frakciona izvoda sa redovima u intervalu [0, 1] i jo§ jedan
reda u intervalu [1, 2], koji deluju na napon, tako da se najvisi red dobija ili kao zbir redova u intervalu [0, 1]
ili kao dvostruka vrednost bilo kog od njih. Staviée, modeli IT - V sadrze jedan frakcioni izvod reda u intervalu
[0,1] i jedan reda u intervalu [1,2], koji deluju na deformaciju, tako da se drugi dobija kao zbir prvog i nekog
od preostalih redova do jedan.

Modeli VI i VII sadrze dva frakciona izvoda reda u intervalu [0,1] i jo§ jedan reda u intervalu [1,2], koji
deluju na napon, kao i jedan frakcioni izvod reda u intervalu [0, 1] i jedan reda u intervalu [1, 2], koji deluju na
deformaciju, tako da se najvisi red frakcionog izvoda koji deluje na deformaciju podudara sa najvisim redom
frakcionog izvoda koji deluje na napon bez obzira na interval kom pripadaju. Redovi frakcionih izvoda u
intervalu [1, 2] se dobijaju ili kao zbir redova iz intervala [0, 1], ili kao dvostruka vrednost reda vece vrednosti.
Model VIII sadrzi dva frakciona izvoda koja deluju i na napon i na deformaciju, prvi reda u intervalu [%, 11
drugi ¢iji se red dobija kao dvostruka vrednost prvog.

U [30] se ispituje moduo relaksacije i funkcija puzanja u slu¢aju materijala modeliranog frakcionim Burgerso-
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vim modelom, tako da razmatranje asimptotskog ponaSanja funkcije puzanja za velika vremena kategorizuje
ove modele u modele fluidnog tipa, buduéi da funkcija puzanja tezi u beskonacnost za velika vremena, dok
razmatranje asimptotike modula relaksacije za vremena bliska nuli grupise ove modele u dve klase, tako da
brzina prostiranja mehanickog poremecaja ima beskona¢nu vrednost za modele prve klase, budué¢i da moduo
reklasacije u trenutku ¢ = 0 ima beskona¢nu vrednost, dok brzina prostiranja mehanickog poremecaja ima
konac¢nu vrednost za modele druge klase, buduéi da moduo reklasacije u trenutku ¢ = 0 ima konaénu vrednost.

2.2.3 Frakcioni Cenerovi i anti-Cenerovi modeli

Linearni modeli frakcionog reda koji sadrze i frakcione integrale i Riman-Liuvilove frakcione izvode reda i u
intervalu (0, 1) i u intervalu (1, 2) su frakcioni Cenerovi i anti-Cenerovi konstitutivni modeli, koji su formulisani
i ¢ija je termodinamicka analiza sprovedena u [1], kao i u narednom poglavlju. Naime, koris¢enjem reoloskih
Sema koje odgovaraju klasi¢cnom Cenerovom i anti-Cenerovom modelu, zamenom klasi¢nih opruga i prigu$nica
frakcionim oprugama i prigu$nicama, pri ¢emu su opruge, umesto Hukovim zakonom, modelirane zakonom
koji povezuje napon sa frakcionim integralom deformacije, dok su prigusnice, umesto Njutnovim zakonom
viskoznosti, opisane zakonom koji povezuje napon sa frakcionim izvodom deformacije, dobijeni su frakcioni
Cenerovi i anti-Cenerovi modeli viskoelasti¢nog tela. Frakcioni Cenerovi i anti-Cenerovi modeli grupisani su
u klase simetri¢nih i asimetri¢nih modela, pri ¢emu simetri¢ni modeli sadrze isti broj operatora, frakcionih
integrala i/ili Riman-Liuvilovih frakcionih izvoda, koji deluju na napon i deformaciju, a asimetri¢ni modeli
sadrZe razli¢it broj operatora koji deluju na napon i deformaciju. Termodinamicke restrikcije na parametre
modela, koje obezbeduju disipativnost, formulisane su razmatranjem disipirane snage u kvazistacionarnom
rezimu i prakti¢no su odredene zahtevanjem nenegativnosti konzervativnog i disipativnhog modula, izvedenog
iz konstitutivnog modela, za sve frekvencije harmonijske pobude. Termodinamickom analizom je utvrdeno da
modeli dati u tabeli 2.1 zadovoljavaju termodinamicke restrikcije koje obezbeduju njihova disipativna svojstva,
a predstavljene su u dodatku A.3. Odredivanjem funkcije puzanja i modula relaksacije, u poglavlju 4, kao i u
[2], pokazano je da frakcioni Cenerovi i anti-Cenerovi modeli opisuju ¢vrsto telo fluidnog tipa sa beskona¢nom
brzinom prostiranja talasa, a takode je ispitivan energetski bilans modela u vremenskom domenu.
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3. Frakcioni Cenerovi 1 anti-Cenerovi
modeli viskoelasti¢nog tela

Klasi¢ni modeli Cenerovog i anti-Cenerovog tipa predstavljaju standardne konstitutivne jednacine jednodimen-
zionog viskoelasti¢nog tela i povezuju napon o i deformaciju ¢, koji su funkcije vremena ¢t > 0. Naime, klasi¢ni

Cenerov model
d d

kao i klasi¢éni anti-Cenerov model

<1 + ai) o(t) = <b1 + bQi) %5 ), (3.2)

u kojima je E uopsteni Jangov moduo, a a,b,by,bs su konstante, mogu se respektivno dobiti kori§éenjem
reologkih Sema datih na slikama 3.1 i 3.2, pretpostavljajuéi da su opruge elasti¢ne i stoga modelirane Hukovim
zakonom (2.1)1, kao i da su prigusnice modelirane Njutnovim zakonom viskoznosti (2.1)s.

E. m
E[L
E,
E
g !
(a) Reoloska Sema Cenerovog mo- (b) Reoloska sema Cenerovog
dela prvog tipa. modela drugog tipa.

Slika 3.1: Reologke Seme koje odgovaraju Cenerovom modelu.

3.1 Formulacija modela

Pomenute reoloske Seme, koje odgovaraju Cenerovom i anti-Cenerovom modelu, su kori§éene da bi se formulisale
uopstenije konstitutivne jednac¢ine zamenom klasi¢nih opruga i prigusnica frakcionim oprugama i prigusnicama,
tako da su opruge umesto Hukovim zakonom modelirane zakonom koji povezuje napon sa frakcionim integralom
deformacije (2.2)1, dok su prigu$nice umesto Njutnovim zakonom viskoznosti opisane zakonom koji povezuje
napon sa frakcionim izvodom deformacije (2.2)s.

Umesto izvodenja konstitutivnih jednacina u vremenskom domenu prema reologkim Semama sa slika 3.1 i
3.2, gde su opruge i prigusnice modelirane frakcionim Hukovim i Njutnovim zakonima (2.2), mogu se izvesti
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E. 1y Eq
y
un
np ‘—’7
(a) Reoloska Sema anti- (b) Reoloska Sema anti-Cenerovog
Cenerovog modela prvog tipa. modela drugog tipa.

Slika 3.2: Reologke Seme koje odgovaraju anti-Cenerovom modelu.

konstitutivni modeli koris¢enjem njihove Laplasove transformacije
G(s)=E—=&(s) i &(s)=mns%(s),
bududi da se frakcioni integral i frakcioni izvod transformisu prema (2.8) i (2.9).

Naime, konstitutivni model u Laplasovom domenu, dobijen prema Semi za Cenerov model prvog tipa, datoj
na slici 3.1a, predstavljen je izrazom

B, N o(s) = (BB — 1 Bunye 4 By, ) 2 3.3
asfa‘f'??/gs o (s) = o 'Ysa+'y+ anlgsfa‘f' 777587 E(s) (3.3)
dajuéi Cenerov model prvog tipa
B at oD} “ oD; 7
(Ea ol% + nBth) o (t) = [ BaEy ol + Bung s+ s p ] | < (0), (3.4)
t t

nakon primene inverzne Laplasove transformacije na (3.3), dok konstitutivni model u Laplasovom domenu

1 1 ~ 1 s7Y .
(Eaga +Es 5+ 77787> G (s) = (EQEBW + Eﬁnvsﬁ) £(s), (3:5)

sledi sa Seme Cenerovog modela drugog tipa, prikazane na slici 3.1b, dajuéi

o D’Y—B
(Ea OIt + E,B OItﬁ + U OD?) g (t) = (EaEﬂ OItOH_ﬁ + Eﬁnfy OIﬁtffy ) € (t) ) (36)
0%t
oD§
kao Cenerov model drugog tipa. Oznaka IEt , koja se koristi u konstitutivnim modelima (3.4) i (3.6),
0%

predstavlja moguénost izbora ili frakcionog izvoda ODtC ili frakcionog integrala OIf u modelu, buduéi da eksponent
kompleksne promenljive s, koja figurise u modelima u Laplasovom domenu (3.3) i (3.5), moZe imati ili pozitivnu
vrednost ¢ ukazujuéi da se u vremenskom domenu radi o operatoru frakcionog izvoda, ili negativnu vrednost
—( = £ ukazujudi da se u vremenskom domenu radi o operatoru frakcionog integrala. Takode, red frakcionog
izvoda predstavljenog zbirom eksponenata, a koji se pojavljuje u modelima (3.4) i (3.6), moZe biti ili u intervalu
(0,1) ili u intervalu (1, 2).

Isti pristup izvodenja konstitutivnih jednacina koristi se prilikom razmatranja reologkih Sema sa slike 3.2,
koje odgovaraju anti-Cenerovom modelu, stoga je konstitutivni model u Laplasovom domenu, dobijen prema
Semi anti-Cenerovog modela prvog tipa, prikazanoj na slici 3.2a, dat izrazom

1 - s? -
(Bag 155 40,57 ) 56) = (Bany 5+ mgms™7) 2(9), 5.7
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dajuéi inverznom Laplasovom transformacijom anti-Cenerov model prvog tipa

o Dy °
(EC, oI + 140D + n,YoDZ) ot) = (EanB OI;,B +nﬂnyon+V> (1), (3.8)
01t
dok konstitutivni model u Laplasovom domenu
1 - s8 s N
(Easa + nﬁsﬁ> a(s)= (Ean,gsa + Eanvsfa + an735+7) g(s) (3.9)

sledi sa §eme anti-Cenerovog modela drugog tipa, date na slici 3.2b, dajuéi anti-Cenerov model drugog tipa

on_a
ol "

D
+ Eqn, 21?27 +ngn, on”) e(t), (3.10)

(Ea oli' +1g ODtB> o(t)= (Eanﬁ

koji se dobija nakon primene inverzne Laplasove transformacije.
Po uzoru na frakcione Cenerove i anti-Cenerove modele (3.4), (3.6), (3.8) i (3.10), usvajaju se konstitutivne
jednacdine

DY D/
(0,1 01? + ao 0Df) o (t) = (bl 015 + by 0 Vt + bs o nt ) € (t), (3.11)
OIt OIt
« B Y _ M ODty
<a1 OIt + a9 OIt + as ODt) o (t) = (b OIt + by oI £ (t) R (312)
t
« B Y ODQL v
<a1 OIt + ag th + as th ) g (t) = b1 OI# + b2 ODt 9 (t) 5 (313)
t
D DY
(108 +a20D7 ) o (1) = (b1 o b o s 0D?> e(t), (3.14)
t t

respektivno, koje sadrZe proizvoljne parametre modela: a1, as,as, b1,b2,b3 > 01, 8,v,u,v,n € (0,2).

Model (3.12), koji poti¢e od frakcionog anti-Cenerovog modela prvog tipa, se grana na dva modela, oznacena
kao IID.ITi IID.ID: prvi koji sadrzi frakcioni integral i drugi koji sadrzi frakcioni izvod, pored frakcionog integrala
koji deluje na deformaciju. Sli¢no, frakcioni Cenerov model drugog tipa, razmatran u formi (3.13), daje jos dva
modela, oznacena sa IDD.ID i IDD.DD. Svaki od modela (3.11) i (3.14) grana se na tri modela, medutim, dajuéi
dva zajednicka modela ID.IDD i ID.IID, dok je ID.IIT tre¢i model koji daje frakcioni Cenerov model prvog tipa
(3.11), a ID.DDD tre¢i model koji daje frakcioni anti-Cenerov model drugog tipa (3.14). Ako konstitutivne
jednacine sadrze barem dva ista frakciona operatora, frakciona izvoda ili frakciona integrala, koji deluju na
napon i/ili na deformaciju, tada se, pored slu¢aja da redovi oba frakciona operatora pripadaju intervalu (0, 1),
takode razmatra i slu¢aj da jedan od redova frakcionog operatora pripada intervalu (1,2), pri éemu se usvoja
notacija D+, odnosno I+, a red je predstavljen sa 1+ &, tako da je £ € (0,1). Svi prethodno spomenuti modeli,
koji su Sematski poredani u tabeli 3.1, su asimetri¢ni, u smislu da sadrze dva operatora koji deluju na napon i
tri operatora koji deluju na deformaciju ili obrnuto.

Po uzoru na klasi¢ni Cenerov i anti-Cenerov model (3.1) i (3.2), koji su simetri¢ni, u smislu da sadrZe isti
broj operatora sa obe strane jednakosti konstitutivne jednacine, modeli (3.11) i (3.14) postaju konstitutivne
jednacine simetri¢nog tipa izjednacavanjem redova v = 1 u modelu (3.11) i redova g = v u modelu (3.14),
transformiguéi modele (3.11) i (3.14) u

Dl/ _ _ Dl/
(a1 ol¢ + as on) a(t) = (b1 olf + (ba + bs) ) £ (1) = (b1 off + b2t ) e(t), (3.15)
t t
DY — | oD -
(al 01? + asg ODtB) g (t) = ((b1 + bg) EIJ + b3 OD?) e (t) = (b1 EIJ + b2 ODty) 3 (t) 5 (316)
t t
oD;
a kada se samo jedan operator u Igt u modelima (3.15) i (3.16) izabere da deluje na deformaciju, dajuéi
0-¢
modele ID.II; ID.ID, i ID.DD, dok modeli (3.12) i (3.13) postaju konstitutivne jednacine simetri¢nog tipa,
¢
odnosno modeli IDD.IDD i IID.IID, kada se izabere da i frakcioni integral i frakcioni izvod u O?g deluju na
0-1¢
oDs
deformaciju. Kako se Igt moze interpretirati kao delovanje i frakcionog integrala i izvoda, modeli (3.15) i
0%¢

(3.16) se mogu napisati kao

on

olf

) o(t) = <b1 oll + by 25} ) e(t), (3.17)

(al OI? + a9
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D¢ D#
(a1 Olat + ag on) o (t) = <b1 OIMt + by 0D?> £ (t) s (318)
01t 01t

stoga se mogu razmotriti jo§ dve varijante modela (3.17) i (3.18), date sa

« ODtE ODf v
ai OIt + as IB o (t) =(b 2 + by ODt € (t) s (319)
01 0t

kada se frakcioni integral u (3.17) zameni frakcionim izvodom, kao i

Dy DY
<a1 S+ aQODtﬁ) o(t) = <b1 ol + b2 [t ) e(t), (3.20)
01¢ 0t

kada se frakcioni izvod u (3.18) zameni frakcionim integralom, dajuéi modele IID.IDD i IDD.IID, respektivno.
Ukoliko model sadrzi dva operatora istog tipa, tada se razmatra sluc¢aj da su redovi oba operatora u intervalu
(0,1), ali se takode razmatra i slu¢aj da je jedan od redova operatora u intervalu (0,1), a drugi u intervalu

< + .. + .
(1,2), te se operator oznacava sa I ili D u nazivu modela.

Frakcioni model | Tip modela | Oznaka modela
IDD.ID
prvi
anti-Cener IDD.DD
drugi ID.DDD
ID.IDD
anti-Cener/Cener | drugi/prvi
/ Bi/p ID.ITD
prvi ID.III
Cener IID.IT
drugi
IID.ID

Tabela 3.1: Sema modela.

3.2 Termodinamicka konzistentnost modela

U cilju opisa linearnog jednodimenzionog viskoelasti¢nog tela sa karakteristiénim disipativnim svojstvima, sve
varijante asimetri¢nih modela (3.11) - (3.14), kao i simetri¢nih modela (3.15) - (3.20), se analiziraju u pogledu ter-
modinamicke konzistentnosti, Sto implicira restrikcije na parametre modela. Naime, pretpostavljajuc¢i kvazista-
cionarno stanje, uspostavljeno izlaganjem viskoelasti¢nog tela deformaciji koja je harmonijska funkcija, §to posle
dovoljno dugo vremena indukuje takode harmonijski karakter napona, svaka konstitutivna jednacina se moze
napisati kao funkcija ugaone frekvencije w > 0 izrazom

G (w)
& (w)

koriste¢i kompleksni Jangov moduo E,kaoi F'i E” koji predstavljaju konzervativni i disipativni deo komplek-
snog Jangovog modula, odnosno njegov realni i imaginarni deo, a koji se dobija primenom Furijeove transfor-
macije

— B(w) = B/ () +1E" ().

ﬂm=fU®Hm=[%f®€MM,weR

na konstitutivnu jednacinu.

Alternativno, kompleksni moduo E, kao i njegov konzervativni i disipativni deo, E’ i E”, mogu se dobiti
pretpostavljanjem deformacije u obliku harmonijske funkcije ugaone frekvencije w > 0, implicirajuéi, posle
dovoljno dugo vremena, napon kao takode harmonijsku funkciju, odnosno

e(t) =goet i o(t) = op (w) @) (3.21)
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pri ¢emu su €y i og amplitude, a ¢, je fazni ugao. Zbog ¢injenice da su ranije pomenuti konstitutivni modeli
linearni i €¢injenice da frakcioni integral i izvod zadovoljavaju sledece relacije
olf el(wt+o) _ Lei(wtw) i on el(wt+o) _ (iw)5 @) kada ¢ — oo,

(iw)*

videti [62], kompleksni Jangov moduo se definiSe kao

Ew) = Z(f)) = %?E:u)ei%(“) = E () +iE" (w), sa
B (W) = ”Ogi“’) cosd, (W) 1 B (w)= Uogiw)singbo (w), (3.22)

koji predstavljaju konzervativni i disipativni deo kompleksnog Jangovog modula.
Termodinamicka konzistentnost postize se zahtevanjem nenegativnosti konzervativnog i disipativnog dela
kompleksnog Jangovog modula za sve ugaone frekvencije, tj.

E'(w)>0 i E"(w)>0, Yw>0,

¢ime se obezbeduju disipativna svojstva materijala. Naime, snaga po jedinici zapremine u kvazistacionarnom
rezimu je oblika
P(t)=0(t)é(t) = 0p (w)gowsin (wt + ¢, (w)) cos (wt) ,

buduéi da je deformacija pretpostavljena kao harmonijska funkcija, odnosno ¢ (t) = Img(t) = £¢sin (wt), dok
je napon posle dovoljno dugog vremena takode harmonijska funkcija defazovana za ugao ¢, odnosno o (t) =
Img(t) = o¢ (w)sin (wt + ¢, (w)), videti (3.21), te se za mehanicki rad po jedinici zapremine izvrSen tokom
jednog perioda T, posle proizvoljnog trenutka 7, dobija

4T T+T
A= / P(t)dt = %0‘0 (w) aow/ (sin (¢, (w)) + sin (2wt + ¢, (w))) dt
A =70 (w)egsin (¢, (W) = me2E" (W),

videti (3.22)9, te zahtev za njegovu nenegativnost implicira zahtev da je disipativni deo kompleksnog Jangovog
modula nenegativan za sve frekvencije, odnosno B (w) = 0 za svako w > 0, dok se zahtev za nenegativnost
konzervativnog dela kompleksnog Jangovog modula prirodno namece, odnosno E' (w) > 0 za svako w > 0.

Pristup nametanja termodinamickih ograni¢enja preko nenegativnosti konzervativnog i disipativnog modula
dat je u [63], dok se viSe o termodinamickoj analizi memorijskih materijala moZe pronac¢i u [64]. Koristeéi
pomenuti metod, u [28] je pokazano da postoje Cetiri termodinamicki konzistentne linearne konstitutivne jed-
nacine viskoelasti¢nog tela koje sadrze frakcione izvode reda do jedan, date sa (2.19) - (2.22), videti takode
dodatak A.1, u [9] je pokazano da postoji osam termodinamicki konzistentnih fracionih Burgersovih modela
navedenih u dodatku A.2, a grupisanih u dve klase, videti (2.29), dok su u [1], koris¢enjem pomenutog metoda,
formulisani termodinamicki konzistentni frakcioni Cenerovi i anti-Cenerovi modeli, dati u tabeli 2.1 kao i u
dodatku A.3, videti takode poglavlje 2.2 za sve navedene linearne frakcione modele.

Restrikcije na parametre modela u frakcionoj Burgersovoj jednacini, dobijenoj zamenom obi¢nih izvoda
frakcionim izvodima, su izvedene u [65], takode prateci pristup iz [63]. Termodinamicke restrikcije se takode
mogu dobiti preko disipativnih nejednakosti u vremenskom domenu, videti na primer [66, 67]. Sa druge strane,
disipativne karakteristike frakcionih talasnih jednacina koristeci apriorne energetske ocene proucene su u [29].

Koriste se sledec¢a pravila u analizi termodinamicke konzistentnosti modela, kako bi se obezbedila nene-
gativnost konzervativnog i disipativnog dela kompleksnog Jangovog modula, pri ¢emu je pretpostavljeno da

0.0.9,6 € (0,1).

Pravilo 1 Ako ¢lan u konzervativnom i/ili disipativnom delu kompleksnog Jangovog modula sadrzi sin %, tada

se njegova nenegativnost postize zahtevanjem da je 6 > .
Pravilo 2 Ako ¢lan u konzervativnom i/ili disipativnom delu kompleksnog Jangovog modula sadrzi cos @, tada

se njegova nenegativnost postize ili zahtevanjem da je 8 + ¢ < 1 (buduéi da je tada 0 < @ < 3), il

se ¢lan kombinuje sa nenegativnim ¢lanom i zahteva se nenegativnost zbira kombinovanih ¢lanova.

Pravilo 3 Ako ¢lan u konzervativnom i/ili disipativnom delu kompleksnog Jangovog modula sadrzi bilo koji od

slede¢ih ¢lanova: —cosw < 0, ili —COSM < 0, ili —sin% < 0,sa0 < % < 5

0< % < 5,ii0< @ < m, respektivno, tada se ¢lan kombinuje sa nenegativnim ¢lanom i zahteva

(O=@)m 535
2 )

ili

se nenegativnost zbira kombinovanih ¢lanova. Treba napomenuti da su ¢lanovi koji sadrze cos ili

(O+¢)m (O+¢)m

cos ~—5~—, ili sin ~—5~— nenegativni.
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Pravilo 4 Da bi se kombinovao nepozitivni sa nenegativnim ¢alnovima u konzervativnom i/ili disipativhom delu
kompleksnog Jangovog modula, eksponenti frekvencija koji pripadaju istom intervalu se izjednacavaju, na
primer: 0 —p =9V —-¢c (-1,1)illi0+p=9+¢ € (0,2).

3.2.1 Modeli asimetri¢nog tipa

Nisu svi asimetri¢ni modeli, Sematski predstavljeni u tabeli 3.1, termodinamicki konzistentni. Naime, ne mogu
se nametnuti termodinamicke restrikcije na parametre modela predstavljenih u zasencenim poljima u tabeli 3.2,
koje bi obezbedile termodinamicku konzistentnost, stoga su ti modeli termodinamicki nekonzistentni i njihova
analiza se izostavlja, dok su ostali modeli u tabeli 3.2 termodinamicki konzistentni uz nametnute odgovarajuce
restrikcije na parametre modela.

Tabela 3.2: Pregled termodinamicke konzistentnosti asimetri¢nih modela.

3.2.1.1 Frakcioni anti-Cenerovi modeli

Ispituje se termodinamicka konzistentnost modela koji poti¢u od modela IDD.DD, a koji odgovara anti-Cenero-
vom modelu prvog tipa (3.13), kao i termodinamic¢ka konzistentnost modela koji poti¢u od modela ID.DDD, a
koji odgovara anti-Cenerovom modelu drugog tipa (3.14), videti takode tabelu 3.1, dok su modeli koji poticu
od modela IDD.ID, koji odgovara anti-Cenerovom modelu prvog tipa (3.13), termodinamicki nekonzistentni i
njihova analiza se izostavlja.

Model IDD.DD Jedan od modela koji poti¢e od anti-Cenerovog modela prvog tipa (3.13), videti takode
tabelu 3.1, je model IDD.DD dat konstitutivhom jednacinom

(a1 oI% + ag oDf + as ODg) o (t) = (b oD¥ + by oDY)e(t), sa B <, u<u, (3.23)

a njegov kompleksni moduo se dobija izraz

. W) = o (w) _ b1 (iw)” + by (iw)”
Ew) EW) =+ a (W) +ag ()’

primenom Furijeove transformacije na (3.23), dajuci za konzervativni i disipativni deo kompleksnog modula

E' (w) = a1byjw 1 cos % + a1bow ™ cos M + asbwP T cos %
+ agbowP TV cos % + azbiw ™ cos w + azbow™ cos w, (3.24)
E" (w) = arbyw™ > Fsin w + a1bow ¥ gin @ + agb;wP T sin %
+ agbaw® T sin % + asbiw ™ Hsin w + asbowt sin %, (3.25)
pri ¢emu su E’ i E” preko kompleksnog modula E dati sa
2 2

(i% tas () + a3 ()| B (w).  (3.26)

N4 () +as (i) B@) i E"(w) =

B = |y
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Kombinovanjem prva dva potencijalno nepozitivna ¢lana u konzervativhom modulu (3.24) prema Pravilima
2 i 4 i izjednacavanjem odgovarajuc¢ih eksponenata frekvencije —a + ¢ = —a + v, dobija se da je p = v,
§to je u suprotnosti sa pretpostavkom da desna strana modela (3.23) sadrzi dva operatora frakcionog izvoda
razliitog reda, stoga je neophodno nametnuti da je a + ¢ < 11 a+ v < 1, prema Pravilu 2. Primenom
Pravila 1 na poslednja ¢etiri ¢lana u disipativnom modulu (3.25), dobijase 8 < pu, 8 < v,y < piy < v, ¢ime
se obezbeduje nenegativnost disipativnog modula (3.25). Stoga su termodinamicke restrikcije na parametre
modela u konstitutivnoj jendacini (3.23) date sa

f<y<pu<v<l—a.
Primenom frakcionog izvoda reda a na model IDD.DD, dat sa (3.23), dobija se konstitutivna jednacina

(al + as ()D?Jrﬂ + as ()D?Jr’y) g (t) = (b1 ODtoc+,u + b2 OD?JFV) 19 (t) y (327)

koja, prema prethodnoj termodinamickoj restrikciji, sadrzi redove frakcionih Riman-Liuvilovih izvoda u inter-
valu (0,1), te pripada grupi modela Case IV, videti dodatak A.1. Konstitutivna jednac¢ina (3.27) se dobija
kori§¢enjem osobina frakcionog izvoda i integrala

(—¢
DC Ig _ ODt f (t)a za C > 57 .
ool (1) {olfgf(t), mC<é (3.28)
DS oD (1) = oD§ 7 (1) ~ D21t ol £ ()] = oDETEF (1)

koja vaze za funkciju f ogranicenu u nuli.

Model IDD.DD" Model IDD.DD " se dobija iz modela IDD.DD i odgovara slu¢aju kada je red jednog od
frakcionih izvoda koji deluje na deformaciju u intervalu (1,2), tj. dobija se zamenom v sa 1+ v u (3.23), te je
odgovarajuca konstitutivna jednacina

(al 01? + as ()Df + as ()Dg) o (t) = <b1 ODf + by ()D%jLV) € (t) , sa (<7, (329)
a za kompleksni moduo se dobija

noo e (w) by () by (iw)' T
€ (w) G + az (iw)? + a3 (iw)”

primenom Furijeove transformacije na (3.29), dajuéi za konzervativni i disipativni deo kompleksnog modula

E' (w) = a1biw™ " cos % + {—albzwl_a"‘” sin w + agby WP cos (,U—Qﬁ)ﬂ]

+ agbow' TPt sin M + asbiw?H cos (,u—+)7r + asbow! T sin (W_TV)F7 (3.30)
E" (w) = a;byw™ > sin % + [a1b2w10‘+” cos % + agbwP T sin (/~L—25)7T]
Fasbs 9 cos CZDT 4 gprtnin Uy g i oos VT g )

pri Gemu su E’ i E” preko kompleksnog modula E dati sa (3.26).

Eksponenti frekvencije ¢lanova u zagradi u konzervativhom modulu (3.30) su u istom intervalu (0,2) i
izjednaceni su prema Pravilu 4 dajuéi 1 —a+v=0+pu, tj. l+v=a+ 4+ p € (1,2), §to je zahtev (3.32);.
Pomenuti ¢lanovi su kombinovani prema Pravilu 3, buduéi da prvi od njih ima nepozitivhu vrednost, a drugi
ima nenegativnu vrednost. Treba zapaziti da peti ¢lan u (3.30) nije ukljucen u zbir u zagradi, jer bi se prema
Pravilu 4 dobilo da je 1 —a+v = 8+ p = v+ p implicirajuéi 8 = , §to je u suprotnosti sa pretpostavkom da
leva strana modela (3.29) sadrZi dva operatora frakcionog izvoda razli¢itog reda. Sa druge strane, zamena treceg
¢lana sa petim ne stvara znacajnu razliku u analizi. Primenom Pravila 1 na Cetvrti i Sesti ¢lan u konzervativnom
modulu (3.30), redom se dobijaju uslovi v < fiv < 7, tj. uslov v < § < 7, koji se svodi na a+pu < 1, buduéi da
je 1+ v =a+ B+ pu, implicirajuéi nenegativnost prvog ¢lana u (3.30). Sa druge strane, primenom Pravila 1 na
tredi i peti ¢lan u disipativnom modulu (3.31), redom se dobija 8 < p iy < u, tj. 8 < < p, §to, kombinovano
sa o+ p < 1, daje termodinamicku restrikciju (3.32)2. Zbir u zagradi u (3.31) ima nenegativnu vrednost i stoga
ne predstavlja termodinamicku restrikciju, buduéi da je a +v < a+ p < 1, zbog v < 8 < v < p, suprotno od
zbira u zagradi u (3.30), koji predstavlja termodinamicku restrikciju (3.33).
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Dakle, termodinamicki konzistentan model IDD.DD " se dobija iz (3.29) kao
<a1 oI? + ag oD} + as oDz) o(t)= (b1 oD} + by oD(tHﬁJr“) e(t),

tj. kao
<a1 OI? + as ODtﬁ + as 0D?> o (t) = (bl + bsy 0D?+’8> ODfE (t) R

sa termodinamickim restrikcijama

1<a+pf+u<2, [f<y<pu<sl—aq, (3.32)
2a+B+p)m
al ’COS( 2 ) b1
@ lh (3.33)
as cos (H_Q/B)ﬂ' b2
Treba naglasiti da je u restrikciji (3.33) iskori$éena transformacija sin (aJ;")” = — cos w = |cos w

zbog ¢injenice daje v =a+ 8+ p—11i2a+ + p € (1,3), prema zahtevu (3.32);.

Model IDD".DD" Dozvoljavajuéi da red jednog od frakcionih izvoda koji deluju na napon, kao i red jednog
od frakcionih izvoda koji deluju na deformaciju bude veéi od jedan, dok su redovi ostalih frakcionih izvoda
manji od jedan, tj. zamenom v sa 1+~ i v sa 1+ v u modelu IDD.DD, datim sa (3.23), dobija se konstitutivna
jednacina

<a1 oI +az oD} + as oDiﬂ) o (t) = (b1 oD} + b2 oD; ™) e (1), (3.34)

koja odgovara modelu IDD+.DD+, a za kompleksni moduo se dobija

) = T@) b ()" + b (i)
POZH0 T e e ) i)

nakon primene Furijeove transformacije na (3.34), dajuéi za konzervativni i disipativni moduo
(a+v)m (u—ﬁ)ﬂ]
2

5 + agbiwP T cos

E' (W) = aibyjw™ *"* cos (OH_%)W + {—albgwlo‘” sin

- faata 4 sin EZIT o aqpttoomsin T gt s cos S0 (o)
E" (w) = a;byw™ *t#sin (OH_TM)W + |a1bow! T cos w + asbywP T sin W—25)7T]
+ {angwHﬂ*” cos G _21/) T_ asbywt T cos (M_;)W} + agbow? T sin w, (3.36)

pri ¢emu su E’ i E” preko kompleksnog modula E dati sa

2

2
E' (w) = | — & + as (iw)” + as (iw)' E" (w). (3.37)

(izl) E(w) i E'w)= ‘(IZI)“ +az (iw)” + a3 (iw)'

Clanovi u prvoj zagradi u konzervativnom modulu (3.35), za koje se pokazuje da ¢ine levu stranu termodi-
namicke restrikcije (3.39), kao i €lanovi u prvoj zagradi u disipativnom modulu (3.36), su kombinovani prema
Pravilima 3 i 4 u slu¢aju prvih ¢lanova i prema Pravilima 2 i 4 u slu¢aju drugih ¢lanova, tako da se izjednacavan-
jem odgovarajucih eksponenata frekvencija dobija 1 —a+v = f+p € (0,2), Sto daje 1+v =a+ 8+ p € (1,2),
i predstavlja restrikciju (3.38)2. Sa druge strane, zbir ¢lanova u drugoj zagradi u (3.36), koji predstavlja desnu
stranu termodinamicke restrikcije (3.39), je posledica primene Pravila 3 i 4, bududéi da se izjedna¢avanjem odgo-
varaju¢ih eksponenata frekvencija dobija 1+ 8+ v =1+~ + u € (1, 3), §to se, koris¢enjem 1+ v = o+ 8 + p,
transformige u 1+ = a+28 € (1, 2) i predstavlja restrikciju (3.38);. Primenom Pravila 1 u tre¢em i poslednjem
¢lanu u (3.36), redom se dobija 8 < pivy < v, 8to se redukuje na 8 < p, zbog 1+v =a+F+pil+y=a+285.
Sliéno, Pravilo 1 primenjeno na Getvrti i peti ¢lan u (3.35), redom daje v < 81y < pu, S$to se redukuje na
a+p<liat+p—(u—pB) <1 Treba primetiti da uslovi f < pia+p < 1dajuf < p < 1—aq, §to predstavlja
termodinamicku restrikciju (3.38)3, dok a+ 8 — (1 — ) < 1 ne predstavlja novi uslov, buduéida S < p<1—«
implicira da je « + 8 < 1. Zbir u prvoj zagradi u (3.36) ne predstavlja termodinamicku restrikciju, jer prema
v<pB,B8<piat+tpu<lvaziv<f<pu<l—atj at+v <1, te je drugi ¢lan u (3.36) nenegativan. Dakle,
samo zbir u prvoj zagradi u (3.35), kao i zbir u drugoj zagradi u (3.36) impliciraju termodinamicke restrikcije
(3.39).
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Termodinamicki konzistentan model IDD.DD " se dobija iz (3.34) kao
(al oIf + a2 oDy + a3 OD?+25) o(t) = (bl oD} + b2 ODZHBHL) e(t),

tj. kao
(a1 OI? + ao thB + as 0D?+2ﬁ) o (t) = (bl + by OD?JFB) ngE (t) R

sa termodinamickim restrikcijama

2a+B+p)mw
a ‘COS( 2 = b1 ao sin%
1 ————— { —  —— 2 ——. (3.39)
Ay cog L=AT ba ~ a3 sin (O‘H%ﬂ)ﬂ

Treba naglasiti da je u restrikciji (3.39) iskorigéena transformacija sin W = —cos W = ‘cos w
zbog Cinjenice da je v = a+ 8+ pu—11i2a+ + p € (1,3) prema zahtevu (3.38)2, dok je a + 28 — pu =
a+ B —(u—p) € (0,1), prema zahtevima (3.38); 3, §to obezbeduje da je sin W nenegativan.

Model ID.DDD Model ID.DDD, dat konstitutivhom jednac¢inom
(a1 olf + a2 on) o (t) = (b1oDy +b20Dy +b30D{)e(t), sa p<v<n, (3.40)

je jedan od modela koji poti¢u od frakcionog anti-Cenerovog modela drugog tipa (3.14), videti takode tabelu
3.1. Furijeova transformacija primenjena na konstitutivnu jednacinu (3.40) daje kompleksni moduo

N W) = 5’ ((JJ) _ bl (iUJ)H + b2 (iw)” + b3 (iw)"
Blw) £ (w) = + as (w)”

)

te se za konzervativni i disipativni deo kompleksnog modula dobijaju izrazi

E' (W) = aybjw T cos M + a1bow ™ cos %
+ a1bsw ™ cos @ + asbywP T cos %
+ agbewP TV cos % + agbsw? 7 cos (77—%”7 (3.41)
E" (w) = arbyw™ > *sin % + a1bow ¥t gin w
+ a1bsw™ T gin M + agbwPTH sin %
+ agbow® T sin w + asbswP T sin w, (3.42)
nakon razdvajanja realnog i imaginarnog dela, pri ¢emu su E’ i E” dati izrazima
F (w) = | L + ay (iw)” o W) i B (W)= |2 + as (iw)” S (). (3.43)

(iw) (iw)

Prema Pravilima 2 i 4, kombinovanjem prva tri potencijalno nepozitivna ¢lana u konzervativnom modulu
(3.41) i izjednacavanjem odgovarajuéih eksponenata frekvencija —a+p = —a+v = —a+n dobijase u =v =1,
§to je u suprotnosti sa pretpostavkom da model ID.DDD na desnoj strani sadrzi tri operatora frakcionog izvoda
sa razli¢itim redovima, videti (3.40). Da bi se zadrzala forma modela ID.DDD, prema Pravilu 2, potrebno je
zahtevati da je o+ p <1, a+v < 1ia+n<1. Sa druge strane, nenegativnost disipativnog modula (3.42)
postiZe se primenom Pravila 1 na poslednja tri ¢lana u (3.42), $to redom daje 8 < p, 8 < vi B < 1. Stoga su
termodinamicke restrikcije na parametre modela u konstitutivnoj jednacini (3.40)

< p<rv<n<l—a.

Medutim, model ID.DDD ne predstavlja novi model, buduéi da se primenom frakcionog izvoda reda a na
(3.40) dobija model

<a1 + a9 0D?+B) g (t) = (bl ()D?Jru + b2 ()DtaJrV + bg ()D?Jrn) g (t) s

koji pripada klasi modela Case IV, videti dodatak A.1, pri ¢emu je iskoris¢eno svojstvo (3.28) frakcionog integrala
i izvoda.
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Model ID.DDD " Za razliku od konstitutivne jednacine (3.40), koja odgovara modelu ID.DDD, koji sadrzi
tri frakciona izvoda koja deluju na deformaciju i ¢iji su redovi u intervalu (0, 1), pretpostavlja se da je u slu¢aju

modela ID.DDD " red jednog frakcionog izvoda veéi od jedan, tako da je konstitutivna jednacina data sa
(a1 ()I? + as ODtB> o (t) = (bl OD? + bo ODtV + b3 OD%JH’) £ (t) sa u<v, (344)

a izrazi za konzervativni i disipativni moduo

a-+v (CJL+V)7T

(at+p)m cos 0

E' (W) = arbijw > cos + arbow™

(at+n)m

+ [—albgwl_(”" sin + asbow® TV cos

(p=pB)m (B-—m)m
2

T 4 asbsw! A7 sin — (3.45)

+ asbywP T cos

(a4+v)7w
2

+ {albgwl_o‘” cos (OH_TU)W + asbow’ T sin (V—ﬂ)ﬂ]

2
(n—B)
2

E" (w) = aibyjw™*"*sin M + a1bow ™t sin

B—nm

+ asbwP T sin i + agbsw BT cos — (3.46)

se dobijaju iz kompleksnog modula

5oy T@) _ b (W) + b ()" + by (iw) "7
E( )7é(w)7 = +as (w)” ’

pri Gemu su £’ i E” dati sa (3.43) preko kompleksnog modula E.

Treci ¢lan u konzevativnom modulu (3.45), koji je nepozitivan i ¢iji je eksponent frekvencije 1 — a + 7 €
(0,2), moze se kombinovati prema Pravilima 3 i 4 sa Cetvrtim i petim nenegativnim ¢lanom, ¢iji su eksponenti
frekvencija redom 8+ v € (0,2) i 8+ p € (0,2). Medutim, kombinuje se samo sa jednim ¢lanom, jer se u
suprotnom, izjednatavanjem 1 —a +n =+ v = 8+ u, dobija p = v, §to je u suprotnosti sa pretpostavkom
da desna strana modela ID.DDD " sadr# dva operatora frakcionog izvoda sa razli¢itim redovima, a u intervalu
(0,1), videti (3.44). Kako je irelevantno da li treé¢i ¢lan u (3.45) treba kombinovati sa Getvrtim ili petim
¢lanom, kombinovani su treci i ¢etvrti ¢lan dajuéi termodinamicku restrikciju (3.48), jer se, prema Pravilu 4,
izjednacavanjem eksponenata frekvencije dobija 1 —a+n = +v, tj. 1+n7=a++v € (1,2), §to predstavlja
zahtev (3.47);. Primenom Pravila 1 na poslednji ¢lan u konzervativhom modulu (3.45), kao i na ¢etvrti i peti
¢lan u disipativnom modulu (3.46), redom se dobijan < 8, S < pifB < v, takodajen < f < pu < v. Uslov
at+v<lslediizl+n=a+8+vin< fiuz B < p<vimplicira termodinamicku restrikciju (3.47)2, dok uz
n < B < p < vimplicira uslov a+n < a+ u < a+ v < 1 koji obezbeduje nenegativnu vrednost prvog i drugog
¢lana u (3.45), kao i zbira u zagradi u (3.46).

Termodinamicki konzistentan model ID.DDD ", dat sa (3.44), postaje

(a1 01? + as QDt'B) o (t) = (b1 ()Df + by ODg + b3 ()D?H_’B-Hj) e (t) s

i podleze termodinamickim restrikcijama

lSa+f+rv<2, pfsp<v<l-a, (3.47)
a ‘COS (2a+§+u)ﬂ' by
DN ) <. (3.48)
a2  cos ”_Tﬁ)” b3
Treba naglasiti da je u restrikeiji (3.48) iskorii¢ena transformacija sin % = —cos w — |cos w 7

zbog Cinjenice dajen=a+f+v—11i2a+ 8+ v € (1,3), prema zahtevu (3.47);.

3.2.1.2 Frakcioni anti-Cenerovi/Cenerovi modeli

Ispituje se termodinamicka konzistentnost modela koji poti¢u od modela ID.IDD, koji odgovara i frakcionom
anti-Cenerovom modelu drugog tipa (3.14) i frakcionom Cenerovom modelu prvog tipa (3.11), videti takode
tabelu 3.1, dok su modeli koji poti¢u od modela ID.IID termodinamicki nekonzistentni i stoga se njihova analiza
izostavlja.
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Model ID.IDD Konstitutivni model ID.IDD, dat izrazom
(Oh ol + a2 0D5> o (t) = (broly +b2oD{ +b30D{)e(t), sa v<m, (3.49)

potice i od frakcionog anti-Cenerovog modela drugog tipa (3.14) i od frakcionog Cenerovog modela prvog tipa
(3.11), videti takode tabelu 3.1. Kompleksni moduo

. B & (w) _ (uiﬁ + by (iw)” + b3 (iw)"

3 (w) (uiljﬁ + as (iw)ﬁ

se dobija primenom Fourijeove transformacije na jednacinu (3.49) i redukuje se na konzervativni i disipativni
moduo
ot (@ FV)T

% + a1bow™ cos 5

(at+n)m (ﬁ+MW]
2

FHY cos % + agbsw? 7 cos @, (3.50)

E' (w) = a1bjw™* *cos

+ {albgwa“’ cos + asb1w?H cos

+ a2b2w

(Oé —/,(,)7'[' +a1b2w—a+usin (a+y)ﬂ-

2 2

Lé ‘1‘277) T asbyw?* sin 4(3 ";M) W]

5 + agbzw” M sin w, (3.51)

E" (w) = a1byw™* #sin

+ {al byw ™1 sin

v—0)m

+ agbowP TV sin (

nakon razdvajanja realnog i imaginarnog dela, pri ¢emu su E’' i E” dati sa (3.43) preko kompleksnog Jangovog
modula F.

Zahtevi p < o, S <vip<ntj p<a if<v<mn, sedobijaju primenom Pravila 1 na prvi ¢lan i na
poslednja dva ¢lana u disipativnom modulu (3.51), dajuéi f+p < a+ 5 < a+v < a+n. lako bi se drugi, treci i
Cetvrti €lan u konzervativnom i disipativhom modulu (3.50) i (3.51) mogli kombinovati prema Pravilu 4, bududi
da su im eksponenti frekvencije —a+v, —a+mn i f—p u istom intervalu, eksponenti se ipak ne izjednacavaju, jer
bi —a4+v =—a+n = — udalon =v, §to je u suprotnosti sa pretpostavkom da desna strana modela ID.IDD
sadrzi dva operatora frakcionog izvoda razli¢itog reda, videti (3.49). Prema Pravilu 4, umesto pretpostavke da je
B—p = v—q, pretpostavlja se da vazi jednakost 5 —p = n—«, §to, buduéi da vazi f+pu < a+8 < at+v < a+n
i zahtevanjem da je o + v < 1, ili preciznije 5 + p < o + v < 1, obezbeduje nenegativnost drugog i Cetvrtog
¢lana u (3.50), dok treéi ¢lan ima ili pozitivnu ili negativnu vrednost. Prema Pravilu 2, zbir u zagradi u (3.50)
predstavlja desnu stranu termodinamicke restrikcije (3.54). Leva strana termodinamicke restrikcije (3.54) potice
iz primene Pravila 3 i 4 na zbir u zagradi u (3.51). Takode, jednakost 8 —p=n—«a dajen =a+—p € (0,1),
§to zajedno sa 8 < v < 1 daje uslov (3.53)1, dok u < « zajedno sa o + v < 1 daje uslov (3.53)s.

Termodinamicki konzistentan model ID.IDD se dobija iz (3.49) u obliku

(a1 QI? + a9 ()Df) o (t) = (bl 017 + ba th’/ + b3 0D?+ﬁ_u) € (t) s (352)

uvrStavanjem 1 = o + 8 — p za najvisi red frakcionog izvoda, a termodinamicke restrikcije kojima podleze su
date sa

O§B§V<OZ+B—M<1, Mgagl—l/, (353)

ay cos (2a+g—u)ﬂ' by (2a+§—u)ﬂ'

_— 2 =L —=——2
az COSM b3 as sinw

a sin

(3.54)

Treba napomenuti da uslov a4+ 8 — o < 1, koji se pojavljuje u (3.53), zapravo sledi iz « < 1 —v i 8 < v, buduéi
dajea+pf—pu<1—p—(v—pB) < 1. Takode, prva nejednakost u (3.54) je ili trivijalno zadovoljena ako je
20+ B8—p=a+ (a+ B —pu) <1, ili predstavlja restrikciju ako je 2a+ 8 — p > 1, dok 8+ p < 1, videti iznad,
i2a04+8—p=a+p+ (a—pu) €(0,1+ ), prema zahtevima (3.53), obezbeduju nenegativnost odgovarajucih
sinusa i kosinusa u (3.54).

Primenom frakcionog izvoda reda a na (3.52), prema (3.28), termodinamicki konzistentan model ID.IDD se
redukuje na

(a1 + as 0D?+ﬂ) o (t) = <b1 OD?_M + by oD?JrV + b3 oD?OH_B_H) e (t) s
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i, ako je 2a + B — pu < 1, predstavlja novu klasu konstitutivnih jednacina koje sadrze frakcione izvode reda u
intervalu (0,1), buduéi da je najvisi red izvoda koji deluje na napon veéi nego najnizi red izvoda koji deluje na
deformaciju. Sa druge strane, ako je 2a+ 8 — u > 1, model (3.52) predstavlja novi tip modela, jer je najvisi
red frakcionog izvoda iznad jedan.

Specijalan slu¢aj termodinamicki konzistentnog modela ID.IDD dobija se za u = 3, te se (3.52) redukuje na

(a1 01? + aq thB) o (t) = (bl OIf + by ODtV + b3 ()D?) € (t) s
sa tremodinamickim restrikcijama
B<rv<a<l-v,
ay cos (a) aq sin (am)

———— = < b S .
as cos (Bm) ~ by ag sin(f)

predstavljajuéi novi tip modela, koji se takode moze zapisati i kao

(al + as 0D?+B) o (t) = (bl OD?_B + by ()D?JFV + b3 ona) € (t) ,

ako se zapiSe preko frakcionih izvoda, koristec¢i pravilo (3.28). Sa druge strane, za ;1 = « se dobija kontradikcija,
odnosno termodinamicki uslov (3.53); daje 8 < v < g.

Model ID.IDD"  Konstitutivna jednatina (3.49), koja odgovara modelu ID.IDD, sadrzi dva frakciona izvoda
koji deluju na deformaciju i ¢iji je red u intervalu (0,1), dok je u slu€aju modela ID.IDD+, red jednog od
frakcionih izvoda iznad jedan, te je model ID.IDD " dat sa

(a1 015 + 20D ) o (t) = (b1 ol + b2 0D + b3 oD} ) = (2). (3.55)

dajuéi sledecée izraze

(@) = arbyw™ cos = _2M) -+ [albgw_“+” cos w + agbiw?H cos (/6“‘2/071'}
 [osbaa o WDT_ par=otrsin CEDT] o gpienn DT (g 56)
i _GQbMﬁH sin % b T cos %_ + azbzw' M cos @, (3.57)

za konzervativni i disipativni moduluo, dobijene iz kompleksnog modula

Ew = = == 9
) £ (w) &= + ap (iw)”

pri ¢emu su E’ 1 E” dati sa (3.43) preko kompleksnog modula E.

Clanovi u prvoj zagradi u konzervtivnom i disipativnom modulu (3.56) i (3.57) se kombinuju prema Pravilima
21 3, respektivno, dok Pravilo 4 namecée da je —a+v = f—p dajuéi p = a+p—v € (0,1), $to predstavlja zahtev
(3.59)1. Sli¢no, ¢lanovi u drugoj zagradi u (3.56) i (3.57) se kombinuju prema Pravilima 2 i 3, respektivno, dok
Pravilo 4 namece da je S+v = 1+n—a dajuéi 1+n = a+B+v € (1,2), §to predstavlja zahtev (3.59)5. Pravilo
1, primenjeno na poseldnji ¢lan u (3.56), obezbeduje da je n < 3, implicirajuéi da je o + v < 1, buduéi da je
n=a+B+v—1,kaoipu < aif < vmnakon primene Pravila 1 na prvi i ¢etvrti ¢lan u (3.57), §to se redukuje na
B<rvbogu=a+pf—v,tea+r<1if<vzajedno daju restrikciji (3.59)3. Spomenute nejednakosti daju
n < B < v, implicirajuéi a+n < a+v < 11 stoga je zbir u drugoj zagradi u (3.57) nenegativan i ne predstavlja
termodinamicku restrikciju. Kako je p < o, f<via+v <1, tj. B+ p < a+v <1, zbir u prvoj zagradi u
(3.56) je takode nenegativan, te ne prestavlja termodinamicku restrikciju. Uslov nenegativnosti zbira u drugoj
zagradi u (3.56) predstavlja desnu stranu termodinaicke restrikcije (3.60), dok se leva strana restrikcije (3.60)
dobija iz zahteva nenegativnosti zbira u prvoj zagradi u (3.57).

Dakle, termodinamicki konzistentan model ID.IDD " se dobija iz (3.55) kao

(a1 ol% + ay ODf) o (t) = (b1 I8 TEY { py (DY by OD;f“*B*”) (b, (3.58)
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sa termodinamickim restrikcijama

0<a+p-v<l, 1<a+f+rv<2, p<r<l—a, (3.59)
by sinw a; by cos (V_f)ﬂ
P (3.60)
b2 sin s az ~ bs COSW

Treba naglasiti da red v frakcionog izvoda koji deluje na deformaciju u (3.58) predstavlja aritmeticku sredinu
redova a + 8 — v i a + B + v preostala dva operatora koji deluju na deformaciju, pri ¢emu se uzima da je
je red izvoda pozitivan, a red integrala negativan. Takode, u restrikciji (3.60) je iskoriS¢ena transformacija
sin@ = —COSW = COSW‘, zbog Cinjenice dasun=a++v—-1i2a+8+v € (1,3),
prema uslovu (3.59)3, dok o + 28 —v =a+ 8 — (v — ) € (0,1), prema uslovima (3.59)1,3, obezbeduje da je
sin W nenegativan.

Medu specijalnim sluéajevima termodinami¢ki konzistentnog modela ID.IDD ", datog sa (3.58), izdvajaju se
dve konstitutivne jednacine: prva data sa

(a1 OI? + as ()Df) g (t) = (bl ()ItB + b2 OD? + b3 OD?aJrﬁ) g (t) s
sa termodinamickim restrikcijama

1<2a+8<2, f<a

N
= N =

b

(a—pB)m

bysin(Bw) a1 _ by cos—

by sin (am) ~ ag - by (BatB)r |’
2 ( ) 2 3 COST

koje se dobijaju iz (3.58), (3.59) i (3.60) za v = «, i druga
(a1 01? + a9 ODtB) g (t) = (bl OI? + bg ODf + b3 0D?+2B> 3 (t) 5

sa termodinamickim restrikcijama

ISa+26<2, a+f<1
bl aq b2 1
bg = ao = b3 |COS (Oé‘i’ﬂ) 71'|’

koje slede iz (3.58), (3.59) i (3.60) za v = §.

3.2.1.3 Frakcioni Cenerovi modeli

Modeli koji poti¢u od modela ID.III, a koji odgovara frakcionom Cenerovom modelu prvog tipa (3.11), kao i
modeli koji poti¢u od modela IID.II, koji odgovara frakcionom Cenerovom modelu drugog tipa (3.12), videti
takode tabelu 3.1, su termodinamicki nekonzistentni i stoga se njihova analiza izostavlja, dok se termodinamicka
konzistentnost modela koji poti¢u od modela ITD.ID, koji odgovara frakcionom Cenerovom modelu drugog (3.12)
tipa, ispituje.

Model ITD.ID Model IID.ID je jo§ jedan model koji potice od frakcionog Cenerovog modela drugog tipa
(3.12), videti takode tabelu 3.1, i dat je izrazom

(a1 OI? + ao OIf + as oD;Y) o (t) = (b1 015 + bo thV) € (t) , sa f[B<a, (361)

te se kompleksni Jangov moduo dobija kao

By ) i )
Ew) et ﬁ + a3 (iw)”

primenom Furijeove transformacije na (3.61), dajuci konzervativni i disipativni moduo

(B—p)m B+v)mw

E' (w) = a1bjw™* * cos % + agbiw P cos LT 4 gobow P cos

2 2
ot o5 LT vt os TEMT L pp rtw s X 0T

62
5 5 5 (3.62)

+ albgwf
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E" (w) = a1byw™* *sin w + asbjw P Hsin M + agbow PV sin (B‘*‘TV)W
+ {albgwwr” sin % — azbiw” * sin (7—|—2,u)7r} + azbow sin %, (3.63)
sa B’ 1 E” datim sa
2 2
a1 az . ~ . ax az . -
E'(w) = (w)” W +a3(iw)'| B'(w) i E"(w)= (i0)” W + a3 (iw)"| " (w). (3.64)

Primena Pravila 1 na prvi, drugi i poslednji ¢lan u disipativhom modulu (3.63) daje p < a, p < 8,17 < v,
tj. p < B < ai~vy< v, implicirajuéi daje v+ pu < p+v < f+ v < a+ v. Eksponenti frekvencija —f + v,
—a+v, iv—u, koji odgovaraju trecem, Getvrtom i petom ¢lanu u konzervativnom i disipativnom modulu (3.62)
i (3.63), su u istom intervalu (—1,1). Medutim, Pravilo 4 se ne primenjuje kako bi se kombinovali ovi ¢lanovi,
buduéi da bi se izjednac¢avanjem eksponentata —3 + v, —a+ v, i v — pu, dobilo da je a = B, §to je u suprotnosti
sa pretpostavkom da model IID.ID sadrzi dva frakciona integrala razli¢itih redova koja deluju na napon, videti
(3.61). Prema Pravilu 4, umesto pretpostavljanja da je —8+v = v—pu, bira se —a+v = v—p, jer se zahtevanjem
da je 8+ v < 1, takode dobija v+ pu < 1,sa v+ pu < 8+ v < a+ v, istoga je, prema Pravilu 2, nenegativnost
tre¢eg i petog ¢lana u konzervativnom modulu (3.62) obezbedena, dakle, termodinamicki zahtev se namece
na zbir u zagradi u (3.62), predstavljajuéi levu stranu termodinamicke restrikcije (3.67), buduéi da prvi ¢lan
u zagradi ima ili negativnu ili pozitivnu vrednost. Desna strana termodinamicke restrikcije (3.67) potice od
nametanja da je zbir u zagradi u disipativnom modulu (3.63) nenegativan, prema Pravilu 3. Treba primetiti
dauslov—a+v=vy—pdajea=p+v—vy€(0,1), koji p < f<aiy<vredukujena p < B < pu+v—r,
dajuci, zajedno sa zahtevom S + v < 1, termodinamicku restrikciju (3.66).

Dakle, termodinamicki konzistentan model IID.ID se dobija iz (3.61) kao

(a1 OIQH_U_'Y + ag OItﬁ + as OD;{) g (t) = (b1 01? + b2 OD?) 9 (t) s (365)

sa termodinamickim restrikcijama

O<u<<pf<p+rv—y<l, B+v<l, (3.66)
alCOSW by alsinw
T e S b, S e e (3.67)
as COS% bg as Sin%

Treba naglasiti da uslov u+v—~ < 1, koji se pojavljuje u (3.66), zapravo slediiz p+v < f+v < 1, jerje u < B
B+v < 1. Takode, prva nejednakost u (3.67) je ili trivijalno zadovoljena ako je u+2v—vy = (p+v —y)+v < 1,
ili predstavlja restrikciju ako je p+ 2v —+ > 1, buduéi da p+ 2v — v € (0,1 + v), prema (3.66)1, obezbeduje
nenegativnost za sin M

kosinusa u (3.67).
Pretpostavka da je p = 7 transformise konstitutivnu jednacinu (3.65) u

, dok v+ p < 1, videti iznad, obezbeduje nenegativivnost odgovarajuéih sinusa i

(a1 olty + as ()Itﬁ + as oD;{) g (t) = (bl OIz + b2 thy) e (t) s (368)
sa termodinamickim restrikcijama

’Y<ﬁ<l/<1_ﬂv

ay cos (v) ay sin (v)

by
< — K .
az cos (yr) by agsin (ym)

Treba istaci da se konstitutivna jednacina (3.68), prema osobini (3.28), redukuje na
(a1 + as Osz,B + as 0D§+7) o (t) = (b1 ()D?i7 + by oD?V) 15 (t) R

nakon primene frakcionog izvoda reda v na (3.68), predstavljajuéi novi slu¢aj konstitutivne jednacine koja
sadrzi frakcioni izvod reda u intervalu (0,1) ako je 2v < 1. Medutim, pretpostavljanjem da je v = v u
termodinamicki konzistentnom modelu IID.ID, datom sa (3.65), ne dobija se specijalan slu¢aj modela IID.ID,
buduéi da jednakost v = v sa termodinamickom restrikcijom (3.66) daje kontradikciju u < 8 < p.
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Model 1'ID.ID Pretpostavljajuéi da je jedan od redova frakcionog integrala koji deluje na deformaciju u
modelu IID.ID, datom sa (3.61), iznad jedan, konstitutivna jednac¢ina (3.61) postaje

(al oli T agol] +az oD?) o (t) = (brolf +b20Df)e (1), (3.69)

te se za kompleksni Jangov moduo dobija

. & (w) blﬁ + b2 (iw)”

Ew) @;ﬁ+ﬁ+a3(iw)w

dajuéi konzervativni i disipativni moduo

F' (w) = a1byw™ 7% Fsin w + {—albgw_l_o‘+” sin w + asbiw P cos (’8_2”)77}
+ |:(12b2w—’6+u cos @ + agbiw?™* cos (7_'—2”)77} + asbow ™ cos %7 (3.70)
E" (w) = arbiw ' " * cos 7(M —2a) T + [a1b2w_1_0‘+” cos 7(0[ +2V) T + agbiw P sin 7@ _2M> W}
+ [agbgw/”” sin @ — azbiw” #sin W} + aszbow sin %, (3.71)
sa B’ i E” datim sa
2 2
F (w) = (lw‘;ﬁ (;‘# tas(w)| B (w) i E'(w)= (lw‘;ﬁ (1:% tas(iw)| B (). (3.72)

Konzervativni i disipativni moduo (3.70) i (3.71) sadrze dva para ¢lanova koji se mogu kombinovati prema
Pravilu 4, tako da prvi par ima eksponente frekvencije —1 —a+v i —f — p, i odgovara mu zbir ¢lanova u prvoj
zagradi u (3.70) i (3.71), a drugi par ima eksponente frekvencije —3 + v i v — u, i odgovara mu zbir ¢lanova u
drugoj zagradi u (3.70) i (3.71), stoga —1 —a+v=—-0F—pdajel+a=pu+v+p€(1,2),a —B+v=y—1p
dajey = p+v—p € (0,1), $to predstavlja termodinamicke restrikcije (3.74)1 2. Prema Pravilu 1, o < p1, p < S,
i v < v, obezbeduju nenegativnost prvog ¢lana u (3.70) i treéeg i poslednjeg ¢lana u (3.71), respektivno. Zbir
¢lanova u drugoj zagradi u (3.70) je nenegativan, zbog v+ p < 8+ v < 1, buduéi da pu < 81+ < v impliciraju
dajey+pu<f+rv,doka<puil+a=p+pu+rvdajuf+vr<1, kaoizbir ¢lanova u prvoj zagradi u (3.71),
jera < puip<B,tj. a<p<p,dajua+rv < B+v <1, sanejednakoséu S+ v < 1. Treba primetiti da
termodinamicki zahtev (3.74)3 sledi iz p < 81 8+ v < 1, bududi da je p < 8 takode posledica nejednakosti
v < v, pri ¢emu je v = p+v — 3, dok je f+ v < 1 posledica nejednakosti o < p, pri Cemujea=8+pu+v—1.
Leva strana termodinamicke restrikcije (3.75) se dobija prema Pravilu 3, primenjenom na zbir ¢lanova u prvoj
zagradi u (3.70), dok zbir ¢lanova u drugoj zagradi u (3.71) predstavlja desnu stranu termodinamicke restrikcije
(3.75), zbog Pravila 3.

Termodinamicki konzistentan model I' ID.ID se dobija iz (3.69) kao
(a1 ol 4y o7 + ag ODQ‘J””B) o (t) = (b oI + by oDY) e (1) , (3.73)

i podleze termodinamickim restrikcijama

0<p+v—B<1, 1<pu+rv+B<2, p<p<l—y, (3.74)
‘(+2V+5)7T . v
a ‘C%#f b1 ao sng)

o et S S o Gut—Br (3.75)
as COS% by ~ as sin%

Treba naglasiti da se red frakcionog integrala 5 dobija kao aritmeticka sredina reda integrala p + v 4+ i reda
izvoda p+ v — 8 koji se uzima sa negativnim znakom. Takode, u restrikciji (3.75), je iskoriS¢ena transformacija
sin (et fcosw w , zbog Cinjenice dajea=p+v+F—1ip+2v+ 6 € (1,3),
prema zahtevu (3.74)2, dok 2u +v — 8 = p+v — (8 — u) € (0,1), zbog restrikcije (3.74)13, kao i f+ v < 1,

5 = ’cos
videti iznad, obezbeduju nenegativnost odgovarajuéih sinusa u (3.75).

Jedan od specijalnih slu¢ajeva termodinamicki konzistentnog modela I ID.ID dobija se iz (3.73) za u = 3,
dajuéi model

(al oZP 4y 01?2 4 ag th”> o(t)= (51 oI + b thy) e(t),
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koji poslaze termodinamickim restrikcijama

1<28+v<2, <1y,
a b a

— Jeos (B+v)m)| < = < —,
as 2 as

dok se drugi specijalni slu¢aj dobija iz (3.73) za v = 8, dajuéi model
(a1 o8 + azo1f +a50D ) o (1) = (b ol + 20Dy ) £ (1),
koji poslaze termodinamickim restrikcijama

1
cos (3542ru)7f

ﬂ’— o b azsin(fm)
as COS(B—TH)” S by agsin (um)

3.2.2 Modeli simetri¢nog tipa

Kao i u slu¢aju modela asimetri¢nog tipa, ispostavlja se da nisu svi modeli simetri¢nog tipa termodinamicki
konzistentni. Naime, ne mogu se nametnuti termodinamicke restrikcije na parametre modela predstavljenih
u zasencenim poljima u tabeli 3.3, koje bi obezbedile termodinamicku konzistentnost, stoga su ti modeli ter-
modinamicki nekonzistentni i njihova analiza se izostavlja, dok su ostali modeli iz tabele 3.3 termodinamicki
konzistentni uz nametnute odgovarajuce restrikcije na parametre modela.

IDD.IDD IDD .IDD "

IID.IID I'ID.I'ID

IID.IDD

I'ID.IDD "

Tabela 3.3: Pregled termodinamicke konzistentnosti simetri¢nih modela.

3.2.2.1 Skup modela koji poti¢u od modela ID.DD

Pored modela ID.DD, koji sadrZi operatore reda u intervalu (0, 1), takode se razmatra model koji sadrzi frakcioni
izvod reda u intervalu (1, 2).

Model ID.DD Model ID.DD sledi iz konstitutivne jednacine (3.16), pri ¢emu je frakcioni izvod odabran kao
operator koji deluje na deformaciju, tako da je model ID.DD dat konstitutivhom jednacinom

(al ()Ita + ao ODE) o (t) = (bl ODf + by ODZ) 5 (t) , Sa u<Uv. (376)

Izrazi za konzervativni i disipativni moduo

E' (W) = arbjw™*"* cos % + a1bow ™" cos w

+ asbwPH cos % + agbow® T cos %, (3.77)
E" (w) = a;byw T sin (OH—T'M)W + a1bow ™% sin @

+ agblwﬁﬂ‘ sin % + agbgwﬁ“’ sin %, (378)

26



Frakcioni Cenerovi i anti-Cenerovi modeli viskoelasti¢nog tela

slede iz kompleksnog Jangovog modula

E (w) _ b1 (1w) + b2 (ICLJ)

ks + ag (iw)”

pri ¢emu su E’ i E” dati sa (3.43) preko kompleksnog Jangovog modula.

Prema Pravilu 2, termodinamicka konzistentnost modela ID.DD zahteva da je prvi ¢lan u konzervativnom
modulu (3.77) nenegativan, §to se obezbeduje nametanjem uslova o + u < a + v < 1. Inale, ako bi se prema
Pravilu 4 zahtevalo izjednacavanje eksponenata frekvencija —a + p i —a + v vazila bi jednakost u = v, koja
je u suprotnosti sa pretpostavkom da konstitutivna jednacina (3.76) sadrzi dva operatora frakcionog izvoda
sa razli¢itim redovima koja deluju na deformaciju. Primena Pravila 1 na poslednja dva ¢lana u disipativhom
modulu (3.78) implicira da je 8 < p < v, dajuéi

a+fB8<a+pu<at+r<l, (3.79)

kao termodinamicki zahtev. Nakon primene frakcionog izvoda reda « na konstitutivnu jednacinu (3.76), prema
osobinama frakcionog izvoda i integrala (3.28), dobija se model

(al + as 0D?+B> o (t) = (bl ()D?—HL + b2 OD?—H/) g (t) s (380)

koji ima sve frakcione izvode reda u intervalu (0,1) i zadovoljava (3.79), stoga pripada klasi modela Case IV,
videti dodatak A.1.

Model ID.DD" Pretpostavljanjem da je red jednog frakcionog izvoda koji deluje na deformaciju u modelu
ID.DD, datom sa (3.76), iznad jedan, konstitutivna jednacina (3.76) postaje

(al ()I,?E + as th’B) o (t) = (b1 ()Dg + boy 0D%+V) € (t) R (381)

predstavljajué¢i model IDDD" i dajuéi kompleksni Jangov moduo

X 6 (W) _ b (iw) +b (iw)

Ew) =3 ;
& (w) oy + a2 (iw)”

te su konzervativni i disipativni moduo izrazeni sa

E' (w) = arbjw™ " cos % + agbow ATV sin @

+ | —a1bow ™ sin (o<++)7r + agbywP T cos (M_f)ﬂ-} , (3.82)
E" (w) = a1b;a+u sin 7(0[ +2N) n + azbszBJ”’ cos 7@ _21/) il
+ |a1bow! =T cos w + asbw?H sin (/¢2B)7r] ) (3.83)

pri demu su E' i E” dati sa (3.43) preko kompleksnog Jangov modula E.

Clanovi u zagradi u konzervativnom i disipativnom modulu (3.82) i (3.83) se kombinuju prema Pravilu 3 i
prema Pravilu 2, respektivno, dok Pravilo 4 zahteva daje l —a+v =8+ pdajuéi l+v=a+ 5+ p € (1,2),
§to predstavlja termodinamicku restrikciju (3.85);. Pravilo 1, primenjeno na drugi ¢lan u (3.82) i na drugi ¢lan
u zagradi u (3.83), obezbeduje v < 3, §to se redukuje na o+ p < 1, jerjev =a++pu—1,kaoi 8 < p,
dajuéi f < p < 1 — « kao termodinamicku restrikciju (3.85)2. Sa druge strane, v < 18 < p < 1 — a, tj.
r< B8 <u<l—q,implicira da je a +v < a+ p < 1. Stoga, nenegativnost konzervativnog modula, datog sa
(3.82), se obezbeduje nejednakoséu v < S, ili ekvivalentno sa « + p < 1, implicirajuci da prva dva ¢lana imaju
nenegativnu vrednost, kao i zahtevanjem da je zbir ¢lanova u zagradi nenegativan, §to daje termodinamicku
restrikciju (3.86), dok zbir ¢lanova u zagradi u disipativnom modulu (3.83) ne predstavlja termodinamicku
restrikciju, jer su oba Clana nenegativna, budué¢i da vaze nejednakosti S < pia+v<a+pu <1,

Termodinamicki konzistentan model ID.DD " se dobija iz (3.81) kao

<a1 ol + ay ODf) o(t) = <b1 oD+ by OD?“““) e(t), (3.84)

tj. kao
(a1 ()Ita + a9 ODtB) o (t) = (b1 + boy ()D?Jrﬁ) onE (t) R
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sa termodinamickim restrikcijama

ISa+f+p<2, pf<p<sl—o, (3.85)
ay |08 (2a+§+“)” by
— —. (3.86)
as cos (#_25)77 b2
Treba naglasiti da je argument W, koji se pojavljuje u (3.86), u intervalu (%, 37) u kom kosinus ima
negativnu vrednost, jer je 2a + S8+ pu = (a+ 8+ u) + a € (1,3), a ’cos W se dobija iz sin% =
— cos W, uzimajuéi dajev=a+ B+ pu— 1.

Primenom frakcionog izvoda reda «, prema (3.28), termodinamicki konzistentan model ID.DD+, dat sa
(3.84), se transformiSe u

(a1 + a2 OD?JFB) o (t) = (bl + by 0D?+’8) OD?JFHE (t) R
predstavljajuéi frakciono uopstenje klasi¢nog anti-Cenerovog modela (3.1);.

Model ID.ID Pored modela ID.DD, jo§ jedan model sledi iz konstitutivne jednacine (3.16), model ID.ID,
dat izrazom
(a1 oI + ay ODf) o (t) = (b oI¥ + by DY) £ () , (3.87)

koji sadrzi jedan frakcioni integral i jedan frakcional izvod koji deluju na deformaciju umesto dva frakciona
izvoda kao sluc¢aju modela ID.DD, datog sa (3.76). Model ID.ID takode sledi iz konstitutivne jednacine (3.15),
kada se za operator koji deluje na deformaciju izabere frakcioni izvod. Odgovarajué¢i kompleksni Jangov moduo
dobija se u obliku
. G(w) o+ b2 (iw)”
E(w) = 2 = RV
£ (w) Tge T a2 (iw)

dajuéi konzervativni i disipativni moduo

E' (w) = arbiw™ " * cos % + asbow® TV cos %
E" (w) = a1byw™* #sin % + agbyw? T sin %

pri Gemu su £ i E” dati sa (3.43) preko kompleksnog Jangovog modula E.

Nenegativnost konzervativnog i disipativnog modula (3.88) i (3.89) obezbeduje se primenom Pravila 2 i 4 na
¢lanove u zagradi u (3.88), primenom Pravila 3 i 4 na ¢lanove u zagradi u (3.89) kao iprimenom Pravila 1 na prvi
i drugi ¢lan u (3.89), stoga Pravilo 4 implicira —a+v = —p dajuéi v = a+ 8 —u € (0,1) kao termodinamicku
restrikciju (3.91);, dok Pravilo 1 implicira p < a1 § < v, §to se redukuje na p < a zbog v =a+ 5 — pu, i
predstavlja termodinamicku restrikciju (3.91)2. Da bi se nametnulo da je zbir u zagradi u (3.88) termodinamicka
restrikcija , zahteva se da je f+ p < 1 kao termodinamicka restrikcija (3.91)s, $to obezbeduje nenegativnost
drugog ¢lana u zagradi, jer p < ai 8 < v daju S+ pu < a+ v istoga prvi ¢lan u zagradi moZze biti nepozitivan,
te se dobija leva strana restrikcije (3.92), dok je desna strana (3.92) posledica zahtevanja nenegativnosti zbira
u zagradi u (3.89).

Termodinamicki konzistentan model ID.ID se dobija iz (3.87) kao

(a1 oI + ay on) o (t) = (b1 oI + by OD;”B*“) e(t), (3.90)

sa termodinamickim restrikcijama

aq cos 7(2(”5_”)” by _ ajsin 7(26““;_“)” (3.92)
ag COSW = bg = a9 sinw )
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Treba naglasiti da je prva nejednakost u (3.92) ili trivijalno zadovoljena ako je 2a+f8—pu = a+(a+ 8 — u) < 1,
jer je cos Wf_“)” > 0, ili predstavlja restrikciju ako je 2a+8—pu > 1, jer je cos W < 0, dok je B+u < 1,
videti iznad. Takode, kako je 2a+ 5 — € (0,1 + ), prema (3.91)1, sledi da je sin w > 0.

Primenom frakcionog izvoda reda « na konstitutivou jednacinu (3.90), prema (3.28), termodinamicki konzis-
tentan model ID.ID se transformise u

(a1 tas OD?W) o (t) = (b1 oD 1 b 0D§“+ﬂ‘“) (b)), (3.93)

Sto predstavlja novi slu¢aj konstitutivnih jednac¢ina koje sadrze frakcione izvode reda u intervalu (0,1) ako je
2a + B — p < 1, jer je najvisi red izvoda koji deluje na napon veéi nego najnizi red izvoda koji deluje na
deformaciju.

Izborom da je u = 8 u (3.90) se dobija specijalni slu¢aj termodinamicki konzistentnog modela ID.ID u obliku

(al OI? + as ODf) o (t) = (bl 01? + by 0D?> € (t) R
koji podleze termodinamickim restrikcijama
ay cos (am

_ o cosar) < b < . .
as cos (Bm) ~ ba T ag sin (f)

ay sin (am)

a koji je istog tipa kao (3.93), budu¢i da je dat izrazom
(al + as 0D?+5) o (t) = (bl oD?_ﬂ + bs OD?) € (t) s

kada se predstavi samo preko frakcionih izvoda. Sa druge strane, kada je p = «, termodinamicki konzistentan
model ID.ID se redukuje na

<a1 oI% + as ODE) o (t) = <b1 oIS + by ODE) (t),

sa restrikcijama

a+ﬁ<17 7<77

i transformiSe u dobro poznat frakcioni Cenerov model
(a1 + a2 0D?+’8) o (t) = <b1 + ba OD?+B> € (t) ,
nakon primene frakcionog izvoda reda «, koriséenjem pravila (3.28) za frakcioni integral i izvod.

3.2.2.2 Skup modela koji potiéu od modela IDD.IDD

Pored modela IDD.IDD, koji sadrZi operatore reda u intervalu (0, 1), razmatra se i model IDD".IDD" koji sadrzi
frakcione izvode reda u intervalu (1,2), dok su modeli IDD".IDD i IDD.IDD" termodinamicki nekonzistentni i
stoga se izostavljaju iz dalje analize.

Model IDD.IDD Model IDD.IDD je posledica konstitutivne jednacine (3.13), u kojo se, pored operatora
frakcionog izvoda, biraju i operator frakcionog integrala i operator frakcionog izvoda da deluju na deformaciju,
impliciraju ¢i izraz

(a1 ()I,?E + as ODt’B + as oDz) o (t) = (bl ()If + by ()Dty + b3 ()D;]) € (t) , sa [B<vy,v<mn, (394)

za model IDD.IDD. Konzervativni i disipativni moduo

(a—p)r
2

(a+v)nw
2

(v +2u) "1 4 b cos (v —26) m

@ + agbsw ™ cos w (3.95)

+ asb1w?H cos

E' (w) = a1byjw™* * cos M

+ {mbgof‘“” cos

(at+n)m
2

(n—p)m
2

+ [al bsw ™Y1 cos + aszbiw”* cos

+ asbsw® 7 cos + aszbow™ cos
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a+uv)Tw
+ |a1bow ™" sin % — asbiwP*sin

(y+p)m

(a—p)m

E" (w) = arbjw™* *sin @

v—pB)=

2
T sin w + agbsw™ " sin w, (3.96)

latn)m
2

+ |a1bsw ™" sin — aszbjw? Hsin + agbowP TV sin

+ a3b2w

+ asbsw? T sin —f)= ;ﬂ) il

slede iz kompleksnog Jangovog modula

. B & (w) B (12}# + by (iw)l’ + bs (iw)"

€ (w) Gy a2 (iw)”? + as (iw)”’

pri ¢emu su E’' i E” dati sa (3.26) preko kompleksnog Jangovog modula.

Primenom Pravila 1 na prvi i poslednja Cetiri ¢lana u disipativnom modulu (3.96), dobijaju se termodi-
namicke restrikcije y < a, < v, B <, vy <v,y<n,tj. p < aif <y < v <n. lako drugi, tredi, Cetvrti i peti
¢lan u (3.95) i (3.96) imaju eksponente frekvencije u istom intervalu (—1, 1), ne mogu se svi kombinovati prema
Pravilima 3 i 4, jer bi se izjednacavanjem —a+vsa —a+nif8—pusay—pudobilodajev=mnip=nr,stoje
u suprotnosti sa pretpostavkom da model IDD.IDD, dat sa (3.94) sadrzi po dva frakciona izvoda sa razli¢itim
redovima koji deluju na napon i deformaciju.

Postoje dva seta ¢lanova u konzervativnom i disipativnom modulu (3.95) i (3.96), svaki sadrzi dva ¢lana

koji se mogu kombinovati prema Pravilu 4, pri ¢emu se prvi set ¢lanova dobija izjednacavanjem eksponenata
frekvencije drugog i treceg ¢lana dajué¢i —a+v = S—pu, a drugi set ¢lanova se dobija izjednacavanjem eksponenata
frekvencije fetvrtog i petog ¢lana dajuéi —a +n = v — p, dakle izbor da je v = 8+ (« —u) € (0,1) i da je
n =74 (a—pu) € (0,1), pri Cemu poslednja jednakost predstavlja termodinamicku restrikciju (3.98)1, je u
skladu sa zahtevima v < n 1 8 < =, buduéi da se zamenom v i n u v < n dobija f < 7, §to, zajedno sa
1 < a, predstavlja termodinamicke restrikcije (3.98)2.3. Clanovi u zagradi u konzervativnom modulu (3.95) se
kombinuju prema Pravilu 2, pri ¢emu je nejednakost v + p < 1 nametnuta, predstavljajuéi termodinamicku
restrikciju (3.98)5, a takode implicira da je 8+ u < 1, jer je 8 < v, dok @+ v i a4+ n mogu biti ili manji ili veéi
od jedan, buduéi da ¢ < i v < v < n impliciraju v+ p < o+ v < a + 7, stoga odgovarajuéi kosinusi mogu
biti ili pozitivni ili negativni. Stoga, zahtevanje nenegativivnosti zbira ¢lanova u zagradi u (3.95) predstavlja
leve strane termodinamickih restrikcija (3.99) i (3.100). Sa druge strane, ¢lanovi u disipativnom modulu (3.96)
su kombinovani prema Pravilu 3, te zahtevanje nenegativnosti zbira ¢lanova u zagradi predstavlja desne strane
termodinamickih restrikcija (3.99) i (3.100). Treba naglasiti da uslov v < v sa v = § 4 (o — u) implicira
nejednakost u (3.98)4.
i (3.96), pri ¢emu se prvi set formira izjedna¢avanjem eksponenata frekvencija —a + v i v — i, koji odgovaraju
drugom i petom ¢lanu, dajué¢i v = v+ (o — u), dok se drugi set dobija izjednaCavanjem eksponenata frekvencija
—a+n1if—pu,koji odgovaraju ¢etvrtom i trecem ¢lanu, dajuéi n = 8+ (a — ), Sto implicira da je 8 > v, ako
je n < v nametnuto, §to je u suprotnosti sa pretpostavkom da su u modelu IDD.IDD, datom sa (3.94) redovi
frakcionih izvoda izbrani u rastuéem poretku, odnosno da je 8 < yin <w.

Termodinamicki konzistentan model IDD.IDD se dobija iz (3.94) kao

(al ol +as oD} + as OD?> o(t)= (bl oL} + by oD TP 4 by OD?M_H) e(t), (3.97)

i podleze termodinamickim restrikcijama

O0<a+y—pu<l, B<7v p<a y+p<a+P, y+up<l, (3.98)
by COS 7(2‘”27“)” as _ by sin LQ‘”Q*#)W (3.99)
bi cos BHUT T ag T by gip BT '
b= cOS Qaty—p)mw b= sin Qaty—p)m
3 2 B <% 2 (3.100)

BT BB 2
by COS% a; by sin%

Treba napomenuti da redovi frakcionih izvoda koji deluju na deformaciju zadovoljavaju nejednakosti 0 < S +
(o —p) < v+ (v — p) < 1, prema termodinamickim zahtevima (3.98); 2 3. Takode, prva nejednakost u (3.99),
kao i u (3.100), je trivijalno zadovoljena ako je 2a + v — p < 1, buduéi da je tada 2+ 8 — p < 1, te su
oS w > 01 cos W > 0. Jo§ jedan mogu¢ slucaj je 2a+ 8 — u < 1 < 2a + v — p, implicirajuéi
da je prva nejednakost u (3.99) trivijalno zadovoljena, dok prva nejednakost u (3.100) predstavlja restrkciju,
dok ako je 2a+  — p > 1, obe nejednakosti u (3.99) i (3.100) predstavljaju termodinamicke restrikcije. Kako

je 2a+v—pu € (0,14 «), prema (3.98);, i stoga 2a+ 8 — p € (0,1 + ), sledi da je sinw > 01
sin W > 0. Takode vazi da je S+ p < v+ p < 1, videti iznad.
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Prema (3.28), primenom frakcionog izvoda reda « na termodinamicki konzistentan model IDD.IDD, dat sa
(3.97), on se transformise u

<a1 + as 0D?+ﬂ + as 0D?+7) o (t) = (bl OD?_N + by ()D?(H_ﬂ_u + b3 oD?OH_’Y_N) € (?f) ,

predstavljajuéi novi slucaj konstitutivnih jednafina koje sadrze frakcione izvode reda u intervalu (0, 1) ako je
2a 4+ v — p < 1, buduéi da je najvisi red izvoda na levoj strani modela veéi odnajnizeg reda izvoda na desnoj
strani modela.

Jedan od specijalnih slu¢ajeva termodinamicki konzistentnog modela IDD.IDD, datog sa (3.97), dobija se

za (1 = [ u obliku
(a1 QI? + a9 ()Df + as OD?) o (t) = (bl oItﬁ + ba oD? + b3 oD?_’BJr’Y) € (t) s (3.101)
koji podleze termodinamickim restrikcijama

Oga—B‘F’YgL 6<7<aa 6+’7<17
by cos (am) _ az o by sin (am)
by cos(Bm) ~ a;  bysin(Brm)’

bj cos (2a+;—6)7r (2a+;—6)ﬂ

Tgﬁr\a\bl

B as bj sin
br  cos

iy By
Sin s
i predstavlja novi tip konstitutivnih jednacina ako je 2a+ v — 8 < 1, bududéi da se transformise u

(a1 +azoD5 ™ + a5 0DF ) 0 (8) = (br oDF " 4 by oDF + by oD ) 2 (1),

nakon primene frakcionog izvoda reda « na (3.101), koris¢éenjem pravila (3.28) za frakcione integrale i izvode.
Drugi specijalan slu¢aj termodinamicki konzistentnog modela IDD.IDD, datog sa (3.97), dobija se u obliku

(a1 oI% + az oDP + a3 ODg) o(t) = <b1 o7 + by (DI 4 b ODg) 1), (3.102)

sa termodinamickim restrikcijama

a+0 1
B < Yy < a, Y g 9 9 Y < 53
_ by cos w ag _ bysin (2°‘+§77)ﬂ
bi  cos L—?)ﬂ Car b sin (ﬂ—?)ﬂ ,

by cos(am) _ ag o bs sin (am)
by cos(ym) ~ a; by sin(ym)

ako je p =y, redukujuéi se na novi tip konstitutivnih jednacina koje sadrze frakcione izvode reda koji pripada
intervalu (0,1) ako je 2« < 1, buduéi da primena frakcionog izvoda reda « na (3.102), prema (3.28), daje

(a1 + a20D8™ + agoDf ) o () = (b1 oDy ™7 + b2 0D} P77 - by oD ) & (1)

Treba primetiti da izbor parametara u = «, u = o+ 81 u = a + 7, koji bi dao tri specijalna slucaja ter-
modinamicki konzistentnog modela IDD.IDD, datog sa (3.97), dovodi do kontradikcije u termodinamickom
zahtevu (3.98), bududi da bi se tada respektivno dobilo v < 8, v <01~ < — (v — f), §to je u suprotnosti sa
pretpostavkom da je za model IDD.IDD, dat sa (3.97), 8 <yi~y € (0,1).

Model IDD".IDD" Model IDD".IDD" je modifikacija modela IDD.IDD, datog sa (3.94), takva da je red
jednog frakcionog izvoda koji deluje na napon, kao i red jendog frakcionog izvoda koji deluje na deformaciju,
iznad jedan, dajuéi izraz

(al ()I? + as ODtﬁ + as 0D}+7) g (t) = (bl OI? + bg OD;/ + b3 ()Dt1+n> 3 (t) 5 (3103)

za model IDD".IDD . Konzervativni i disipativni moduo

@) P cos WW}

2 2

(a—pm

E' (w) = a1byw™* * cos 5

+ [al bow ™ cos
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+ [—albgwl_‘”" sin (a ‘;U) T + agbaw® T cos % — agbyw'™ M sin

+ {a2b3w1+5+" sin (»B—Tﬁ)ﬂ + asbow! T sin (V_WT} + asbsw? T cos w (3.104)

2 )
E" (w) = a1byw™* *sin % + |agbow—o+ sin w — agbywf—* sin W}
+ |:a1b3w104+77 CcoS % + a2b2w[3+v sin % - a3b1w1+7*# cos (’Y—F2,tl)77:|

N {QWHW cos @ g cos (u—;)ﬂ + aghaw® T sin w (3.105)

slede iz kompleksnog Jangovog modula

L (W) e b (W) by (w)

E(w) S+ ay (iw)? + ag (iw) ™

Gw)®

pri ¢emu su E’ i E” dati sa (3.37) preko kompleksnog Jangovog modula.

Primenom Pravila 1 na sedmi i osmi ¢lan u konyervativnom modulu (3.104), respektivno se dobija n < 8 i
vy<v,kaoip < a, B <v,iv <1, iz prvog, petog i poslednjeg ¢lana u disipativnom modulu (3.105), $to se svodi
nap<aiy<n<pB<v. Clanovi u zagradi u (3.104) i (3.105) se kombinuju prema Pravilu 4 izjednacavanjem
eksponenata frekvencija koji pripadaju istom opsegu: —a + v i § — p odgovarajuéih ¢lanova u prvoj zagradi,
l1—a+mn, B+vil+~vy—podgovarajucih ¢lanova u drugoj zagradi , kaoi 14+ 5+ n i1+ v+ v odgovarajuéih
¢lanova u trecoj zagradi , Sto daje sistem linearnih jednacina —a+v=0—-p, 1 —a+n=+v=14+v—pi
14641 = 1+~v+v, koji sadrzi jednu redundantnu jednacinu, te se razmatra sistem jednacina f+v = 1—a+mn,
uw=a+y—mn,if—v=~y—n,tako nepoznatim 3, u, i v i sa poznatim «, v i n, ¢ije je reSenje § = H'WT—& € (0,1),
p=a+y—ne(0,1)iy= 1=t ¢ (g1),

OgraniCenja na parametre modela p < ai 8 < v, sa 8, p i v datim preko «, v i n, kao iznad, redukuju se
na v < 7, §to predstavlja termodinamicku restrikciju (3.107)3, dok restrikcija (3.107)3 sledi iz n < S, dajudi
a—vy+2n=a+n+(n—7) <1, te je takode a +n < 1. Prema p < aiy<nslediy+pu < a+n <1,
§to implicira da su kosinusi u prvom i tre¢em ¢lanu u drugoj zagradi u (3.105) nenegativni, i stoga, prema
Pravilu 3, druga zagrada u (3.105) predstavlja termoinamicku restrikciju (3.109). Sa druge strane, zbir u
prvoj zagradi u (3.104) ne predstavlja termodinamicku restrikciju, budué¢i da su oba kosinusa nenegativna:
prvi zbog B+ p = M%—i—a—i—’y—n = % < 1, jerjea+vy < a+n < 1, a drugi zbog
a+v=a-+ H"*(';Jr'k") = a2t 1, prema restrikciji (3.107)3. Primena Pravila 3 na zbir u drugoj
zagradi u (3.104), kao i na zbir u prvoj i tre¢oj zagradi u (3.105), daje termodinamicku restrikciju (3.110), kao i
termodinamicke restrikcije (3.108); i (3.108)5. Treba naglasiti da zbir u trecoj zagradi u (3.104) ne predstavlja
termodinamicku restrikciju, jer je ve¢ nenegativan.

Termodinamicki konzistentan model IDD+.IDD+, prema (3.103), postaje

o 1+—;—a 14y _ aty—n 1+n—(aty=mn) 147
aiq OIt + ag ODt + as ODt g (t) = b1 OIt + b2 th + bg ODt 9 (t) 5 (3106)
i podleze je termodinamickim restrikcijama
O<a+y-n<1l, v<n a+n+m-—7)=a—-7y+2n<1, (3.107)

. 1+a—y+2 1— -2
ay by sin WROYEEOT 0 cos otz 2T

;1 = asin 7(1—0—0(-&-:?—277)# ’ ;2 = Ecos (1—0‘—?:1’74'277)” ’ (3.108)
Iy _
asby cos w — agbsy sin w < a1bs cos %, (3.109)
_ 2y
a1bs sin M < agbsy cos w — azby sin w. (3.110)

Treba primetiti da red HVT%‘ frakcionog izvoda koji deluje na napon predstavlja aritmeticku sredinu redova pre-
ostala dva operatora koja deluju na napon, pri ¢em se red integrala uzima kao negativan red izvoda. Sli¢no, red
w frakcionog izvoda koji deluje na deformaciju predstavlja aritmeticku sredinu redova preostala dva
operatora koja deluju na deformaciju, pri ¢em se red integrala uzima kao negativan red izvoda. Termodinamicki
zahtev (3.107); potice od pretpostavke da je red u = a — (p — ) frakcionog integrala u modelu IDD+.IDD+,
datom sa (3.103) u intervalu (0, 1), i nema dodatnih restrikcija da bi se obezbedilo da su g = MT_O‘ € (0,1)
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iv = W € (0,1). Treba naglasiti da prema (3.107)3, 1 + a — v + 2 € (1,2) obezbeduje nene-

gativnost za sin w, dok 1 —a+~y—2n=1-(a—vy+2n) € (0,1) obezbeduje nenegativnost za
(1*a+772n)7r

(1+o¢+3‘y 2n)m

Slicno, a + 3y —2n = (a+~v—n) — (n—"7) + v € (—1,2) obezbeduje nenegativnost i za
iza COSM jerjel+a+3y—2n€(0,3)il—a—3y+2n € (—1,2). Takode,
a + 2y — 77 =a+y—(n—7) <a+n+(n—v) <1, prema (3.107)2 3, kao i o+ n < 1, videti iznad, obezbeduje
nenegativnost odgovarajucéih sinusa i kosinusa u (3. 109) (3.110).

Jedan od specijalnih sluc¢ajeva termodinamicki konzistentnog modela IDD .IDD " dobija se kada se v = «
uvrsti u konstitutivnoj jednacini (3.106), dajué¢i model

COS

1+n—(2a=mn)

1
(a1 01 +az0D} +azoD} ™) o (1) = (b1 o127 4 by oD, + by oDi+") et),

koji podleze termodinamickim restrikcijama

1
0<20—1n<1, a<n<§,
as by sin% a3 _ bs cos%

X 7 _ ’ X 7 _ b
a1 bisin (11“2(22Y m) as b cos (1+2(2Zv n)=

200 — _
aszb; cos M — agby sin w < ayb3 cos %’
f— 2 _
a1 b3 sin M < asgbs cos w — asby sin M

Jos§ jedan specijalan slucaj termodinamicki konzistentnog modela IDD+.IDD+, datog sa (3.103), dobija se za
7 = « u obliku

14y—a _
(CLl OI + az OD 2 + as ODiJr’Y) ( ) <b1 OI'Y + b2 OD + bg 0D1+a) (t) , (3111)
i podleze termodinamickim restrikcijama
1+~
fas —,
T 3
al\blsmW’ a2\b2cosm7
asby cos (ym) — agbg sin @ < a1bs cos (am),
a1bs sin () < agby cos WT’Y)W — agby sin (y7) .

Ako je v = a, tj. ako je vy =n =« u (3.106), model (3.111) se dalje transformise u
1 1
<a1 OI? + as ODtZ + as OD%—H}) o (t) = <b1 OI? + by 0D1£2 + b3 0D%+a> € (t) ,

i podleze termodinamickim restrikcijama

- (b1 s
2 ay ag as

asby

2 sinar) <

aq as ajas '

Pretpostavka da je n = v u (3.106) transformise model IDD".IDD" u

14y—a

1+ a 'Y*
(al olf +a20D, > +as oDzJW) (t) = <b1 oIy + bo oD A 0D1+7) (t),

koji podleze termodinamickim restrikcijama

b71<b2 bg <b1+bg)sin(a—l—’y)7r<a2b2

al a9 a3 al as 2 ajas

Termodinamicki konzistentan model IDD+.IDD+, prema (3.106) sa pretpostavkom da je n = « + 7 postaje
model
+yv—a

1+~ 1toty
(w017 +a20D, F +asoDi 7)o (t) = (b +baoD; T +bsoD} ) e (),
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koji podleze termodinamickim restrikcijama

3a+v<1,

(14+3a—v)w
4

(1-3a—y)m
as bs cos ~——1——

as b2 Sin
R T
ar b1 sin #

)

X T Ada—rm 2
as bg cos (1+0‘4 ek

2
asby cos %T — agby sin O%T < a1bsz cos %,

2at+qy)m

. am s
a1bs sin < agbs cos 5 asby sin 5

3.2.2.3 Skup modela koji poti¢u od modela IID.IID

Pored modela IID.IID, koji sadrzi operatore reda u intervalu (0, 1), razmatra se i model I'IDI'ID koji sadrzi
frakcione integrale u intervalu (1,2), dok su modeli I'ID.IID i IID.I' ID termodinamicki nekonzistentni i stoga
se izostavljaju iz dalje analize.

Model IID.IID Kada se pored frakcionog integrala na desnoj strani konstitutivne jednacine (3.12) odaberu
i frakcioni izvod i frakcioni integral dobija se model IID.IID u obliku

(al oI¢ + az oI} + as ODZ) o (t) = (broly +b2oly +b30D{)e(t), sa B<a,v<uy, (3.112)
za koji su konzervativni i disipativni moduo
E' (w) = a1byw™* * cos % + a1bow ™Y cos (a 721/ il + a1bsw ™ cos ( 277) il
+ asbiw P cos w + asbow PV cos @ + asbsw P cos @
+ aszbiw? * cos MTM)F + azbaw” ™Y cos w + aszbsw ™ cos w, (3.113)
E" (w) = a;byw™* *sin % + a1bow™* Y sin % + a1bsw T gin (ot m)m
+ asbiw P Hsin @ + asbow BV sin @ + asbsw P sin w
— agbiw? *sin % — asbew? ¥ sin w + asbsw? 7 sin W—T’Y)W7 (3.114)

koji se dobijaju iz kompleksnog Jangovog modula

. _0(w) (if.;l)“ + (ii?)" + b3 (iw)”

g(w) T T Gkr T a3 (iw)”’

pri ¢emu su E’ 1 E” dati sa (3.64) preko kompleksnog Jangovog modula.

Primenom Pravila 1 na prvi, drugi, ¢etvrti, peti i poslednji ¢lan u disipativnom modulu (3.114), dobijaju se
termodinamicke restrikcije p < , v < a, p < B, v < Piy < tj. v < pu <P <airy <. lako tred, Sesti,
sedmi i osmi ¢lan u konzervativnhom i disipativnom modulu (3.113) i (3.114) imaju eksponente frekvencije u
istom intervalu (—1, 1), ne mogu se svi kombinovati prema Pravilu 4, jer bi se izjednac¢avanjem —a+mn sa —3+n
iv—pusa~y—vdobilo dajea=p1iu=vr,sto je u suprotnosti sa pretpostavkom da modela IID.IID, dat sa
(3.112), ima po dva frakciona izvoda sa razli¢itim redovima koji deluju na napon i deformaciju. Stoga se biraju
dva seta ¢lanova u konzervativnom i disipativhom modulu (3.113) i (3.114), tako da svaki sadrzi dva ¢lana,
koji se kombinuju prema Pravilu 4: prvi set ¢lanova se dobija izjednaCavanjem eksponenata frekvencije koji
odgovaraju trecem i sedmom ¢lanu, dajuéi 3 = —a+n = v — u, a drugi set ¢lanova se dobija izjednac¢avanjem
eksponenata frekvencije koje odgovaraju Sestom i osmom ¢lanu, dajuéi Qs = —8 4+ n = v — v, dakle sledi da je
w=a—(n—v)€(0,1)iv=p5-(n—7) € (0,1) usaglasnosti sa zahtevima v < u i 8 < a, jer se zamenom p i v
uv < udobija 8 < a, dok p < B daje a+v < B+, §to, zajedno sa v < 7, predstavlja termodinamicke zahteve
(3.118)1 24, a v =3 — (n —7) € (0,1) predstavlja prvu nejednakost u termodinamickom zahtevu (3.118)s.

Mogu se i drugacije kreirati dva seta ¢lanova u konzervativnom i disipativnom modulu (3.113) i (3.114), tako
da se prvi set ¢lanova dobija izjednacavanjem eksponenata frekvencije —« + 1 i v — v koji odgovaraju tre¢em
i osmom ¢lanu, dajuéi v = a — (n — 7), a drugi set ¢lanova izjednacavanjem eksponenata frekvencije —f + 7 i
~v — p koji odgovaraju Sestom i sedmom ¢lanu, dajuéi p = S — (n — =), $to implicira da je 8 > «, ako je v <
nametnuto, §to je u suprotnosti sa postavkom da su u modelu IID.IID, datom sa (3.112), redovi frakcionih
integrala izbrani u opadajuéem poretku, odnosno da je 5 < a, ako je v < p.
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Nakon izbora € i Q2, konzervativni i disipativni moduo (3.113) i (3.114) se transformisu u

(a—v)m (B-p)r

E' (w) = a1bjw=* *cos % + a1bow ¥V cos ———— + agbjw P H cos 2

2 2
(at+m)m (7+Wﬂ} pov,  (B=v)7
2 2

+ le a1b3 COS + a3b1 COS + agbgwi

[ B+n)m
2

+ w2 |agbs cos

+ azbs cos W} + asbsw? ™ cos w, (3.115)

B (@) = arbye™%sin % + arbaw™ " sin M + azbiw P Fsin M

2 2
(at+n)m (y+p)m (B—v)m
2 2

2

n—v)m
=

+ W a1 b sin — azby sin } + agbow PV sin

(B+n)m (Yt+v)m

2

+ w2 |agbg sin — asby sin (3.116)

} + agbzw? " sin
Clanovi u zagradama u konzervativnom i disipativhom modulu (3.115) se kombinuju prema Pravilu 2, pri ¢emu
se namece da je v+ p < 1, §to takode implicira da je y+v < 1, jer je v < p, dok a+n i f+n mogu biti ili manji ili
veéi od jedan, stoga odgovarajuéi kosinusi mogu biti ili pozitivni ili negativni. Zahtevanjem nenegativnosti zbira
¢lanova u zagradama u (3.115) dobija se leva strana termodinamickih restrikcija (3.119) i (3.120). Sa druge
strane, ¢lanovi u disipativnom modulu (3.116) se kombinuju prema Pravilu 3, tako da nenegativnosti zbira
¢lanova u zagradama predstavlja desnu stranu termodinamickih restrikcija (3.119) i (3.120). Treba napomenuti
da uslov v+ p < 1sa u =« — (n— ) implicira poslednju nejednakost u (3.118)s.

Termodinamicki konzistentan model IID.IID se dobija iz (3.112) kao

(a10ﬁ¥+wmoIf+—a30Dz)a{t)::(bldf+7_"—%bgdf+7_"—%bgoD?)s(ﬂ, (3.117)
i podleze termodinamickim restrikcijama
B<a, v<n, 0<B+y-—n<a+2y-n<1, a+y<B+n, (3.118)
by cos % az _ by sin %
- =< -—F—=— (3.119)
by cos W aq by sin W

a0 (B+m)m
as bs sin~—5—
2 P2 2

w Say by Sin(ﬁﬂ+n)7f (3.120)

bs cos 7(54-27;)77
b2 cos

Treba naglasiti da redovi frakcionih integrala koji deluju na deformaciju zadovoljavaju nejednakosti 0 < S+ —
n<a+vy—n<a+2y—n<1, prema termodinamitkim zahtevima (3.118); 3. Takode, prva nejednakost u
(3.119), kao i u (3.120), je ili trivijalno zadovoljena ako je a+n < 1, jer je tada cos MT"M > 01 cos @ > 0,

ili predstavlja restrikciju ako je g+ n > 1, jer je tada cos M < 01 cos % < 0. Drugi mogudi slucaj je
B+n <1< a+mn, implicirajuéi da je prva nejednakost u (3.120) trivijalno zadovoljena, dok prva nejednakost u
(3.119) predstavlja restrikciju. Prema termodinamickoj restrikciji (3.118)3, vazidaje 8+2y—n < a+2y—-n <1
§to obezbeduje nenegativnost odgovarajuéih sinusa i kosinusa u (3.119) i (3.120).

Prema (3.28), primena frakcionog izvoda reda « na termodinamicki konzistentan model IID.IID, dat sa

(3.117), transformiSe model na
(a1 +az0D¢ 7 4 ag OD?+’Y) o(t) = (bl oDy ™7 + bo 0D§a76)+(n7v) + b3 OD?-HI) e(t),

predstavljajuéi novi slucaj konstitutivnih jednafina koje sadrze frakcione izvode reda u intervalu (0, 1) ako je
a+ 1 < 1, buduéi da najvisi red izvoda na levoj strani modela ima veéu vrednost nego najnizi red izvoda na
desnoj strani modela.
Jedan od specijalnih slu¢ajeva termodinamicki konzistentog modela IID.IID, datog sa (3.117), dobija se za
1 =, u obliku
<a1 ()Ita + ag olf + as ODZ) g (t) = (b1 ()Ita + b2 OIf + b3 OD;&Y) 9 (t) y
i podleze termodinamickim restrikcijama

b by b by

6<a7 Oé+’7<1a X bl ~X ’
a1 as a2 as

predstavljajuci konstitutivnu jednacinu koja pripada klasi modela Case I, videti dodatak, buduéi da se primenom
frakcionog izvoda reda « na prethodnu konstitutivnu jednac¢inu, prema (3.28), dobija

(a1 + a9 tha_ﬂ + as QD?JF’Y) o (t) = <b1 + by ()D?_'@ + b3 oD(t;H_’Y) € (t) .
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Drugi specijalan slu¢aj termodinamicki konzistentog modela IID.IID, datog sa (3.117), dobija se u obliku
(&1 01? + ao OItB + as 0D?> o (t) = (b1 01?_6+’Y + by ()I;Y + b3 on) € (t) s (3.121)
sa termodinamickim restrikcijama

b3 cos% as _ bs Sin%
by cos (=BF2NT = ay T by gip (a=fr2n’

_ bg cos (Bm) <9 b3 sin (Bm)
by cos (ym)  ap by sin(ym)’

za 1 = [, predstavljajué¢i konstitutivnu jednacinu novog tipa modela koji sadrzi frakcione izvode reda koji
pripada intervalu (0,1) ako je @+ 8 < 1, buduéi da primena frakcionog izvoda reda « na (3.121), prema (3.28),
daje

(al + as ODgiﬂ + as 0D?+’Y) o (t) = (bl thﬁiv + bs OD?tiA/ + b3 0D?+ﬁ> € (t) .
Jo§ jedan specijalan slu¢aj modela (3.117) se dobija za n = « u obliku
(al ol¢ + az oI} + as oDz) o(t) = (bl oI7 + bz ol * T 4 by tha) et),
koji podleze termodinamickim restrikcijama

y<B<a, 0<—-a+f+y<2y<],
bs cos (am) _ az _ bssin(am)
by cos(ym) ~a;  bysin(ym)’

(atB)m (a+B)m
2

by cos az _ bz sin-—"—

2

T (Lot Ato e X TN 7T T (ZaxBxong?
by Cosw as by SIHM

i predstavlja konstitutivnu jedna¢inu novog tipa modela koja sadrzi frakcione izvode reda koji pripada intervalui
(0,1) ako je 2 < 1, buduéi da on postaje

(a1 + ay on_ﬂ + as OD;H_’Y) o(t) = <b1 oDF T + by oDl(gafﬁH(afv) + b3 OD?Q) e(t),

kada se predstavi preko frakcionih izvoda. Specijalni slu¢aj modela (3.117) dobija se i ako je n = S + 7,
transformigudi (3.117) u

(a1 o1f + az 017 +a50D7 ) 7 (¢) = (broly ™ 4 by + by D) 2 (1),
sa termodinamickim restrikcijama

B<a<2B, B+v<1l, a-Bf+v<],

b3 cos w az _ bgsin W
b1 cos 7(04_[3;7)# Tar - bisin 4((1_524_7)7r ’
b3 cos w as _ b3 sin w

- L7 R - . ~T
b2 [¢0)] % as b2 Sin g ’

dajuéi model

(a1 + 02005 " + g oDy ) o (8) = (b1 oD + b2 oDf + b oDF 47 ) £ (1)

nakon primene frakcionog izvoda reda «, prema pravilu (3.28) za frakcioni integral i izvod, te model pripada
novom tipu konstitutivnih jednavina koje sadrze frakcione izvode reda u intervalu (0, 1), ako je a + 5+ v < 1.
Za specijalan slucaj kada je n = « + v javlja se kontradikcija, buduéi da red g + v — n frakcionog integrala u
(3.117) postaje  — a < 0, §to je u suprotnosti sa pretpostavkom da su u modelu IID.IID, datom sa (3.117),
redovi frakcionih izvoda izabrani u opadaju¢em poretku, odnosno da je a > f.
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Model I'ID.I'ID Pretpostavljanjem da je jedan od frakcionih integrala koji deluje na napon i jedan koji
deluje na deformaciju, u modelu IID.IID, datom sa (3.112), reda iznad jedan, konstitutivna jednacina (3.112)
postaje

<a1 OI%—HX + as Olf + as OD;Y) o (t) = (b1 OIi—HL + by OI? + b3 0D?> € (t) R (3.122)
dok se konzervativni i disipativni moduo

£ ((U) _ alblw—2—a—# COS% + |:a1b2w—1—a—u Sin@ +a2blw—1—ﬁ—# sin (6_2/}')7[-]

1 | —aybgw M gin % — agbyw T H gin W + anbaw P cos (B—QV)W]

P
E" (w) = arbiw™*"*¥sin (ST + {szwla” cos woam asbyw 1P cos (52“)”}

+ _a1b3w_1_°“+’7 cos ladn)m azbiw™ 77 cos at+mm + asbow PV sin (6—21/)77}

b @ ~ asbow " sin (sz)ﬂ + asbsw M sin w (3.124)

dobijaju iz kompleksnog Jangovog modula

5(w)  Garmr T o tbs ()"

£ (w) (iwl)lﬁ+(izﬁ+a3 (iw)?’

pri Gemu su £’ i E” dati sa (3.72) preko kompleksnog Jangovog modula E.

Clanovi u zagradama u konzervativnom i disipativnom modulu (3.123) i (3.124) se kombinuju prema Pravilu
4 izjednaCavanjem eksponenata frekvencije: —1 — o — v i —1 — § — p odgovarajuéih ¢lanova u prvoj zagradi,
—1—a+n, —1+vy—pi—pF—v odgovarajucih ¢lanova u drugoj zagradi, kao i n— 3 i v—v odgovarajuéih ¢lanova
u trecoj zagradi, dajuéi sistem linearnih jednacina —1—a—-v=—-1-8—pu, - 1—a+n=—-14+~v—p=—-5—v
in— B =~ — v koji sadrzi jednu redundantnu jednacdinu. Stoga se razmatra sistem jednacina: f —v = «a — pu,
n=a+y—pifB+v=1—v+psanepoznatim 3, v i n i poznatim «, y i u, tako da se za reSenje sistema
dobija f = 9= ¢ (0,1), v = 2O ¢ (0 1) in=a+~y—pe(0,1).

Primenom Pravila 1 na drugi i tre¢i ¢lan u (3.123), se dobija da je « < v i u < 8, dok primena Pravila
1 na prvi, Sesti i poslednji ¢lan u (3.124) implicira p < o, v < fivy <, tj. p<a<<v < Piy <y, sto
se, nakon uvr§tavanja izraza za 3, v i n kao reSenja sistema jednacina, redukuje na p < a i 3a+ v —2u =
a+7v+2(a—p) <1, predstavljajuéi termoinamicku restrikciju (3.126).

Prema Pravilu 3, termodinamicko ogranicenje (3.127) se dobija iz izraza u prvoj i tre¢oj zagradi u (3.124).
Zatim, zahtev (3.128) sledi iz druge zagrade u (3.124), dok je ogranicenje (3.129) posledica zahtevanja nenega-
tivnosti zbira u drugoj zagradi u (3.123). Treba primetiti da je u drugoj zagradi u (3.124) prvi ¢lan nenegativan, a
drugi ¢lan neporzitivan, jer su odgovarajuci kosinusi nenegativni zbog a+n = a+v+(a — p) < a+v+2 (a — p) <
liv+pu<vy+a<<a+vy+2(a—p) <1 Takode, ni zbir u prvoj i tre¢oj zagradi u (3.123) ne predstavlja
termodinamicko ogranicenje, budué¢i da nametnuti uslovi @ < v i g < 8 obezbeduju nenegativnost sinusa u
prvom slu¢aju, dok u drugom slu¢aju, prema termodinamickom zahtevu (3.126),, sledi da je

1t a+y+2(a—p)

l+a+y—2(a—p) <1
2 )

B+n <1 i y+v= 5 <

implicirajuéi nenegativnu vrednost kosinusa, zbog a +v — 2 (@ — ) < a+ v+ 2 (o — p) < 1, prema (3.126),.
Termodinamicki konzistentan model I' ID.I" ID, koji potice iz (3.122), dat je u obliku

1tpu—(aty—p)

+ as ()Dg) o (t) = (b1 ()I%jLH + b2 oI, 2 + b3 0D?+’YH) € (t) , (3.125)

oa—y

1+
1
(a1 OIt +a + ao oIt 2

i podleze termodinamickim restrikcijama

p<a, at+y+2(a—p)=3a+y—-2u<1, (3.126)

(1=3a—vy+2u)m . (143at~y—2u)m
%<b2COSf a3<bgsmﬁ

A TN T ) 3.127
ap b COSM ag by sinw ( )
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_ 9 _
asb; cos M — agby sin (QTM)F < ay1bs cos W, (3.128)
2 _ _
a1bs sin W < agbsy cos % — azby sin % (3.129)

Treba naglasiti da je red 4= (H"*(C;J”*“)) frakcionog integrala koji deluje na napon (deformaciju) u (3.125)
predstavlja aritmeticku sredinu redova preostala dva operatora koja deluju na napon (deformaciju), pri ¢emu se
red izvoda uzima kao negativan red integrala. Osim termodinamickih zahteva (3.126) nema potrebe za dodatnim
restrikcija kojima bi se obezbdilo da su g = 4= € (0,1), v = W e(0,)in=a+vy—pe(0,1).
Treba naglasiti da (3.126)2, 1 +3a+~—2u € (1, 2) obezbeduje nenegativnost za sin w, dok 1 —3a—

(1-3a—~y+2p)m
4

v+2u=1—Ba+v—2u) € (0,1) obezbeduje nenegativnost za cos . Sli¢no, prema (3.126)1 o,

—a+v+2u=v+pu— (a—pu) € (—1,1) obezbeduje nenegativnost i za sin % i za cos M,
jervazidajel—a+~vy+2up€(0,2)il4+a—v—2u € (0,2). Takode, 2a+v—p=a+~v+ (o — ) < 1, prema
(3.126)2, kao i v + p < 1, videti iznad, obezbeduju nenegativnost odgovarajucih sinusa i kosinusa u (3.128) i
(3.129).

Medu specijslnim slucajevima termodinmicki konzistentnog modela I ID.I+ID, datog sa (3.125), se izdvaja

model
1+pu—(2a—pu)

1
(a1 01%+a + as OIt2 + as oD?) g (t) = (bl ()IL}+'u + b2 OIt + b3 OD?aH> g (t) s

sa termodinamickim restrikcijama

B 20— p S

)

N | =

(1-2(2a—p)r

o (142(2a—p)w
a by cos ———"~= by sin (LH2(Za—w)r
f2 2P 4 i 4

ar b1 cos 7(172”)” " az by sin 7(1+i“)” ,
_ 3o —
asbycos T b i w < aybs cos %
30 — _
a1bs sinM < asbs COSM — agby sin +u)7r,

koji se dobija za v = «a, dok se model

I+a ig=z ¥ 1+7 ty-o o
(a1 UIt + aq oIt + as ODt> o (t) = (bl OIt + boy oIt + b3 ODt ) e (t) s
sa termodinamickim restrikcijama

3y—a<3a—v<1,

(1-3a+~)w (143a—~)w
4 4

as b3 Sin
N T A—a+3 )
as ba sin (1 aIS'y)ﬂ’

(a=y)m
2

as _ by cos
N T 1+a-3y)7
a1 b1 cos (1+a4 3T

asby cos (ym) — agbs sin < arbs cos (am) ,

)

a1bs sin () < agby cos (a% — agby sin (y7)

dobija za p = ~y. Sli¢no, ako je p = «, model I+ID.I+ID, dat sa (3.125), postaje
1+a—

1+a ig=z ¥ _ 14a =5 y
ai UIt + aq oIt + as ODt o (t) =(b OIt + ba OIt + b3 ODt e (t) s

i podloze termodinamickim restrikcijama

dok ako je dodatno i v = «, tj. za v = p = «, model se transformiSe u
1 1
(CL1 oli T + ag oI? + az OD?) o(t)= <b1 oLi T + by 17 + b3 OD?) e(t),

i podloze termodinamickim restrikcijama

Lobi b b mh 1 b

a < < .
a1 a2 az  aiagsin(aw)  ap
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3.2.2.4 Skup modela koji poti¢u od modela IID.IDD

Pored modela IID.IDD, koji sadrzi operatore reda u intervalu (0,1), takode se razmatra model I'IDIDD"

koji sadrzi i frakcioni integral i frakcioni izvod reda u intervalu (1,2), dok su modeli I'ID.IDD i IID.IDD"
termodinamicki nekonzistentni i stoga se njihova analiza izostavlja.

Model ITD.IDD Model IID.IDD ima kombinaciju dva frakciona integrala i frakcionog izvoda koji deluju na
napon i kombinaciju dva frakciona izvoda i frakcionog integrala koji deluju na deformaciju, $to za konstitutivnu
jednacinu daje

(al oI¢ + az oI} + as ODZ) o (t) = (broly +b2oDy +b30D{)e(t), sa B<a, v<n. (3.130)

Odgovarajuéi konzervativni i disipativni moduli su dati izrazima

(a+v)m
2
()

E' (w) = a1bjw™* * cos (a—%)w + a1bow ™% cos

(a+n)m
2 2

+ azbiw” " cos @ + asbsw P cos @ + agbsw Pt cos @
% + agbaw™ cos w
J o (W) = a1bjw * Fsin % + a1b2w—a+1/ sin (OZ“V‘TV)W
Gt+mwm
2

(Bv)m

2
T sin 7(1/ )L + asbsw? T sin L —)7

2 2 ’

+ {albgwo”r” cos + aszbiw”* cos

+ agbaw? 1 cos (3.131)

+ |a1b3w™ ¥ sin 7(0[ +tn)w

(B—n)
2

— azbiw” Hsin

™ _ .
+ agbow P sin + asbsw

+ agblafﬁ*“ sin —B4+n sin @

+ agbow (3.132)

a dobijaju se iz kompleksnog Jangovog modula

(W) (1271)! + b (iw)” + b3 (iw)"

F@ T e o el

pri Gemu su £’ i E” dati sa (3.64) preko kompleksnog Jangovog modula E.

Termodinamicke restrikcije p < aip < 8, tj. 1 < B < a, videti (3.134)1, kao i v < v, videti (3.134)3 iy < 7,
tj. 7 < v < n, se doibijaju primenom Pravila 1 na prvi i peti ¢lan, kao i na poslednja dva ¢lana u disipativhom
modulu (3.132). Clanovi u zagradi u konzervativnom modulu (3.131) se kombinuju prema Pravilima 2 i 4,
dajuéi —a+n=~v—pu, tj. n=a+~vy—p € (0,1), dok drugi, Sesti i sedmi ¢lan u konzervativnom modulu nisu
ukljuCeni. Naime, eksponenti frekvencije: —a + 17, —a+v, =8+ 1, =8+ v i v — u pripadaju istom intervalu
(—1,1), implicirajuéi da odgovaraju¢i ¢lanovi mogu biti kombinovani prema Pravilima 2 i 4. Medutim, postoje
dva seta ¢lanova koji se mogu kombinovati, a imaju eksonente frekvencije ili —a+n, —f+vi~y—pu, i —a+v,
—B8+ni~vy—pu, tako da oba seta sadrZe ¢lan sa eksponentom frekvencije v — u, zbog Cetvrtog ¢lana u (3.132),
dok bi druge kombinacije dale & = 8 i/ili n = v §to bi bilo u suprotnosti sa pretpostavkom da model IID.IDD,
dat sa (3.130), sadrzi dva frakciona integrala sa razli¢itim redovima koji deluju na napon i/ili dva frakciona
izvoda sa razli¢itim redovima koji deluju na deformaciju.

Bira se kombinacija ¢lanova ¢iji su eksponenti —a+1n, —f+v i y—pu, zbog ¢injenice da je y+u < S+v < a+n,
kaooif+rv<a+v<a+nipf+v<p+n<a+n, tako da se zahtevanjem da je a+v < 1i 8+ n < 1,
dobija f+v < 11i+vy+ pu < 1, 8to implicira da je dovoljno nametnuti da je —a+n =y —pu, tj. n=a+~v—u, jer
samo prvi ¢lan u zagradi u (3.131) moZe biti nepozitivan, dok je, prema Pravilu 2, nenegativnost drugog ¢lana
u zagradi, kao i drugog, Sestog i sedmog ¢lana u (3.131) veé¢ obezbedena. Stoga, zbir ¢lanova u zagradi u (3.131)
daje levu stranu termodinamickog zhteva (3.135), dok, Prema Pravilu 3, zbir u zagradi u (3.132), na koji se
namece nenegativnost, daje desnu stranu termodinamitkog zhteva (3.135). Termodinamicki zhtevi (3.134)3 4
sledeiz B +7n < 1ia+ v <1, koji su kombinovani sa v < 7, pri ¢emu je n = a + vy — pu.

Ako bi se prema Pravilu 4 izjednacavali eksponenti frekvencija —a + v, —8 + 1 i v — u, bilo bi potrebno
nametnuti restrikciju e +7 < 1, takodasledidajey+p < +v<a+v<a+n<liy+p<pf+r<
B+n < a+n <1, sto implicira nenegativnost drugog, treceg, cetvrtog, Sestog i sedmog ¢lana u (3.131). Dakle,
kombinovanje ¢lanova koji sadrze ove eksponente frekvencije prema Pravilu 4 implicira restriktivnije uslove na
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parametre modela nego izbor ¢lnova koji imaju eksponente frekvencija —a +n, —8 + v i v — u, buduéi da u
prvom slucaju o + n < 1 predstavlja restrikciju, dok je u drugom slucaju nejednakost « +n > 1 dozvoljena.
Termodinamicki konzistentan model IID.IDD se dobija iz (3.130) kao

(al oI + as oI} + a3 OD;Y) o (t) = (b1 oI}’ + ba oD} + b3 oDy 1) e (1), (3.133)

sa termodinamickim restrikcijama

p<pf<a y<v, a+pf+v<1l+pu prr—y<a<l-v, (3.134)
b3 cos% a by b3 sm% (3.135)
b1 cos (7+2u)7r = b1 sin (7+2u)7r '

Treba napomenuti da je red a + v — p frakcionog izvoda koji se pojavljuje u modelu (3.133) takav da je
0<a+y—p<a+p+v—p <1, prema restrikcijama (3.134); 3. Takode, leva strana zahteva (3.135) je
ili trivijalno zadovoljena ako je 2a + v — p < 1 ili predstavlja restrikciju ako je 2a + v — p > 1, bududi da je
v+ u < 1, videti iznad.

Prema (3.28), primena frakcionog izvoda reda « na termodinamicki konzistentan model IID.IDD, dat sa
(3.133), transformise model u

(a1 +az DY P 1 ag ODg‘ﬂ) o (t) = (b1 oD 4 by DY 4 by on‘””’“) 1),

predstavljajuci novi tip modela, koji sadrzi frakcione izvode reda u intervalu (0, 1) ako je 2a+~y — p < 1, buduéi
da najvisi red izvoda na levoj strani modela ima veéu vrednost nego najnizi red izvoda na desnoj strani modela.
Samo jedan specijalan slu¢aj modela IID.IDD, datog sa (3.133), se izdvaja i dobija se za u = v u obliku

(a1 oIta + ag oltﬁ + as OD;Y) o (t) = (bl OI;Y + bo ()D;/ + b3 OD?) € (t) ,
sa termodinamickim restrikcijama

y<B<a g<Lv, a+f<l, v<a<l-v,
b3 sin (am
_ o3 _ bysin(a)

b3 cos (om) az
cos () = by sin (y7)’

by cos (ym)

dok je jednakost ;1 = « u suprotnosti sa pretpostavkom da postoje dva frakciona integrala razli¢itih redova
na levoj strani modela IID.IDD, datog sa (3.133), dok termodinamicka restrikcija (3.134); implicira da je
a<f<a

Model 1' ID.IDD" Pretpostavka da jedan od frakcionih integrala koji deluje na napon i jedan od frakcionih
izvoda koji deluje na deformaciju u modelu IID.IDD, datom sa (3.130), ima red iznad jedan, transformise model
(3.130) u model I' ID.IDD ", dat izrazom

(a1 01%+0¢ + as ()Itﬁ + as OD;Y) g (t) = (bl 01? + b2 ODtV + b3 0D%+n) e (t) 5 (3136)

¢iji se konzervativni i disipativni moduo

E' (w) = a1byw™ " *sin w + {—albzwlo‘*" sin w T agbyw P cos (52“)71

+ [—ar1bsw™ " cos @ + agbow Pt cos @ + agbyw? ™" cos WQ“)T

+ | —azbsw' =7 sin M + azbow T cos @_27)71 + asbsw! T sin (7_+)777 (3.137)
E" (w) = arbyw ™" ¥ cos w + {albgwlaﬁ’ cos w + agbjw P Fsin W]

+ [—arbsw " sin M + agbow P sin WTV)W — agbiw” # sin W}

+ byt =1 cos P 4 g sin (V—QW} +agbat 1 cos O (55
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dobijaju iz kompleksnog Jangovog modula

~ by s\ 2o\
. A+ by (iw)” + b3 (iw
Bw) = d (w) _ )" 2 (Iw) 3 (iw)

é (W) (iwt)lﬁ + (i?uﬁ + as (IW)’Y

pri Gemu su E' i E” datim sa (3.72) preko kompleksnog Jangovog modula E.

Primenom Pravila 1 na prvi i poslednji ¢lan u konzervativnom modulu (3.137), respektivno se dobija o < p
in< vy kaoip < Biy<viztreceg i pretposlednjeg ¢lana u disipativnom modulu (3.138), §to se redukuje
nna<pu<pfin<y <. Clanovi u zagradama se kombinuju prema Pravilu 4 izjednacavanjem eksponenata
frekvencije: —1 —a+v i —f — p odgovarajuc¢ih ¢lanova u prvoj zagradi , —a+n, —f5 + v i v — p odgovarajucéih
¢lanova u drugoj zagradi, kaoi 1 — 8+ 7 i v+ v odgovarajuéih ¢lanova u trec¢oj zagradi, dajudéi sistem linearnih
jednadinag -1 —a+v=—-0—pu, —a+n=—-0+v=~v—puil—F+n=v+v, koje sdrzi jednu redundantnu
jednacinu. Stoga se razmatra sistem jednacina: f—v=a—n, u=a+v—nif+v =1—~4n sanepoznatim
B, ;i v ipoznatim a, v i 7, te se za reSenje sistema dobija 8 = H—ch—v € 0,1),pu=a+y—ne€(0,1)i
v =122 e (0,1).

Prema Pravilu 3, termodinamicko ogranicenje (3.141) se dobija iz izraza u prvoj i tre¢oj zagradi u (3.137),
dok druga zagrada u (3.138) predstavlja termodinamicko ogranicenje (3.143). Sa druge strane, nema dodatnih
pretpostavki za argumente kosinusa koji bi bili potrebni da bi se nametnulo termodinamicko ogranicenje (3.142)
koje potice iz druge zagrade u (3.137), jer a+n < v+pu < f+v < lvazizboga < pu < B, n<y<vi
B+v=1-(y—mn) <1. Treba primetiti da je zbir ¢lanova u prvoj i tre¢oj zagradi u (3.138) veé¢ nenegativan,
jerjea+v < f+rv<1if+n<p+v <1, impicirajuéi da su kosinusi nenegativni. Termodinamicke restrikcije

(3.140) slede iz nejednakosti @ < p, n < v, p < B iy < v, prema = HQT_“’, w=a+y-—niv= %
Termodinamicki konzistentan model I+ID.IDD+, koji potice iz (3.136), postaje
1ta 1+377 5 aty—n 1+nf(t;+wfn) 147
(a0l * +azol, * +azoD] ) o (8) = (brolF ™" 4 by oD, by oD ) e (), (3.139)
i podleze termodinamickim restrikcijama
n<y, at+y+2(y—n)=a+3y-2n<1, (3.140)
ay sin 4(1+a—z+2n)7r ay _ ag cos (1—a—?:lw+2n)7f (5,141
b1 cos (1fafiiv+2n)7r S by b3 sin (HMZHWM ' '
_ Iy —
a1bs cos M — asby sin w < asby cos w, (3.142)
Oy _
asby sin w < agby cos w — a1bs sin %. (3.143)

Treba naglasiti da red 1+an7 frakcionog integrala koji deluje na napon predstavlja aristmeticku sredinu redova
preostala dva operatora koji deluju na napon, sa redom izvoda uzetim kao negativan red integrala, kao i da
je redw frakcionog izvoda koji deluje na deformaciju, koji takode predstavlja aritmeticku sredinu
redova preostala dva operatora koji deluju na deformaciju, sa redom integrala uzetim kao negativan red izvoda.
Osim termodinamickih restrikcija (3.140) nije potrebno zahtevati dodatune restrikcije da bi se obezbedilo da je
B=2 € (0,1), p=a+y-—n¢€ (0,1)iv=1221 ¢ (0,1). Treba naglasiti da prema (3.140)o,

(1—a—3~v+2n)7

l—a—3y+2n=1-(a+3y—2n) € (0,1) obezbeduje nenegativnost za cos Sliéno, prema

(3.140)1 2, a—v+2n = a+n—(y — n) € (—1, 1) obezbeduje nenegativnost za sin w, jerje I+a—y+2n €
(0,2). Takode, « + 2y —n = a+v+ (y—n) < 1, prema (3.140)2, kao i a +n < 1, videti iznad, obezbeduju
nenegativnost odgovarajuc¢ih sinusa i kosinusa u (3.142) i (3.143).

Izdvaja se nekoliko specijalnih slu¢ajeva termodinamicki konzistentnog modela I ID.IDD+, datog sa (3.139).
Prvo, modeli koji sadrze bar jedan operator koji ima red sa fiksnom vrednoséu su:

1+n—(2a—mn)

(a1 0 + @217 + ag oDf) o (1) = <b1 ol + b20D, + bgoDF") =(®), (3.144)

sa termodinamickim restrikcijama

77<a7 204—77<§a
aq sin% ap _ ascos

b1 cos (1-2@a—n))x S by b3 sin a2

(1-2(2a—n))r
4
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_ 30 —
a1bs cos ) — agbs sin % < asby cos %,
asby sin M < asbs cos @ — a1bs sin %,

koji se dobija za v = «, i model koji sadrzi operatore redova izrazenih samo preko «
14+ % « _ « % 14+
ajq OIt + as OIt +as th g (t) = bl OIt + bg ODt + bg th 3 (t) s

koji podleze termodinamickim restrikcijama

_ 1 a; sin (1+Za)7r as _ a3 COS (lfia)ﬂ
ax 5, U S T T N N T P T
2" By cos O200T S by S by gy OF2a0

a1 as a1 as . azbo
<o |t <o
by bs <b1 + bS) sin () bbs

a dobija se iz (3.139) za v = n = «, predstavlja specijalni sluc¢aj modela (3.144), zbog jednakosti n = «.
Zatim, termodinamicki konzistentan model I' ID.IDD ", dat sa (3.139), za n = « daje jo§ jedan specijalan
slucaj
1+« HQTM’ Y Y HQTMY 1+a
(a1 OIt + a2 OIt + as ODt ) g (t) = (bl OIt + b2 ODt + b3 ODt ) g (t) y

sa termodinamickim restrikcijama

aé% 37_a<17

(143a—v)7 (14+a—3~)7
4 4

@sin <02 ag cos

b1 cos 7(1+°‘;37)” by b3 sin 7(1%)’277)” ’

(y—o)m
2

(y—a)m
2

a1bz cos () — agbs sin < agby cos (y7),

asby sin (y7) < agbs cos — arbssin (an),

dok specijalan slucaj modela I+ID.IDD+, datog sa (3.139), ¢iji je oblik

1+a - ’ — o e I+v
a1 OIt + as OIt + as ODt o (t) =(b OIt + boy ODt + b3 ODt € (t) ,

podleze termodinamickim restrikcijama

o (I4a+y)w (1—a—y)m
ap Sin“———,—"=_ay _ asCoOS-—_——

4 0 = e 4
(—o)r = by~ by gip (et

b1 cos
ar _ 43 Y, 9 Gy (aty)m < 02ba
by bs 7 S by’

a+v<1,

a dobija se za n = . Model koji sadrzi operatore koji imaju redove na levoj strani izrazene preko «, a na desnoj
strani izrazene preko 7, uzima oblik

(a1 0L; T + a2 oI + az oD} %) o (t) = (bl oI} 7" + by oD} + b3 0D2+n) e(t),

i podleze termodinamickim restrikcijama

a; _as _as a1  az _ aghy
atn=1 Lg2B S8 22
+n S X by + b S bybs

a dobija se iz modela (3.139) za a + v = 1. Treba naglasiti da ako je a« + = 1 u (3.140); dobija se n < 7 i
Yyt y=1.
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4. Svojstva energetskog bilansa frakcionih
Cenerovih 1 anti-Cenerovih modela

Svojstva energetskog bilansa za modele okarakterisane modulom relaksacije, odnosno funkcijom puzanja, kao
memorijskim jezgrom, videti (2.15), ispitivana su apriori u vremenskom domenu i pokazuje se da se snaga
po jedinici zapremine sastoji od dva ¢lana: vremenskog izvoda energije po jedinici zapremine skladistene u
viskoelasti¢nom telu i snage disipacije po jedinici zapremine, videti (4.9). Skladistena energija po jedinici
zapremine izraZena preko deformacije (4.4), sastoji se od ¢lana sa trenutnim doprinosom, koji je istog oblika kao
potencijalna energija elasti¢nog tela, pri ¢emu moduo relaksacije zamenjuje Jangov moduo, kao i od memorijskog
Clana, gde vremenski izvod modula relaksacije predstavlja memorijsko jezgro razlike trenutne deformacije i
deformacije u prethodnim trenucima.

Snaga disipacije po jedinici zapremine izraZena preko deformacije, videti (4.6), koja se takode sastoji od ¢lana
sa trenutnim doprinosom i ¢lana memorijskog tipa, koji respektivno poseduju prvi i drugi izvod po vremenu
modula relaksacije. Pozitivnost skladiStene energije i snage disipacije po jedinici zapremine se obezbeduje
ako je moduo relaksacije pozitivna, monotono opadajuca i konveksna funkcija, odnosno kompletno monotona
funkcija. Treba naglasiti da je moduo relaksacije funkcija koja predstavlja vremensku evoluciju napona za
zadatu deformaciju, primenjenu trenutno nakon Cega ona ima konstantnu vrednost, odnosno za deformaciju
zadatu u obliku Hevisajdove funkcije.

Energija po jedinici zapremine se moze izraziti i preko napona i tada postoji samo ¢lan memorijskog tipa, koji
sadrzi vremenski izvod funkcije puzanja kao memorijsko jezgro koje mnozi vremensku evoluciju napona, videti
(4.5), dok se snaga disipacije po jedinici zapremine sastoji od trenutnog ¢lana i ¢lana memorijskog tipa, koji
respektivno sadrZe prvi i drugi vremenski izvod funkcije puzanja, videti (4.7). Opet, pozitivnost skladigtene
energije i snage disipacije po jedinici zapremine je obezbedena ako je funkcija puzanja pozitivna, monotono
rastuc¢a i konkavna funkcija, odnosno Bernstajnova funkcija. Treba naglasiti da funkcija puzanja predstavlja
vremensku evoluciju deformacije za zadati napon primenjen trenutno, nakon ¢ega on ima konstantnu vrednost,
odnosno za napon zadat u obliku Hevisajdove funkcije.

4.1 Energija i snaga disipacije
Snaga po jedinici zapremine je definisana izrazom
P(t)=o(t)e(t), (4.1)

i moZe se zapisati preko deformacije

/0 (=2er (£) (E =) (o (£) — o (¢))* ¥, (4.3)
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koristeci (2.15)s, pri Cemu se ¢lanovi

W (t) = %asr (t)e? (t) + %/0 (=6 (t—1))(e(t) — ¢ (t’))2 dt' >0 i (4.4)
W) = %ggpa? (1) + % / e (-1 0P ()t > 0, (4.5)
0

koji se pojavljuju u (4.2) i (4.3) respektivno, mogu interpretirati kao energija po jedinici zapremine uskladistena
u viskoelasti¢nom telu, uzimajuéi u obzir memorijski karakter deformacije, odnosno napona, oteZana izvodom
modula relaksacije, odnosno funkcije puzanja, dajuéi informaciju o svojstvima materijala, pri ¢emu prvi ¢lanovi
u (4.4) i (4.5) podsecaju na potencijalnu energiju elasti¢nog tela sa Jangovim modulom zamenjenim modulom
relaksacije, odnosno funkcijom puzanja ra¢unatom u pocetnom trenutku. Sa druge strane, ¢lanovi

P(t) = % (=0 (1) €% (t) + %/0 Gar (E—1) (e (t) —e ()t >0 i (4.6)
P = 3 0520+ [ (< (=) @O -0 @)} ar >0, (47)

koji se pojavljuju u (4.2) i (4.3) respektivno, mogu se interpretirati kao snaga disipacije po jedinici zapremine i
imaju dva tipa doprinosa: prvi koji je trenutan i zavisi od pozitivne i opadajuce funkcije —6 -, odnosno &, koja
je karakteristika materijala, i drugi doprinos koji je memorijskog tipa sa jezgrom zavisnim od osobina materijala.
Pozitivnost energije i snage disipacije obezbeduje se osobinama modula relaksacije i funkcije puzanja, naime
zahtevom da je moduo relaksacije kompletno monotona funkcija, tj. da vazi

) d”

oo ()20 1 (=1) @dsr (t) <0, za t>0, keN, (4.8)
kao i zahtevom da je funkcija puzanja Bernstajnova funkcija, tj. pozitivna funkcija sa kompletno monotonim
prvim izvodom. Treba naglasiti da su moduo relaksacije i funkcija puzanja, zajedno sa svojim izvodima, koji se
pojavljuju u izrazima za snagu po jedinici zapremine (4.2) i (4.3), tj. u (4.4) - (4.7), funkcije koje se razmatraju
za t > 0, buduéi da su njihove vrednosti u t = 0 eksplicitno uzete u obzir prilikom izvodenja konstitutivnog
modela (2.15) i izraza za snagu po jedinici zapremine.

Uvodenjem energije i snage disipacije po jedinici zapremine, snaga po jedinici zapremine se moze predstaviti
izrazom d
P(t)= aW t)+P(t), (4.9)
pri ¢emu prvi ¢lan odgovara elastiécnom tipu osobina viskoelasti¢nog tela, dok drugi ¢lan odgovara njegovim
osobinama viskoznog tipa.
Izraz (4.2) za snagu po jedinici zapremine sledi iz

d

P(t) = 3 (0w (1) x2 (1) 2 (1),

§to se dobija iz (4.1) i (2.15)1, transformisuéi se u

PO = (5w @re®e®) = § (00 O xe)+oPe0) 0

= (G e®) - S om0 - 3 (3002 0). @10)

koris¢enjem izvoda proizvoda dve funkcije i izvoda konvolucije (2.16), jer se prva dva ¢lana u (4.10) transformigu
u

C a2 ) (1)
%asr (#) 22 ( )+%% (00 (1) €2 (1)) —%/0 Gan(t— 1) (£ (1) — e ()2 dt’
%aﬂ(t)& (t)+%dsr(t)*52(t)+%agz>g2 () ;/0 Gor (t—1) (e (t) —e (¢)) dt'
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= 50w O W+ 53 (02 0) =5 [ G t=0) () e (¢) .
prema
gt M) = ka2 + 2L k@)« ¢ 1tktt’ ' )2 dt 4.11
7 k@ xu®)u(t) =SkO)u @)+ 53 (kM) xw® (1) -5 i (t—t") (u(t) —u(t)) (4.11)

i prema izvodu konvolucije.
Sa druge strane, izraz (4.3) za snagu po jedinici zapremine sledi iz

Py=2 (agg)a () +éer (t) 4 0 (t)) o (t)

St
0_2
—e ST e o )o ),

§to se dobija se iz (4.1) i (2.15)2, transformisudi se u

55 3 ger %% (2er (t) x 02 (1)) — % /0 Eor (L= 1) (0 (t) — o ()" dl’,

prema (4.11).

4.2 Moduo relaksacije i funkcija puzanja

Moduo relaksacije i funkcija puzanja igraju vaznu ulogu u osobinama energetskog bilansa viskoelasti¢nog tela,
bududi da, ako su ove funkcije respektivno kompletno monotona funkcija i Bern§tajnova funkcija, obezbeduju
pozitivnost energije skladistene u viskoelasti¢nom telu, videti (4.4) i (4.5), kao i pozitivnost snage disipacije,
vidti (4.6) i (4.7). Stoga se osobine modula relaksacije i funkcije puzanja, datih sa (4.13) i (4.14) u Laplasovom
domenu, ispituju u vremenskom domenu, a zakljuc¢ak je da moduo relaksacije i funkcija puzanja jesu respektivno
kompletno monotona i Bernstajnova funkcija, ako parametri modela zadovoljavaju suZzene termodinamicke re-
strikcije i ukoliko moduo relaksacije i funkcija puzanja u Laplasovom domenu (4.13) i (4.14) nemaju polova,
dok se karakter modula relaksacije i funkcije puzanja u vremenskom domenu menja ukoliko oni u Laplasovom
domenu imaju polova. Naime, u slu¢aju kada moduo relaksacije i funkcija puzanja u Laplasovom domenu (4.13)
i (4.14) imaju negativan realan pol, u izrazima za moduo relaksacije i funkciju puzanja u vremenskom domenu
postoji dodatni ¢lan koji eksponencijalno opada sa vremenom, dok u slu¢aju kada moduo relaksacije i funkcija
puzanja u Laplasovom domenu (4.13) i (4.14) imaju par kompleksno konjugovanih polova sa negativnim realnim
delom, tada u izrazima za moduo relaksacije i funkciju puzanja u vremenskom domenu postoji dodatni ¢lan sa
izrazenim priguSenim oscilatornim karakterom.

Konstitutivna jednacina koja povezuje napon i deformaciju (2.10) u Laplasovom domenu je, u slu¢aju ter-
modinamicki konzistentnih frakcionih Cenerovih i anti-Cenerovih modela, data izrazom

5 (s) = 56 220z () (4.12)

sa funkcijama ¢, i ¢,, kao i eksponentom ¢, datim u tabeli 6.5. Stoga su moduo relaksacije i funkcija puzanja
u Laplasovom domenu, dati sa (2.12) u op$tem obliku za sve linearne frakcione modele, u slu¢aju frakcionih
Cenerovih i anti-Cenerovih modela, dati sa

. 1 ¢ (s)
o (8) = , 413
7o ()= e, ) 1)
i L 4,0
s
Zor (s) = a%) 4.14
o) = ) —
4.2.1 Moduo relaksacije
Za moduo relaksacije u vremenskom domenu se dobija izraz
0, ako &, nema polova,
oor(t) = P (1) + o8P (t), ako G, ima negativan realan pol, (4.15)
o—g‘,?cp) (t), ako g, ima par kompleksno konjugovanih polova,
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primenom inverzne Laplasove transformacije u izrazu za moduo relaksacije u Laplasovom domenu & 4,., datom sa
(4.13), koristeci definiciju i integraciju u kompleksnoj ravni zajedno sa Bromvi¢evom konturom, sa funkcijama

0§§P)7 O‘S}P) i aggcp) koje su respektivno date sa
L[> 1 |6 (pe'") ~ ~ -
(NP) (t) = f/ - e\ 1 iry in ot
Oyr — —— sin (arg ¢_ (pe arg ¢, (pe'™) + &) e Prdp, (4.16)
7y P Iy (e o (80 ()~ ang (o) )
(RP) () — 1 |9 (se)l / —prpt 417
Osr ( ) -~ T1-¢ / Cos (arg ¢5 (SRP) — arg ¢a— (SRP) + E’]T> € 3 ( . )
Prp ‘(ba (SRP)’
1 S —|Res
o(CCP) (1) = 24— 7|¢f (sccr)| e~ IRescerlt cog (Im scept + arg ¢, (scor) — arg @y (sccr) — (1 — &) Yoer) , (4.18)
Pccp ’¢a (SCCP)|
pri ¢emu je ¢, (s) = ¢, (s) i gde su polovi funkcije st Spp = prp €™ i Scep = Poop €9°°P Tespektivno

negativna realna nula funkcije ¢, i njena kompleksna nula koja ima negativan realni deo.
Ekvivalentan oblik funkcije ng), date sa (4.16), je

o )= 1 [T T ey, (4.19)
0 P10y (peim)

gde je

K (p) = % (ei£w¢5 (peiﬂ) by (pei”) _ e—i{ﬂ&g (pem) o, (pei”))
’(/56 (foeiﬂ)‘ Wa (Peiw) | sin (arg ¢, (Pem) —arg ¢, (pei”) +¢m)

cos (&) (Im¢5 (pei”) Re ¢, (pei”) — Re ¢, (pei”) Ime¢, (pei”))

+ sin (é) (Reg, (pei”) Re ¢, (pei”) +Im ¢, (pei”) Im ¢, (pei”)) , (4.20)
izraz pogodan za ispitivanje kompletne monotonosti funkcije Jgp), §to se obezbeduje zahtevanjem da je
K (p) >0, tj. sin(arge, (pei’r) —arg g, (pei’r) +&m) 20 za p>0, (4.21)
(NP) (RP)

dok, ako uslovi (4.21) nisu zadovoljeni, funkcija os, ' moZe biti nemonotona. Funkcija og ' je ili pozitivna
eksponencijalno opadajuca funkcija koja tezi u nulu ili negativna eksponencijalno rastuc¢a funkcija koja takode
tezi u nulu, sa vremenskom konstantom p,,, koja se dobija kao negativan realan pol funkcije 65, videti (4.17), dok
. .. (CCP) __ . .. . . . e ..
je funkcija oy oscilatorna funkcija sa eksponencijalno opadaju¢om amplitudom, ¢ija je ugaona frekvencija
odredena imaginarnim delom kompleksnog pola funkcije &g, tj. sa Imsccp, 1 Ciji je parametar priguSenja
definisan realnim delom kompleksnog pola funkcije ., tj. sa |Re sccp|, videti (4.18).

Ako funkciju ¢, koja figuriSe u modulu relaksacije u Laplasovom domenu (4.13), ¢ine dva ¢lana, kao u
slu¢aju modela ID.ID, ID.DD ", ID.IDD, ID.DDD" i ID.IDD ", videti tabelu 6.5, tada se moduo relaksacije

moze zapisati preko dvoparametarske Mitag-Leflerove funkcije e¢ ¢, kao

b1 bo b3

osr (t) = £6a+ﬂ,17§+a+ﬁ,% (t) + afgea+ﬁ,175+a+ﬁf>\,% (t) + ;26&+ﬂ,17§+a+,37n,% (t), (4.22)

pri ¢emu je b3 = 0 za modele ID.ID i ID.DD+, sa notacijom

_ . — "
eecn (t) = £ 1E57< (_)‘tg) , gdeje Egc(z)= Z Wa (4.23)
n=0

videti [68]. Naime, moduo relaksacije u Laplasovom domenu (4.13) za navedene modele moze se napisati kao

1 b+ b28>\ + b3s®

Tor (5) = s1=¢€  qay + ags*tB 7

videti tabelu 6.5, transformisudéi se u

by s—(1-9 by (16X py g—(1-6=r)

ag s*TP + Z—; ag s¥TP + Z—; ag s@HP8 4+ Z—;’

o (8) =

§to daje moduo relaksacije u obliku (4.22) nakon primene Laplasove transformacije dvoparametarske Mitag-
Leflerove funkcije

g&—¢
TP (t) =Lt |:8€ n >\:| (t) . (424)
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Jog jedan oblik integralne reprezentacije modula relaksacije, ve¢ datog sa (4.19) u slucaju kada &5, nema
polova, koriste¢i moduo relaksacije (4.22) izrazen preko dvoparametarske Mitag-Leflerove funkcije (4.23) i ko-
risteci integralnu reprezentaciju Mitag-Leflerove funkcije

1 [ Xsin((¢ = &) m) + pésin((m) . o _
e (t) — 7/ ((C f) ) p2 (g )pg {e ptdp, (425)
T Jo |p§elé7'r + )\|
videti [68], pod uslovom da je £ € (0,1) i { < 1+ &, dobija se kao
o (1) = 1 /°° 1 ay by sin (§m) + bop™ sin ((€ + X)) + bzp® sin ((€ + k) 7)
a2m Jo ,01_E az pa—i-Bei(a-i-ﬂ)ﬂ' + % 2
N pa+5blsin((§—a—ﬁ)ﬁ)+b2p/\sm((§+)\—a—ﬂ)w) +b3ptsin ((E+ K —a—B)T) ePtdp
2 )
pa+6ei(a+,ﬁ)7r + %
(4.26)
te je kompletna monotonost, pod uslovom da je a + 5 € (0,1), obezbedena zahtevom da je funkcija
K (p) = aiby sin (£7) + arbap™ sin ((€ + \) ) + a1bsp™ sin ((€ + &) 7) + agb p® P sin ((€ — o — ) 7)
+ agbap® P sin (€ + X — a — B) 7) + agbsp® P sin (€4 k — o — ) 7)
nenegativna za p > 0. Treba naglasiti da se izrazi (4.19) i (4.26) za moduo relaksacije podudaraju.
4.2.2 Funkcija puzanja
Za funkciju puzanja u vremenskom domenu se dobija izraz
0, ako &, nema polova,
eer(t) = Q0P (1) + eBP) (t), ako &. ima negativan realan pol, (4.27)
ES;TC-CP) (t), ako & ima par kompleksno konjugovanih polova,
sa funkcijama 59“)), EEEP) i s&fcp) respektivno datim izrazima
L 1 o (pe™)] - < .
(NP) _ - / [ im) im _ pt
e () = —— sin (arg ¢, (pe arg o, (pe'™) +&m) (1 —e dp, 4.28
0=+ [ et s (g, (™) — angs, (™) + €)1 - ) (429
(RP) t) = 1 |¢o’ (SRI’)‘ / 1 —prpt 429
Eeor ( ) - 1+€ 14 (o | COS (arg (bg (SRP) — arg (bo (SRP) + gﬂ—) ( —€ ) ) ( . )
Prp ‘¢a (SRP)‘
1
(6P (1) = 9L e lcer]
Pccp ‘(be (SCCP)’
X (e_IRe socplt oog (Im Scopt — arg d)'E (Scer) +arg d, (scer) — (1 + &) QDCCP)
— cos (arg ¢ (scer) — arg ¢, (Sccr) + (1 + &) ocr) ), (4.30)

pri demu je ¢. (s) = Lo, (s) i gde su spp = P €™ i Scop = Poce €9CCF respektivno negativna realna nula
funkcije ¢, i njena kompleksna nula koja ima negativan realni deo.
Ekvivalentan oblik funkcije 5£§P), date sa (4.28), je

(NP) :l > 1 K (p) — e P g
BPO=5 | g g O 3y

sa funkcijom K definisanom sa (4.20), te uslovi (4.21), koji obezbeduju da je moduo relaksacije anP), videti

(4.19), kompletno monoton, takode obezbeduju da je funkcija puzanja EST\.IP) Bernstajnova funkcija. Sa druge

strane, ako uslov (4.21) nije zadovoljen, tada funkcija ES;IP) moze biti nemonotona. Funkcija 593” je funkcija
koja krece iz nule, te ili eksponencijalno raste ka pozitivnoj horizontalnoj asimptoti, ili eksponencijalno opada ka
negativnoj horizontalnoj asimptoti, ¢ija se vremenska konstanta p,, dobija kao negativan realan pol funkcije &,

videti (4.29), dok je funkcija eﬁgcp) vertikalno pomerena oscilatorna funkcija sa eksponencijalno opadaju¢om
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amplitudom ¢ija je ugaona frekvencija definisana imaginarnim delom kompleksnog pola funkcije &.,., tj. Im sccp,
dok je parametar prigusenja definisan kao realni deo kompleksnog pola funkcije 2., tj. |Re sccpl, videti (4.30).

Ako funkciju ¢,, koja se pojavljuje u funkciji puzanja u Laplasovom domenu (4.14), ¢ine dva ¢lana, $to je
slu¢aj sa modelima ID.ID, ID.DD ", IID.ID, IDD.DD ", I'ID.ID i IDD".DD ", videti tabelu 6.5, tada se funkija
puzanja moze zapisati preko dvoparametarske Mitag-Leflerove funkcije eg ¢ », date sa (4.23), kao

a1 as as
€or () = by CotBl+E+atB 2L (t)+ by CatBlt+E+a+B-N 2L (t)+ by CatBltEtatB—r, 2k OF

7 by

(4.32)

pri ¢emu je as = 0 za modele ID.ID i ID.DD". Naime, funkcija puzanja u Laplasovom domenu (4.14) za
navedene modele se moze napisati kao

5 _ 1 ay + azs™ + ass”
For (s) = s by 4 bosatB

videti tabelu 6.5, transformisuéi se u

aq S_(l"l‘g) as S_(1+E_A) as S_(l"l'f_"i)

5c’r(3):gsa+ﬁ+% ES(N'F[;_FZ—; b230‘+5—|—2—;7

§to daje funkciju puzanja u obliku (4.32) nakon Laplasove transformacije dvoparametarske Mitag-Leflerove
funkcije, date sa (4.24).

Treba naglasiti da funkcija puzanja zapisana preko dvoparametarske Mitag-Leflerove funkcije (4.32) ne
dozvoljava integralnu reprezentaciju u obliku (4.25), jer uslov ¢ < 1+ £ nije zadovoljen za prvi ¢lan u (4.32).
Medutim, prvi izvod funkcije puzanja (4.32), dat izrazom

. ay a as
Eer () = 3 €arperarit DT - Carperarsrts O+ 3 €argerars s (B))

7 bo

prema osobini %65747 A (t) = e¢,c—1,x (t) dvoparametarske Mitag-Leflerove funkcije, dozvoljava integralnu reprezentaciju
u obliku

Eer (1)

1 /°° 1 [ biagsin(§m) + azp* sin ((€ — \) ) + azp®sin ((€ — k) 7)
0

o bom PE bo pa+ﬁei(o¢+ﬁ)ﬂ' + % 2

a+5a1sin((§+oz+ﬂ)7r)+a2p)‘sin((§—>\+oz+ﬁ)7r)+a3p’”"sin((§—/<+oz+,3)7f) e rtdp
2 )

+p
paJr,Bei(thB)ﬂ' + %

(4.33)
prema izrazu (4.25), pod uslovom da je a4+ 8 € (0, 1), dakle, zahtevom da je funkcija

K (p) = a1by sin (€7) + agby p* sin (€ — N) 7) + asbyp” sin ((€ — k) 7)
+ arbysin ((€ + a + B) 1) + agbop™ sin (€ = A+ o+ B) 7) + asbap”™sin ((€ — k + a + B) 1)
nenegativna, obezbeduje se da je funkcija &, videti (4.25), kompletno monotona i stoga je funkcija puzanja

Bernstajnova funkcija. Treba primetiti da funkcija puzanja data sa (4.31) odgovara integralu (4.33), jer je
ger (0) = 0.

4.2.3 Odredivanje izraza za moduo relaksacije i funkciju puzanja

Moduo relaksacije i funkcija puzanja imaju vaznu ulogu u ispitivanju energetskog bilansa konstitutivnih modela,
stoga su izvedeni njihovi eksplicitni oblici za sluc¢aj termodinamicki konzistentnih frakcionih Cenerovih i anti-
Cenerovih modela.

4.2.3.1 Odredivanje izraza za moduo relaksacije

Moduo relaksacije se dobija u obliku (4.15), sa¢injen od funkcija datih sa (4.16), (4.17) i (4.18), inverznom
Laplasovom transformacijom modula relaksacije u Laplasovom domenu (4.13) prema definiciji inverzne Laplasove
transformacije

po—+ioco
oor (8) = £ 5 (5)] (8) 1(/ G or (5) e ds.

271 J po—ico
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Dakle, moduo relaksacije o, u obliku oy, = 09”3) 106 = ogfp) —i—JgBP) se dobija primenom Kogijeve integralne

teoreme
f Gor (8)eds = 0, (4.34)
T (1,11)

posto funkcija &, ili nema polova i tada se integracija vrsi duz konture I'D | prikazane na slici 4.1, ili ima
negativan realan pol koji se nalazi izvan konture T, prikazane na slici 4.2, dok se moduo relaksacije o, u

. NP P .. . e . .
obliku oy, = ogr ) + aggc ) dobija primenom Kogijeve teoreme o reziduumima

7{ Gsr (s)e%ds = 2mi (Res (647 () €*, 5cor) + Res (357 (5) €™, Seer)) (4.35)
T

posto funkcija 6, ima scep i njemu kompleksno konjugovan Secp kao polove koji se nalaze unutar konture I'®
prikazane na slici 4.1.

Ims
I
I I'p: Bromviceva kontura,
R o Iy: s=p+iR, p € [0,p0], po > 0 proizvoljno,
I'y: s=Re?, pE [g,w],
I's - Res I3t s=pe™, p € [r,R],
=—Rr P Ly s=re, ¢ € [-m, 7],
1_‘5 : § = pe_”r7 pE [’I", R] )
I'g: s= Rel¥, p e [—71',—%] ,
Lo I'v: s=p—iR, p € [0, po], po > 0 proizvoljno.
I7

Tabela 4.1: Parametrizacija integracione konture I'D,

Slika 4.1: Integraciona kontura T'(.

Ims
. I'p: Bromvic¢eva kontura,
I I'i: s=p+iR, p € 10,p0], po =0,
R r I'y: s= Re?, pE [g,ﬂ,
’ F3a U F3b : § = pe”rv pE [Tv R] )
Iza Ts T | T Res Ly: 5= relipi’ﬂ ¢ € [-m, ],
Ty i CwUTu s 5=, peinil,
I's: s= Re", pE [fw,f%] ,
F7: S:p_1R7 . PG[O»PO]aPOZO;
I's I's: s=—p*+re?, v € 0,7,
I7 Iy: s=—p"+re¥, € [—m,0].

Tabela 4.2: Parametrizacija integracione konture ',

Slika 4.2: Integraciona kontura I'™.

U slu¢aju kada moduo relaksacije u Laplasovom domenu (4.13) nema polova, Kosijeva integralna teorema
(4.34), sa konturom I'") prikazanom na slici 4.1, uzimajuéi u obzir integrale koji imaju nenulti doprinos, daje

/ Gor (s)e*ds + / Gor (s)eSds + / Gor (s)e’tds = 0, (4.36)
To I's s
§to, prema parameterizacijama kontura I's i I's, datim u tabeli 4.1, u limesu kada » — 0 1 R — oo postaje
0 i . [e%s} —im .
: 1 (bE (pe ) pi&e”r im 1 (bE (pe ) pte’”r —im
2miog () + /OO 07 g, (pei’f)e e dp—l—/o e 07 g, (pe*i’r)e e Tdp=0, (4.37)

transformisudi se u

aor () = a7 (1)

i /oo 1 ei(lfg)w(zss (peiﬂ') d)a (peiw) _ eii(lié)ﬂ(ﬁs (peiw) &U (peiﬂ)
2mi Jo  p17¢ @5 (peim)|?
0P (1)

e Pldp, tj.

oo (1)

— i > 1 |¢s (Pel'“)| (ei(lfﬁ)ﬂuarg¢5(pei")+arg¢a(pei") _ efi(lf£)7r+arg¢s(pe‘")farg¢a(pei")) e_ptdp,
2mi Jo  ptE |9, (peim)|
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ekvivalentno izrazu (4.16), odnosno izrazu (4.19) koji sadrzi funkciju K, datu sa (4.20).

Pored integrala duz kontura I's, UT's;, i I's, ULy, koje su deo konture D ga slike 4.2, i integrali duz kontura
I's i T'g imaju nenulti doprinos u sluc¢aju kada moduo relaksacije u Laplasovom domenu (4.13) ima negativan
realan pol spp = pyp €™, te KoSijeva integralna teorema (4.34) daje

/ Gor (8)e5tds + / Gor (8)e5tds + / Gor (8)e5tds + / Gor (8)eds + / Gor (8)e*tds = 0,
To I'3aUlsy I'saUlsy T's T

gde su prva tri ¢lana veé¢ definisana sa (4.37), a preostali ¢lanovi, koji sadrze integrale duz kontura I's i I,
parameterizovanih kao u tabeli 4.2, transformiSu prethodni izraz u

0 i
1 Spp + €'Y i .
QM 0 g (t) + 2 (TS;IP) (t) +/ —— ¢5 ( RP ' )e(st+re “’)tireupdcp
s (SR,P + Te“/’) (ba (SRP + re’ﬁa)
0 (Sgp +1el?) € ¢, (Spp + 1€1¥)

u limesu kada r — 01 R — oo, te je
oo (t) = oGP (1) + a1 (8),

Sa

1 (ba (SRP) estt _
5%{;5 by, (Srp) 511155 0,y (Bxp)

1 1 e 07970 (spp) Fb; (srp) + €070 (spp) &L, (Sp)

im
7l

Ug{p) (t) = % <—i7r 1 ¢ (Sup) eSRPt)

= - > e~ Prpt
2 Prp |¢; (SRP)’
svodecCl se na 1zraz dat Sa . . La 1mtegral duz Konture 1 g doblja se
dedi izraz dat sa (4.17). Za integral duz konture T's dobij
0 i
1 Sgp + 1€'¥ i :
lim Gor (8) o*tds = lim — ¢c ( RP . )e(st+re w)tirewdtp
=0 Jpg 7=0 S (spp 4 rei?)' 8 g (Snp +1el?)
0 i )
= lim 1 ¢€ (SRP tre cp) e(SRP+re'w>tiTei¢d¢

=0/ (srp + reiW)PE by (Srp) + QS:; (s) (s — 5RP)|S:SRP+Tei4p +
1 &, (Swe) oSRPT

S%{;& Q%-; (8rp) ’

razvojem funkcije ¢, u red i uzimajuéi u obzir da je ¢, (sgp) = 0, a sli¢no se rac¢una i integral duz konture I'g
dajudi

= —im

lim For (8)eds = —im 711_ 7(;5,6 (fRP) e rPt,
=0, SRP ¢cr (SRP)

Na desnoj strani jednacine (4.36), ¢lan koji poti¢e od reziduuma prisutan je kada funkcija &, data sa (4.13),
ima par kompleksno konjugovanih polova sccp 1 Scep, buduéi da Kosijeva teorema o reziduumima (4.35), sa
konturom I'M predstavljenom na slici 4.1, pri ¢emu su polovi unutar oblasti ogranicene konturom, uzimajuéi u
obzir integrale sa nenultim doprinosom, daje

/ Gor (8)e5tds + / Gor (5)etds + / Gor (s)e%tds = 2mi (Res (6” (s)e, sccp) + Res (&ST (s) e, ECCP)) ,
To I's Is

Sto postaje
oo (8) = oG (1) = o797 (1),

gde je

(CCP) _ 1 b (Sccr) Re scept+ilm scept
Osr (t) 1€ / €
pCCPel(l_é)‘PCCP ¢a (socp)

+ 1 d)z’-: (gccp) eRe Scept+ilm scopt
— - /=
pécgefl(lff)&@ccp (]50 (SCCP)

= 1 eRe sccpt <¢5 (SCCP) ei fm scopt ¢5 (ECCP) ei fm scert >

Pégg ¢€7 (5cer) el1=8vccr (b; (Scep) e~ 1(1=8wvcep

— ]‘ eilRe SCCPIt
1-¢

Pccp
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ei(Im Sccr’t*(lfﬁ)S@ccp)(;56 (Scer) &5; (Scop) + e—iIm scept—(1-&)pccp) (_ﬁ (Scer) qﬁ; (Scer)

M’:f (SCCP)|2

X

)

izraz koji se svodi na (4.18).
Preostaje da se pokaze da integrali duz kontura I'1, I'y, T'y, T'¢ i I'7, kao delova kontoura T'™ i (D ga slika
4.1 1 4.2, imaju nulti doprinos i u Kosijevoj integralnoj teoremi i u Kosijevoj teoremi o reziduumima, videti
(4.34) i (4.35), u limesu kada r — 01 R — oo.
Integral duz konture I'y
1 ¢. (p+iR)

0
Ir, = / - :

Y Jp (p+iR)TE ¢ (P +HiR)
u kojem je iskori¢ena parametrizacija data u tabelama 4.1 i 4.2, ima nulti doprinos jer njegova apsolutna
vrednost daje

e(eriR)tdp’

Po 1 iR
|IF1| </ ¢ |¢e (p+1 )‘ept
o |p+iR|"¢ ¢, (p+iR)|

Po 1 :
g/ e ‘d)a (p+1R)|eptdp
o RI-¢[1—i8|"* 0, (p+iR)|
Po :
<[k 0. (0 +iR)| o
o R, (p+iR)|

Po

< -
~ ), RUE<a

ePldp -0, za R — oo,

ako funkcije ¢ i ¢, koje su stepene funkcije, videti tabelu 6.5, zadovoljavaju % ~ Rr gdeje(r < 1—¢

kada R — oo za p € [0,pg]. Sli¢nom arumentacijom se pokazuje da integral duZ konture I'; takode daje nulti
doprinos.
Za integral duz konture I's, parametrizacijom kao u tabelama 4.1 i 4.2, se dobija izraz

_ ™ 1 (135 (Rehp) Rte'®: s
Ir, = /1 R1-€ei(1-8)¢ b, (ReiSQ) € iRe'¥dy
2

koji daje nulti doprinos, §to se pokazuje razmatranjem njegove apsolutne vrednosti

[T, | S/ R5|Z ((Rew;||eth°wd<p—>O za R — oo,

buduéi da eff€s¢ — 0 za ¢ € [%,’ﬂ'] kada R — oo i dasu ¢, 1 ¢, stepene funkcije, videti tabelu 6.5. Integral

duz konture I'¢ takode ima nulti doprinos, §to se pokazuje slicnom argumentacijom.

Ukoliko su stepene funkcije ¢, i ¢, videti tabelu 6.5, takve da je % T( , pri ¢emu je ¢, < £ kada
r — 0 za ¢ € [—m, 7|, moZe se pokazati da integral duz konture T'y ima nulti doprinos, buduéi da, prema

parametrizaciji datoj u tabelama 4.1 1 4.2, je integral dat izrazom

- 1 ¢5 (reiw) rtel?. o
Ir, —/ (107 ¢ (rei%")e ire’deyp,

te je

R Ghgl persen
|IF4| g/ ‘Qb ( elﬁa)|e d‘ﬁ

g/ &= Srdp — 0, za 71— 0.

4.2.3.2 Odredivanje izraza za funkciju puzanja

Funkcija puzanja u obliku (4.27), koja sadrzi funkcije date sa (4.28), (4.29) i (4.30), dobija se prema

Eer () = /0 t €er (t) Al (4.38)

§to je posledica izbora da se razmatra funkcija

16, (s)
£

<. (5)’ (4.39)

€er (8) = SEer (8) =
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¢ijom se inverznom Laplasovom transformacijom dobija

d d
€er (t) = EECT (t) + 5&2)5 (t) = &Ecr (t),

sa vrednoscu funkcije puzanja u nuli 52?) = limy 0 €er () = limg_s 00 8E¢r (8) = limg_y 00 s% f;"((ss)) = 0 za sve razma-

trane frakcione Cenerove i anti-Cenerove modele, umesto izbora da se razmatra funkcija puzanja u Laplasovom
domenu (4.14). Funkcija €., se dobija koris¢enjem definicije inverzne Laplasove transformacije primenjene na
funkciju €., videti (4.39), i integracijom u kompleksnoj ravni duz Bromviceve konture, odnosno

1 po—+ioco _ o
€cr (1) / €cr (5) e¥ds. (4.40)
P

271 J po —ico
s .. . .. NP) . NP RP .. ..
Stavige, funkcija puzanja .- u oblicima &.,. = eér )4 Eor = gér ) + g&r ) se dobija prema (4.38), sa funkcijom
€. racunatom koriséenjem Kosijeve integralne teoreme

f{ Eer (5)e*tds =0, (4.41)
T(LI1)

pri Gemu se integracija primenjuje ili duz konture I'D | predstavljene na slici 4.1, ako funkcija &, nema polova,
ili duz konture T predstavljene na slici 4.2, ako funkcija é.. ima negativan realan pol koji se nalazi izvan
konture I'I, dok se funkecija puzanja ., u obliku eor = e + P dobija prema (4.38), sa funkcijom e,

rac¢unatom pomocu Kosijeve teoreme o reziduumima
]{ Eer (5) e*tds = 27 (Res (ECT (s)e*t, sccp) + Res (Ecr (s)e*t, ECCP)) , (4.42)
INO)

posto funkcija €., ima scop i njemu kompleksno konjugovan 5.cp kao polove koji se nalaze unutar konture I'D,
predstavljene na slici 4.1.

Naime, u slucaju kada funkcija €.., data sa (4.39), nema polova, Kogijeva integralna teorema (4.41), sa
konturom I'M predstavljenoj na slici 4.1, izostavljanjem integrala koji daju nulti doprinos, daje

/ Eer (8) e5ds + / Eer (8)e5tds + / €er (8)€®'ds = 0,
To I's I's

pri ¢emu integrali duz kontura I'g, I's i I'5, parameterizovani kao u tabeli 4.1, u limesu kada r — 01 R — oo
postaju

0 i . o) —im .

. 1 ¢o’ (pe ) Ty 1 ¢o’ (pe ) =T

2mi€eq (t) + / T Lerte o dp 4 / - —refte e7Mdp =0, (4.43)
[’} pfelfﬂ' ¢5 (pelw) 0 pgeilgﬂp ¢5 (peilﬂ-)

transformiSudi se u
eer (t) = NPV (1)
i oo ieigw% (peiw) g)g (peiw) _ efigwée (pem) o, (peiw)
2mi Jo Pt |6 (peim)[?
L[l KD
mJo 05 |o. (pem)[?
P (1)

e Pldp

dp, tj.

€er (1)

Comi Jo o pf (oo (peim)|

L o) o
= | e S e (o) s, () ) e~

1 > i ’¢a (pelﬂ')} (ei(§ﬂ+arg d)a(pc“’)—arg qba(pc”)) _ e—i(fﬂ+arg b, (pci“)—arg gbg(pci’r))) efptdp

§to, prema (4.38) i prema izrazu (4.20) za funkciju K, postaje funkcija puzanja EST\-IP) u ekvivalentnim oblicima

(4.28) i (4.31).

Sa duge strane, ako funkcija .., data sa (4.39), ima negativan realan pol spp = pgpe'™, tada Kogijevoj
integralnoj teoremi (4.41) odgovara kontura ' sa slike 4.2, te, pored integrala duz kontura I's, U g i
I's, UT'sp, doprinos daju i integrali duz kontura I's i I'g, implicirajuéi izraz

/ Eer (8)e5tds + / Eer (8) e5ds + / Eer () e*tds + / Eer (5)e®ds + / Eer (8)e5tds = 0,
To T'3,Ul3p T'5,Ulsp s Ty
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sa prva tri ¢lana ve¢ definisana sa (4.43) i sa preostalim ¢lanovima racunatim duZz kontura I's i I'g, parametri-
zovanih kao u tabeli 4.2, transformisuéi prethodni izraz, u limesu kada r — 0i R — oo, u

0 i
1 Sgp + 1€'¥ ) i .
27Ti €Cr( )+ 27T1 E(NP)( )+/ . ¢0’ ( RP i )e(éRP+7'e )tireupdsp
x (Snp + 1ei®)’ O (snp + 7€)

—T = i X
0 (Snp + rei®)t Oc (Snp +1e¥)

Sto postaje

1 1 1 3 -
o (1) = i) 1)+ 5 (i S Corooune i Lo Fur) o)

for U Sng ¢5 (SR,P) Skp ¢/5 (SR,P)
—igm 7/ igm P
e(NP) (t) — l%e ¢ D (Srr) Oy (SR/P) +e 62 L (Srp) Oy (SRP)e*PRpt’
2 Prp |¢e (Snp)|

pri ¢emu se poslednji ¢lan transformise u

g];{P) (t) = 12 (o )‘ cos (argd) (Srp) — arg ¢, (spp) + §7T) e_pRPt7
pRI’ 3

dajuéi funkeiju e u obliku (4.29), prema (4.38). Integral duz konture I's se ra¢una kao

0 i
1 Spp + 1e'¥ i :
lim Eor (S) e’tds = lim — o ( RP i )e(st—i-rc ‘P)tireup(hp
r—0 T's r—0 - (SRP + Telcp) d)s (SRP + re ‘P)
= lim ' ! P (5ur +7¢7) elsnrtre)tipgie g
r=0 1 (spp + Teigo)& b, (Srp) + ¢ (8) (5 — SRP)|s:st+Te“P + ...
— —lﬂi wesnpt

)

SRP ¢a (SRP)
razvojem funkcije ¢, u red i uzimajuéi u obzir da je ¢, (sgp) = 0, dok sli¢an rac¢un daje integral duz konture I'g

u obliku )
lim [ &, (s)e’ds = —ir—— 9 (Sur) e RPL,
r=0Jr, SRP (be (SRP)
Dodatno, kada funkcija €., videti (4.39), ima par kompleksno konjugovanih polova sccp 1 Sccp, koji se
nalaze unutar oblasti ograni¢ene konturom I'D predstavljenoj na slici 4.1, Kogijeva teorema o reziduumima
(4.42), izostavljajuéi integrale koji imaju nulti doprinos, daje

/ Eer (5)e®tds + / Eer (s)e®tds + / Eer (5) e®lds = 2 (Res (ECT (s)e*t, sccp) 4+ Res (ECT (s)e*t, Eccp)) ,
To I's T

5

§to, u limesu kada r — 01 R — oo i sa €lanovima na levoj strani prethodnog izraza ve¢ definisanim sa (4.43),
postaje
NP ccp
eer (8) — €57 (1) = 777 (1),

Ssa

€£(T}CP) (t) = 1 b, (5cer) eRescept+ilm scopt
pccpelg(’occp (be ( P)

1 ¢o’ (gccp
S

)
)

1 eResccpt ( i 1 (bn (SCCP) ilm sccopt + i 1 ¢z/7 (ECCP)eiImsccpt>
( e~i¢ccr ¢ (Scer)

ei(Im SCCPt*ESOccp)(Es (SCCP) ¢)J (SCCP) + e*i(lm SCCPt*&PCCP)Qﬁ; (SCCP) (50 (SCCP)

|¢/e (SCCP)|2

CoS (Im Scept — arg (ble (SCCP) +arg ¢, <SCCP) - &pccp) )

2 1 |¢ ( )l —|Rechp‘t
pccp |¢s P)’
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implicirajuéi, prema (4.38), da je
eer (1) = eGP (1) + 5797 (1),

sa

EESCP) (t) -9 1 |¢ (SCCP)‘
éﬁgg |¢ Sccr’)‘

X (eRe sccplt oog (Im Scept — arg @ (Scep) +arg ¢, (scep) — (1 + €) cpCCP)

— COS (arg QZS/E (Sccp) —arg d)a' (Sccp) + (1 + f) @CCP) ) ’

pri ¢emu je iskori§éen integral

t
/ 1
/ el cos (wt' + ¢)dt’ = R (e"* (wsin (wt + ¢) + pcos (wt + ¢)) — (wsing + pcos ¢))
0 BT w
1
= — (e“t cos (wt + ¢ — ¢) — cos (¢ — <p))
/:LL2 + w2
sa smenom g = Re Scop, w = I Soep, ¢ = —arg é. (Scop) + arg d, (Scor) — EPocp 1 0 = arctg% = Poop-

Integrali duz kontura T'y (I'7), T's (I') i I’y teZe u nulu u Kosijevoj integralnoj teoremi (4.41) i Kogijevoj
teoremi o reziduumima (4.42) u limesu kada r — 01 R — oo. Naime, ako stepene funkcije ¢, i ¢, videti tabelu
6.5, zadovoljavaju uslove

|p. (p+iR)| ¢
—E - ~ R, kada R— o0 za pe]l0,po],
|¢cr <p+lR)| [ 0]
|9 ()| 1
~ , kada r—0 =za € |—m, 7,
6, (re)] et

koji su ve¢ nametnuti u poglavlju 4.2.3.1 radi obezbedivanja nultih doprinosa integrala funkcije G, (s) e** duz
kontura I'y (I'7), I's (T'g) i T'y, tada je takode

|6y (p+iR)| 1

kada R 0 4.44

|p. (p+1R)| ~ Reyy rada — o0 za pe€[0,po], (4.44)
|95 (re'?)|

~rér, kada =0 za g€ [-m], 4.45

¢ (rei?)] p €| ] (4.45)

zbog sli¢nih oblika modula relaksacije u Laplasovom domenu i funkcije &, videti (4.13) i (4.39), te integrali
duZ kontura I'; (T'7) i T'y imaju nulti doprinos, ako je (x> —¢£1 ¢, > — (1 — &), implicirajuéi uslove

—§<(p<1-¢6 1 —(1-¢<( <€ (4.46)

pri emu su (p < 1—£€1i(, <& veé prethodno nametnuti uslovi, dok je nulti doprinos integrala duz konture I'y
(T's) prosto obezbeden zbog ¢injenice da su ¢, i ¢, stepene funkcije.

4.2.4 Polozaj i broj nula funkcija ¢, i ¢,

Funkcije ¢, i ¢, u sluaju frakcionog Cenerovog i anti-Cenerovog modela se svode na neku od sledece tri forme

ass +b ast + bs® + ¢ )
= ’ _ ’ i — as% 4 bt
o= {a51+5 + b, ¢(s) = as*™tt +bs¢ + ¢ i ¢s) =as™ +bs* 4o,

videti tabelu 6.5, gde su a,b,c > 01 &, ¢ € (0,1). Funkcije koje sadrze stepene kompleksne varijable s koji su u
intervalu (0,1), kao $to je dobro poznato, nemaju nula u glavnoj Rimanovoj grani, tj. za args € (—m,7), dok
funkcije sa stepenom vodeceg ¢lana u intervalu (1,2) mogu da nemaju nula, mogu da imaju negativnu realnu
nulu, ali mogu da imaju i par kompleksno konjugovanih nula sa negativnim realnim delom, o ¢emu je re¢ u
nastavku.

54



Svojstva energetskog bilansa frakcionih Cenerovih i anti-Cenerovih modela

4.2.4.1 Funkcija koja sadrZi dva ¢lana
Funkcije ¢, 1 ¢, u slu€aju modela ID.ID su oblika

b(s)=as't+b, seC, argse (—m ),

videti tabelu 6.5, gde su a,b > 01 & € (0,1). Pokazuje se da funkcija ¢ ima par kompleksno konjugovanih nula
_1 1
b\ TFE . . p\ THE .
Scep = () e+ i Soep = () e 'THE,
a a

sa negativnim realnim delom.
Realni i imaginarni deo funkcije ¢, uvrStavanjem s = pe'?, postaju

Red (p,p) =ap' ™ cos(1+&) @) +b i Ima(p,p)=ap ™ sin((1+¢) ),
km

te Im¢ (p, ¢) = 0 implicira da je ¢, = 5 T Iz zahteva da argument odgovara prvoj Rimanovoj grani ¢, €
(—m, ) sledi nejednakost — (1 +¢) < k < (1 +¢), implicirajuéi da je k € {—1,0,1}, zbog Gega se realni deo
funkcije ¢ transformise u izraz

Re ¢ (p, p;,) = ap' ™ cos (kr) + b,

koji je jednak nuli za k € {—1,1}, ako je p = (g)m , dok je Re o (p,py) = ap*** +b > 0 za k = 0. Stoga su

IR EE U
s1= (%) e/ T i sy = (%) e7'TE nule funkcije ¢.

4.2.4.2 Funkcija koja sadrzi tri ¢lana
Funkcije ¢, i ¢, u slu€aju modela IID.IID i IDD.IDD mogu biti oblika

6(s) =as'TC +bs+¢, s€C, argsec (—mm),

videti tabelu 6.5, gde je a,b,c > 01 &,¢ € (0,1). Pokazuje se da funkcija ¢ ima: par kompleksno konjugovanih
nula sa negativnim realnim delom ako je Re ¢ (p*, ) > 0, negativnu realnu nulu s = —p* ako je Re ¢ (p*,7) = 0,

b sin({m) 1+§*4
a sin(€m) .

odnosno nema nula ako je Re ¢ (p*,7) < 0, gde je Re ¢ dato sa (4.47); i gde je p* = (

Realni i imaginarni deo funkcije ¢, uvritavanjem s = pe'?, postaju

Re ¢ (p,p) = ap' ™€ cos (1+€) @)+bp cos (Cp)+¢ i Tme (p,p) = ap' e sin (14 &) @) +bp° sin () . (4.47)

Na osnovu (4.47)s, sledi da je Im ¢ (p, —¢) = —Im ¢ (p, ¢) implicirajuéi da su so = pyel¥® i njemu kompleksno
konjugovan 59 = pye %o nule funkcije ¢, te je dovoljno razmatrati samo gornju kompleksnu poluravan. Takode,
nema nula funkcije ¢ koje leZe u desnoj kompleksnoj poluravni, jer je Im ¢ (p, ) > 0za ¢ € (0, g) i StaviSe nema
pozitivnih realnih nula funkcije ¢, jer je Re¢ (p,0) > 0. Stoga se nule funkcije ¢ nalaze u levoj kompleksnoj
poluravni.

Da bi se pokazalo da funkcija ¢ ima jednu nulu u drugom kvadrantu, koriste se princip argumenta i kontura
v, prikazana na slici 4.3. Princip argumenta tvrdi da je broj nula N funkcije ¢ unutar oblasti ograniene
konturom -, ukoliko funkcija ¢ nema polova unutar navedene oblasti, odreden izrazom Aarg¢ (s) = 27N, gde
kompleksna promenljiva s uzima vrednosti duz konture ~.

Ims
V2
Y1t S:pei%, pe[raRa
R 1 Y2: s=Re¥, e [fn],
v 73 : §= pe'”ra P € [rﬂ R]a
V41 s=re¥,  pe[5, 7.
r
v3 v+ Res Tabela 4.3: Parametrizacija konture ~.

Slika 4.3: Kontura 7.

Argument kompleksnih brojeva s koji pripadaju konturi ; ima fiksnu vrednost ¢ = 7, dok se njihov moduo
menja tako da je p € (r, R), videti parameterizaciju datu u tabeli 4.3, stoga je

Im¢ <p, g) = ap'™¢ cos %r + bpS sin %r >0,
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prema (4.47), §to takode implicira da funkcija ¢ nema €isto imaginarnih nula. Asimptotika realnog i imaginarnog
dela (4.47) funkcije ¢, je

Re¢<r, g) ~c i Img¢ (7", g) Nb?"CSin%

Re ¢ (R, g) ~ —aR'¢ sin %T

—0", za r—0, kaoi

&n

— —00 1 Im¢(R,g)~aR1+5c082 — 00, za R — o0,

tako da je |¢ £)| ~ aRf¢ = o0 tg argqﬁ( 3) ~ —tg , implicirajuéi arg¢( 7) ~ T — 5—” € (E 7T).
Stoga, kao se s menja duz konture -, argument funkcije ¢ se menja od nule do 7 — 5”

Kompleksni broj s koji pripada konturi v, ima veliku ali fiksiranu vrednost modulua p = R, dok se njegov
argument menja duz konture -y, uzimajuéi vrednosti ¢ € [1 7r] , videti tabelu 4.3, te se za asimptotiku (4.47)

27
kada R — oo dobija

Re¢ (R, ) ~aR ™ cos(14+&)¢) i Img (R, ) ~aR " sin((1+€) ),

te je |6 (R, @)| ~ aR™ = ooiargd (R, @) ~ (14 &), implicirajuéi arg ¢ (R, ) € {(H& (1+¢) ] Stoga,

kako se s menja duz konture ~,, argument funkcije ¢ krece iz drugog kvadranta, jer je argqb( , 2) = (1+2£) i
zavrSava se ili u trecem, ili mozda u Cetvrtom kvadrantu, jer je arg ¢ (R, 7) = (1 4 £) m, medutim ne prolazi kroz
prvi kvadrant, jer realni i imaginarni deo funkcije ¢ ne mogu biti istovremeno pozitivni za ¢ € [g, 77] , bududéi
daje 5 < (1+¢&) <2

Argument kompleksnih brojeva s koji leze na konturi y4 ima fiksnu vrednost ¢ = 7, dok se njihovi moduli

menjaju u intervalu p € (r, R), dajudi za realan i imaginaran deo funkcije ¢

Re o (p,m) = —ap' ™ cos (€mr) + bpScos (Cm) +¢ i Imeo(p,m) = —ap' TS sin (éx) + bp® sin (7)),
prema (4.47), te se za asimptotiku realnog i imaginarnog dela funkcije ¢ dobija

Re¢ (R, 7) ~ —aR™ S cos (m) = —o0 1 Im¢ (R, ) ~ —aRsin (é7) = —o0, za R — oo,

kao 1
Reo (r,m) ~c¢ i Imo(r,m)~brésin((n) =0T za r—0,
implicirajuéi da arg ¢ (R, 7) ~ (1 + &) m kada R — o0, kao i tg arg ¢ (r, ) ~ 0 kada r — 0. O¢igledno, Im ¢ (p, 7)
1

menja znak kada se p menja od R — oo do r — 0 i ima jednu nulu za p* = (%:EEE:?) T er je pit

konveksna, a p¢ konkavna funkcija, obe monotono rastuée od nule do beskonacnosti. Stoga, znak Re ¢ (p*, )

odreduje da li argument funkcije ¢, koji krece iz arge¢ (R,7) = (1 + &) 7 kada se s menja duz konture ~ys,

zavrSava u arg ¢ (r,m) = 0 ili u arg ¢ (r,7) = 27, tj. prva tvrdnja vazi ako je Re ¢ (p*,m) < 0, odnosno druga

tvrdnja vazi ako je Re¢ (p*,7) > 0. Sa druge strane, ako je Reo (p*,m) = 0, tada funkcija ¢ ima negativnu
1

realnu nulu s = —p* = — (95%11((”)) e ,jer za p = p* sledi Im ¢ (p, ) = 0.

a sin(&m)
Moduo kompleksnog broja s koji pripada konturi v, ima fiksnu ali malu vrednost p = r, dok se njegov
argument menja u intervalu ¢ € [%,ﬂ'], te asimptotika realnog i imaginarnog dela funkcije ¢, videti (4.47),
postaje

Reg(r,p) ~c i Imo(r,@) ~brsin(Cp) = 0" za r—0,

implicirajuéi da se arg ¢ ne menja znacajno.

Dakle, promena argumenta funkcije ¢, kada se s menja duZ konture v, je ili Aarg¢g(s) = 2w ako je
Re¢ (p*,m) > 0, ili Aarg¢(s) = 0 ako je Re¢ (p*,7) < 0, implicirajuéi da funkcija ¢ ili ima jednu nulu,
ili nema nula u gornjoj levoj kompleksnoj ¢etvrtravni. Ako je Re ¢ (p*,7) = 0, tada funkcija ¢ ima negativnu
realnu nulu.

4.2.4.3 Kvadratna funkcija po s¢

Funkcija ¢, u slu¢aju modela ITID.ID i IDDT.DD*, kao i funkcija ¢, u slu¢aju modela ID.IDD*, pa tako i obe
funkcije ¢, 1 ¢, u slucaju modela ITID.ITID, IDDT.IDD™ i ITID.IDD*, date su u obliku

¢(s) =as* +bs* +¢, s€C, argse (—m,7), (4.48)

videti tabelu 6.5, gde je a,b,c > 01 ¢ € (0,1). Ako je £ € ( ,2] tada svi stepeni promenljive s pripadaju
intervalu (0,1) i, kao $to je dobro poznato, funkcija ¢ nema nula, dok ako je £ € (2, ), tada su nule funkcije ¢

date sa
b dac
S= [ 1x4/1- = |.
5 2a< 62)
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Pretpostavljajuéi da je diskriminanta kvadratne jednacine po s¢ nenegativna, tj. da je QT\/E < 1, sledi

b 1 ‘ b lac)
s€= <1i 1—“) <0 g et = <1i 1—?';0) LA WA
a

implicirajuéi

§

Kompleksni broj s sa modulom p i argumentom ¢, dat sa (4.49), nije nula funkcije ¢, date sa (4.48), jer zahtev
(2k+1)m
3

pzﬁba<1i 1—4ac> i @:L“Ll)ﬁ. (4.49)

da je ¢ € (—m,m) ne moZe biti ispunjen za bilo koje k € Z, zbog < m implicirajuéi da je
1< —E<2k+1<E<]tj. —1<k<O.
Sa druge strane, ako je diskriminanta jednacine koja je kvadratna po s¢ negativna, tj. ako je 2%{% > 1, tada

vazi

sfz—% <1ii ‘?-1) =-Atin=24 sa )\:%>O i n:% %—1>0, (4.50)
te je
s = plelfPr = |z | @82 H2km) o o | =\ /N2 i argzy =+ (1 - %arctg Z) , (4.51)
implicirajuéi
sy =pe¥t sa p=zs] i @ = M. (4.52)

Da bi ¢, bio argument nule funkcije ¢, date sa (4.48), zahteva se da je ¢, = =2 Zzﬁk” = 2]”51’571' € (0,7),

pri ¢emu je § = %arctg% € (0, %), te se dobija 0 < (2k+ 1 —0) 7 < &m, §to se transformife u 0 < § < 2k + 1 <
0+¢E< %, tj. —% <k< i, dajuéi k = 0. Sli¢na argumentacija u slu¢aju ¢_ takode implicira da je k£ = 0. Stoga
su nule s+ = pe'¥+ funkcije ¢, date sa (4.48), takve da je

1—Llarcte 2
p= YN+ i gy =% Fzrc in,
sa A 17 definisanim sa (4.50), prema (4.51) i (4.52). Zapravo, funkcija ¢ ima par kompleksno konjugovanih nula

2 2 . 17%arctg % 2 2 . lfiarctg %
i—Ef——2a71 . e e
Scep = A/ A*+1n2%e g i Soop = VA +n%e g , (4.53)

1—Larctg 2 . .. 1 n o
”f*w < 7 implicira 1 — ~arctg § <, §to se

sa negativnim realnim delom, ako je tg (m) > —4, jer ¢, =
redukuje na tg ({m) > —3, dok se veé zna da je arg zy = m—arctg ¥ > %, videti (4.51)3, i stoga ¢, = % >z,
videti (4.52), zbog £ < 1. Treba primetiti da ako je tg ({7) < —4, tada je ¢, > 7 i funkcija ¢, data sa (4.48)

nema nula za arg s € (—m, 7).

1. n _ 1. - 1
U posebnom slucaju kada je ¢, = i%ﬂ' = 4, tj. kada je % = 1 §to se redukuje na
tg (§m) = —%, funkcija ¢, data sa (4.48), ima negativnu realnu nulu
Sap = — A/ A2+ 12, (4.54)
prema (4.53), sa redom ¢ dobijenim kao reSenje jednacine tg ({m) = —3.

Dakle, funkcija ¢, data sa (4.48), nema nula ako je & € (O, %} , ili ako je ¢ € (%,1) i 2%& < 1, ili ako je
e (1), 2‘{)& >1,itg (&m) < —y/3%° — 1, dok ako je £ € (3,1) i 2% > 1, tada ima ili negativnu realnu

nulu
C
Srp = — 2§/;7 (455)

prema (4.54) i (4.50), ako je tg ({m) = —/ % — 1, 8to zapravo odreduje red &, ili ima par kompleksno konju-
govanih nula

¢ lmmesyAFEL I AV
—e € i Scep= %/—¢ € , (4.56)
a a

— 2
Sccp =

prema (4.53) i (4.50), ako je tg (£m) > —y/44¢ — 1.
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4.3 Suzene termodinamicke restrikcije

Disipativna svojstva viskoelasti¢nog materijala se obezbeduju nametanjem ogranicenja na parametre konsti-
tutivnog modela razmatranog u kvazistacionarnom rezimu, tj. nametanjem termodinamickih restrikcija, dok
se, dodatno, disipativnost materijala u tranzijentnom rezimu obezbeduje nametanjem suZzenih termodinamickih
restrikcija na parametre modela.

4.3.1 Simetri¢ni modeli

Formulisane su suzene termodinamicke restrikcije na parametre modela koji sadrze jednak broj operatora koji
deluju na napon i deformaciju.

4.3.1.1 Model ID.ID

Termodinamicke restrikcije (3.91) i (3.92) na parametre modela ID.ID, datog izrazom
(a1 OIta —+ a2 0Df) (o2 (t) = <b1 01? + ag 0D?+ﬁ_#) 19 (t) y

videti (3.87), zajedno sa suZenim termodinamickim restrikcijama su predstavljene slede¢im nejednakostima

O0<a+f—-p<l, p<a B+p<l, (4.57)
ay COS W < b1 cm sin (2a+§7“)ﬂ cos (2a+g*“)“ _a sin W w58)
a2 cos BHT by T ay gin BHAT oo BHAT S ay gy B '

pri ¢emu nejednakost (4.58)3 suzava termodinamicku restrikciju (3.92) ako je o < 2a+ 8 — pu < 1, a koje se
dobijaju zahtevanjem da funkcija K, data u op$tem obliku sa (4.20) i koja se redukuje na izraz

K (p) = axby sin (o — 1) m) + arbyp™ P sin (20 + 8 — ) )
— agb1p® P sin (B + p) ™) + agbep® @ sin (o — p) ) (4.59)

u sluc¢aju modela ID.ID, ima nenegativnu vrednost. Drugi ¢lan u (4.59), koji moze biti ili pozitivan za 2a+5—u €
[, 1), ili nepozitivan za 2a + 8 — p € [1,1 4 «), videti (4.57)1, kombinovan sa tre¢im nepozitivnim ¢lanom u

. (2a48—p)w
COS ——F——
< 1 zbog

2
cos BT
B+ p<2a+ 0 —p<1sto se redukuje na p < «, videti (4.57)2, dok su drugi i treéi ¢lan u (4.%9) nepozitivni
ako je 2a+ 8 — p € [1,1 4 «) i stoga se nenegativnost funkcije K ne moze garantovati, videti (4.59).

Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu ID.ID i data je sa (4.59), je obezbedena ako je
20+ —p € |, 1) zahtevanjem (4.58) pored (4.57) implicirajuci da je odgovarajuci moduo relaksacije kompletno
monotona funkcija i da je funkcija puzanja Bernstajnova funkcija, dok ako je 2a+ /5 —p € [1,1 + ), spomenute
osobine se ne mogu garantovati.

(4.59) daje suzenu termodinamicku restrikciju (4.58)3, ako je 2a+ 8 — u € [, 1), jer je

4.3.1.2 Model ID.DD"

Termodinamicke restrikcije (3.85) i (3.86) na parametre modela ID.DD ", datog izrazom
<a1 OI? + as ODtB) g (t) = (bl ODQL + b2 OD?JFBJF#) 9 (t) y

videti (3.81), zajedno sa suZenim termodinamickim restrikcijama su predstavljene slede¢im nejednakostima

2t B4 pn) 20t ) B
a ‘cos( ok a ‘COS( ST in 2 +g+u) by
. Gor Sg, =) Gor S b, (4.61)
az  cos HFE az  cos HFE sin =% bo

pri ¢emu nejednakost (4.61); suzava termodinamicku restrikciju (3.86), a koje se dobijaju zahtevom da je funkcija
K, data u opstem obliku sa (4.20) i koja se redukuje na izraz

K (p) = ayby sin ((a + p) ) + arbap®P sin (2 4 B + p) 7)
+ agbyp® 1P sin (1 — B) ) + azbap® P sin (o + p) ) (4.62)

u slu¢aju modela ID.DD+, ima nenegativnu vrednost. Drugi ¢lan u (4.62), koji je nepozitivan zbog (4.60);
implicira 2a+ 8+ p > 1+ «a i zbog (4.60)2 implicira 2a+ 8+ pu = (a+ 5) + (a+ ) < 2 odnosno 2a+ B+ p €

58



Svojstva energetskog bilansa frakcionih Cenerovih i anti-Cenerovih modela

[1 4+ , 2], kombinovan sa tre¢im nenegativnim ¢lanom u (4.62) daje suzenu termodinamicku restrikciju (4.61)4,
in GotBtwm — B - . . .

jer je >——2Z— > 1 zbog (’Tﬁ) <7 — W < T §to se redukuje na a + p < 1, videti (4.60)s.
Sin I —

Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu ID.DD" i data je sa (4.62), se obezbeduje zahte-
vanjem (4.61) pored (4.60), implicirajuéi da je odgovarajuéi moduo relaksacije kompletno monotona funkcija,
a funkcija puzanja Berngtajnova funkcija.

4.3.1.3 Model IID.IID

Funkcija K, data sa (4.20), u slu¢aju modela IID.IID, ¢ja je konstitutivna jednacina
(a1 ol +asol® +a D”) o (t) = (b 19T 4y P 1 D") £ (1)
+ 2 01 30V 1044 2 01 3 0Y¢ B}

videti (3.112), sa odgovarajué¢im termodinamickim restrikcijama (3.118) - (3.120), kao i sa suzenim termodi-
namickim restrikcijama

B<a, y<n, 0<B+y-n<a+2y-n<l, a+y<B+n, (4.63)
_bi’ cos % as b;o, sin % cos % bj’ sin % (4.64)
b1 cos 7(“”%_")” Sar  bisin (“+2g_7’)” cos (‘H'Qg_”)” = brsin 7(“'2;_")77 7 '
b; cos Lg")ﬂ as _ by sin 7(6';")” cos 7(ﬁ+2n)w b; sin L';")”
-2 = = (4.65)
b2 cos (ﬁ+2g—n)7r “as  bygin (B+2g—n)ﬂ cos (ﬁ+2;—n)7r = by sin (B+2’2y—n)ﬂ ’

koje vaze ako je B+ n < a+n < 1, postaje
K (p) = arbysin ((n — 7) m) + arbzp™ 7 sin ((a +n — B — ) 7) + arbsp® 7V sin ((a +n) 7)

+azbip® P sin (B 41— a— 7)) + azbap® P sin ((n — 7) 7) + azbsp® T sin (8 + ) )
— agb1p™ " sin ((a + 2y — n) 7) — asbop® PV sin (B + 2y — n) 7) + asbsp® TV sin (n — ) 7),

(4.66)
stoga zahtevanje nenegativnosti funkcije K implicira sledece nejednakosti
arbasin((a+n—pF—7v)m)+abisin((B+n—a—v)m) >0, (4.67)
arbzsin ((a+n) m) — agby sin ((a+ 2y —n) w) > 0, (4.68)
agbz sin ((B +n) ) — agbasin (B + 2y —n) 7) = 0. (4.69)

Prema termodinamickim restrikcijama (4.63)1 2, sledi daje a+n— 5 —~v= (o — )+ (n—~) = 0, dok se
termodinamicki zahtev S+~ —n > 0, dat sa (4.63)3, moZe modifikovati u a+n— 88—~ < a < 1, i stoga prvi ¢lan
u (4.67) ima nenegativnu vrednost. Argument (5 +n—a —v)7 = ((n —v) — (o — B)) m drugog ¢lana u (4.67),
sa jedne strane, ima vrednost koja je manja nego vrednost argumenta (« +n— 8 —y)7m=((n—7) + (a— B)) 7
prvog ¢lana u (4.67), odnosno f+n—a—y=n—7)—(ea—F) <a+n—-F—v=mnN—-7)+(a—-F) <a<1,a
sa druhe strane, ima nenegativnu vrednost, tj. 5+n—a—~v = (8+n)— (a++) = 0, prema termodinamickom
zahtevu (4.63)4. Stoga je nejednakost (4.67) trivijalno zadovoljena.

Prema (4.63)s, sinus u drugom ¢lanu u (4.68) ima nenegativnu vrednost, dok prvi ¢lan ima ili pozitivou
vrednost ako je a + 1 < 1, ili nepozitivaou vrednost ako je a +n > 1, stoga ako je a +n < 1, tada se zahtev
(4.68) transformise u

(atm)m (atm)T
2

a by sin cos —1~
j< 3 2

SN 29— 2y—n)m
a by gip (ot ; mT og (O “27 T

(atn)m
predstavljajuéi suzenu termodinamicku restrikciju (4.64)s, jer je % <lzboga+2y—n<a+n<l,
2

sto se redukuje na vy < 7, videti (4.63)2. Sli¢no, prema (4.63) 3, sinus u drugom ¢lanu u (4.69) ima nenegativnu
vrednost, buduéi da je 0 < f+27—n < a+2v—n < 1, dok prvi ¢lan ima ili pozitivnu vrednost ako je S+n < 1,
ili nepozitivnu vrednost ako je 8+ n > 1, stoga ako je 8 + n < 1, tada se zahtev (4.69) transformise u

< (BAm)T (B+m)m
as b73 sin ~—; Cos ~—;
= . p— _ )
as b2 gin (,6’+2g T og (ﬁ+2'27 ks
cos (BEmT

predstavljajuéi suzenu termodinamicku restrikciju (4.65)s, jer je — G S 1 zbog f+2y—n<B+n<1
S o
§to se redukuje na y < 7, videti (4.63)a.
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Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu IID.IID i data je sa (4.66), je obezbedena ako je
B+n < a+n < 1, videti (4.63);, zahtevanjem (4.64) i (4.65) pored (4.63) implicirajuci da je odgovarajuéi moduo
relaksacije kompletno monotona funkcija, a funkcija puzanja Bernstajnova funkcija, dok ako je ili a+n > 1 ili
a+mn>B+n>1, tada se spomenute osobine ne mogu garantovati, buduéi da ili (4.68), ili i (4.68) i (4.69) ne
mogu biti zadovoljeni.

4.3.1.4 Model IDD.IDD
Funkcija K, data sa (4.20), u slu¢aju modela IDD.IDD, &ija je konstitutivna jednac¢ina
12 D/ D7) o (t) = (by oI¥ + by DI H 4 by (DETTTH) £ (¢
arolf + a2 0Dy +azoD; ) o (t) 1ol + 020Dy + b3 oy e(t),

videti (3.94), sa odgovarajué¢im termodinamickim restrikcijama (3.98) - (3.100), kao i sa suZenim termodi-
namickim restrikcijama

O<a+y—-p<l, f<v, p<o, y+tp<atp, y+p<l (4.70)

by cos M g,y i GBI g Letin ) gy e uir 1
_EW = ;1 = a sin M cos M = a sin (,8-‘1-2;,&)77 ? ( - )
by cos ZATL=HIT g _ bysin Qoty=in ooq Qoty—in p, gin Zatymir s
7&@ = ;1 h a Sin(’y-"_%ﬁr cos (7"'2/")77 = a sin (’y—‘,—QH)Tr ’ ( . )

koje vaze ako je 2o + 8 — pp < 2a 4y — p < 1, postaje
K (p) = ayby sin ((a — p) ) + a1bap®P sin (2 4 B — p) ) + aybsp®H 7 sin (20 4 y — p) )
— agby p®TP sin ((B + p) 1) + azbep® @ sin (o — p) 7) + agbsp®* P sin (e +v — B — p) )
— agb1p® 7V sin (7 + p) ) + asbep®* P+ sin ((a+ B — v — p) 7) + asbsp® @+ sin (o — p) 7), (4.73)

te zahtev za nenegativnost funkcije K implicira

agbgsin ((a +v = B — p) m) + agbesin ((a + B —v — p) m) > 0, (4.74)
arbasin ((2a+ 8 — p) m) — agby sin (8 + p) w) > 0, (4.75)
arbssin ((2a+ v — p) m) — agby sin ((y + p) ) > 0. (4.76)

Prvi €lan u (4.74) ima nenegativnu vrednost jer je a +v — 8 — p = (e — p) + (y — ) = 0, prema termodi-
namickim zahtevima (4.70)2 3, kao i zbog a +v— 8 — p = (a+v—p) — 8 < 1 — 8, prema termodinamickom
zahtevu (4.70)1. Drugi ¢lan u (4.74) takode ima nenegativnu vrednost, jer je a+8—v—p = (o + 8)—(y + u) = 0,
prema termodinamickom zahtevu (4.70)4, kao i prema o+ —v—p = a— (v+pu—0) < a < 1, jer je
(y = B) 4+ 1 =0, prema (4.70)2. Stoga je nejednakost (4.74) trivijalno zadovoljena.

Prema (4.70)2 5, na osnovu fega vazi 0 < S+ p < v+ u < 1, sinus u drugom ¢lanu u (4.75) kao i u (4.76) ima
nenegativnu vrednost, dok prvi ¢lan ima ili pozitivnu vrednost ako je 2a + 8 — u < 1, ili nepozitivnu vrednost
ako je 2a+ 8 — p > 1, stoga ako je 2a+ 8 — pu < 1, tada se zahtev (4.75) transformiSe u

(2(1—&-/;—;071' 0s (2a+[23—;/,)7r

as _ bgsin
2 22
a1 b1 sin LE")” oS LJ;“)”

C

)

, RatB—w)w
predstavljajuéi suzenu termodinamicku restrikciju (4.71)3, jer je % <1lzbog B+pu<2a+B—p<1,
COS I a—
§to se redukuje na pu < a, videti (4.70)3. Sli¢no, drugi ¢lan u (4.76), kao §to je ve¢ pomenuto, ima nenegativnu
vrednost, dok prvi ¢lan ima ili pozitivhu vrednost ako je 2a + v — p < 1 ili nepozitivhu vrednost ako je
2cc + v — = 1, stoga ako je 2a + v — p < 1, tada se zahtev (4.76) transformise u

(2047 2a4y—
az _ bysin{ ot T oo ¢ oty DL
B8
X b
a1 b1 gin (7+2u)7r cos (7+2u)7r
2ty —p)m
cos Zata—mm

predstavljajuéi suzenu termodinamicku restrikciju (4.72)s, jer je <lzbogy+u<20+y—pu<l1

sto se redukuje na p < a, videti (4.70).

Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu IDD.IDD i data je sa (4.73), je obezbedena ako
je2a+ 8 —p <2a+v—p <1, videti (4.70)5, zahtevanjem (4.71) i (4.72) pored (4.70) implicirajuéi da je
odgovaraju¢i moduo relaksacije kompletno monotona funkcija, a funkcija puzanja Bernstajnova funkcija, dok
ako jeili 2a+~v—p =2 1ili 2a+~v—p > 2a+ f — p = 1, tada se navedene osobine ne mogu garantovati, jer ili
(4.76), ili i (4.75) i (4.76) ne mogu biti zadovoljeni.
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4.3.1.5 Model IID.IDD

Funkcija K, data sa (4.20), u slu¢aju modela IID.IDD, &ja je konstitutivna jednacina
(a1 oI% 4 as oIl + a3 oDz) o (t) = (b1 oI} + b2 oD} + b3 OD?JW_“) e(t),

videti (3.130), sa odgovarajué¢im termodinamickim restrikcijama (3.134) i (3.135), kao i sa suZenim termodi-
namickim restrikcijama

p<B<a <y, atfry<lip ptrv-y<a<l-wv, (4.77)

% LA P B <2 1 4.78

Sl a-2u-v S20—f-2u-v< vy —2p—v (S a+y—p<l, (4.78)
by cos ZOHITIT oy sin BORITIT g Qadamn g gy Gotyomm

b s CET Sy S <5 : (4.79)

postaje
K (p) = arby sin (o — p) ) + arbop® P sin ((2a — B — p) 7)
+ arb3p® 7 sin ((2a + 7y — p) 7) + agby p* TV sin ((a — 2u — v) )
+ agbop® P sin (2 — B — 21 — 1) ) + agbsp® YTV sin (200 + 4 — 2 — v) )
— agbyp® T sin (1 + ) 7) + asbap®* P sin (00 = B — v — ) ) + asbsp® T sin (o — p) ), (4.80)

stoga zahtev nenegativnosti funkcije K implicira

arbzsin ((2a 4+ v — p) ) — aszby sin ((y + p) m) = 0, (4.81)
sin (2 — B —p)m) =20, sin((a—2u—v)mw) >0, (4.82)
sin(Qa—B—2u—v)m) 20, sin(2a+y—-2pu—v)m) =20, sin((a—p—vy—p)m)>=0. (4.83)

Notacija koris¢ena u suzenim termodinamickim restrikcijama (4.78); 2 zna¢i dasuia—f—vy—pia—2p—v
nenegativni i ne veéi od 2a — 8 — 2 — v, dok se odnos izmedu o — 8 — v — p i @ — 2u — v ne moze ustanoviti i
ista interpretacija vazi za notaciju koriscenu u (4.78)s 4.

Prvi ¢lan u (4.81) ima ili pozitivnu vrednost ako je 2a+v—p < 1 ili nepozitivnu vrednost ako je 2a+vy—p > 1,
jerje2a+y—p=(a+7) + (a—p) € (0,2), zbog o +v < a+ v < 1, prema termodinamickim zahtevima
(4.77)1,2,4, dok drugi ¢lan u (4.81) ima nepozitivnu vrednost, jer je v+ < o+ v < 1, prema termodinamickim
zahtevima (4.77)1,2.4, stoga ako je 2a +v — p < 1, tada se zahtev (4.81) transformise u

2 —
( a+; W e

a3 _ b3 sin (2a+;_“)”

D . ’
a1 b1 gin (7+2u)7r cos ("f+2u)7r

Qaty—p)w
predstavljajudi suzenu termodinamicku restrikciju (4.79)s, jer je COCSOSTQMM <lzbogy+pu<2a+y—pu<l1
2
sto se redukuje na p < «, videti (4.77);.
Niz nejednakosti

A O 2 B <2
a—2u—v S20=f-2p-vs 20+ —2u —v Sty i

ima dati poredak jer se nejednakost o« — 8 — v — u < 2a — 8 — 2u — v redukuje na termodinamicku restrikciju
(4.77)4, nejednakost o — 2u — v < 2« — 8 — 2 — v se redukuje na restrikciju (4.77);, dok su ostale nejednakosti
trivijalno zadovoljene. Sa druge strane, niti se moze utvrditi da je o — 2u — v < o — 8 — v — pu, niti da je
2a0+ v —2u — v < 2a — B — p, je se obe nejednakosti redukuju na 8+ v < p + v, dok termodinamicki zahtevi
(4.77)1,2 impliciraju 8+ v < a + v.

Pored zahteva 2a + v — pu < 1, koji obezbeduje nenegativnost za (4.81), da bi nejednakosti (4.82) i (4.83)
bile zadovoljene, zahtevase dajea—f—vy—pu>0kaoidajea—2u—v >0, buduéidajeia—F—vy—pu=
a—B—(y+p) =2-14+a-p=>2-lia—2p—v=a—pu—(u+v) > —-1+a—p > —1, prema termodinamickim
zahtevima (4.77)1,2.4.

Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu IID.IDD i data je sa (4.80), je obezbedena ako je
ogranicenje (4.78) na redove frakcionih integrala i izvoda, zajedno sa termodinamickom restrikcijom (4.77), zado-
voljeno pored ograni¢enja (4.79) na parametre modela, impliciraju¢i da je moduo relaksacije kompletno mono-
tona funkcija, a funkcija puzanja Bernstajnova funkcija, dok ako je zahtev (4.78) prekrSen, tada se pomenute
osobine ne mogu garantovati, jer se neki od uslova u (4.81), (4.82) i (4.83) mozda ne mogu zadovoljiti.
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4.3.1.6 Model I' ID.I'ID

Funkcija K, data sa (4.20), u slu¢aju modela 1'ID.I'ID, ¢ja je konstitutivna jednacina

1tp—(atvy—p)

l1+a—vy
<a1 QI%jLa + aq OIt 2 + as 0D3> g (t) = <b1 oI%JrH + b2 OIt

+ b3 OD?JFWM) e(t),

videti (3.122), sa odgovarajué¢im termodinamickim restrikcijama (3.126) - (3.129), kao i sa suZenim termodi-
namickim restrikcijama

p<a, a+y+2(a—p)=3a+y—2u<1, (4.84)
as _ by COS (1—3&—47-&-2;1)77 sin (1—3@—4’)/—1—2;1)# by COS (1—3a—4’y+2u)ﬂ' L85
ar by cos (1+O‘_Z_2”)7r sin (1+O‘_Z_2”)” Sy cos (1+a—z—2u)7r ’ (4.85)
as _ bs sin (1+3a—2’y—2,u)7r cos (1+3a+4'y—2u)71- by sin (1+3a—0—4:y—2y)7r (4 86)
a9 = b sin (1fo¢+z+2u)ﬂ' cos (17a+z+2,u)7r = b sin (1*0¢+Z+2#)ﬂ' ) :
_ 9 _
asbq cos M < agby sin (Oé%)ﬂ' + a1bs cos w, (4.87)
9 _ _
a1bs sin W < agbsy cos (Cy%” — agby sin w, (4.88)
i (a—p)m (y+m)m
. Qa+y—p)m (¢ —p)m  sin =5 . (y+p)m cos o=
a1bs sin — < agbs cos 5 - (2a+;_u)ﬁ + aszb sin 5 oon (2a+;_ﬂ)ﬂ ) (4.89)
postaje

ety 14+3a+y—2u)m

K (p) =arbysin((a — p) ) + arbap™ 2 si 5 + aybsp' T sin (1 + 200+ 7 — p) )

— a2b1,01+2+“Y sin ( @ Jr;Jr Dk
. (I +3a+vy—2pu)m
sin

2
3ltoty . l-—a+y+2u)w

sin 5 + azbsp® et sin (o — p) ), (4.90)

+ agbyp T sin ((a — p) 7)

Itaty
3 2

— agbip" T sin (1 4y + p) m)

+ asbsp

— agbgp
stoga zahtev nenegativnosti funkcije K implicira

I1+3a+vy—2u)m l—a+~y+2u)7

a1bs sin 5 — agby sin 5 >0, (4.91)
1+3 -2 1-— 2

asbs sin (1+3a +27 Dk — azbs sin ( a +; +2)m >0, (4.92)

—arbgsin ((2a+ v — p) ™) 4 agbg sin ((aw — p) w) + agby sin ((y + p) ) > 0. (4.93)

Sinusi koji figuri§u u prvom ¢lanu u (4.91) i (4.92) imaju nenegativnu vrednost, jer je 3o+~ —2u € (0, 1), tj.
1+3a+vy—2u € (1,2), prema termodinamickom zahtevu (4.84)2, kao i sinusi koji figurisu u drugom ¢lanu u (4.91)
iu (4.92), jer je 1—a+vy+2u € (0,2), zbog —a+vy+2u € (—1,1), 8to vazi jer je —a+y+2p = (a +v)—2 (a0 — p) <
1—4(a— p) < 1 prema termodinamickoj restrikciji (4.84), kao i zbog termodinamitkog zahteva (4.84)2 koji se
transformige u —a+vy+2p—2 (a+7v) = — (3a+ v — 2u) > —limplicirajuéi —a+vy+2u > =142 (a+7v) = —1,
tejel —a+v+42u>2(a+7v) > 0. Stoga se zahtevi (4.91) i (4.92) respektivno transformisu u

1-3a—~+2 . (1-3a—y+2 . (14+3aty—2 1+3a+y—2
ay by cos =32 i W iy =8 i wm as by sin UF oty W oos Ut oty s
22 z3

i -
(1+a—y—2p)7 a = b o (I—ay+2p)w
1 2 2 sin 1

: (4.94)

~N —_—
ay by cos (I+a Z 2p)m

sin cos (1_0‘+Z+2“)7T

pri ¢emu je zahtev (4.91) zapisan kao

1—3a—~+2 l+a—y—2
(I-3a—7+ “)”f@blsm(*o‘ 72w

2 2 >0,

a1 b2 sin

bududi da je sin (% + cb) =sin (g — (;5) , 1 stoga transformisan u (4.94); da bi bio kombinovan sa termodinami-

¢kom restrikcijom (3.127);. Izraz dat sa (4.94) predstavlja suzene termodinamicke restrikcije (4.85)2 i (4.86)q,

i (A—B8a—~y+2u)w (A+3aty—2p)w
sin 1 . cos 1

jersum<IIW—MH“)W§1,Zbognejednakosti1—3a—’y+2ug1—|—o¢—’y—2ui
sin ~———— s SRR
l—a+v+2u <14 3a+v—2u, koje se redukuju na p < «, videti (4.84);.
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Zahtev (4.84)9, zapisan kao 3a+v —2u=2a+~y—pu+ (o — p) < 1, odnosno 2a+v—pu <1 —(a—p) <1,
kombinovan sa zahtevom (4.84); obezbeduje nenegativnu vrednost sinusa u prvom ¢lanu u (4.93), dok zahtev
(4.84); obezbeduje nenegativnost sinusa u drugom ¢lanu u (4.93) i kona¢no nenegativnost sinusa u tre¢em ¢lanu u
(4.93) je obezbedena zahtevom (4.84),, stoga se zahtev (4.93) transformiSe u suZenu termodinamicku restrikciju

sin (@7 cos A= (e—i)m

(4.89) ako je desna strana (4.89) manja nego desna strana (4.88), jer je e o ey e i <1i
o (ytw)m
7%20:2%27#)” >1,zbog2a+v—p<1—(a—p)<livy+p<2a+v—p <1, 5to se respektivno redukuje na

20+ —pu < 1ip<a, videti (4.84).

Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu I'IDI'ID i data je sa (4.90), je obezbedena zahte-
vima (4.85), (4.86) i mozda (4.89) pored (4.84), (4.87) i (4.88) impliciraju¢i da je moduo relaksacije kompletno
monotona funkcija, a funkcija puzanja Bernstajnova funkcija.

4.3.1.7 Model IDD .IDD"
Funkcija K, data sa (4.20), u slu¢aju modela IDD+.IDD+, ¢ija je konstitutivna jednacina
14+y—a 1+n—(aty—m)
((11 01? + ag ODt 2 +as OD%_PY) g (t) = (bl ()I?HJY_?7 + bg ODt 2 + b3 ()D%_H?) 3 (t) s

videti (3.103), sa odgovarajué¢im termodinamickim restrikcijama (3.107) - (3.110), kao i sa suZenim termodi-
namickim restrikcijama

O<a+y-n<l, y<n atn+@—-7)=a-y+2<1, (4.95)
as _ by sin (1+a_z+2")” cos (1+°‘_Z+2n)” by sin 7(1"’“_24'2")” (4.96)
a1 bigin (tat3y—2m)n g (Fatdy—2nn = by gip UFatdy =2’ :
oy _ by cos U g (mmtythin o ey )
az b2 cos qu*‘?”’”” sin (lfafiwrz")” = b2 cos 7(170‘7?””)” ’ .
9y _
agbr cos @I in 2T gy cos CHDT (4.98)
_ 2ny —
a1bs sin M < agby cos w — asb; sin w, (4.99)
iy (i=)w (at2y—m)m
(atn)m (n—7)msin = _(a+2y—n)mecos ————
a1bs sin ~——— < asby cos 5 o (a+277)7f + asby sin 3 o (0“"‘277)77 , (4.100)
postaje
K (p) =arbysin((n—~)7w) + a1b2pl+2er sin (Ita ;Jr n arbsp' T sin ((a + 1) 7)
aty 1 3y —2
by 5 i LEOFIIZINT o, vt i () )
aty 1 2n —
+ asbyp® T F " sin (1ta +2 n=7)m + azb1p* T sin ((a + 2y — n) 1)
alta 1 3y—2
— asbyp® 5 sin (Utat 27 n + agbsp* T sin (n — y) ), (4.101)
stoga zahtev nenegativnosti funkcije K implicira
1 — 2 1 3y—2
albgsin ( ta 2PY+ 77)7'(' —a2b1 sin ( +Oé+2’)/ 77)7'(' ZO (4.102)
1 — 2 1 3y —2
asbs sin (1t+a ; +2n) 7 — aszby sin (I+a+ 27 ki >0 (4.103)
—abssin ((a+n) 7) + agba sin ((n — v) 7) + asgby sin ((a + 2y —n) w) > 0. (4.104)

Prema termodinamickom zahtevu (4.95)3, prvi ¢lan u (4.102), kao i u (4.103), ima nenegativnu vrednost, jer
je l+a—y+2n € (1,2), dok je drugi ¢lan u (4.102), kao i u (4.103) nepozitivan, buduéi da je 1+a+3v—2n € (0, 2),
zbog l+a+3y—2n=1—(a—v+2n)+2(a+7v) > 2(a+~) >0, pri ¢emu je restrikcija (4.95)3 iskoriSc¢ena i
uobliku — (e —v+2n) > —1,kaciuobliku 1+ a+3y—2n=1+(a—v+2n)—-4(n—v) <2—-4(n—7) <2,
te se zahtevi (4.102) i (4.103) transformis$u u

(Ata—y+2n)m (Ato—y+2n)7 (A—aty=—2n)n . (I—aty—2nr
1 s 1 n 1

co 1 . a3 _ b3 cos si
— I —x —a— o— )
(1+o¢+i’y 2n)m a9 b cos (11— 11'y+2n)7r sin (1—c ?Zl'y+2n)7r

as _ by sin
<

a1 by gin 0Fat3r=2in (4.105)

COS
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i predstavljaju suzene termodinamicke restrikcije (4.96) i (4.97), pri ¢emu zahtev (4.103) postaje

(1—a—|—7—277)7r_angSin(l—a—37+277)7r

20
2 2 ’

aobs sin

bududéi da je sin (g + gb) = sin (g - qb) i stoga je transformisan u (4.105)s kako bi se kombinovao sa termodi-

namickim ogranitenjem (3.108)2. Izrazi dati sa (4.105) predstavljaju suzene termodinamicke restrikcije (4.96)s i
cos (1+017;/+27])1r in (=aty—2m)7

(497)2, buduéi da su T Fafiy—am~ <1 i m < 1, ZbOg nejednakOSti 1+a+3'y—277 < 1+04—’y+277
cos ~——————— sin A== T=UT
il—a+v—2n<1—a-3y+2n, koje se redukuju na v < 7, videti (4.95)s.
Zahtevi (4.95) obezbeduju nenegativne vrednosti sinusa u prvom i tre¢em ¢lanu u (4.104), jer je a +n <
l-(n—7) <lia+2y—n=(a-v+2) -3(n-7) <lkoia+2y—n=(a+y-n)+7 27,
dok drugi ¢lan u (4.104) ima nenegativnu vrednost prema (4.95)s, te se zahtev (4.104) transformise u suZenu

termodinamicku restrikciju (4.100) ako je desna strana (4.100) manja nego desna strana (4.99), bududi da je
sin w cos % cos let2y—m=

G <1i — (aé])" > 1, zbog nejednakosti a+n < 1—(n —v) < lia+2y—n < a+n < 1,

cos 7((1-%—277)# -

koje se respektivno redukuju na a — vy +2n < 11+ < n, videti (4.95)3 2.

CcOos

Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu IDD".IDD" i data je sa (4.101), je obezbedena
zahtevima (4.96), (4.97) i mozda (4.100) pored (4.95), (4.98) i (4.99) implicirajué¢i da je moduo relaksacije
kompletno monotona funkcija, a funkcija puzanja Bernstajnova funkcija.

4.3.1.8 Model I'ID.IDD"
Funkcija K, data sa (4.20), u slu¢aju modela I'ID.IDD ", ¢ija je konstitutivna jednacina

1+a 1ta—y ~ atry—n 1tn—(aty—m) 147
(a1 OIt + a2 OIt 2 4ag ODt) o (t) =|(b OIt + by ODt 2 + b3 ODt € (t) ,

videti (3.136), sa odgovarajué¢im termodinamickim restrikcijama (3.140) - (3.143), kao i sa suZenim termodi-
namickim restrikcijama

n<y, a+y+2(y—-n)=a+3y-2y<1, (4.106)

a sin (1+o¢—z+2n)7r ﬂ sin (1+a—Z+2n)7r oS (1+O(—Z+277)7T % (4 107)
b1 cos 7(1_0_17"'27’)” = b1 cos (1_a_17+2")ﬁ sin (1_0‘_?*'2’7)” = oby’ .
as _ ag cos (1_(1_‘?“")” sin (1_'1_117“")” as cos 7(1_°‘_T+2")ﬂ (4.108)
by b3 sin (HOHZH")” cos (HO‘*ZH")” = b3 sin 7(1“"72”")“ 7 .
_ 2y —
mbycos O yp sin O gy cos @F2LZDT (4109
2~ — _
asb; sin w < agby cos w — a1bs sin %, (4.110)
i =mw (atn)m
2y — — sin - COS ~—5-—
agbl sin M g a2b2 COS (7 n) il ( 22 + a1b3 sin (Oé + 77) l +22 s (4111)
2 cos Lat2y—n)n g_n)ﬂ cos let2y=m g_")”
postaje
aty 1 — 2
K (p)=arbysin((y—n)m) — albng‘;r sin (1+a ;—i— ) + arbsp* T sin (o + ) 7)
atny l—a-3 2
T aghyp™ 5 sin 172 27 T2DT | pbap++ sin ((y =m)m)
ita 1 — 2
— agbsp® 5 sin (Ita ; ) agbip' T sin (a4 2y — n) )
+ a3b2p31+2M sin (1-a 27 +2) + asbsp®> T sin ((y — n) ), (4.112)
stoga zahtev nenegativnosti funkcije K implicira
1 — 2 l1—a—-3 2
—a1bo sin (1+a ;+ ki + a9by sin (1-a 27 +2n) >0, (4.113)
1 — 2 l—a-3 2
aobysin LT O 27+ T by sin L0 27+ LS (4.114)
arbz sin ((a+n) m) + agb sin ((y — n) m) — asgby sin ((a + 2y —n) w) = 0. (4.115)
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Prema termodinamickim zahtevima (4.106), sinus u prvom ¢lanu u (4.113), kao i u (4.114), ima nenegativnu
vrednost, jersul+a—y+2n > (1—-(y—n)+a+n=20il+a—vy+2n=14+(a+3y—-2n)—4(y—1n) <
2 —4(y—mn) <2, dok je argument w u drugom ¢lanu u (4.113) i (4.114) u intervalu (0, Z), buduéi
da je a4+ 3y —2n € (0,1), prema (4.106)2, te se zahtevi (4.113) i (4.114) transformisu u

o (I4a—y+2n)7 (14a—y+2n)m (1—a—3y+2n)7 (1—a—3y+2n)7
n ! ! 1 1

cos sin
1—a—3v+2 . (l—a— 2 = N7 (ta—v+2 T+a—vy+2 )
(-« ?2+ nm ) d-a ?;7+ n)m b by gip 1+« Z+ T og (L Z+ n)m

a S a9 ag Cos

bl COs

i predstavljaju suZene termodinamicke restrikcije (4.107); i (4.108)2, kada se kombinuju sa termodinamickom
. . cos (Ate—vy+2m= cos Ute—r+2mm (A—a—=3y+2n)w cog (Atats3y—2n)m

restrikcijom (3.141), jer su o (1,‘1,{%2")” = z i P (HQ,}HW)W < 1, zbog
nejednakosti 1+ a — v+ 2n < 1+ a + 3y — 21 koja se redukuje na n < v, videti (4.107);.

Zahtevi (4.106) obezbeduju nenegativnu vrednost sinusa u prvom i tre¢em ¢lanu u (4.115), bududi da je
0<a+n<a+y+2(v—n) <1i0<a+2y—n=(a+3y—2n) — (y—1n) < 1, dok sinus u drugom
¢lanu u (4.115) ima nenegativnu vrednost prema zahtevu (4.106)1, te se zahtev (4.115) transformise u suzenu
termodinamicku restrikciju (4.111) ako je desna strana (4.111) manja nego desna strana (4.110), buduéi da

1i sin o
cos Ata—yF2mn

(A+a+3y—2n)=w 2

. sin = cos U= =) . coslodmm . . .
Je on CTor—mr — o ISR g 1i W > 1, Zbog neJednakOStl o+ 2'}/ -n < 1-— ('}/ - 77) <1i
2 2 2

a+n < a+2y—n<1, koje se respektivno redukuju na a+ 3y —2n < 1i7n <+, videti (4.106).

Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu I'IDIDD" i data je sa (4.112), je obezbedena
zahtevima (4.107), (4.108) i mozda (4.111) pored (4.106), (4.109) i (4.110) implicirajuéi da je moduo relaksacije
kompletno monotona funkcija, a funkcija puzanja Bernstajnova funkcija.

4.3.2 Asimetri¢ni modeli
Formulisane su suzene termodinamicke restrikcije na parametre modela koji sadrZe razli¢it broj operatora koji
deluju na napon i deformaciju.

4.3.2.1 Model IID.ID

Funkcija K, data sa (4.20), u slu¢aju modela IID.ID, ¢ija je konstitutivna jednacina
| e v D))o (t) = (b1 oI% +baoDY) e (¢
a1 oly +az ol +azoD] ) o (t) 10l + 20Dy ) e(2),

videti (3.61), sa odgovaraju¢im termodinamickim restrikcijama (3.66) i (3.67), kao i sa suZenim termodinamickim
restrikcijama

0<agsv<a+f—v<1l, pB+r<l, (4.116)
(a+28—v)m (at+28—)m (at2B8—y)m
2 2 2

cos aq sin

bl ai Sin
—_ < -

, 4.117
b2 a3 sin ( )

(a+y)m

~
E cos (etn)™ as  sin LoE0T

koje vaze ako je o + 23 — v < 1, postaje

K (p) = arby sin (8 — ) 7) + a1bep® P sin ((a + 26 — 7) 7)
+ agby p* TPV sin (v — @) ) 4 agbap* @)=V sin ((B + v) 7)
— agb1p® P sin (o +7) ) + asbap® P sin (B — ) 7), (4.118)

stoga zahtev nenegativnosti funkcije K implicira
arbysin ((a+ 28 —v) w) — agby sin ((a +v) 7) = 0. (4.119)

Prvi ¢lan u (4.119) ima ili pozitivhu vrednost ako je a + 28 — v < 1, ili nepozitivnu vrednost ako je
a+28—7 > 1, buduéi da je a+ 25—y = (a+5—7v) + B € (0,2), prema termodinamickom zahtevu
(4.116)4, dok drugi ¢lan u (4.119) ima nepozitivnu vrednost, budué¢i da termodinamicki zahtev (4.116); daje
a+7v < v+v < a+f implicirajuéi v < 8, §to kombinovano sa « < v, videti (4.116), daje a+v < f+v < 1 prema
termodinamickom zahtevu (4.116)2, stoga se zahtevana nenegativnost (4.119), kao i nenegativnost funkcije K,
date sa (4.118), moze garantovati samo ako je a + 23 — v < 1, i tada se zahtev (4.119) transformiSe u

(at28-m)m  (at2B-9)r
2 2

b1 _ apsin co
< =

T
bo as sin W c

b
os S0
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cos (a+2g—v)w

, (aty)™
cos -~ LT

predstavljajuéi suzenu termodinamicku restrikciju (4.117)s, jer je <lzboga+vy<a+28—y<1

sto se redukuje na v < S, videti (4.116);.

Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu IID.ID i data je sa (4.118), je obezbedena ako je
a+ 206 — v < 1 zahtevima (4.117), pored (4.116) implicirajuéi da je moduo relaksacije kompletno monotona
funkcija, a funkcija puzanja Bernstajnova funkcija, dok ako je a 4+ 28 — v > 1, tada se navedene osobine ne
mogu garantovati, buduéi da se (4.119) ne moze zadovoljiti.

4.3.2.2 Model IDD.DD"
Funkcija K, data sa (4.20), u slu¢aju modela IDD.DD+, ¢ija je konstitutivna jednacina
(a1 OI? + a2 ODtﬁ + as 0D?> g (t) = (bl ODéL + b2 oD?JrBJr#) 9 (t) y

videti (3.29), sa odgovaraju¢im termodinamickim restrikcijama (3.32) i (3.33), kao i sa suZenim termodinamickim
restrikcijama

1<a+pf+p<2, [f<y<pusl—aq, (4.120)
ay |08 7(20“”?“)” a ’cos 7(20‘”?“)“ sin (2a+§+u)7r by
— <2 — 2z L (4.121)
a2  cos “T)’T a2 cos “T)’T sin & 3 )m b2

postaje

K (p) = arby sin (0 + ) 7) + arbop™ 7 sin (20 + B+ 1))
+ agb1p® P sin ((n — B) ) + asbop™ ™ sin ((a + 1) 7) + asbep®* P sin (o + B)w),  (4.122)

stoga zahtev nenegativnosti funkcije K implicira
arbgsin ((2a+ B+ p) m) + agby sin ((p — B) m) > 0. (4.123)

Prema termodinamickom zahtevu (4.120)3, vazi 2a+ 8+ p = (a + 8) + (o + p) < 2, a prema termodinami-
¢kom zahtevu (4.120)q, vazi 2a+ S8+ p = (a+ 8+ p) +« > 1, te prvi ¢lan u (4.123) ima nepozitivnu vrednost,
dok drugi ¢lan u (4.123) ima nenegativnu vrednost, prema termodinami¢kom zahtevu (4.120)2. Stoga se zahtev
(4.123) transformise u

a+p+p)m| .
cos 51 ¢in (2a+g+u)7r by

a1

as cos% sin (”; )m T by
dstavliaiuci suz t di ik trikeiiu (4.121 .. sinw > 1zb (2a+B+p)m > (p—pB)w
predstavljaju¢i suzenu termodinamicku restrikciju (4.121)1, jer je iz > Lzbogm— 5 > R

sto se redukuje na o + g < 1, videti (4.120)a.

Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu IDD.DD" i data je sa (4.122), je obezbedena za-
htevanjem (4.121) pored (4.120) implicirajuéi da je moduo relaksacije kompletno monotona funkcija, a funkcija
puzanja Bernstajnova funkcija.

4.3.2.3 Model I'ID.ID
Funkcija K, data sa (4.20), u slu¢aju modela I+ID.ID, ¢ija je konstitutivna jednacina
(a1 I8 gy oI + ag OD;YW*V) o(t) = <b1 oI% + by ODf) e(t), (4.124)

videti (3.69), sa odgovaraju¢im termodinamickim restrikcijama (3.74) i (3.75), kao i sa suZenim termodinamickim
restrikcijama

0<a+B8-v<l, 1<a+B8+rv<?2 a<v<1l-g, (4.125)
L (a2B4+v)w (at28+0)m| o, .
a COS —5—— a ‘cos 5| sin % by (w126)
a2 cos (V_Qa)” = ag COSW sin% by '
by _ap sin 50T cos 2T sin (7507 4.127
E = a;sin (2a+,§—u)7r cos (2a+g—y)ﬂ' = %Sinwa ( . )
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postaje

K (p) = ayby sin ((B 4 v) ) + arbop® P sin ((a + 28 + v) 1)
+ agby p® P sin (v — @) 1) + azbep® @ sin (8 + v) )
— azby p* @ sin (20 + B — v) 1) + azbep* @ sin (v — ) 7) (4.128)

stoga zahtev nenegativnosti funkcije K implicira

arbasin (a4 28 +v) ) + azbysin (v — o) w) > 0, (4.129)
asbysin (B4 v)m) —agbysin((2a+ 8 —v)w) 20 (4.130)

Prema termodinamickom zahtevu (4.125)5 je a+28+v = (a + ) + (8 + v) < 2, a prema termodinamickom
zahtevu (4.125)2 je a+ 268+ v = (a+ 8+v)+ f = 1, te prvi ¢lan u (4.129) ima nepozitivnu vrednost, dok
drugi ¢lan u (4.129) ima nenegativnu vrednost, prema termodinamickom zahtevu (4.125)3. Stoga se nejednakost
(4.129) transformise u

(a42B4+v)m | |
ap |95 2 |sin 7(a+22+”)7r b

< b
a2 cos w sin % by
o (at28+0)m _
predstavljajuéi suzenu termodinamicku restrikciju (4.126)1, jer je msl 2 > 1zbog m— (O‘Hgﬂ’)” > W 20‘)”,

o Gma)w
§to se redukuje na 8 + v < 1, videti (4.125)s3. ’

Prema termodinamickom zahtevu (4.125)3, prvi ¢lan u (4.130) ima nenegativnu vrednost, a prema termo-
dinami¢kom zahtevu (4.125); je 2a+ 8 —v = (a+ 8 —v) + a > 0, kao i prema termodinamickom zahtevu
(4.125)3, vazi 2a+ B —v = (a+ B) — (v — a) < 1, i stoga drugi ¢lan u (4.130) ima nepozitivnu vrednost, te se
nejednakost (4.130) transformise u

b1 < @2 Sin@ cos@
by a3 sin (2a+§7")” cos (2°‘+§7'/)ﬂ ’

(Bt+v)m
predstavljajuéi suzenu termodinamicku restrikciju (4.127)s, jer je % < 1zbog2a+B—v < B+v <1,
Cats—nx

sto se redukuje na a < v, videti (4.125)3.

Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu I'ID.ID i data je sa (4.128), se obezbeduje zahte-
vanjem (4.126) i (4.127) pored (4.125) implicirajuéi da je moduo relaksacije kompletno monotona funkcija, a
funkcija puzanja Bernstajnova funkcija.

4.3.2.4 Model IDD .DD"
Funkcija K, data sa (4.20), u slu¢aju modela IDD".DD", ¢ja je konstitutivna jednacina
(a1 oI¢ + az oD} + as OD?+2'6) o(t)= (bl oD} + ba OD?+B+M) e(t),

videti (3.34), sa odgovaraju¢im termodinamickim restrikcijama (3.38) i (3.39), kao i sa suZenim termodinamickim
restrikcijama

1<a+28<2, 1<a+p+p<2, B<pu<l—q (4.131)
(2a+B+p)T a+p+p)m| . a T
L [oos =R gy ’COS% sin GotBtT
P wBr S, =) G Sy (4.132)
az  cos H5=E az  cos H5=E sin =% ba
by ap sin (OH'T“)” cos (OH'T”)W as sin (M'T“)” 4133
E h 6733111 (a+2¢23—u)7r cos (Ot+2[23—,u.)71' = %Sinw’ (4.133)
koje vaze ako je 2a + 8 — p < 1, postaje
K (p) = arby sin ((a + p) ) + arbap® P sin ((2a 4 B + p) 7)
+ azby p* P sin (= B) ) + azbop® P sin ((a + ) )
— azb1 p? ) sin ((a + 28 — ) ) + azbop> @ sin (u — B) 1), (4.134)
stoga zahtev nenegativnosti funkcije K implicira
arbgsin ((2a+ B8+ p) m) + agby sin ((p — B) m) = 0, (4.135)
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agby sin (a4 p) m) — agby sin (a4 28 — p) w) = 0. (4.136)

Prema termodinamickom zahtevu (4.131)3, vazi o + 28 + u = (a + 8) + (8 + 1) < 2, dok prema termodi-
namickom zahtevu (4.131)q, vazi o« + 28 + p = (a+ S+ p) + 8 = 1, te prvi ¢lan u (4.135) ima nepozitivou
vrednost, dok drugi ¢lan u (4.135) ima nenegativnu vrednost prema termodinamickom zahtevu (4.131)3. Stoga
se nejednakost (4.135) transformise u

QRotBtp)m |
ay €08 5 sin W by
ag COS% sin (“_2 ) by
i QoatBtp)m
predstavljajuéi suzenu termodinamicku restrikciju (4.132)4, jer je Sl;rﬁﬁ > 1 zbog m—
2

Qoatptpm - (n=p)m
2 Z 2

§to se redukuje na o + p < 1, videti (4.131)3.

Prema termodinamickom zahtevu (4.131)3, prvi ¢lan u (4.136) ima nenegativnu vrednost, dok prema ter-
modinamickom zahtevu (4.131)1, vazi o + 28 — p = (a + 28) — p = 0, kao i prema termodinamickom zahtevu
(4.131)3, vazi a + 20 — p = (e + B) — (0 — B) < 1, i stoga drugi ¢lan u (4.136) ima nepozitivnu prednost, te se

nejednakost (4.136) transformise u
b1 _ az sin % cos
bz a3 gin (a+2§7“)ﬂ cos (a+2§7“)ﬂ ,

(atp)m
2

N

(atp)m
predstavljajuci suzenu termodinamicku restrikciju (4.133)2, jer je - S

o8 (a+227u)ﬂ
sto se redukuje na 5 < p, videti (4.131)s.
Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu IDD .DD" i data je sa (4.134), se obezbeduje
zahtevanjem (4.132) i (4.133) pored (4.131), implicirajuéi da je moduo relaksacije kompletno monotona funkcija,
a funkcija puzanja Bernstajnova funkcija.

<lzboga+28—pu<at+pu<l,

4.3.2.5 Model ID.IDD
Funkcija K, data sa (4.20), u slu¢aju modela ID.IDD, &ja je konstitutivna jednacina
(a1 ()I? + as thB) o (t) = (b1 01? + bsy ODtV + b3 OD?Jrﬂiu) € (t) R

videti (3.49), sa odgovaraju¢im termodinamickim restrikcijama (3.53) i (3.54), kao i sa suzenim termodinamickim
restrikcijama

0<p<sv<a+fB—pu<l, p<a<<l—uv, (4.137)
ay cos 7(%”2_“)” by _ aysin (2a+g_“)” cos (QO‘H;_“”T aq sin 7(2(”@_”)” (4.138)
a2 cos L-EM)W T by ax sin LZM)W cos 7('84_2“)77 T ax sin 4('(3-~_2M)7r ’ .

koje vaze ako je 2a + 8 — p < 1, postaje
K (p) = arby sin ((a — p) ©) + arbop" ™ sin ((a 4 v) w) + a1bsp® P sin (20 + 8 — p) )
— agb1p® P sin ((B + ) 7) + azbop® P sin (v — B) 1) + agbsp® P sin (o — p) 7)),  (4.139)
stoga zahtev nenegativnosti funkcije K implicira
a1bgsin ((2a+ B — p) m) — azby sin (8 + p) w) = 0. (4.140)

Prvi ¢lan u (4.140) ima ili pozitivhu vrednost ako je 2a + 8 — pu < 1, ili nepozitivnu vrednost ako je
20+ —p =1 jerje2a+p—pu=(a+ p — p)+a € (0,2) prema termodinamickom zahtevu (4.137)1, dok drugi
¢lan u (4.140) ima nepozitivnu vrednost, jer je 8 + p < p + v < 1, prema termodinamickom zahtevu (4.137).
Stoga, nejednakost (4.140) moze biti zadovoljena samo ako je 2« + 8 — p < 1 i transformise se u

(2a+§_“)ﬁ cos

. (2a+B—p)w
by ay sin 5

by " a2 sin 7(6"’2“” cos 7(’8_2”)”

)

COS
cos (B+2u)7r

(Ra+B—p)m
Pl

predstavljajuéi suZzenu termodinamicku restrikciju (4.138)s, jer je <1lzbog B+pu<2a+pf—pu<1,

§to se redukuje na u < «, videti (4.137),.

Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu ID.IDD i data je sa (4.139), se obezbeduje ako je
2ac + B — p < 1 zahtevanjem (4.138) pored (4.137) implicirajuéi da je moduo relaksacije kompletno monotona
funkcija, a funkcija puzanja Bernstajnova funkcija, dok ako je 2a+ 5 — p > 1, tada spomenute osobine ne mogu
biti garantovane, jer (4.140) ne moze biti zadovoljeno.
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4.3.2.6 Model ID.DDD"
Funkcija K, data sa (4.20), u slu¢aju modela ID.DDD ", &ja je konstitutivna jednacina
(a1 ol + as ODf) o (t) = <61 oD + by oD + by OD?“”") e(t),

videti (3.44), sa odgovarajuéim termodinamickim restrikcijama (3.47) i (3.48), kao i sa suZenim termodinamickim
restrikcijama

I<a+p+rv<2, fsp<v<l-a, (4.141)
gy |cos Gatlrnm| ’COSW n Cotpinr
as (v—p)m S - (v—08)7 L =B ﬁ)ﬂ < (4.142)
a2 cos az  cos~—, b3

postaje
K (p) = arby sin ((a + p) ) + aybop” ™ sin ((a + v) 7) + a1bsp® P Fsin (20 4 B+ v) )
+ agby p® P sin ((u — B) ™) + agbap® P "Hsin (v — B) ) + agbsp®* T2+ "Hsin ((a + v) ), (4.143)
stoga zahtev nenegativnosti funkcije K implicira
arbssin ((2a+ B+ v) m) + agbysin ((v — ) w) > 0. (4.144)

Prvi ¢lan u (4.144) ima nepozitivnu vrednost, jer je sa jedne strane 2a+8+v = (¢ + 8+ v)+a > 1, prema
termodinamickom zahtevu (4.141)q, a sa druge strane 2a+ 8+ v = (a + 8) + (o + v) < 2 prema termodlnaml—
¢kom zahtevu (4.141)5, dok drugi ¢lan u (4.144) ima nenegativnu vrednost, prema termodinamickom zahtevu
(4.141),. Stoga se nejednakost (4.144) transformiSe u

(2a+B+v)m | |
a1 cos ~“—5——| g (2(x+[3+u)7r _ by
ay  cos AT n AT 6)” by
(2a+B+v)m

predstavljaju¢i suZenu termodinamicku restrikciju (4.142)1, jer je s(yiﬁ),, 1 zbog (”_2*8)” <m— (2a+g+”)”

§to se redukuje na o + v < 1, videti (4.141),.

Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu ID.DDD" i data je sa (4.143), se obezbeduje za-
htevanjem (4.142) pored (4.141) implicirajuéi da je moduo relaksacije kompletno monotona funkcija, a funkcija
puzanja Bernstajnova funkcija.

4.3.2.7 Model ID.IDD"
Funkcija K, data sa (4.20), u slu¢aju modela ID.IDD+, ¢ija je konstitutivna jednacina
<a1 ol +az ()Dtﬂ) o(t) = <b1 oLf TP by DY + by ()D?JrﬁJrV) e(t),

videti (3.55), sa odgovarajué¢im termodinamickim restrikcijama (3.59) i (3.60), kao i sa suZenim termodinamickim
restrikcijama

0<a+pB8-v<l 1<a+B8+rv<2 B<r<l—a, (4.145)
by sin (PEZEIT gy sin (E2EEIT cop (GX2FEIT. g, (4.146)
by sinlOHIT T by i letT g et gy '

ap _ by cosUEITgin LSBT, s BT (4.147)
2> b (:05(20“4'$")7r Sinw\bs COSW’ '

postaje

K (p) = arby sin (v — B) ) + arbap® P sin (o + v) 7) + a1bsp> ¥ sin ((2a + B+ v) 7)
— agby p® P sin (a0 + 28 — ) 1) + agbep® @ sin (v — B) ) + agbsp® @ sin ((a + v) 7)),  (4.148)

stoga zahtev nenegativnosti funkcije K implicira

arbgsin ((a+v)w) —agbysin ((a + 26 —v)m) > 0, (4.149)
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arbssin ((2a+ S+ v) ) + agbgsin ((v — ) m) > 0. (4.150)

Prema termodinamickom zahtevu (4.145)3, prvi ¢lan u (4.149) ima nenegativnu vrednost, dok sa jedne
strane vazi a+26 —v = (o« + 8 — v) + 8 > 0, prema termodinamickom zahtevu (4.145)1, a sa druge strane vazi
a+28—v=(a+p)—(v—pB) <1, prema termodinamitkom zahtevu (4.145)3, i stoga drugi ¢lan u (4.149) ima
nepozitivnu vrednost, te se zahtev (4.149) transformise u

(a+2B—v)7 (a+2B8—v)m
2 2

by sin cos

by gin (atW)m coS

(a4v)m = a9 ’
2 2

cos (oF2B8=1)m

predstavljajuci suzenu termodinamicku restrikciju (4.146)1, jer je —=Z57— = 1 zbog a+28—-v < a+rv <1
COS I —

sto se redukuje na S < v, videti (4.145)3.

Prvi ¢lan u (4.150) ima nepozitivnu vrednost, jer je sa jedne strane 2a+ 8+v = (a + 8+ v)+« > 1, prema
termodinamickom zahtevu (4.145)2, a sa druge strane 2a+ 5 +v = (o + 8) + (o + v) < 2, prema termodinami-
¢kom zahtevu (4.145)3, dok drugi ¢lan u (4.150) ima nenegativnu vrednost, prema termodinamickom zahtevu
(4.145)3. Stoga se nejednakost (4.150) transformise

a; by cos AT sin W=A)T
~X I
as b3 cos (2a+§+u)7r sin (2a+g+l’)7"

i =B)m _
predstavljajuéi suzenu termodinamicku restrikciju (4.147),, jer je M:?Zfﬁﬁm < 1 zbog Qﬁ)” <m— (2O‘+§+”)”
sto se redukuje na a + v < 1, videti (4.145)3. ’

Dakle, nenegativnost funkcije K, koja odgovara modelu ID.IDD" i data je sa (4.148), se obezbeduje zahte-
vanjem (4.146) i (4.147) pored (4.145) implicirajuéi da je moduo relaksacije kompletno monotona funkcija, a
funkcija puzanja Bernstajnova funkcija.

4.4 Numericki primeri

Termodinamicke i suZene termodinamicke restrikcije na parametre modela ITID.ID, ¢ija je konstitutivna jed-
nacina

(a1 IO gy o1 + ag OD;”B*”) o(t) = <b1 oI% + by ODE) e(t), (4.151)
date su slede¢im nejednakostima
0<a+f—v<l, 1<a+pB+rv<2, a<v<l-g, (4.152)
(a+2B+4v)7 . B (a+2B+v)m
n [oos S| g (es2gaie Joos 2 by (4.153)
a2 cos@ = ag sin@ COS(”_TQ)W by’
by < sin 7(54_21,)77 cos 7(/34_;)# < sin 7([“'2")“ (4.154)
by " asgin (2a+§7”)“ cos (QQH;*”)’T a3 sin 7(20&57”)”
videti takode poglavlje 4.3.2.3.
4.4.1 Moduo relaksacije za model I"ID.ID
Za moduo relaksacije modela ITID.ID, datog sa (4.151), dobija se izraz
1 1 by + bys@th
Gor (5) = Pe () _ Lt 0 (4.155)

sl—(B+v) ¢a (s) sl=(B+v) ai + a2ga+5 + a352(0‘+5)

u Laplasovom domenu, nakon primene Laplasove transformacije na konstitutivnu jednacinu (4.151), pri ¢emu
je deformacija ¢ data kao Heavisajdova funkcija, videti takode (4.13) i tabelu 6.5, te se nakon primene inverzne
Laplasove transformacije na (4.155), prema (4.15), dobija moduo relaksacije za model ITID.ID u vremenskom
domenu kao

0, ako &, nema polova,
osr(t) = O’S:_IP) (t) + Jg‘P) (t), ako G4, ima negativan realan pol, (4.156)

aggcp) (t), ako G4, ima par kompleksno konjugovanih polova,
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pri ¢emu su funkcije anp), O'gT{P) i aﬁ?cp) date sa

O 0 pl—(ﬁ—"-l/) |a1 + a2pa+ﬁei(a+ﬁ)7'r + a3p2(a+ﬁ)e2i(a+ﬁ)ﬂ"

i bop* P sin ((a + B) )
g t
X sin <(ﬁ+V)7r+arC gbl ¥ bap®tB cos (o + B) )
— arctg azp® P sin ((a + B) ) + agp®* P sin (2 (o + ) ) e~ Ptdp (4.157)
a1 + azp®*F cos ((a+ B) ) + azp*@+F) cos (2 (a + ) m) ’ '
il ) = : /Oo 1 ) e Ptdp
: TJo PTE gyt agpatBeilatim 4 ggp2atB)eitati|? 7
by + by p2it P eilatB)m

o) (1) = —ply o+ skt

(a+B) ’ag + 2a3pa+ﬁ ei(atp)m

b a+f5 .
x cos (B + )+ arctg —2onr_sinlla+H)m)
by + bopas " cos ((a+ B) )
 aretg @@+ B + 2059 sin 2 (a+ H)m) | (4.158)
a cos ((a + ) )+2a3pa+ﬁ cos (2 (a+ B)m) )
’bl + bypld eilatBecce
(CCP) (1) — o f—n
Osp (t) 2pCCP v
(a+p) ‘QQ + 2azpoas eilatPecor
bopldf sin (o + B) poer)

—|Re sccplt 5
% e cos | Imsgept — (1 = (B +v)) pcop + arctg
< ccp ( ( ) Poce by + bQPgérf cos ((a + ) ocp)

+ arotg 2 (0= (@4 0)) Pecy) 2057857 sin (1 =2(0 4 ) fcr) ) (4.159)
a2 COos ((1 - (O‘ + ﬁ)) QOCCP) + 2a3pccp coS ((1 —2 (a + ﬂ)) QDCCP)
prema (4.16), (4.19), (4.17) i (4.18) respektivno, sa
¢o(5) = b1 +b25""7 1 @, (s) = a1 + ags® P + ags®OHH), (4.160)

gde je funkcija K definisana sa (4.20) i predstavljena izrazom (4.128), odnosno

K (p) = arby sin (8 4+ v) ) + p**# (a1by sin ((a + 26 4 v) ) + agby sin (v — a) 7))
+ p?@*B) (agby sin (B + v) ) — asby sin ((2a 4 8 — v) 7)) 4+ p* @ P agbysin (v — o)1), (4.161)

az

i Scer = Poop elPcor | ga Pocr = 2(a+ﬂ)/% i Qoep = (1 _ farctg /4a12a3 1) ai_w, ako je tg ((a+ ) m) >
— /4“(11‘13 — 1, dobijenim u poglavlju 4.2.4.3 kao nule funkcije ¢, date sa (4.160)2, videti (4.55) i (4.56).
2

U slu€aju razmatranog modela ITID.ID, prema (4.155) se za asimptotsko ponaSanje modula relaksacije u
Laplasovom domenu dobija izraz

i sa polovima modula relaksacije u Laplasovom domenu py,, = — 2«+9 /%, ako je tg ((a + B) 7) = — da10s 1

by 1 1 + by sa+a

7, 1—-(v—a
as s ( ) 1+ &2 a3 s‘l'*'ﬁ + 4 a3 32(a+[3)

_ b2 1 bl 1 az 1 aq 1 -t

) (1 + b25a+6> (1 t 5ot B T gy 52t

_ bg 1 b1 1 ag 1 ay ag 2 1 —3(a+58)

s (14 fe) (1= B (S (2) ) s w0 f)
b 1 b1 an 1 ag 2 ay ag b1 1 _

_2 2 [y (% G2y _ 41 @25 - 0( 3(a+5))
as si—(v—a) < + <b2 ag) sotB + <<a3) as  asby | s2(@+h) TOs

_b 1 b a1

- as gl—(v—a) as b2 as glt2a+p—v

+ bg as 2 aq as bl 1
as as as as b2 slt+3a+2f—v

o (8) =

[\¥]

+0 (8_(1+4“+3ﬂ_”)) , kada s — oo,
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implicirajuéi da je asimptotsko ponaSanje modula relaksacije za vremena bliska nuli

by t_(”_a) by (b] G/Q) tatp-v

Usr(t):aigm 073 by az I'(1+2a+8-v)

b2 as
bg ay 2 ay as bl t3a+2571/ 4
L b2 <) fffff +o (t’( “+3ﬁf”)) , kada t—0, (4.162)

as as as azby | T(1+3a+28—-v)
prema teoremi koja tvrdi da ako je f (s) ~ §(s) kada s — oo, tada je f (t) ~ g (t) kada ¢t — 0, dok asimptotsko
ponasanje modula relaksacije za velika vremena
by t—(B+v)
aI'(1—(B+v))

sledi iz asimptotike modula relaksacije u Laplasovom domenu (4.155), dobijenom kao

g () = +O(t_(1_5)>, kada t — oo, (4.163)

by 1 14 @sots
;1 sl=(B+v) 1 & %2 ga+B | 93 g2(a+ph)
aq aq

by 1 b -t
— °a. (1 + 2501+ﬂ> <1 + aﬁSOH“ﬂ + 0‘352(o¢+5))

o (8) =

al si=(B+v) by ay a1
= b1 1+ bﬁsa+ﬁ 1_ %2 a8 +0 (SQ(OH-ﬁ))
ay 81_(ﬁ+”) b1 ai
_bh 1 by a2\ a4p 2(a+8)
_mw(ur(bl—al s +O<s )
b1 1

_ 1 -0
= o +0(s7°), kada s—0,
sa0<d<1—(B+v),jerjea+23+v > 1, prema teoremi koja tvrdi da ako je f (s) ~ §(s) kada s — 0, tada
je f(t) ~g(t) kada t — oo.

Slika 4.4 predstavlja vremensku evoluciju modula relaksacije za razli¢ite vrednosti parametara modela datih
u tabeli 4.4, te je, u sluéaju kada su parametri modela takvi da moduo relaksacije u Laplasovom domenu nema

polova i dodatno zadovoljava suZene termodinamicke restrikcije (4.152) - (4.154), moduo relaksacije sa slike

4.4a, dobijen prema (4.156) sa funkcijom o) datom izrazom (4.157), kompletno monoton, dok kompletna

monotonost modula relaksacije sa slike 4.4b, dobijenog prema (4.156) sa funkcijom %) datom sa (4.158), se

ne moze garantovati, iako deluje da jeste kompletno monoton, buduéi da parametri modela ne zadovoljavaju
suzene termodinamicke restrikcije (4.152) - (4.154). Naime, suZene termodinamicke restrikcije impliciraju kom-

pletnu monotonost modula relaksacije, medutim obrnuta implikacija ne mora da vazi. Slike 4.4c i 4.4d, dobijene

prema (4.156) sa funkcijom o'9?) datom sa (4.159), predstavljaju oscilatorni moduo relaksacije koji ima am-

plitudu koja eksponencijalno opada sa vremenom, sa izrazenim priguSenjem i negativnim naponom za odredeni
vremenski interval, medutim za veliko vreme napon je pozitivan i tezi u nulu. Asimptotsko ponaganje modula
relaksacije za mala i velika vremena, predstavljeno isprekidanim linijama na slici 4.4, sledi iz asimptotskih izraza
(4.162) i (4.163) i dobro se poklapa sa vremenskim profilima, kao §to se vidi sa svih grafika.

Slucaj kada 7, « 153 v a1 as as by bo
nema polova 0.05 1.5 0.45 | 0.7 | 0.95

ima negativan realan pol | 35 | 055 | 04 | 11 | 28.4029... | 20.27 | 7 9.5
L‘gg Eggviiﬁp;eﬁgz 11 15 2027 | 7 | 95

Tabela 4.4: Parametri modela koriséeni za numericke primere.

4.4.2 Funkcija puzanja za model ITID.ID
Za funkciju puzanja modela ITID.ID, datog sa (4.124), se dobija izraz

1 1 a+p 2(a+p)
Eor (5) = %0 (5) _ L (4.164)
sttbtv ¢ _(s)  sltB+v b1 + bgsoth
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oy
Tgr
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(b) Slucaj kada &4 ima negativan realan pol. Kompletna

¢aj o lova. Mod laksacije je kom- - .
(a) Slu¢aj kada G nema polova. Moduo relaksacije je kom monotonost modula relaksacije se ne moze garantovati.

pletno monotona funkcija.

Tsr
0.0040 [
0.0035 |-
0.0030 |
0.0025 |-

0.0020

0.0015 |

0.0010 - . : . . i

é 4\__6/—8—7 10 12 14 £ 10 15 20 25 30 35
(c) Slucaj kada &, ima par kompleksno konjugovanih polova (d) Isti slu¢aj kao na slici 4.4c sa pro§irenim vremenskim in-
sr " tervalom.

Slika 4.4: Vremenski profili modula relaksacije, predstavljeni punom linijom, poredeni sa asimptotskim profilima
za mala i velika vremena, predstavljenim isprekidanom linijom.

u Laplasovom domenu, nakon primene Laplasove transformacije na konstitutivnu jednacinu (4.151), u kojoj je
napon o dat kao Hevisajdova funkcija, videti takode (4.14) i tabelu 6.5, te se nakon primene inverzne Laplasove
transformacije na (4.164), prema (4.27), dobija funkcija puzanja za model I*ID.ID u vremenskom domenu

e (t) = Py = 1 / ¥ 1 JartagpmtETIT 4 gttt
cr = Ee¢r T 0 p1+/3+u |b1 +b2pa+5ei(a+3)‘n"
| oo™ sin (o + ) m)
t
X sin ((5 + v) T + arctg by + bap+B cos (o + B) )
— arctg agp™ P sin (o + B) m) + agp® @+ sin (2 (a + ) m) (1—e)dp (4.165)
ai + azp®tBcos (a4 B) 7) + azp?@+P) cos (2 (o + B) 7) ’ '
ili ekvivalentno
Wl K () ]
o () =P (1) = = / 1 —e ") dp, (4.166)
( ) ( ) 7 Jo p1+/3+1/ |b1 +bgpa+ﬁei(a+5)“|2 ( )

pri ¢emu je ekvivalentna forma funkcije 0P data sa (4.28) i (4.31) i gde je funkcija K data sa (4.161), buduéi
da funkcija ¢, videti (4.160);, nema nula u kompleksnoj ravni, implicirajuéi da funkcija puzanja u Laplasovom
domenu nema polova.

Umesto izraza (4.165) i (4.166), zbog bolje numericke konvergencije, pogodno je funkciju puzanja u Laplasovom
domenu (4.164) transformisati u izraz

1 a 1 a st 4 a2
€cr (8) = 880 () = L Bgoth____as
shtv \ by gatB + %1 bs sa+B 4 %1
2 2
- as 1 as a9 bl 1 1 aq 1 1
o by sV~ by \ a3 by ) sv— gatB 4 % bo sBFV gatB + %,
2 2
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koji za funkciju puzanja u vremenskom domenu daje

Eer (t) = /U € () dt

t—A=(v=a)) 1 b < 1 p*Bsin((B+v)7w) + b1 sin (v — a) )
e e A : (=) dp
o '(v—a)  wbh p potBeilatA)m 4 b

3 b

(1—e?")dp, (4.167)

lay [ 1 p*Psin((a+28+v)m)+ @ sin((B+v)m)
/ p1+B+V

m by pa+ﬁei(a+ﬁ)ﬂ' + i 2

buduéi da definicija inverzne Laplasove transformacije (4.40), kori§¢ena zajedno sa Kogijevom integralnom teo-
remom (4.41), gde je kontura predstavljena na slici 4.1, implicira

1 1

ol [ ———
sé gathB + %

1/m1p“ﬂwdm+ﬁ+®ﬂ b sin em)
0

(t)=— e *ldp.

I pactBeilactB)m | %1
2
Ekvivalentno, funkcija puzanja se takode dobija preko dvoparametarske Mitag-Leflerove funkcije, videti (4.32),

§to je u slu¢aju modela ITID.ID izraz

ai
(T atB,14+a+28+v, 1 B

as

eor (t) = L)+ () 3otz (1) (4.168)

Dy CatB B4y, 2L

U sluaju razmatranog modela ITID.ID asimptotsko ponaganje funkcije puzanja u Laplasovom domenu,
prema (4.164), dato je izrazom

as 1 ai 1
_ ag 1 1+3 saTﬁ + g 2T B
Eer (S) =3 1+v—a
by s 1+2 by

Sa+6

o as 1 as 1 ay 1 bl 1 -1
- E sltv—a (1 + ;3 sat+B + 673 S2(o<+ﬁ)> <1 + @ sat+B
o as 1 as 1 ail 1 bl 1 bl 2 1 —3(a+8)
T by sitva (1 + as sotB + as 82(a+6)) (1 by soth + by ) s2(ath) +0 (S )
as 1 a9 b1 1 aq a9 b1 b1 2 1 _3
=B - (14 (2_2 I (T T o( (a+6))
b sltv—o ( + <a3 b2> satp + ((13 as by * by g2(a+pB) + 5
_s b asfar by 1
- bg sltr—a b2 as b2 81+’8+V
2
as ay a2 b1 bl 1 —(1+2a+38+v)
B2 224 (L) )| ————+0 ( ) . kada s — oo,
+ b ((lg a3 b + (bz) ) sirarzate TO8 a §—

Sto za asimptotsko ponaSanje funkcije puzanja za vremena bliska nuli implicira izraz

as e ag (as by BtV
5cr(t):*7+i I
byI'(1+v—a) by \as by) T(1+B+v)
2
az (a1 azb b tat28+v )
as azby  \bs O (#22+35+) | Jada t—0 4.169
+62< a3b2+(b2>>r(1+a+25+u)+ ( ), a . ( )

dok asimptotsko ponaganje funkcije puzanja za velika vremena

g(w:mf“”+M<@_®>fH¥
er b1F(1+ﬂ+V) bl al b1 F(lﬁ*llfa)

ay as as b2 b2 2 t—2a—ﬁ+y i
b\ b \by k 41
! ( +< ))F(I—QQ—5+V)+O(t )v ada t — oo, (4.170)

sledi iz asimptotike funkcije puzanja u Laplasovom domenu, dobijene kao

a1 1 1+ Z%SaJr,@ =+ 3—282(0‘+5)

Eer (S) = ES1+B+V 14+ 2—250‘+ﬁ
1
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-1
_a 1 92 a+B | 93 2(atp) b2 ats
1)181'*‘5‘*‘”(1+5 + —s 1+b7$

ay ai 1
2
ay 1 ag as b2 b2
_u b (1208 3B 2048 ) [ - Rgers (2 2048 ( 3(a+6)>
b151+5+u( +a18 +als bls + b s +0 (s

aq 1 as b2 as a9 b2 bg 2

L [y (%2 52 e (G202 (D2 2a+8) L ( 3(a+ﬂ)>
by gl+B+v ( * <a1 b1> 5 * <a1 a1 by + <b1> 5 + s

_om 1 e fa by 1

o b1 81+B+V b1 ai b1 sltv—a

2
ay (a3 azby bo 1 (11—
affs el (2) ) 0 (5079, kad 0,
+b1 <a1 a1b1+<b1>>312a5+”+ s a s—

sa &€ (0,1).

Slika 4.5 predstavlja vremensku evoluciju funkcije puzanja za razlicite vrednosti parametara modela, tako
da se funkcija puzanja sa slike 4.5a dobija prema (4.167) za isti set parametara kao moduo relaksacije sa slike
4.4a, i predstavlja Berngtajnovu funkciju, dok funkcija puzanja sa slike 4.5b, koja se dobija za isti set param-
etara iz tabele 4.4 za koji funkcija 74, ima par kompleksno konjugovanih polova, o€igledno nije Bernstajnova
funkcija, buduéi da je konveksna, a ne konkavna funkcija. Grafici funkcije puzanja sa slike 4.5, dobijene prema
integralnoj reprezentaciji (4.167), se odli¢no poklapaju sa graficima funkcije puzanja predstavljenim tackama,
koje odgovaraju Mitag-Leflerovoj reprezentaciji (4.168) funkcije puzanja. Konatno, izrazi za asimptotsko pon-
aSanje za mala i velika vremena funkcije puzanja (4.169) i (4.170) generisu krive koje pokazuju zadovoljavajuce
preklapanje sa krivama funkcije puzanja.

Ecr Ecr
25t
20}
Lsh
1o}
0.5
i 2 3 4 5 6 7! : ; : o
(a) Funkcija puzanja je BernStajnova funkcija. (b) Funkcija puzanja nije Berngtajnova funkcija.

Slika 4.5: Vremenski profili funkcije puzanja, predstavljeni punom linijom i tackama, poredeni sa asimptotskim
profilima za mala i velika vremena, predstavljenim isprekidanom linijom.
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5. Energija 1 snaga disipacije u
kvazistacionarnom stanju

U cilju analize ekvivalencije dvaju oblika energije i snage disipacije po jedinici zapremine, kao i ekvivalencije
dvaju oblika snage po jedinici zapremine, predstavljenih u poglavlju 4.1 preko modula relaksacije i funkcije
puzanja, deformacija, kao pobuda viskoelasti¢nog tela modeliranog termodinamicki konzistentnim frakcionim
Cenerovim i anti-Cenerovim modelima, pretpostavljena je u obliku harmonijske funkcije, a odreden je napon
kao odziv na tako pretpostavljenu deformaciju. Takode je ispitana vremenska evolucija napona u smislu prelaza
iz tranzijentnog u kvazistacionarni rezim.

Disipacija energije u viskoelasti¢nim sredinama Beselovog tipa, termodinamicka konzistentnost talasne jed-
nacine i zahtevi koji obezbeduju kompletnu monotonost, kao i analiza Cenerove talasne jednacine su predstavljeni
u [69, 70, 71, 72].

5.1 Tranzijentni odziv i kvazistacionarni rezim

Napon kao odziv na zadatu harmonijsku deformaciju je odreden u tranzijentnom i kvazistacionarnom rezimu,
gde se pod tranzijentnim rezimom podrazumeva vremenska evolucija, u konkretnom slu¢aju napona, pocevsi
od pocetnog trenutka kao odziv na proizvoljnu pobudu, dok se pod kvazistacionarnim rezimom podrazumeva
harmonijski odziv na harmonijsku pobudu ustaljen posle dovoljno dugo vremena.

5.1.1 Tranzijentni odziv na harmonijsku pobudu

Pretpostavljajuéi da je viskoelasti¢no telo, modelirano frakcionim Cenerovim i anti-Cenerovim modelima, pred-
stavljenim u tabeli 2.1, videti takode dodatak A.3, podvrgnuto deformaciji kao pobudi zadatoj u obliku har-
monijske funkcije

e (t) = ggcos (wt), (5.1)

sa konstantnom amplitudom &g 1 ugaonom frekvencijom w, odreduje se napon, indukovan u telu kao odziv u
prelaznom rezimu. Polazeci od izraza (4.12) za konstitutivnu vezu izmedu napona i deformacije u Laplasovom
domenu, sa konstitutivnim parametrom ¢ i funkcijama ¢, i ¢, datim u tabeli 6.5, za napon u Laplasovom
domenu se dobija
0.(5) s 652)

Og (8) 82 + w?’ '
nakon Laplasove transformacije kosinusne funkcije u harmonijskoj pobudi, datoj sa (5.1).

Napon u vremenskom domenu kao odziv na zadatu harmonijsku deformaciju, nakon primene inverzne
Laplasove transformacije u (5.2), dobija se kao

5 (s) = eos®

0, ako ¢, nema nula,
o) =™ )+ o™ () + { sBP) (¢),  ako ¢, ima negativnu realnu nulu, (5.3)

o(CCP) (), ako ¢, ima par kompleksno konjugovanih nula,

sa funkcijama koje se pojavljuju u (5.3) definisanim izrazima

[eS) K 1+¢€
oM @) =2 / () S e rdp, li (5.4)
T Jo @y (pem)|” P7 T W
LS i 1+¢€
V) 4y _ E0 |9 (pe'™)] in ir p —pt
oV (t) = ?/0 m sin (arg ¢, (pe'™) — arg ¢, (pe'™) + &) pn ek Ptdp, (5.5)
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o™ (1) = ¢, ’E (w)‘ cos <wt + arg ¢, (iw) — arg ¢, (iw) + €2ﬂ-) , sa |E (w)‘ = wfm, (5.6)
- (w
1+¢
BP) (1) = —¢ 7@5 (3 )| cos (ar Spp) — arg @, (Spp) + _Pre” e Prpt 5.7
g ( ) 0 ’¢/U (SRP>‘ ( g(be( RP) g¢0'( RP) 57’(’) pgp _|_w2 ) ( )
1+¢
O_(CCP) (t) _ 250 |¢}5 (SCCP)| > Pccp 5 ef\Re sccplt
‘(bo' (SCCP)‘ |sccp +w |
X COS (Im Scopt +arg d. (Scep) — arg @l (scep) + (1 + &) Yoep — @ (w)) , (5.8)
gde je funkcija K data izrazom (4.20) dok je @, (s) = ¢, (s) i pri emu je spp = pyp €™ negativna realna nula

funkcije ¢, dok su scep = poop €'9CCP i njemu kompleksno konjugovan 5. kompleksne nule funkcije ¢, koje
imaju negativan realni deo, sa

w2

ctg ¢ (w) = ctg 2ppep) + ————.
cer p%CP Sin (2@CCP)

(5.9)
Funkcija ¢(V) je kompletno monotona, tj. zadovoljava

k
cAV@)y=0 i (1" %dm (1) <0, za t>0, k&N,

ako je K (p) > 0, videti (4.20), tj. ako je sin(arg ¢.(pe'™) — arg ¢, (pe'™) + &) > 0, dok ako je K (p) < 0, tj.
ako je sin(arg ¢_(pe'™) — arg ¢, (pe'™) + ) < 0, tada je funkcija ¢(V) u najnepovoljnijem slu¢aju nemonotona,
medutim uvek tezi u nulu. Funkcija o™ je oscilatorna funkcija sa ugaonom frekvencijom w jednakom frekvenciji
primenjene harmonijske deformacije, videti (5.1), i fazno je pomerena, zavisno od parametara modela, videti
(5.6). Funkcija o(BP) je ili pozitivna eksponencijalno opadajuca funkcija koja tezi u nulu, ili negativna ekspo-
nencijalno rastuca funkcija koja takode tezi u nulu, sa vremenskom konstantom p, ., dobijenom kao negativhom
realnom nulom funkcije ¢, videti (5.7), dok je funkcija o(°CF) oscilatorna funkcija sa eksponencijalno opada-
juéom amplitudom i ugaonom frekvencijom definisanom imaginarnim delom kompleksne nule funkcije ¢, tj.
sa Im scep, 1 parametrom priguSenja definisanim kao realni deo kompleksne nule funkcije ¢, tj. sa |Re sccel,
videti (5.8).

Napon u obliku (5.3), koji sadrzi funkcije date sa (5.4) - (5.8), dobija se primenom definicije inverzne
Laplasove transformacije

1 po-+ioco
o) = £71[5 ()] (8) = — / & () e*tds, (5.10)
2'ITI po—ioco
i Kosijeve teoreme o reziduumima, sa integracijom ili duz konture 'V oznagene na slici 4.1, dajuéi
1
— & (s)e®"ds = Res (5 (s) e*,iw) + Res (5 (s) €™, —iw)
271 Jra
0, ako ¢, nema nula,
Res (G (s) %%, scep) + Res (6 (s) e%t, 5cep), ako ¢, ima Scep i Scep kao nule,
(5.11)
ili duz konture '™ oznacene na slici 4.2, dajuci
1
— G (s)e®ds = Res (6 (s)e™,iw) + Res (5 (s) ™, —iw) , (5.12)
271 Jran
ako ¢, ima negativnu realnu nulu sgp = —py,, jer pored moguénosti da funkcija &, videti (5.2), ima negativan

realan pol sgp ili par kompleksno konjugovanih polova sccp i Scop, koji predstavljaju nule funkcije ¢, funkcija
o dodatno ima dva pola, naime +iw, koji poti¢u od kosinusne funkcije u Laplasovom domenu.

Kosijeve teoreme o reziduumima (5.11) i (5.12), sa integralima koji imaju nenulti doprinos u limesu kada
r— 01 R — oo, postaju sledeéi izrazi

1 ~ st 1 ~ 1 ~
d std std
5 1ﬂgo(s)e S+27Ti/1“30(8)e S+27ri/p50(s)e s

0, ako ¢, nema nula,

=M (¢ + 5.13
o (1) {U(CCP) (t), ako ¢, ima scep i Scop kao nule, (513)

1 1 1
— | G(s)etds + — 7 (s)e’tds + — 7 (s)etds
2mi T 2mi I'3,Ul's; 2mi I'5,UT's,
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1
— | &5(s)etd —/ 5 (s) estds = o (¢ 14
51 1180(3)6 S+27ri F‘ga(s)e s=o" (1), (5.14)

pri ¢emu funkcije o) i ¢(CCP) poticu od reziduuma u izrazima (5.13) i (5.14), tako da je
o™ (t) = Res (5 (s) e, we'?) + Res (6 (s)e™,we™'2) i (5.15)
o(CCP) (t) = Res (& (s) e, sccp) + Res (& (s) e, ECCP) . (5.16)
Kosijeve teoreme o reziduumima (5.13) i (5.14) mogu se transformisati u sledece izraze

0, ako ¢, nema nula,

) — V) () = o) (¢
ot) =) =)+ o(CCP) (), ako ¢, ima scep i Seep kao nule,

i, ako ¢, ima negativnu realnu nulu, u
a(t) =0 (t) = o'") (1) =0 (1),

u limesu kada r -+ 01 R — oo, sa

1
= — 1. o St
o (t) 57 Al s o (s)eds,

zbog inverzne Laplasove transformacije (5.10), kao i sa funkcijama o) i ¢(BP)  definisanim sa

1 1
e () = - lim </ G (s) esfds+—,/ 5 (s) estds> i (5.17)
1%:;20 2mi I3,I'3aUl'3p 2mi [5,I'5aUl'sp
1 1
oBP) (¢) = — lim </ 5 (s)e’ds + —/ 7 (s) eStds) . (5.18)
r—0 \ 27l Jp, i Jp,

Funkcija ¢ definisana sa (5.15), dobija se kao

o™ (1) = Res (6 (s) e, we'?) + Res (6 (s) e*",we™'2

|
~—

s bt
= g0 (we'2 — ewe
0 ( ) ¢o (welf) % (82 + w2) S
—iz\§ ¢e (We_i%) S -z,
+ o (we ™' - qe
' ( ) ¢‘7 (we_lf) % (32 + w2) s=we '%
1 ¢ (we'?) jex b, (we™3) e
_ - £ e i iwt - Ere \"™mr ") —i iwt
2€Ow D, (welg)e Ten 260 oy (we*i%)e :
iz iarg ¢, (we'? 6. (we'%
1 eloln)] () D)
2 |¢o (WQIE)’ iarg ¢, (we"z) iarg (we_ 2)
|¢ (welj)’ iz o f'ﬂ'
= ouf y¢: (wet)| " <‘”t +arg g, (we'?) —arg g, (we'¥) + - ),

videti takode (5.6), jer su +iw polovi funkcije &, date sa (5.2), dok se funkcija o(CF)  definisana sa (5.16),
dobija kao

o) () = Res (5 (5) €™, scer) + Res (6 (s) ¢, Soor)

¢ ¢5 (SCCP) Sccp

echpt + &_Ogé ¢E (§00P> gCCP egccpt

=€&0s - —
PP (scer) Stop T w? P, (Boer) Scp +w?
1+¢
=g |¢€ (SCCP)| Pccp eRe sccpt
! 2
‘qsd (SCCP)| |S?JCP + w2|
elarg ¢ (sccp) ) 0 ) )
—2ip 2\ Li(14+&)e ilms t
(ei arg ¢, (sccp) Pecr® cFFw ) € ccre cer

—iarg ¢_(sccp
+¥ 02 e2lPccr w2) o~ 1(1+8¢cop g—ilm scept
e—iarg ¢, (scop) \'COCP

1
|¢e (scep)l chg Re scopt

|¢)ZT (SCCP)| |S%CP + w2|2

= 260
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x (chp CcoS (Im Scept +arg @, (scep) — arg ¢:7 (scer) + (1 + &) Yo — 280ccp)
+ w? cos (Im Scort +arg d, (scer) — arg @, (sccr) + (1 +¢) (Pccp) )

1+
|¢6 (SCCP)| IOCCIg eRe sccpt
|¢; (SCCP)| |$CCP + w2|2

X ( (p?ICP Cos (2900019) =+ w2) COs (Im Scept + arg ¢)5 (SCCP) — arg ¢/a' (SCCP) + (1 + f) Cpccp)

= 260

+ pgcp sin (2¢04¢p) Sin (Im Scopt + arg é. (Scep) — arg ¢; (sccp) + (1 4+ &) @CCP) ), (5.19)

buduéi da su Scep = Pecp€ PP i Seop = pocpe PecP polovi funkcije &, date sa (5.2), koji poti¢u od nula
funkcije ¢, te se

1+
(CCP) (p\ _ o [P (Sccp)] poct ~|Re sceplt
g (t) = 250 B) 2
|¢a (SCCP)‘ |$Zcp + w?|

X COS (Im Scepl + arg (158 (SCCP) — arg éb; (SCCP) + (1 + f) Peep — ¢ (W)) ’

videti (5.8), dobija koris¢enjem smene

A(w) cos ¢ (w) = peep €08 (20 c0p) + w0,

A (w) sin ¢ (w) = p(Qjcp sin (Q@CCP) )

tj.

A (w) = |Sgcp + w2’ = \/pécp + 2p(2301:’w2 COos (2<pccp) + w4,

w?

ctg ¢ (w) = ctg (2¢ccr) + 55—
cer p(%cp S1n (QWCCP)

u izrazu (5.19).

Funkcija o(V), definisana sa (5.17), koja predstavlja doprinos integrala duz kontura I's i T's u (5.13), kao i
integrala duz kontura I's, UTl'sp 1 I's, UT's, u (5.14), koje respektivno pripadaju konturama rdj ]."(H)7 oznacenim
na slikama 4.1 1 4.2, u limesu kada r — 01 R — oo, dobija se kao

1 1
oY) (t) = — lim < / 7 (s)etds + — 7 (s) eStds)
Rrjgo 2mi I3,T'34Ul'sp 2mi I5,T'54Ulss

i A o i i .
= _fo (/P iex 0c () pel™ eptC‘"ei“der/ pleiém o (pe .Tr) pe " eptcmeiﬂdp>
fe'e) 0

27i @, (pei™) p2e?i™ 4+ w2 b, (peim) p2e—2im 4 2
_ 5o / ben @ (007) i 0 (peTT) N P
27 0 ¢a’ (pe”r) ¢0' (peilﬂ-) p2 + WQ
_ 570 |¢6 (pem) | larg ¢E(pe'") eiigﬂ ei arg d’g(pe_‘”) p1+§ efptd
2mi 0 ‘(ﬁ ( e”f)| el arg ¢, (pel™) elarg ¢, (pe~i™) p2 4 w? P
|

o[ ; sin g 0. (p0™) — g b, (67) +5) L0y 4

go/°o K(p) ™
T Jo g, (peim)|? p7 +

dp,

videti izraz (4.20) za funkciju K i takode (5.4) i (5.5), dok se doprinos integrala duz kontura I's i T'g, koje
okruzuju nule sgp = pppe'™ i Spp = pyoe '™ funkcije ¢, i pripadaju konturi '™ oznacenoj na slici 4.2, dobija

kao
/ 5(s)eStd5+/ 7 (s)etds
Fg FQ

0 . ip i . )
_ 50/ (SRP n Teup)é b, (SRP + Te' ) Srp "“7662 e(st-i-re ‘P)tirewdgp
™ ¢a’ (SRP + ,r.eup) (SRP + Teup) + w?

—T ) 5 ig& = i(p _ i .
+ 60/ (swe + T’ew’)5 i (S,RP tre ) o —i-.reQ e(Fre+re )ty oiv g,
0 b5 (Srp + rel¥) (Spp + 1el¥)” + w?
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dajuéi, u limesu kada r — 0 u prethodnom izrazu, funkciju o(®"), definisanu sa (5.18), u obliku

1 1
(RP) : st ~ st
o (t)——}lr%<2 i/r a(s)e ds—l——2 : 1“9(7(5)6 ds)

__%o
- 2mi
o\ 1€
i ip .
i / ?. (SRP +re ) (SRP + 7".8 2) e(SRPJ'_m“P)ti’r’ei(‘pd(p
50 b, (srp) + &) (s) (s — SRP)|s=sRP+rew + oo (Spp + 1ei?)” 4 w?
~ . B s\ 1€
+ / P (SRP —trelw) (SRP - r.e‘i) e(gRP”ew)tirei‘PdSO
Po (Brr) + 0 (5) (5 = Bne)| Ly yeiw F - (e + 1ei®)” + w2
/ P (Swp) 311{1":'_5 eSRPL] / ¢ Sr) 8%;:5 egRPtd(p
(SRP w2 SRP %{P + w?
0. (s0)] PrE
= —co7———cos (arg @, (spp) — arg @, (spp) + &m) -———e Pret,
|6, (swe)] S (snr) +6m) o

videti takode (5.7).

Ostaje da se pokaze da integrali u Kosijevim teoremama o reziduumima (5.11) i (5.12) duz kontura I'y (I'7),
I’y (Tg) i I'4, koje su delovi kontura I'® i 1D oznacenih na slikama 4.1 i 4.2, teze u nulu u limesu kada r — 0
i R — oo, pri ¢emu konstitutivne funkcije ¢, i ¢, date u tabeli 6.5, moraju da zadovoljavaju uslove 4.44, 4.45
i 4.46, nametnute u poglavlju 4.2.3 da bi se dobili izrazi za moduo relaksacije i funkciju puzanja u integralnoj
reprezentaciji.

Integral duz konture I';, dat sa

EO/O .(p+iR) (p+iR)'** P HR) gy,
o @0 (P+1R) (p+iR)* + w? ’

prema parametrizaciji predstavljenoj u tabelama 4.1 i 4.2, ima nulti doprinos, buduéi da je njegova apsolutna
vrednost

P iR 1—iz|"¢
lIr,| <e / e 1Y) | il ePtdp
0

|6y (p+iR)| p1-¢ ‘(1 _ j%)Q _ (i%)z‘
Po 1 ot
<50/0 R © dp —+0, za R — oo,

prema uslovu (4.44), sa (p < 1 — £ zbog uslova (4.46). Koris¢enjem sli¢ne argumentacije, moze se pokazati da
integral duz konture I'; takode ima nulti doprinos. Nulti doprinos integrala duz konture I'y, dobijenog kao

3 Re“" R1FEi(14+8)e
qﬁ ReW’ R2e2iv +w2

i, i
=g eftte iRe'?dyp

prema parametrizaciji datoj u tabelama 4.1 i 4.2, je posledica ¢injenice da su ¢, i ¢, stepene funkcije, jer je
‘[F | < &0 /7r |¢6 (Rew)’ R*+¢ ethosgad<p
S0 S 10, (Rl [ )

)

" |¢ (Rew)| Ri Rt cos

< #d
/ 6y (R?)| 1+ 2| 7

™

< 50/ Ré*Crefiteoseqy, 50, za R — oo.
B

Integral duz konture I'q takode ima nulti doprinos, §to se moze pokazati slicnom argumentacijom. Prema

uslovima koje zadovoljavaju funkcije ¢, i ¢, datom sa (4.45), i uslovu ¢, < &, datom sa (4.46), integral duz
konture I'y

rlt€ai(1+8)e

_ [T e (re)
IF4 - Eo/ﬂ (7250_ (Teiw) Teltp +w2

g (re*)

g (rei?)

ip
e irel¥dyp

rte'? .

e idep,

rel? + w?
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prema parametrizaciji datoj u tabelama 4.1 i 4.2, ima takode nulti doprinos, jer je

™ i
|9 (re'?)|  r2¥
T < _ i rtcosgpd
.| < 80[ rei?)| [re® + w?| 4
™ o

5 s
< —g/ rQﬁ*Crdgo —0, za r—0.
w

s

5.1.2 Kvazistacionarni odziv na harmonijsku pobudu

Ukoliko se viskoelasti¢no telo izlozi deformaciji u obliku harmonijske funkcije ugaone frekvencije w i amplitude g,
tada je zbog disipativnih karakteristika materijala, nakon dovoljno dugo vremena, napon takode harmonijska
funkcija iste ugaone frekvencije kao deformacija, sa amplitudom oy, medutim fazno pomeren u odnosu na
deformaciju za fazni ugao ¢, odnosno

e(t) =goet 1 a(t) = og (w) /@), (5.20)
sa veli¢inama
e(t) =Reeg(t) =g cos(wt) 1 o(t) =Rega(t) =0 (w) cos(wt+ ¢, (w)), (5.21)

koje imaju fizicko znacenje. Pretpostavljajuéi da je konstitutivna jednacina koja opisuje mehanicke karakteristi-
ke materijala linearna, $to je slucaj za sve modele razmatrane u ovoj tezi, tada se kompleksni moduo definise
izrazom

B (w) = Z((;) = O'(’Tff)ei%(@ = |E (w)| ¥ @) = B (w) +1E" (w), sa (5.22)
B @)= 2 cosp, @) 1 B @) = g, (),

te se zahtevi R .
E'(w)>0 i E"(w)>0, Yw:>0,

nametnuti na konzervativni i disipativni moduo E’ i E”, koris¢eni u poglavlju 3.2, videti takode [63] i [1],
za formulaciju termodinamicki konzistentnih frakcionih Cenerovih i anti-Cenerovih modela, mogu ekvivalentno
navesti sa

cosp, (w) =20 1 singp, (w) >0, Yw>=D0.

Sa druge strane, kompleksni moduo se dobija iz konstitutivnog modela u Laplasovom domenu smenom
s = iw, stoga jednacina (4.12) postaje
E(w) _ ?(5) — (lw)f ¢5 (lw) _ £ |¢s (lw)| ei(arglj)a(iw)—arg¢a(iw)+%r)’
£(8) szt ¢, (iw) |05 (iw)]

$to, kombinovano sa E (w) = g((f)) , videti (5.22), prema pretpostavci o harmonijskim oblicima deformacije i

napona (5.20), daje

I3 |¢e (iw)‘ ei(wt+arg ¢, (iw)—arg ¢, (iw)+%’), tj.

a(t) =eow -
|65 (iw)]
o(t) =Reo(t) =¢o wgw cos (wt + arg ¢, (iw) — arg ¢, (iw) + gﬂ) , (5.23)
¢ (iw)] 2
te su amplituda i fazni ugao napona, koji figurisu u (5.20) i (5.21), dati sa
¢ 19 (w)|

oo (W) =eow E ()|,

=

|5 (iw)
: : ém
¢o (W) = arg ¢, (iw) —arg ¢, (iw) + -

Napon u kvazistacionarnom rezimu, dat sa (5.23), ima isti oblik kao funkcija o), data sa (5.6), koja predstavlja

¢lan u tranzijentnom odzivu napona koji poti¢e od deformacije kao harmonijske pobude, koji ne opada na nulu
nakon dovoljno dugo vremena.
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5.1.3 Numericki primeri

Vremenska evolucija napona kao odziva na harmonijsku deformaciju, kao i prelazak iz tranzijentnog u kvazista-
cionarni reZim ispituje se za termodinamicki konzistentan frakcioni Cenerov i anti-Cenerov model I*ID.ID, dat
sa

(a1 OItaJrBJrD + ag oltu +as OD?JrﬁiV) o (t) = (bl OI? + b2 ODtﬁ) 9 (t) 5 (524)
sa suZenim termodinamickim restrikcijama na parametre modela

0<a+pf—-v<l, 1<a+p+v<2, as<v<l-4

| (a+2840)7 . . (a+2B+1)7
a ‘COb 5 | agsin @R2BRIT jeos g
s (v—a)w S . (v—a)w (v—a)n < -, (525)
G2 cos a2 sin ~— COS ~——5—— ba
by _ay sin BEATcos BEAT g i BT
<o : 2 <= T (5.26)
by a3 gin (2a+§_”)” cos (2°‘+§_”)” a3 sin W

videti takode (4.124) - (4.127).

Koristeéi parametre modela date u tabeli 5.1, vremenski profili napona, kao tranzijentni odziv na kosinusnu
harmonijsku deformaciju, videti (5.1), dobijaju se koris¢enjem (5.3), predstavljeni su na slikama 5.1a, 5.2a i
5.3a i uporedeni su sa naponskim profilima u kvazistacionarnom rezimu, dobijenim koris¢enjem (5.23).

Slucaj kada ¢, o I3 v ay as as by by
nema nula 0.05 1.5 0.45 | 0.7 | 0.95

ima negativnu realnu nulu | 35 | 055 | 04 | 11 | 28.4029... | 20.27 | 7 9.5
w| w1

Tabela 5.1: Parametri modela koriséeni za numericke primere.

Slika 5.1a prikazuje oscilatorni karakter vremenskih profila napona u slucaju kada funkcija ¢, nema nula,
tako da tranzijentni profili teze u beskonacnost u pocetnom trenutku, videti asimptotiku za vreme blisko nuli
(5.27) ispod, dok se oscilatorno ponasanje ustaljuje u kvazistacionarni mod nakon otprilike polovine perioda,
kada doprinos funkcije (), videti (5.4) i (5.5), u izrazu za napon (5.3) postaje zamenarljiv u poredenju sa o/,
videti (5.6), te je, da bi se opisalo oscilatorno ponaSanje napona, dovoljno razmatrati funkciju oM™ uporediti
(5.6) 1 (5.23).

-02F

[ ‘ ‘ ‘ ‘ oy
-04F 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
(a) Poredenje tranzijentnog i kvazistacionarnog odziva, pred- (b) Poredenje tranzijentnog odziva i asimptotike za vremena
stavljenih punom linijom i tackama, respektivno. bliska nuli, ozna¢enih punom i isprekidanom linijom, respek-

tivno.

Slika 5.1: Vremenska evolucija napona kao odziva na zadatu deformaciju kao harmonijsku prinudu, € (¢) =
o cos (wt), u sluCaju kada ¢, nema nula, dobijena za parametre modela kao u tabeli 5.1 i za ugaonu frekvenciju
w = 0.1.

Sli¢an oscilatorni karakter napona, prikazan na slici 5.2a, uocava se u slu¢aju kada funkcija ¢, ima negativnu
realnu nulu, dok na slici 5.3a, koja odgovara slu¢aju kada funkcija ¢, ima par kompleksno konjugovanih nula, na
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oscilacije koje poti¢u od funkcije ™, videti (5.6), superponirane su priguSene oscilacije koje poti¢u od funkcije
o(CCP) | videti (5.8), sa izrazenim priguSenjem tako da je primetan samo jedan pik. Buduéi da dodatna funkcija
o), videti (5.4) i (5.5), opada u nulu, oscilatorno ponasanje napona se ustaljuje u kvazistacionarni rezim za

manje od Cetvrtine perioda.

0.70

0.65

0.60 -

~
~
~=
-~
~===

0.55F

. . . oy
0.005 0.010 0.015 0.020

(a) Poredenje tranzijentnog i kvazistacionarnog odziva, pred- (b) Poredenje tranzijentnog odziva i asimptotike za vremena
bliska nuli, oznac¢enih punom i isprekidanom linijom, respek-

stavljenih punom linijom i tackama, respektivno.
tivno.

Slika 5.2: Vremenska evolucija napona kao odziva na zadatu deformaciju kao harmonijsku prinudu, e (¢)
g0 cos (wt), u slu¢aju kada ¢, ima negativnu realnu nulu, dobijena za parametre modela kao u tabeli 5.1 i za

ugaonu frekvenciju w = 1.

0.10

0.05

0.00

-0.05
. . . . =y
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(b) Poredenje tranzijentnog odziva i asimptotike za vremena

(a) Poredenje tranzijentnog i kvazistacionarnog odziva, pred-
bliska nuli, oznac¢enih punom i isprekidanom linijom, respek-

stavljenih punom linijom i tackama, respektivno.
tivno.

Slika 5.3: Vremenska evolucija napona kao odziva na zadatu deformaciju kao harmonijsku prinudu, e (¢)
go cos (wt), u slucaju kada ¢, ima par kompleksno konjugovanih nula, dobijena za parametre modela kao u

tabeli 5.1 i za ugaonu frekvenciju w = 0.1.

Slike 5.1b, 5.2b i 5.3b prikazuju dobro slaganje izmedu krivih dobijenih preko analitickih izraza i preko

asimptotike za vremena bliska nuli u sluc¢aju kada funkcija ¢, nema nula, ima negativnu realnu nulu sge i ima
par kompleksno konjugovanih nula Scep i Scep, respektivno. Asimptotika za vremena bliska nuli, data izrazom

(t) = by ) +e by (b1 _ a2 ety
T = YasT(1—(v—a))  Yazg\by a3/ T(1+2a+8—0)
by CL% ai as by glat2f—v 2b2 t27(y7a) dot-38—
R e — Z2_ > L O(rat3sv 5.97
+€Oa3 <a§ as  azby ) T(1+3a+28—-v) Foe a3F(3—(u—a))+ ( ), (6:27)

se dobija koris¢enjem teoreme prema kojoj ako je f (s) ~ g (s) kada s — oo, tada je f (t) ~ g (t) kada t — 0, od
napona u Laplasovom domenu, datom sa (5.2), §to se za model (5.24) transformise kao

b1 + bg 5a+ﬁ S

B+v
a1 + ags® P + azs2oth) §2 4 w2

5 (s) =eos
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by 1 14+ 82 1

ag si—(=a) 1 4 %sal-w + %?2(%—%—6) 1+ %’j
_ -1
- b2 1 bl 1 ag 1 al 1 ! w2
= €0, ST (1 + b25a+6> <1 T s 508 T g5 520t I+
by 1 by 1
—en=— (1=
co as st—(v—a) ( + bo Sa+ﬂ>
as 1 a1 1 a% 1 —3(a+8) w? 4
(1= - S e 0 (7)) (1- 06
b2 1 bl ag 1 CL% al as b1 1 w2 _
g2 1 (g (2 2 (%41 2% v 0( 3(a+ﬁ)>
£o ag st—(r=a) ( + (bg as ) s*th + a3 az azby) s2eth)  s2 TOLs
by 1 N by (b1 ap 1
=g———F+——4+— | ——— | ————+—
0a3 817(1/704) Oa3 b2 as 51+2a+[37u

by (a3 a1 axb 1 o ba 1 —(1+4a+38—v)
“0(2 ***** sty ~ o ey + O (THTPT) L lada s oc,
(5.28)

. « e - s 2b72 1 s 2b72 tz—(l’—a)
Treba primetiti da ¢lanovi —egw 0y 30—y L TE0WT S TR =)y

ne postoje ukoliko je 3 (o + 3) < 2, tj. ako je a + < 2.

koji se respektivno pojavljuju u (5.28) i (5.27),

5.2 Vremenska evolucija snage po jedinici zapremine

Na osnovu analize osobina energetskog bilansa jednodimenzionog viskoelasti¢nog tela u poglavlju 4.1, videti
takode [2], snaga po jedinici zapremine (4.1), moZe se predstaviti preko energije W i snage disipacije P po
jedinici zapremine, videti (4.9), sa energijom (4.4) i snagom disipacije (4.6), izraZenim preko modula relaksacije
osr, ili sa energijom (4.5) i snagom disipacije (4.7), izrazenim preko funkcije puzanja ...

Energiju po jedinici zapremine, izraZzenu preko modula relaksacije u obliku (4.4), ¢ine ¢lan koji podseca na
potencijalnu energiju elasti¢nog tela, sa Jangovim modulom zamenjenim modulom relaksacije, kao i ¢lan koji
uzima u obzir memorijska svojstva deformacije, otezan izvodom modula relaksacije. Sli¢no, energija po jedinici
zapremine, izraZena preko funkcije puzanja u obliku (4.5), uzima u obzir memorijska svojstva napona, oteZana
izvodom funkcije puzanja. Snaga disipacije po jedinici zapremine, izrazena u oblicima (4.6) i (4.7), ima trenutni
doprinos koji zavisi od funkcija 4. i & respektivno, kao i memorijski doprinos, sa jezgrima koji zavise od
funkcija 64, i &, respektivno.

Pozitivnost energije, videti (4.4) i (4.5), i disipativnost snage, tj. njena pozitivnost, videti (4.6) i (4.7), se
obezbeduju nametanjem da je moduo relaksacije kompletno monotona funkcija, te da zadovoljava (4.8) kao i
zahtevanjem da je funkcija puzanja Bernstajnova funkcija, tj. pozitivna funkcija sa kompletno monotonim prvim
izvodom. Modulu relaksacije i funkciji puzanja odgovaraju spomenute osobine u sluc¢aju kada frakcioni modeli
viskoelasti¢nog tela imaju redove izvoda koji ne prelaze jedan, ako su nametnute termodinamicke restrikcije,
videti [29], dok u slucaju termodinamicki konzistentnih frakcionih Burgersovih modela i frakcionih Cenerovih
i anti-Cenerovih modela, gde redovi frakcionih izvoda mogu biti u intervalu (1, 2), spomenute osobine modula
relaksacije i funkcije puzanja se uspostavljaju pretpostavkom da su suZene termodinamicke restrikcije ispunjene,
videti [30] i [2], respektivno. Razmatranjem kvazistacionarnog rezima, termodinamicka ogranicenja proizilaze
iz zahteva nenegativnosti konzervativnog i disipativnog modula za sve frekvencije harmonijske prinude.

Ispostavlja se da energija po jedinici zapremine, kao i snaga disipacije, izrazene preko modula relaksacije
i preko funkcije puzanja, videti (4.4) i (4.5), kao i (4.6) i (4.7), nisu ekvivalentne, a §to je ocigledno sa slika
5.4a, 5.5a, 5.7a, 5.7c, 5.9a 1 5.9¢ ispod, nasuprot snazi po jedinici zapremine, dobijenoj prema (4.9), koja daje
iste krive vremenske evolucije bez obzira koji oblik energije i snage disipacije se izabere, videti slike 5.6, 5.8
i 5.10 ispod. Stoga je neophodan kriterijum na osnovu kog bi se razlikovali izraz koji odgovara potencijalnoj
energiji skladistenoj u viskoelasti¢nom telu i izraz koji samo ima takav oblik, kada su u pitanju izrazi (4.4) i
(4.5), odnosno na osnovu kog bi se razlikovali izraz koji odgovara snazi disipacije i izraz koji samo ima takav
oblik, kada su u pitanju izrazi (4.6) i (4.7).

Da bi se obezbedile fizicke interpretacije energija (4.4) i (4.5), kao i snaga disipacije (4.6) i (4.7), jednafina
kretanja jednodimenzionog deformabilnog tela ¢ije su tacke odredene koordinatama z € R, naime

0,0 (z,t) = pOyu (z,1),

gde je u pomeranje, je pomnozena sa Jyu, a potom je izraz integraljen po prostornoj koordinati duz celog
domena R, dajuéi

p(Dru(x,1)”

/8300 (z,t) Opu(x,t) do = 8,5/ dz,
R R
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Sto se transformise u

p (Oyu (x,1))’

[Opu (z,t) o (x,t) ]2 — /R o (x,t) dse (x,t) do = 8, / da (5.29)

R

nakon parcijalne integracije, pri ¢emu je iskorisé¢ena veza izmedu deformacije i pomeranja
e(x,t) = Oyu (z,t), (5.30)
te izraz (5.29), uz granicne uslove

lim w(z,t)=0 i lim o(z,t) =0,

r—Fo0 r—Foo
postaje
p (O (@,0)” _ _ .
at/Rfda: = —/Ra(x,t) Ose (z,t) dz = —/RP(J:,t) dz = —/R(&W(x,t) + P (x,t) dz, tj.
9, /R (T (@) + W (2,1)) da = — /R P (2.1) da, (5.31)

prema (4.1) i (4.9), pri ¢emu je

2
p (O (z,1))

2

kineticka energija po jedinici zapremine, implicirajuéi da se izraz (5.31) moZe interpretirati kao zakon promene
ukupne mehanicke energije po jedinici povrSine. Treba naglasiti da je snaga po jedinici zapremine P, koja
opisuje i elasti¢na i viskozna svojstva materijala, dekomponovana prema (4.9) na zbir dva ¢lana: ¢lan 9,W, koji
opisuje elasti¢na svojstva materijala i stoga predstavlja vremensku promenu potencijalne energije i ¢lan P, koji
opisuje viskozna svojstva materijala i stoga predstavlja snagu disipacije, videti (5.31). Takode, zakon promene
ukupne mehanicke energije po jedinici povr§ine (5.31), zapisan kao

T (2,t) = (5.32)

/ (04 (T (2,8) + W (2,£)) + P (2,) )da = 0 (5.33)
R

implicira zakon promene ukupne mehanicke energije po jedinici zapremine
O (T (z,t) + W (z,1)) = =P (x,1). (5.34)

Koris¢enjem izraza za energiju (4.4) i snagu disipacije (4.6) zajedno sa kineti¢kom energijom po jedinici
zapremine (5.32), zakon promene ukupne mehanicke energije (5.34) se transformise u

2 t
9, (W + %asr (t) (B (2, 1)) + %/0 (—Gor (t = 1)) (Bpte (,) — Dyt (,))° dt’)

= _% (=G4 (1)) (Opu (2, 1)) — %/O Gor (t— ) (O (2,t) — Opu (2, ') dt’, (5.35)

dok zakon promene ukupne mehanicke energije (5.34), koriS¢enjem izraza za energiju po jedinici zapremine (4.5),
snagu disipacije po jedinici zapremine (4.7) i kineticku energiju po jedinici zapremine (5.32), postaje

dy (p (atuéx’t))z +;/Ot or (t— 1) 02 (z,t’)dt’)

= _%ém (t)o? (x,t) — %/0 (=Eer (t— 1)) (0 (2,t) — o (z,t') dt’. (5.36)

Ocigledno, zakon promene ukupne mehanicke energije je izrazen preko pomeranja u (5.35), dok u (5.36) pored
pomeranja figurie i napon, te je potrebno koriséenjem konstitutivne jednacine (2.15); i deformacije (5.30)
eliminisati napon iz izraza (5.36). Stoga, oblik zakona promene ukupne mehanicke energije (5.35) ukazuje da
su potencijalna energija i disipirana snaga u viskoelasti¢nom telu dati sa (4.4) i (4.6), pre nego sa (4.5) i (4.7)
koji predstavljaju izraze koji samo imaju oblik potencijalne energije i snage disipacije.

Dalje, kada se ispituje disipativnost memorijskih frakcionih talasnih jednacina u [29], izrazi

1 1 1/t 1
Spl0eu (1) [Fa gy + S0ar 0 10et () To gy + 5 [ (=6 B 100w ()72 A < Sp o (72 (5:37)
2 2 2 /o 2
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1 ¢ 1
§p||8tu (,t)HiQ(R) —|—/ / (UST (t/) s 8t/ U (I,t/))ﬁt/ U (I’ﬂf') d:l?dt/ — 5/)”’1}0 ()Hiz(R)’ (538)
0 JR

u kojima je koris¢ena sledeca notacija

(o) oy = / (u (x, )2 d,

respektivno se dobijaju u slu¢aju konacne i beskonacne brzine prostiranja talasa, navodeé¢i da je kineticka
energija po jedinici povrSine viskoelasti¢nog tela u proizvoljnom vremenskom trenutku manja nego kineticka
energija u po¢etnom vremenskom trenutku, buduéi da je vy = vg () poetno polje brzine, stoga implicirajuci
disipativnost materijala. Da bi se dobili (5.37) i (5.38), frakciona talasna jednacina se izrazava preko modula
relaksacije sa

pOnu (x,t) = agf‘j.) Opatt (2,1) + G p () *¢ Opgue (z,8) 1
PO (x,t) = 04 (t) #¢ Oz (2, 1),

respektivno, dok se izrazavanjem frakcione talasne jednacine preko funkcije puznja kao
pelD By (1) + péer (t) % Oy (1) = Dyt (2, 1),
energetska ocena dobija u obliku

1 1

2 1 2
5/)6” 0) Hazl?u('7t)||L2(R) < §P||U0 (')HL?(R) ) (5.39)

2 1

O (Ecr (t) *¢ ||8tu (-,t)HLz(R)) + 2o (1)
koji ne sadrzi kineticku energiju u proizvoljnom vremenskom trenutku i stoga se ne moze izvesti zakljucak o
disipativnosti talasne jednacine. Dakle, zakljuCuje se da se energetske ocene (5.37) i (5.38), izraZene preko
modula relaksacije, mogu interpretirati kao zakon promene ukupne mehanicke energije (5.33), dok se energetska
ocena izraZena preko funkcije puzanja (5.39) ne moZze. Apriorne energetske ocene (5.37) i (5.38), kada se uporede
sa (5.39), takode ukazuju da izrazi (4.4) i (4.6), koji sadrze moduo relaksacije, odgovaraju potencijalnoj energiji
i snazi disipacije, dok izrazi (4.5) i (4.7), koji sadrZe funkciju puzanja, odogovaraju izrazima koji samo imaju
takav oblik.

U cilju dobijanja krivih koje ilustruju vremensku evoluciju energije, date sa (4.4) i (4.5), kao i snage disipacije,
date sa (4.6) i (4.7), pored snage po jedinici zapremine, date sa (4.9), deformacija se pretpostavlja kao sinusna

funkcija
e (t) = gpsin (wt), (5.40)

Sto je dovoljno da se izracunaju energija, snaga disipacije i snaga po jedinici zapremine izrazeni preko modula
relaksacije, prema (4.4), (4.6) i (4.9), buduéi da je eksplicitni oblik modula relaksacije dat sa (4.15), videti
poglavlje 4.2.3.1. Sa druge strane, izra¢unavanje energije, snage disipacije i snage po jednici zapremine izrazenih
preko funkcije puzanja, prema (4.5), (4.7) i (4.9), osim funkcije puzanja ¢iji je eksplicitni oblik dat sa (4.27), videti
poglavlje 4.2.3.2, zahteva izrac¢unavanje napona kao odziva na deformaciju u obliku (5.40), koja je primenjena
analogno kao u poglavlju 5.1.

Naime, napon kao odziv na deformaciju pretpostavljenu kao kosinusnu funkciju, videti (5.1), izveden je i dat
izrazom (5.3) u poglavlju 5.1, dok se u slu¢aju deformacije primenjene kao sinusne funkcije, videti (5.40), dobija
odziv koris¢enjem konstitutivne jednacine u Laplasovom domenu (4.12) zajedno sa Laplasovom transformacijom
sinusne funkcije, dajuéi )

¢ P (s w
S o (5) 42 (5.41)

o (S) =&
te se dobija

0, ako ¢, nema nula,
o) =™ @) +o®™ @)+ ot (¢), ako ¢, ima negativnu realnu nulu, (5.42)

o(P) (t), ako ¢, ima par kompleksno konjugovanih nula,

nakon primene inverzne Laplasove transformacije na (5.41), sa funkcijama

o (1) = ~ 20 / (p) P_ertdp, ili (5.43)
0

™ |6, (peim)|? PP+ w?
oS} ei7r . . 3
o™ (t) = _w;o /0 |Zs ((Zei”§|| sin (arg ¢, (pe'™) — arg ¢, (pe'™) + &) = :)_ 2 e Ptdp, (5.44)
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o™ (1) = g ‘E’ (w)]| sin (wt + arg ¢, (iw) — arg ¢, (iw) + 5;) , sa |E (w)‘ =t ||:Zi ((ii))", (5.45)
S
& (P) (t)=w EOMCOS (arg ¢, (Srp) — arg @, (sgp) + §7r) ﬁe—ﬂapt’ (5.46)
3
O_(Ccp) (t) = 2w €0 |¢5 (SCCP)‘ Pécp eflRe Sccp‘t (547)

’¢:; (SCCP)| ‘S%CP + w?|
X €Oos (Im Scept +arg ¢, (scep) — arg Q%: (Scor) +EPccp — @ (W)) )

gde je funkcija K data sa (4.20) i ¢ je dat sa (5.9), sa realnom negativnom nulom spp = p,,, €™ funkcije ¢,, dok
SU Scep = Pocp €9°CP i njemu kompleksno konjugovan Sccp kompleksne nule funkcije ¢, koje imaju negativni
realni deo. Izvodenje je analogno izvodenju sprovedenom u poglavlju 5.1 i stoga je izostavljeno.

Da bi se ilustrovali vremenski profili energije, snage disipacije i snage po jedinici zapremine, korisé¢en je
konstitutivni model ITID.ID, dat sa (5.24) sa parametrima modela kao u tabeli 5.1. Slike 5.4a i 5.5a prikazuju
vremenske profile energije i snage disipacije, respektivno, koje su pozitivne i oscilatorne funkcije u slucaju
kada funkcija ¢, nema nula. Pozitivnost je obezbedena ¢injenicom da parametri modela zadovoljavaju suzene
termodinamicke restrikcije, videti (5.25) i (5.26), koje obezbeduju da je moduo relaksacije kompletno monoton i
da je funkcija puzanja Bernstajnova funkcija, i koje takode impliciraju pozitivnost energije, date izrazima (4.4)
i (4.5), kao i pozitivnost disipirane snage, date izrazima (4.6) i (4.7). Razlike izmedu energija, kao i izmedu
snaga disipacije, datih preko modula relaksacije i funkcije puzanja su savim male, sa rastu¢om tendencijom u
slucaju energija, videti slike 5.4a i 5.5a, medutim dajudi iste vremenske profile snage, kao §to je ilustrovano na
slici 5.6. Asimptotsko ponaSanje energija, koje je, prema asimptotskim izrazima (5.48) i (5.51) izvedenim ispod,
srazmerno sa 2~ (=% pokazuje dobro slaganje sa krivama vremenske evolucije, videti slike 5.4b i 5.4c, kao i
asimptotsko ponaSanje snaga disipacije, koje je srazmerno sa t1=(»=2) prema asimptotskim izrazima (5.49) i
(5.52) datim ispod i ilustrovano na slikama 5.5b i 5.5c¢.

(a) Skladigtena energija izraZena: preko deformacije - oznadena
punom linijom i preko napona - oznacena isprekidanom linijom.

0.0012 00151
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0.0008 00101
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0.0004 0.005
0.0002
0.0000 i R R L 0.000
0.00 0.05 0.10 0.15 020
t t
(b) Asimptotika energije izrazene preko deformacije za vre- (¢) Asimptotika energije izraZene preko napona za vremena
mena bliska nuli, oznacena isprekidanom linijom. bliska nuli, oznacena isprekidanom linijom.

Slika 5.4: Vremenska evolucija skladistene energije po jedinici zapremine kao odziv na zadatu deformaciju kao
harmonijsku prinudu, € (t) = ¢ sin (wt), u sluc¢aju kada ¢, nema nula, dobijena za parametre modela kao u
tabeli 5.1.
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(a) Snaga disipacije izrazena: preko deformacije - oznafena punom
linijom i preko napona - oznacena isprekidanom linijom.
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(b) Asimptotika snage disipacije izrazene preko deformacije za (¢) Asimptotika snage disipacije izrazene preko napona za vre-
vremena bliska nuli, oznacena isprekidanom linijom. mena bliska nuli, oznagena isprekidanom linijom.

Slika 5.5: Vremenska evolucija skladistene energije po jedinici zapremine kao odziv na zadatu deformaciju kao
harmonijsku prinudu, & (t) = &g sin (wt), u slufaju kada ¢, nema nula, dobijena za parametre modela kao u

tabeli 5.1.
0.06 -
0.04
& 002]
0.00|

-V YV

Slika 5.6: Poredenje vremenske evolucije snage po jedinici zapremine izrazene preko deformacije - oznacene
punom linijom i preko napona - oznacene isprekidanom linijom, koje predstavljaju odzive na zadatu deformaciju
kao harmonijsku prinudu, € (t) = £¢ sin (wt), u slu¢aju kada ¢, nema nula, dobijene za parametre modela kao u
tabeli 5.1.
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Tako parametri modela, u sluc¢aju kada funkcija ¢, ima negativnu realnu nulu, ne zadovoljavaju suzene ter-
modinamicke restrikcije, videti (5.25) i (5.26), i energije i snage disipacije su pozitivne i oscilatorne funkcije,
videti sliku 5.7, ukazujuéi na ¢injenicu da su suzene termodinamicke restrikcije dovoljan, ali ne i potreban uslov
da moduluo relaksacije bude kompletno monotona funkcija, a funkcija puzanja da bude Bernstajnova funkcija.
Razlike u vremenskim profilima, kako energija, tako i snaga disipacije, istaknutije su nego u prethodnom slucaju,
sa prilicno velikim neskladom izmedu energija, koji se povecava sa vremenom, uporediti slike 5.7a i 5.7c. Vre-
menski profili snage su isti, bez obzira da li su energija i snaga disipacije izrazeni preko modula relaksacije ili
preko funkcije puzanja, videti sliku 5.8.

Nasuprot prethodnim slucajevima, ako su parametri modela takvi da funkcija ¢, ima par kompleksno kon-
jugovanih nula, energija izrazena preko modula relaksacije je negativna na odredenim vremenskim intervalima,
kao i snaga disipacije, videti slike 5.9b i 5.9c, buduéi da suzene termodimanicke restrikcije nisu zadovoljene,
dok su termodinamicke restrikcije zadovoljene. Dakle, energija izrazena preko funkcije puzanja je pozitivna,
oscilatorna i rastuca sa vremenom, kao $to se vidi na slici 5.9a. Iako je potencijalna energija iskljucivo nenega-
tivna za elasti¢no telo, negativnost potencijalne energije nije neuobi¢ajena pojava u mehanici materijalne tacke,
dok je uprkos Cinjenici da je snaga disipacije na odredenim intervalima negativna, njen integral od pocetnog
trenutka, koji predstavlja ukupnu disipiranu energiju, pozitivan. Treba naglasiti da, u poredenju sa prethodna
dva slucaja, intervali kada je snaga negativna, kao i njene apsolutne vrednosti, su najmanji u ovom sluc¢aju, dok
najvedi intervali i apsolutne vrednosti odgovaraju slucaju kada funkcija ¢, nema nula, uporediti sliku 5.10 sa
slikama 5.6 i 5.8.

Da bi se izveli asimptotski izrazi za energiju i disipiranu snagu po jedinici zapremine izrazeni preko modula
relaksacije, prema (4.4) i (4.6), potrebno je poznavati asimptotsko ponasanje modula relaksacije, datog sa (4.15),
koje se dobija u obliku(4.162), te je asimptotika izraza za energiju po jedinici zapremine, prema (4.4) i vodeéem
¢lanu u (4.162), data sa

W (t) = %asr (t)e? (t) + %/O (=0 (t—1))(e(t) — ¢ (t’))th’

1by, o 1 [ty (t—t) 1"
2 63w2t2 _ / 2 ( ) 2, 2 (t 7t/)2 ar
0

T 24T (1—(v—a)) 2)y as T(—(w—a)
1, by 1 (t?“(”‘a) /t = (v—a) ,)
~ —giwe— + t—1t dt
270 as |I' (= (v — a))| V—a«o 0( )
1y oby t27(v=a) 1 1
M LT —v—a)\v—a "2 —a)

2—(v—a)
~(1=(v—a)) b—zeng !

— ki A4
o TG_(—a) ada t— 0, (5.48)

gde je iskori§¢eno ponaSanje sinz ~ z, kada x — 0, dok je asimptotika izraza za snagu disipacije po jedinici
zapremine, prema (4.6) i vode¢em ¢lanu u (4.162), data sa

P(t) = ; (=&sr (1)) % (1) +é/0 Gor (t—1') (e (t) —e (') At/
1oy 71707, 51 tbj(t—t’)_Q_(”_a) 2 2 2y
e TCr—an e 1 ), erris e €O

1, 5bo 1 e /t N-(r=a) 1
~ 22?2 - t—t dt
30 a;»,F(—l—(V—a))( gy s il SURLS)

e R S

2% 43T (-1—(v—a)) “-1-(v—a) 1-(v-a
tl—(u—a)
asT(2—(v—a))’

kada ¢ — 0. (5.49)

Sa druge strane, izvodenje asimptotike izraza za energiju i snagu disipacije po jedinici zapremine izrazenih
preko funkcije puzanja, prema (4.5) i (4.7), zahteva poznavanje asimptotike funkcije puzanja, date sa (4.27),
§to je izvedeno u obliku (4.169), kao i poznavanje asimptotike napona, date u obliku

o(t)=¢ wlﬁ& Te J2 (e przeksmy
-0 asT'(2—-(v—a)) s \by  as r2+4+2a+p-v)
b a% as by ai titsat2f—v 3 b 3= (=) 1 _
22 (% _®@5_ G —gow? = 4+ O (1T (550
+80wa3 <a§ asby a3 ) T'(2+3a+26—v) Foe a31"(4—(u—a))+ ( ), (5:50)
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(a) Skladistena energija izraZena: preko deformacije - oznacena !

punom linijom i preko napona - oznacena isprekidanom lini-

jom.
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(b) Skladistena energija izrazena preko deformacije.

(c) Snaga disipacije izrazena: preko deformacije - oznafena punom
linijom i preko napona - oznafena isprekidanom linijom.

Slika 5.7: Vremenska evolucija skladi§tene energije i snage disipacije po jedinici zapremine kao odziv na zadatu
deformaciju kao harmonijsku prinudu, € (t) = &g sin (wt), u slu¢aju kada ¢, ima negativnu realnu nulu, dobijene

za parametre modela kao u tabeli 5.1.
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Slika 5.8: Poredenje vremenske evolucije snage po jedinici zapremine izrazene preko deformacije - oznacene
punom linijom i preko napona - oznacene isprekidanom linijom, koje predstavljaju odzive na zadatu deformaciju
kao harmonijsku prinudu, € (t) = &¢ sin (wt), u slu¢aju kada ¢, ima negativnu realnu nulu, dobijene za parametre

modela kao u tabeli 5.1.
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(a) Skladistena energija izrazena: preko deformacije - oznacena

punom linijom i preko napona - oznalena isprekidanom lini-
jom.

(b) Skladistena energija izraZena preko deformacije.

(c) Snaga disipacije izraZena: preko deformacije - oznafena punom
linijom i preko napona - oznacena isprekidanom linijom.

Slika 5.9: Vremenska evolucija skladiStene energije i snage disipacije po jedinici zapremine kao odziv na zadatu
deformaciju kao harmonijsku prinudu, € (t) = g sin (wt), u slu¢aju kada ¢, ima par kompleksno konjugovanih
nula, dobijene za parametre modela kao u tabeli 5.1.
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Slika 5.10: Poredenje vremenske evolucije snage po jedinici zapremine izrazene preko deformacije - oznacene
punom linijom i preko napona - oznacene isprekidanom linijom, koje predstavljaju odzive na zadatu deformaciju
kao harmonijsku prinudu, € (t) = &g sin (wt), u slu¢aju kada ¢, ima par kompleksno konjugovanih nula, dobijene
za parametre modela kao u tabeli 5.1.
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kada t — 0, gde napon predstalja odziv na harmonijsku deformaciju (5.40) i dat je sa (5.42). Stoga se za
asimptotiku energije po jedinici zapremine, prema (4.5) i vodeéim ¢lanovima u (4.169) i (5.50), dobija

W (t) = ;/Ot Eor (t—t) o2 () dt!

1/t%(tt/)1+(Va) ) 2@ t2—2(v—a)
0

2 by T'(v-a) cot a3T?2(2-(v—a))

dt’
2

2

2

Ezwzbj r-2v-a)
0 a3T2(2— (v —0a))T(3— (v —a))

lgzwzbj 1 /t ¢ 2v—e) ar’

2% wTv—a)T2(2-(v—a)) )y (t — /)=o)

1

5 t2=("=a) " kada t—0, (5.51)

dok se za asimptotiku snage disipacije po jedinici zapremine, prema (4.7) i vode¢im ¢lanovima u (4.169) i (5.50),
dobija

1 1/
P (1) = 5éer (1) o (t) + 5/0 (—Eer (t— 1)) (o (t) — o (t'))" ¥/
— v—a —(v— —(v— 2
Nlagt”wngbﬁw_l/%@—wwngbﬂtl o )
20, T(v—a) * a3T22-(v—a)) 2y b D(-14+v—-a) " a3 T2(2-(r-a))
gt 1
279 a3 (-1+v—-—a)T2(2— (v —a))
¢l=(v=a) ! n—2+—a) (1 2
- — voo —(v—a) _ pl-(v-a) !
(e [ e (t o) ar )
leszb—Z 1 B T I'G-2(w-qa) 1
2% a3 \-14+v—a sin(rv—a)rw M2-wv-a) T'-a)T'(2-(v-a)
1-(v—a)
t kada ¢ — 0. (5.52)

T+t (v-—aNlZ2—(v—a)’

Treba primetiti da se asimptotika za napon u obliku (5.50) dobija inverzijom asimptotike napona u Laplasovom
domenu, videti (5.41), §to je za model ITID.ID, dat sa (5.24), izraz

v b1 + bQSCH_B w
a1 + ags®th 4 azs2(ath) 52 4 2

-1 -1
:Eow%ﬁ (1+ Z;Salw> (1+ Zfisalﬁtﬁ + Zisz((},w)) (1+ c:22)
zsow%ﬁ (1+Z;SC}+B>
X (1 — Zizsal‘w + <Z§ — Z;) ﬁ +0 (33(a+ﬁ))> (1 _ %22 —|—O(34)>

b 1 by (b 1
= aowii + aow—2 (1 — ag)

G (s) = gos”

as 827(1/704) as b2 as 32+2a+67u
by (a%2 asb a 1 b 1
2 2 V1 1 3 Y2 —2—4a—3B+v
I e e [ NS e p————  J §° kada s — oc.
az \a3 aszby az) s¥tiat2f-v ag s+~ (=) ( ) 7

(5.53)

3(%54,(% i 750w32—§%, koji se respektivno pojavljuju u (5.53) i (5.50), ne postoje ukoliko

je 3(a+B) <2, tj. ako je o+ B < 2.

Clanovi —eqw
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6. Prostiranje talasa u trodimenzionom
frakcionom viskoelasti¢cnom telu

Talasna jednacina za trodimenziono, homogeno, izotropno i elasti¢no telo, zapisana preko polja pomeranja
u = u (7, 1), koje se odreduje u tacki odredenoj radijus vektorom r € R? u vremenskom trenutku ¢ > 0, uzima

oblik
+p

Hau (r,t) + A graddivau (r,t) + f, (r,t) = 03w (r,t), (6.1)
o

predstavljajuéi jednacinu koja se dobija redukcijom sistema jednacina koji sadrzi jednacinu kretanja deforma-
bilnog ¢vrstog tela

%div& (r,t) + fp, (7, t) = Oku (r,t), (6.2)
jednacinu infinitezimalne deformacije
g(r,t) = % (gradu (r,t) + (gradu (r,t))T) ) (6.3)
i Hukov zakon )
& (r,t) = Mré (r,t) I + 2ué (r,t) (6.4)

kao konstitutivnu jednaéinu, pri ¢emu su A i g Lameovi koeficijenti koji odgovaraju homogenom, izotropnom i
elasti¢nom telu, g je gustina materijala, dok su f, zapreminske sile po jedinici mase, & je Kosijev tenzor napona,
g je infinitezimalni tenzor deformacije, a I je jedini¢na matrica. Talasna jednacina (6.1), prepisana u obliku

Zgraddivu (r,t) — 2 rotrot u (v, t) + f, (r,t) = 02w (r,t), (6.5)

preko brzina kompresionog i vrtloznog talasa ¢, = ,/’\Jr—j” ics = \/% respektivno, primenom operatora diver-

gencije i rotora razdvaja se na dve trodimenzione talasne jednacine

A (r,1) — B (rt) = —div f, (r,1), sa o (r,t) = diva(rb), (6.6)
EAQ(r,t) — 0L (r,t) = —rot f, (r,t), sa Q(r,t) =rotu(r,t),

koje odgovaraju propagaciji kompresionih i vrtloznih talasa respektivno, videti [73].

Refleksija trodimenzionih elasti¢nih talasa je razmatrana u [74] analizom talasne jednacine za skalarno i
vektorsko polje u slu¢aju kada nema zapreminskih sila, dok je propagacija trodimenzionog elasti¢nog talasa
analizirana u [75, 76, 77| koristeci cilindri¢ne koordinate. Dalje razmatranje talasne propagacije u periodi¢nim
sredinama je sadrzano u [78, 79, 80].

Spregnuti mehanicki i toplotni efekti, razmatranjem talasne propagacije u trodimenzionoj termoelasti¢noj
sredini, ispitani su u [81] razmatranjem propagacije ravnih talasa i talasnih jednaina za skalarno i vektorsko
polje, dok je u [82] ispitana talasna propagacija u termoelasti¢noj cilindri¢noj sredini, a refleksija trodimenzionih
ravnih talasa u visoko anizotropnom termoelasti¢nom materijalu je analizirana u [83]. Numericki metodi su
koriS¢eni u [84] i [85] za opis udarnih talasa, kao i za opis propagacije trodimenzionog elasti¢nog talasa na
neograni¢enom domenu.

U cilju uopstavanja klasi¢ne trodimenzione talasne jednacine za homogeno, izotropno i elasti¢no telo, date
sa (6.1) ili ekvivalentno sa (6.5), u trodimenzionu talasnu jedna¢inu za homogeno, izotropno i viskoelasti¢no
telo, usvojen je pristup koji proisti¢e iz razmatranja jednodimenzionog viskoelasti¢nog tela, u kome se napon,
umesto Hukovim zakonom o = F ¢, videti takode (2.1)1, moze izraziti preko deformacije kroz moduo reklasacije
04r kao

o(t)= %(o—sr (t)*ee(t)) = %/0 os (t—t)e(t)dt, (6.8)
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videti takode (2.14);, tako da uzima u obzir razli¢ite osobine materijala viskoelasti¢nog tela urac¢unate izborom
razli¢itih modula relaksacije. Naime, klasi¢ni Hukov zakon (6.4), dat sa

1
011 = (A +2p) €11 + Aeaa + Aess,  tj. 5011 = e + (cz — 263) €90 + (CZ — 20?) €33,

1
099 = Aeq1 + ()\ + 2M) €99 + Aess, 1. 50'22 = (Cz — 203) €11 + 65822 + (CZ — 263) €33,

1
033 = Aeq1 + Aeog + ()\ + 2,[1,) €33, tj. 5033 = (Cz — 2c )811 + (C — 2c )EQQ +CZ€33,

o12 = 2ue12, tj. 5012 = 2c2e1a,

o013 = 2ue1s3, 1. 5013 = 2c%e13,
o1 9

0923 = 223, tj. 5023 = 2c €93,

se uop§tava uvodenjem dva razli¢ita modula relaksacije 0'( 9y agr) umesto brzina kompresionih i vrtloznih talasa,

Ce 1 cg, dajudi
=0 ( *y 511> + 0 ( (e9) 4, 522) + 0 (Jgis) *y 533) , = 20, ( S) s 612)
022—3t( (’)*t€11>+3f< *t€22)+3t< *t€33) 013—23t( )*t€13)
=0 ( () g 511) + 0 (Uff;s) *y 522) + O (Ugi) *y 633) ;023 =20 (Ugi) i 523) ;

sa 0l = o9 _ 202?, i svodedi se na

& (r,t) = 8, (ag5.>s> (1) %, tr& (r, t)) I+29, (agf) (1) % & (r, t)) : (6.9)

¢ime se uopstavaju karakteristike prostiranja kompresionih i vrtloznih talasa, uzimajuéi u obzir i viskozna svo-
jstva homogenog izotropnog tela pored elasti¢nih, §to podrazumeva da je propagacija kompresionih i vrtloznih
talasa opisana razli¢itim memorijskim jezgrima umesto razli¢itim brzinama. Konstitutivna jednacina trodimen-
zionog viskoelasti¢nog tela (6.9) se dalje koristi zajedno sa jednacinom kretanja deformabilnog ¢vrstog tela (6.2)
i tenzorom deformacije (6.3) kako bi se formulisala i resila odgovarajuca talasna jednacina.

Frakciono uopstenje talasne jednacine za talase u disperzionim sredinama je sprovedeno u [86], dok se
frakciona Cenerova talasna jednaina razmatra u [71] za slucaj trodimenzionog deformabilnog tela, a u [4§]
se dokazuje postojanje i jedinstvenost reSenja trodimenzione frakcione Cenerove talasne jednacine. Numericki
metodi, uklju€ujuéi i metod kona¢nih elemenata, su koris¢eni u [87, 88] da bi se analizirali tranzijentni talasni
procesi u linearnim viskoelasti¢nim ¢vrstim telima, dok su u [89, 90, 91, 92] primenjeni razli¢iti numericki metodi
da bi se dobila refenja razmatranih modela. Takode, razli¢iti metodi za diskretizaciju stohasticke frakcione
talasne jednacine se koriste u [93].

Postoje brojne primene viskoelasti¢nih talasnih jednacina, uklju¢uju¢i modeliranje ultrazvuénih talasa koji
se koriste u proceni ostecenja materijala, videti [94], trodimenzione &vrste termo-viskoelasti¢ne materijale, videti
[95], talasnu propagaciju nakon cunamija, videti [96], seizmicke talase, videti [97], modeliranje slojevitih poroznih
medija, kao §to je korigéeno u [98], i mnoge druge. Ispitivanja razli¢itih talasa koji se koriste za analize koje
uklju¢uju ljudska ili druga biologka tkiva se mogu pronaéi na primer u [99, 100, 101].

6.1 Polje pomeranja

Metod integralnih transformacija, Furijeva transformacija po prostornim koordinatama, definisana sa

f (k) =FIf(r)] (k) = - f(r)e *7d, vV, keR?

i Laplasova transformacija po vremenu, definisana sa (2.7), su koriS¢ene da bi se resio Kosijev pocetni problem
za trodimenzionu talasnu jednacinu viskoelasti¢nog tela, razmatranu kao sistem jednacina koji se sastoji od
jednacine kretanja deformabilnog ¢vrstog tela (6.2), tenzora deformacije (6.3) i konstitutivne jednacine (6.9),
pri ¢emu je modulima relaksacije agi) i agi) opisan odziv materijala viskoelasti¢nog tela, tj. da bi se resio sistem
jednacina

dive (r,t) + £, (r.t) = Fru(r,1), (6.10)
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& (r 1) = (gradu (r,) + (gradu (v, t))T) : (6.11)

& (rt) = at( ©5) (1) %, tr& (r, t))I+28t( ©) () *té(r,t)), (6.12)

l\J\»—t

na r € R3, za t > 0, koji podleze pocetnim uslovima
u(r,0) =uo(r) i Owu(r,0)=1vg(r), (6.13)

a pretpostavljajuéi da sve komponente polja pomeranja, kao i Kogijevog tenzora napona, i¢ezavaju kako bilo
koja od koordinata tezi u pozitivnu ili negativnu beskona¢nu vrednost. Naime, Furijeva i Laplasova transfor-
macija primenjena na prethodno spomenut sistem jednacina, daje

ékg(k s)+ f, (k, 8) = 52 (k, s) — stio (k) — Bo (k) , (6.14)
Z(k,s) = % (ik®a(k,s)+ak,s)®(ik)), (6.15)
& (k,s) = 559 (s) (ik - i (k, 5)) T + 256 (5) 2 (K, 5), (6.16)

jer je F[V] (k) = ik implicirajuéi F [div & (r,t)] (k) = F[Vé (r,t)] (k) = ik & (k,t), F [gradu (r,1)] (k) =
FIVeou(rt) (k) =ik @ u(k,t) i F[tré(r,t)] (k) = F[divu (r,t)] (k) = ]—'[V u(r,t)] (k) = ik - @ (k,t),
pri ¢emu se oznaka ® koristi kao dijadski proizvod, dok se sistem jednafina (6.14) - (6. 16) redukuje na jednu
jednacinu oblika

S&(C;) ik (k- @ (. 5)) + 85% ik (k0 & (k, 5))
sa(%) (s = - -
+ Srg()ik ('& (k,s)® (1k)) — 5% (k,s) = —stig (k) — Do (k) — f, (k,s), tj.

550 ()2 2\ 5. " (agi) (s) - oty (S)) = - = £
Tk +s° | I+ (k® k) | u(k,s) = st (k)+ 0o (k) + f (k,s), (6.17)

izrazenu preko polja pomeranja u Furijeovom i Laplasovom domenu, buducéi da je ik (ik: @ u (k, s)):(ik:)2 u (k,s),
ik (a(k,s) @ (ik)) = (ik - a (k, s)) ik = ik (@ (k, s) - (ik)) = ((ik) ® (ik)) @ (k, s), koja se moZe posmatrati kao
talasna jednacina viskoelasti¢nog tela u Furijeovom i Laplasovom domenu.

6.1.1 Polje pomeranja izraZzeno preko funkcija ¢ i €2

Klasi¢ne trodimenzione talasne jednacine (6.6) i (6.7), koje opisuju prostiranje kompresionih i vrtloznih talasa
i koje su izrazene su preko ¢ (r,t) = divu (r,t) i Q(r,t) = rotw (r,t) kao nepoznatih funkcija, uopstene su
za, viskoelasti¢no telo, pri Cemu se resenje talasne jedna&ine viskoelasti¢nog tela, tj. sistema jednacina (6.10) -
(6.12), dobija korig¢éenjem funkcija ¢ i €2, sli¢no kao u slu¢aju klasi¢ne talasne jednacine.

Uopstenje talasne jednadine (6.6) postiZze se na sledeéi na¢in: primenom skalarnog i vektorskog proizvoda
talasnog vektora ik sa talasnom jednainom viskoelasti¢nog tela u Furijeovom i Laplasovom domenu (6.17),
dobija se

<552i) (S)k2—|— 2) (k::(k )) —'kz'( i (k) + v (k)-|-f (k )) tj (6.18)
0 S 1 u ,8)) =1 SUg Vo b ;S y J- -

—&2(s) k2 (ik - 1 (k, 5)) — ik - (5% (k, s) — st (k) — Do (k)) = —ik - £, (K, s),
jerjeik- (k@ k)a(k,s)) =ik (k(k-u(k,s))) =k? (ik - @ (k,s)), pri emu je

s34 (5)

4

Ce(s) = (6.19)

memorijska funkcija koja odgovara kompresionim talasima, te nakon primene inverzne Furijeove i Laplasove
transformacije, sa F [A] (k) = F[V - V] (k) = (ik)* = —k2, prethodni izraz postaje

& (s) Adivi (r, s) — div (s*@ (r, ) — sug (1) — v (r)) = —divf, (r,s), tj.
A (LT[ (s) @ (r,9)] (m,1)) = Opp (1, 1) = —divfy (rit), sa ¢ (r,t) =divu(r,t), (6.20)
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rudukujudéi se ili na

- (¢) ¢ U(C)
””Q” B () + LA (1, 8) = B (1, 0) = —divy (r,1). (6.21)

© (©)

ako je vrednost modula relaksacije u pocetnom trenutku Ogrsg = Osr (0) konacna, te je i brzina prostiranja

[ @
. . g «
kompresionih talasa c. = %/g konacna, zbog

5(c)
LR (s) @ (r,s)] (mt) = £ [MW;S)@(T’Q] (r,t) = ( 5 (1) + lggj)/ga (t)) s o(rt),  (6.22)
ili redukujucéi se na
© ©
osr () x¢ AOpp (1, t) + osr () Apy (r) — 020 (r,t) = —divf, (r,t), (6.23)

sa @y (r) = ¢ (r,0), ako je vrednost modula relaksacije u po¢etnom trenutku beskona¢na, pa i brzina prostiranja
kompresionih talasa, zbog

59 (s
L7 (s) e(r,9)] (rt) =L lsl)()w (7“73)1 (rt) = %Ugf-) () Do (rt) + o (r)6.(2)), (6.24)

dodatno videti poglavlje 2.1. Stoga je opsti oblik talasne jednacine izraZen preko funkcije ¢ date sa (6.20),
dok je njen specifi¢ni oblik kada je brzina prostiranja kompresionih talasa kona¢na dat sa (6.21), a talasna jed-
nacina (6.23) odgovara slucaju kada je brzina prostiranja kompresionih talasa beskona¢na. Svaka od prethodno
spomenutih talasnih jednacina zahteva pocetne uslove

0o (r) =@ (r,0) =divu (r,0) =divug (r) 1 ¢y (r) = 0p (r,0) =divdyu (r,0) = divog (r), (6.25)
koji proisti¢u iz pocetnih uslova polja pomeranja (6.13).

Sa druge strane, uopstenje talasne jednacine (6.7) se postiZe na sledeéi nac¢in: vektorski proizvod talasnog
vektora ik sa talasnom jednainom viskoelasti¢nog tela u Furijeovom i Laplasovom domenu (6.17) implicira

58 ()5 o) g L 5 P .
TR 57 ) (ik < @ (R 5)) = ik x (suo (k) + o (k) + f, (k,s)) .t (6.26)
—&2(s) k2 (ik x @i (k, s)) — ik x (s2@ (K, s) — stio (k) — B (k) = —ik x £, (k,s),

jer je ik x (k@ k)u(k,s)) =ik x (k (k- @ (k,s))) = 0, pri ¢emu je

Cs(s) = 537 (5) (6.27)
4
memorijska funkcija koja odgovara vrtloznim talasima, te se izraz (6.26) transformise u
& (s) A(rot @ (r,s)) — rot (52'& (r,s) — sug (r) —vo (1)) = —rotf, (r,s), tj.
A (,c—l [eg (s) © (r, s)} (7, t)) ~92Q (1) = —totf, (rit), sa Q(rf) =rotu(r,i), (6.28)

nakon primene inverzne Furijeove i Laplasove transformacije, redukujuéi se na

- (s) (s)

Ogyp (t) UST/Q 92 _
x¢ AQ (7, 1) + —=AQ (r,t) — 0;,Q (r,t) = —rot fy (7, 1), (6.29)
0
() () o
ako o> e = osy’ (0) ima kona¢nu vrednost, a stoga i kona¢nu brzinu prostiranja vrtloznih talasa cs = ";/ g,

videti (6.22), ili se redukuje na

(s) (s)
osr (1) x A0 (7, 1) + JSTT@AQO (r) — 028 (r,t) = —tot f (r,1), (6.30)
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sa Qo (r) = Q(r,0), ako o =gl (0) ima beskonacnu vrednost, a stoga i beskonanu brzinu prostiranja
vrtloznih talasa. Dakle, opsti oblik talasne jednaline izraZzen preko funkcije © je dat sa (6.28), dok je njegov
specifiéni oblik kada je brzina prostiranja vrtloznih talasa konatna dat sa (6.29), a talasna jednacina (6.30)
odgovara slu¢aju kada je brzina prostiranja vrtloznih talasa beskonana. Svaka od prethodno spomenutih
talasnih jednacina zahteva pocetne uslove

Qo (r) = Q(r,0) =rotw (r,0) =rotug (r) i € (r) =, (r,0) = rot du (r,0) = rot vy (r), (6.31)

koji proisti¢u iz poCetnih uslova polje pomeranja (6.13).

Talasne jednacine za kompresione talase (6.21) i (6.23), kao i talasne jednacine za vrtlozne talase (6.29) i
(6.30), predstavljaju uopstenja klasi¢nih talasnih jednacina (6.6) i (6.7). Konkretno, brzine prostiranja kompre-
sionih i vrtloznih talasa, koje figurisu u klasi¢nim talasnim jednainama (6.6) i (6.7), su zamenjene razli¢itim
memorijskim funkcijama (6.19) i (6.27) koje zavise od izabranog modela viskoelasti¢nog tela kroz moduo re-
laksacije. Prepisivanjem kompresione i vrtlozne talasne jedna¢ine u Furijeovom i Laplasovom domenu (6.18) i
(6.26) u oblicima

(62 (5) B +5%) B (k) = 50 (K) + B (k) + k- Fy (ks 5).
(2 (s) k> + 82) Q (K, 5) = s (k) + Qo (k) + ik x f, (k,s),
sa poCetnim podacima
@y (k) = ik - @ (k) i gToo_(k:) =ik 0o (k), kaoi
Qo (k) =ik x @y (k) i (k) =ik x By (k),

videti (6.25) i (6.31), za reSenje ovih talasnih jednacina sledi

7 (k,s) = G (k, 5) (s% (k) + @o (k) + ik - f, (k,s)) . sa GO (k,s) = W (6.32)
Q(k,s) =G (k,s) (sﬁo (k) + Q0 (k) + ik x f, (k,s)) . sa GO (k,s) = m (6.33)

pri ¢emu su sa G(© i G) oznagene Grinove funkcije u Furijeovom i Laplasovom domenu koje odgovaraju kom-
presionim i vrtloznim talasima, respektivno, implicirajuéi reSenja za kompresionu i vrtloznu talasnu jednacinu
(6.20) i (6.28) u obliku

¢ (r,t) = 8:G (r,1) %7 0y (r) + G (1,1) %, g (r) + G ( £) g div f (r,1) (6.34)
Q(r,t) = G (r,t) xr Qo (1) + G (r,1) %, Qo (1) + G (1,8) %y 708 f, (7,1) (6.35)
ako je G (r,0) = G©) (r,0) = 0.

Kada su funkcije ¢ i Q poznate, videti izraze (6.34) i (6.35), polje pomeranja u se moze odrediti iz talasne
jednacine viskoelasti¢nog tela u Furijeovom i Laplasovom domenu (6.17), koja se transformise u

& (s) kzﬁ(k7s)+_(éi(s)— (s)) (k@ k)@ (k,s)+ s°u(k,s) = stio (k) + (_)+fb(k ;)
& (s) ik x Q(k,s) — & (s) ikp (k, s) + s> (k, s) = stig (k) + o (k) + f, (k. s),
)

zbog memorijskih funkcija (6.19) i (6.27), kao i zbog k 2a(k,s) = k(k-u(k,s)

(6.19) —kx (kxa(k,s) =
—ik (k,s) + ik x Q (k, s) i (ko k)a(k,s)=k(k-u(k,s)) =—ikp (k,s), dajuci

7 (K, s) = %ao (k) + S%ao (k) + S% (Fo (k) + 2 (5) 1k (k. 5) — & (s) ik x (k. 5))

§to, nakon primene inverzne Furijeove i Laplasove transformacije, implicira polje pomeranja u prostorno-
vremenskom domenu dato sa

u(r,t) =ug(r)+vo (r)t+t (fb (r,t)+ L7 [ (s) grad @ (r, )] (r,t) — L7 [53 (s) rot Q (r, s)} (r,t))
koje se dalje transformise u

u(r,t) =ug(r)+vo(r)t

£ i) ;agr) (t) x¢ grad ¢ (v, t) + UET)/q grad p (r,t), ako je aii)/g konacno,
+tx r,t) + ¢ . c o
A %aé) (t) x¢ (Or grad o (v, 1)) + Eai) (t)grad gy (r), ako je agr)/g beskona¢no,

99



Prostiranje talasa u trodimenzionom frakcionom viskoelasti¢nom telu

- %dgi) (t) #; rot Q (v, t) + %agi)/g rot Q (r,t), ako je Uii)/g konaéno,
%aé‘i) (t) *¢ (Oprot Q (v, 1)) + %agf«) (t)rot Qo (r), ako je aii)/g beskonacno,

(6.36)

kada se karakteristike materijala uzmu u obzir, videti (6.22) i (6.24), te izraz (6.36) sadrZi ¢etiri moguca oblika
polja pomeranja, zbog moguénosti da kompresioni i vrtlozni talasi imaju kona¢nu brzinu prostiranja, odredenu
sa

a

Tsr/g _ | Tsr/g
- Cs = )

o o

(c) (s)

Ce =

ili beskona¢nu brzinu prostiranja.

Odredivanje polja pomeranja preko izraza (6.36) zahteva slozene prora¢une, dodatno otezane uklju¢ivanjem
izraza za skalarno i vektorsko polje ¢ i €2, data sa (6.34) i (6.35). Dodatno, oblik polja pomeranja zavisi
od razmatranog modela viskoelasti¢nog tela, te su moguca njegova Cetiri oblika, zavisno od brzine prostiranja
talasa. Stoga je izraz (6.36) zahtevan za analiticke i za numericke proracune.

6.1.2 Polje pomeranja izrazeno preko rezolventnog tenzora R

Buduéi da odredivanje polja pomeranja kao reSenja sistema jednacina (6.10) - (6.12) sa pocetnim uslovima (6.13),
odnosno Kosijevog pocetnog problema za talasnu jednacinu viskoelasti¢nog tela u obliku (6.36), predstavlja
zahtevan proracun, usvojen je drugi pristup odredivanja polja pomeranja koji uklju¢uje rezolventni tenzor, tako
da se rezolventni tenzor primenjuje na poc¢etne uslove i zapreminske sile, dajuéi polje pomeranja. Naime, talasna
jednacina viskoelastitnog tela u Furijeovom i Laplasovom domenu (6.17), zapisana kao

=—1 =
R (k,s) a(k,s) = st (k) + 0o (k) + f, (k,s), (6.37)

-1
gde je R inverzni tenzor rezolventnog tenzora u Furijeovom i Laplasovom domenu dat izrazom

Nl

-1

R (k)= (@) R+ 5) T+ (@ (s) -8 () (k@ k)

1 - 1 k
G (k,s) k GO (k,s) k

prema memorijskim funkcijama (6.19) i (6.27), kao i prema Grinovim funkcijama (6.32)2 i (6.33)2, implicira
polje pomeranja u Furijeovom i Laplasovom domenu

ik, s) = R(k,s) (sﬁo (k) + o (k) + f, (k. s)) , (6.39)
koje se, nakon primene inverzne Furijeove i Laplasove transformacije, transformise u
u(r,t) = R (r,t) % wo (r) + f{(r, t) *p vo (7) + fl(r, t) %y [ (7,1), (6.40)

uz pretpostavku da je f%(r,O) = 0, te je neophodno odrediti rezolventni tenzor Ri njegov prvi izvod po
vremenu.

|

Prvi korak je odredivanje rezolventnog tenzora u Furijeovom i Laplasovom domenu R u obliku

- k®k

- . ko k
(kvs) = G(S) (kvs) (I - L2 ) + G(C) (kvs) =

k2 7

:jnl

(6.41)

2

-1 = =—1
preko njemu inverznog tenzora B, datog sa (6.38), buduci da je R (k,s) R (k,s) = I, zbog 3k kGk — kk

pa se (6.41) transformise u

z (s F 1 = s 1 = c
R(k,s)=G® (k,s)I - ﬁcﬂ ) (k,s) (k@ k) + ﬁcﬂ (k,s) (k@ k)
(s F Ez (S) (s Eg (S) (e
=G (k,s) I+ = (k@ k)G (k,s) - — (k@ k)G (k,s)
= ~2 ~2 =
kOriééenjem %G(I) (k7 S) = %W = s%k% - 02(28) W = Tlgk% - 02(25) G(w) (k7 S) .
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U drugom koraku, primenom inverzne Furijeove transformacije na prethodni izraz dobija se rezolventni

tenzor u Laplasovom domenu R, dat sa

S A(s) . (s) ~(s) () 0
R(r,s)=GY (r,s) I — - (Vo V)G¥ (r,s) + “2 (Vo V)G9 (rs) (6.42)
buduéi da je F[V@V](k) =ik ®i k= —(k®k), pri ¢emu se za Grinovu funkciju u Laplasovom domenu
dobija
~ = 1 s
(=) =F1ig® = e &> A4
G (r,s)=F [G (k,s)} (r,s) T (S)e , x€{c s}, (6.43)

nakon inverzne Furijeove transformacije

G (r,5) = / G (k, 5) TV

2m
/ / / k2+82e’ik”050k2sin0dkd9d4p

kr
- _ dk e”'Pd
(27T)27“/0 c (s) er + 82 / o P

(277)3

B 1 /OO gsing
B 27‘(‘27‘53 (S) 0 2 ( rs )2 1

kori§¢enjem integrala

/ qsquq = ze*ﬁ‘, if ReA >0,
0

dobijenog integracijom u kompleksnoj ravni, sa Grinovim funkcijama u Furijeovom i Laplasovom domenu datim
sa (6.32)5 1 (6.33)2. Clanovi (V® V)G® (r,s), = € {c, s}, koji se pojavljuju u (6.42), su odredeni na sledeci
nacin

(Vo V)G® (rs) = %ar <iaré<w> (r, s)> (rer)+ %aré@) (r,s) I

2 ~ ~ A
:<3+3~s ta )G“”)(ns)’“@;’"—l(l* s )G@(r,su,

2 rég(s)  E2(s) r

r dr

df(T)) (ror)+ 1 I F kao i koris¢enjem

8,G@ (r,5) = — (1 + f) G@ (r,s),

r o Gz (8)

videti Grinovu funkciju u Laplasovom domenu datu sa (6.43), transformisudi (6.42) u

R(r,s) =GO (r,5) " f”"+a<5( )(f—r@;T>

r

(57 (af) 0= 52 (et 00 00) (1-075).

R(r,s) =GO (r,s) f@ + G (r,5) (f- ’“®’“> - % (0:5) (r,5) = 0,5 (7.9)) (f—g’“f’;’“), (6.44)

+

1
r

odnosno

gde je funkcija §®), x € {c, s}, definisana sa

&2 ~ s
5@ (r, ) = 2B a@ (g = L Loatts (6.45)
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videti takode (6.43), te je

0,4 (r,5) = — =) (1 + S) G (r,s).

s2 \r Gz (s)

U poslednjem koraku, da bi se odredio rezolventni tenzor R, neophodno je pronaé¢i inverznu Laplasovu
transformaciju Grinove funkciju u Laplasovom domenu G*®), videti (6.43), kao i funkcije §(*), x € {c, s}, videti
(6.45), te se rezolventni tenzor u Laplasovom domenu (6.44) transformise u

r2

R(r,t) =G (rt) rfzr +G¥) (r,t) (i — rf’;r> - % (arg(s) (r,t) — 0rg' (r, t)) (f _3T® T) ., (6.46)

ili ekvivalentno u

e, T 0 T 1 —2e, T
Rir) =GOt | 0 | +G00) | e | == (099 ()= 0,09 (D) | e | . 4
0 e, " €,
G (r,t)e, B 1 —2e, "
R(rt)=| G®(rt)ey | —- (arg@) (r,t) — 8rgl® (r, t)) eo | . (6.47)
G®) (r,t) e, " €y

gde su e,, eg i e, jedini¢ni vektori sfernog koordinatnog sistema, koji slede iz dijagonalizacije tenzora koji se
pojavljuju u rezolventnom tenzoru (6.46), odnosno zbog

T
1 0 0 e,
P looo|=|o0
-
0 0 O 0
implicirajuéi
T T
0 0 O 0 -2 0 0 —2e,.
I“—r@;rz 01 0]=] e i A—3r@;r— 0 1 0|=] es ,
" 00 1 e, " 0 0 1 e,
buduéi da svojstveni problem
r (8; Tu =Mu
r
daje svojstvene vrednosti A\; = 11 Ay 3 = 0, sa svojstvenim vektorima u) =~ = e, i r-u®® = 0, implicirajuéi

da je ru® - w3 =0, tj. re, - u>3 = 0, pa se moze izabrati da svojstvenim vektorima u(>®) odgovaraju
jedini¢ni vektori eg i e,,.

Jednostavan matri¢ni oblik rezolventnog tenzora (6.47) jasno pokazuje da se kompresioni talasi prostiru u
pravcu radijus vektora, zaviseéi od njegovog intenziteta, dok se vrtlozni talasi prostiru u ravni normalnoj na
pravac radijus vektora, videti prvi ¢lan u (6.47), dok su drugim ¢lanom u (6.47) urac¢unati dodatni doprinosi.

6.1.3 Grinove funkcije

Grinove funkcije G, = € {c,s}, koje se pojavljuju u rezolventnom tenzoru (6.46) i (6.47), su slinog ali
razlicitog oblika zavisnog od brzine prostiranja talasa, dok funkcije ¢(*) imaju isti oblik bez obzira na brzinu
prostiranja. Naime, ispitivanjem asimtotskog ponaSanja Grinove funkcije za vremena bliska nuli, dobija se da
je Grinova funkcija zapravo distribucija u slu¢aju kada je brzina prostiranja talasa konac¢na, §to implicira da
se Grinova funkcija u Laplasovom domenu mora regularizovati, kako bi se mogla primeniti inverzna Laplasova
transformacija, te dobila Grinova funkcija u proizvoljnom vremenskom trenutku, dok u slucaju kada je brzina
prostiranja talasa beskonatna nije potrebna regularizacija Grinove funkcije, buduéi da njena asimptotika za
vremena bliska nuli implicira da je re¢ o funkciji. Asimptotika Grinove funkcije za mala i velika vremena se
dobija iz asimptotike Grinove funkcije u Laplasovom domenu i zavisi od ponasanja memorijske funkcije ¢, (s)
za s — oo i § — 0, respektivno, §to je pokazano u poglavlju 6.3.

Ako je brzina prostiranja talasa kona¢na, tj. ako moduo relaksacije u pocetnom trenutku agi)/g
vrednost, tada je Grinova funkcija zapravo distribucija, §to je o¢igledno prema razmatranju asimptotike Grinove
funkcije u Laplasovom domenu (6.43), datoj u obliku

ima kona¢nu

~ 1 rs
G®) (r,s) ~ - e e, kada s— oo,

102



Prostiranje talasa u trodimenzionom frakcionom viskoelasti¢cnom telu

stoga implicirajuéi za asimptotiku Grinove funkcije u vremenskom domenu

5 (t - T) , kada t—0, (6.48)

G (rt) ~

Tre2 Cx
gde je ¢ Dirakova delta distribucija, a §to se dobija primenom teoreme prema kojoj ako je f (s) ~ g (s) kada
s — 00, tada f (t) ~ g (t) kada t — 0, buduéi da asimptotika memorijske funkcije ¢,, prema (6.65), daje

¢z (8) ~ Kk, kada s— o0,

sa x datim u tabelama 6.3, 6.4, 6.6 i 6.7, sa jedne strane, dok izrazi za memorijske funkcije (6.19) i (6.27) i
izvodenje u poglavlju 6.4.1 daju

~ () puC))
Cr (8) = SUer () ~ S;/g =c¢;, kada s—

sa druge strane, videti takode (2.17). Treba naglasiti da odredivanje Grinove funkcije, uradeno u poglavlju 6.4.1,
implicira da Grinova funkcija ima nenultu vrednost ako r < ¢, t, sa prethodno definisanim c¢,. Stoga, materijali
opisani tipom Case I1iIII linearnih modela frakcionog reda koji sadrze izvode sa redovima u intervalu (0, 1), kao
i frakcioni Burgersovi modeli koji pripadaju drugoj klasi, imaju kona¢nu brzinu prostiranja mehanicke pobude,
kako je veé istaknuto u poglavljima 2.2.1 1 2.2.2.

Ako je brzina prostiranja talasa kona¢na, tada se Ginova funkcija u vremenskom domenu dobija regulariza-
cijom u Laplasovom domenu

G (r,s) = G® (r,s) . (s) (6.49)

implicirajué¢i nakon inverzne Laplasove transformacije
G@ (r,t) = lim G (r,t) = G (r,t) %, lim 6. (t) = G (r,t) . 6 (), (6.50)
e—0 e—0

gde je za regularizaciju Dirakove delta distribucije uzeto

£ 2 ~
5.(t) = ——e" T, sa 0.(s)=e V5, 6.51
0= 57 (¥ (6.51
jer je lim. o d. (t) = d (t), zbog 6. (s) .= e eV .= 1 = L]0 (t)]. Regularizovana Grinova funkcija se
E= e=

dobija prema

GO (1) = £71 |G (1,5) 5. ()] (1)
o1
=Ll e mme eV
L e (S)e e } (r,t) (6.52)
a1 @(s) - To(s)
e A P VYA Sy V)
£ _47T’I“Q‘I)E(S)e ¢ } (1),

videti izraze (6.43), (6.19), (6.27) i (2.12);, kao i poglavlje 6.4.1 za njeno izracunavanje, i uzima oblik

G (1) = / L e ) sl (pet))mevpeony
¢ 47‘(’27“ 0 |Ei (pe1<P0)|
x sin ( ptsing, — —— o sin (9, — arg & (pe'#0)) + @y — arg & (pe'#o) — ey/psin 2 ) dp,
|Cz (pe“Po)| T 9

(6.53)

[ @
ako je r < c,t,sa c, = US—Z/”, dok ako je r > c,t, tada je

G (r,t) =0,

pri Gemu je p, = m ako funkcija @, (funkcija ®.) ili nema nula ili ima negativnu realnu nulu, dok je ¢, = arg so
ako su sg 1 njemu kompleksno konjugovano §p nule funkcije ®, (funkcije ®.). Treba primetiti da konstanta
¢, predstavlja brzinu prostiranja kompresionih/vrtloznih talasa, videti (2.17), i potife iz asimptotike (6.65)
memorijske funkcije é,, pri ¢emu je povezana sa konstantom x u slu¢aju kada je 6 = 0, videti tabele 6.3, 6.4,
6.6 1 6.7, tako da je ¢, = k.
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()
sr/g
nije potrebna regularizacija Grinove funkcije, $to je ocigledno iz asimptotike Grinove funkcije u Laplasovom

doemnu (6.43), date u obliku

Sa druge strane, ako je brzina prostiranja talasa beskonacna, tj. ako o ima beskona¢nu vrednost, tada

é(w) 1 1 —isl_% kad
(r,s) ~ e L , a s— o0, (6.54)

stoga se, prema veé¢ pomenutoj teoremi, za asimptotiku Grinove funkcije dobija

(a:) 1 > 1 *P(tfgpigcos%> . r 1—-9 . 577 5
G (r,t)wm Ee sin | —p 2sm7+ m)dp, kada t—0, (6.55)

Cije je odredivanje sprovedeno u poglavlju 6.4.3, jer je

~(T
Cr (8) = sagi(s)wﬁsg, kada s —o00, sa de€(0,1),

videti takode (6.65) kao i tabele 6.3, 6.4, 6.6 1 6.7 za vrednosti « i §. Stoga, materijali opisani tipom Case IIi IV
linearnih modela frakcionog reda koji sadrze izvode sa redovima u intervalu (0, 1), frakcioni Burgersovi modeli
prve klase, kao i svi frakcioni Cenerovi i anti-Cenerovi modeli imaju beskona¢nu brzinu prostiranja mehanicke
pobude, kako je veé istaknuto u poglavljima 2.2.1, 2.2.2 1 2.2.3.

Grinova funkcija, koja se pojavljuje u rezolventnom tenzoru (6.46) i (6.47), je data sa (6.53) na domenu
r>0it>0,zae=0,tj. sa

G (r,t) = G@ (r,1) . (6.56)
e=

Treba naglasiti da odredivanje Grinove funkcije, sprovedeno u poglavlju 6.4.1, implicira da Grinova funkcija
ima nenegativnu vrednost za sve prostorne tacke r > 0 u bilo kom vremenskom trenutku ¢ > 0, StaviSe njena
asimptotika za velika vremena, kako je pokazano ispod, implicira da Grinova funkcija tezi u nulu kao stepena
funkcija za bilo koje r > 0.

Da bi se ispitala asimptotika Grinove funkcije za velika vremena, opet se polazi od Grinove funkcije u
Laplasovom domenu (6.43) i asimptotike memorijske funkcije

K7
Cz(S)N{K837 5 e (0,1), za s—0,

videti takode (6.65), kao i tabele 6.3, 6.4, 6.6 i 6.7 za vrednosti & i ¢, implicirajuéi, uz (6.43), za asimptotiku
Grinove funkcije u Laplasovom domenu

1 _rs 1
Trrrz® ™ Zmrw?o

1 rg1-% 11
=L L1 5e00),

1
4mrk? s 4mre2 599

G (r,s) ~ kada s—0.

Prema teoremi: ako f(s) ~ g (s) kada s — 0, tada f (t) ~ ¢(t) kada t — oo, dobija se asimptotika Grinove
funkcije

T2 () =0,
G@ (r,t) ~ 1 == kada t — oco. (6.57)

T T 0 0 €(0,1),

Funkcija ¢(*), koja takode figurise u rezolventnom tenzoru (6.46) i (6.47), data je u obliku

t
¢ (1) = / 6 (r ), gde je
0

s pt cos o — b1 cos(pg—arg &y pel?o
<%+/ L preossor [ ] lromere (7))
o P

@) (. p) =
g (rt) 4m2y

r .
x sin | ptsingp, — ——————sin (@, — arg ¢, (pe'¥o ) dp |, (6.58)
(ssnen iy o e (o)
sa ve’c definisanim ¢, i odredena u poglavlju 6.4.2 prema
g (rt)=L£7" lg@f) (r,s)| (r,t), sa §® (r,s)= 1 l-=5 (6.59)
) s ) 3 ) ) 471_7_. s )
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videti takode izraz (6.45) za funkciju §(*).

U slucaju klasi¢ne talasne jednafine (6.5), razmatrane na neograni¢enom domenu sa pocetnim uslovima
(6.13), koja odgovara prostiranju mehanicke pobude u homogenom, izotropnom i elasti¢nom trodimenzionom
telu, rezolventni tenzor je dat sa

. 1 rRr 1 . rer
R(r,s) = 0 (cct — ) 2 +4ﬂ_rcs5(cst*7“) (I 2 )

t r r ~ reTr
—|\H((t—— | -H|t— — I —
“i (1 (- 2) (- 2)) (19757,

prema (6.46), buduéi da se klasiéna Grinova funkcija G*), kao i funkcija ¢(*), z € {¢, s}, dobijaju kao

1 r 1
(:D) = _ — = —
G (rt) pr— 0 <t ) pr— 0 (cpt — 1), (6.60)

Cx

zbog § (¢r) = ‘%l§ (r), kao i

1 r T t r
@ t)y=—" (t—— |H(t—— 0,.g™) (r,t) = — H{t——
g (r,1) W( ) o) s 0ty = - pH (- ).

zbog 14 (r) = 0, primenom inverzne Laplasove transformacije na klasi¢nu Grinovu funkciju u Laplasovom
domenu 1
G@ (r,s) = ——e e,
(r,s) drrc2
kao i funkciju
1 1 rs
@ (r,5) = —— —e e
g (r9) 4mr 52 ’

jer (6.43) i (6.45) definisu klasiénu Grinovu funkciju u Laplasovom domenu i funkciju §(*) ako se, umesto
memorijske funkcije ¢,, uvrsti konstantna brzina prostitranja talasa c;. Ova jednostavna zamena je moguca, jer
uopstene talasne jednacine (6.20) i (6.28) postaju klasi¢ne talasne jednacine (6.6) i (6.7) koris¢enjem spomenute
zamene.

6.2 Numericki primeri

Frakcioni Cenerov i anti-Cenerov model I+ID.ID, kao i frakcioni Burgersov model VII, naime
<a1 QI?+B+V + ao 01;’ + as 0D?+ﬂ_y) o (t) = <b1 olta + b2 0Df) g (t) y (661)
sa suzenim termodinamickim restrikcijama

0<a+pf—-v<l, 1<a+8+v<2, a<<v<l-4,

(a+2B+4v)7 (a+2B+4v)7
2 2

‘COS

aq ’COS sin 7(a+2§+y)ﬂ b1

ay

_ . _ X 7
az  cos 5 a2 cos % sin w by
by ay sinBEAT g BHAT _a sin LT
F = ; . (2a+p—v)w (2a+B-v)m
2 3 Sin 2 2

- — 9
a3 sin 7(2a+§ v)m

COs

videti (4.124) - (4.127), kao i dodatak A.3, i

(1 +a; OD? + as ()Dtﬁ + as OD?B) g (t) = (bl ODE + b2 ()thﬁ) e (t) 5 (662)
sa suzenim termodinamickim restrikcijama

) 1 1+a7 %Sbjga27a
2 2 as ~ by |cos (B)]

az < as 11 4a3cos22 (B7) < by < as ’
as ~ 2cos? (Bn) a3 by ~ |cos (B)|

videti dodatak A.2, su respektivno izabrani kao predstavnici klasa modela kojima odgovara beskonac¢na i kona¢na
brzina prostiranja talasa, da bi se graficki predstavila vremenska evolucija prostornih profila Grinove funkcije
G® € {c,s} i njenih asimptotika.
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6.2.1 Grinova funkcija G®) - beskona¢na brzina prostiranja talasa

Parametri modela koji odgovaraju frakcionom Cenerovom i anti-Cenerovom modelu I+ID.ID, videti (6.61),
izabrani su kao u tabeli 6.1 da bi se predstavila vremenska evolucija prostornih profila Grinove funkcije G(*),
ili prema analitickom izrazu (6.53) sa € =01 ¢, = 7, ako funkcija

by (5) = a1 + aps® ™ + azs* 0,

videti takode tabelu 6.5, nema nula, ili prema analitickom izrazu (6.53) sa € = 01 ¢, = argsg, ako su sg i
njemu kompleksno konjugovano §p nule funkcije ¢, kao i numerickom inverznom Laplasovom transformacijom
koristeci izraz (6.43) za Grinovu funkciju u Laplasovom domenu G*) i fiksni Talbotov metod, kao numericku
proceduru razvijenu u [102], dok su izraz (6.55) za asimptotiku Grinove funkcije za vremena bliska nuli, kao i
asimptotski izraz (6.57)2 za velika vremena, koris¢eni za predtstavljanje profila asimptotskog ponasanja Grinove
funkcije. Naime, prostorni profili Grinove funkcije G*) u slucaju kada Grinova funkcija u Laplasovom domenu
G®) nema drugih tacaka grananja pored s = 0 su predstavljeni na slikama 6.1, 6.2 1 6.3, dok su prostorni profili
Grinove funkcije G*) u slu¢aju kada G ima par kompleksno konjugovamh tacaka grananja sg i §g, pored
s = 0, prikazani na slikama 6.4, 6.5, 6.6 i 6.7.

Slucaj kada ¢, « B v aq as as by by

nema nula 0.05| 15| 045 | 0.7 ] 0.95

ima par kompleksno 0.35 | 0.55 | 0.4
konjugovanih nula

11 15 | 2027 | 7 9.5

Tabela 6.1: Parametri modela I ID.ID koriSéeni za numericke primere.

Prostorni profili Grinove funkcije G(*), koja odgovara frakcionom Cenerovom i anti-Cenerovom modelu
I'ID.ID u slu¢aju kada Grinova funkcija u Laplasovom domenu G®) nema drugih tacaka grananja osim s = 0,
dati su na slici 6.1 za razlicite vremenske trenutke i pokazuju pozitivan i opadajuéi karakter za mala rastojanja
7, sa izraZzenim pikom za srednje vrednosti rastojanja r i naposletku teze u nulu za velike vrednosti rastojanja
r. Takode, prostorni profili teZe u beskona¢nost kako r tezi u nulu i asimptotski teze u nulu za r koje tezi u
beskonaénost, najverovatnije jer se Grinova funkcija pretezno ponasa kao hiperboli¢na funkcija % izar =01
za r — 00, na Sta ukazuje analiticki izraz (6.53) za Grinovu funkciju, ali i asimptotski izrazi (6.55) i (6.57) za
vremena kOJa teze u nulu i u beskonacnost, respektivno. Pik, koji nosi informaciju o pocetnoj pobudi i koji pod-
seca na Dirakov delta pik u sluc¢aju klasi¢ne talasne propagacije, videti (6.60), sve je nizi i §iri kako vreme raste,
najverovatnije zbog disipativnih svojstava modela. Slika 6.1b prikazuje podudaranje profila dobijenih prema
analitickom izrazu (6.53) za Grinovu funkciju, koji su predstavljeni punom linijom, sa krivama predstavljenim
linijom koju ¢ine tacke, a dobijene su numerickom inverznom Laplasovom transformacijom Grinove funkcije u
Laplasovom domenu (6.43) koristeéi fiksni Talbotov metod kao numeri¢ku proceduru.

G(r.n
G(rp) 12

2.0

0.5

1 S T S S S S S N VS S r
r 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

(b) Poredenje analiticki i numericki dobijenih profila, respek-
tivno predstavljenih punom linijom i linijom predstavljenom
tackama.

(a) Prostorni profili dobijeni prema analitickom izrazu za ra-
zli¢ite vremenske trenutke.

Slika 6.1: Slucaj kada je brzina prostiranja talasa beskonacna, - prostorm profili Grinove funkcije G®*) koja
odgovara modelu I'ID.ID kada Grinova funkcija u Laplasovom domenu G(*) nema drugih tacaka grananja osim
s =0.
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Na slici 6.2 je potvrdeno podudaranje prostornih profila Grinove funkcije, prikazanih punom linijom, sa
profilima koji prikazuju asimptotiku za vremena bliska nuli, prikazanim isprekidanom linijom, koje postaje sve
bolje za manja vremena, pri ¢emu se profili predstavljeni punom linijom dobijaju prema analitickom izrazu
(6.53), sae =01 ¢, = dok se profili predstavljeni linijom koju ¢ine tacke dobijaju prema asimptotskom
izrazu (6.55). Sli¢no, slika 6.3 potvrduje da preklapanje prostornih profila Grinove funkcije, predstavljenih
punom linijom, sa profilima koji odgovaraju asimptotici za velika vremena, predstavljenim isprekidanom linijom,
postaje bolje kako se vreme povecava, pri ¢emu je izraz (6.57) kori§¢en za dobijanje profila Grinove funkcije koji
odgovaraju asimptotici za velika vremena.

Prostorni profili koji odgovaraju Grinovoj funkciji G*) u slucaju kada Grinova funkcija u Laplasovom
domenu G*) ima par kompleksno konjugovanih tacaka grananja so i 5o, pored s = 0, dobijeni prema izrazu
(6.53), sa € = 01 ¢, = arg s, i prikazani na slici 6.4a, sli¢no kao u slucaju kada G®) nema drugih tacaka
grananja osim s = 0, tezi u beskonacnost kada r tezi u nulu i asimptotski se ustali u nulu za r koje tezi u
beskonacnost, opet kao hiperboli¢na funkcija % izar — 01izar — oo, videti (6.53) i asimptotske izraze
(6.55) i (6.57)2. Sa jedne strane, slika 6.4a za svaki prostorni profil prikazuje jedan pik koji nosi informaciju
o pocetnoj pobudi, koji podsec¢a na Dirakov delta pik u slucaju klasi¢ne talasne propagacije, a koji su sve nizi
i §iri, 8to je vreme duze, dok sa druge strane, slika 6.4a prikazuje dobro slaganje izmedu krivih predstavljenih
punom linijom, dobijenih prema analitickom izrazu i krivih predstavljenih linijom koju ¢ine tacke, dobijenih
numerickom inverznom Laplasovom transformacijom Grinove funkcije u Laplasovom domenu (6.43), sli¢no kao
slika 6.1b.

Za razliku od slucaja kada Grinova funkcija u Laplasovom domenu G(*) nema drugih tacaka grananja
osim s = 0, u kom prostorni profili ne iskazuju oscilatorna svojstva, u slu¢aju kada G*) ima par kompleksno
konjugovanih tacaka grananja sg i 59 pored s = 0, za dovoljno veliko vreme, slika 6.4b jasno prikazuje prigusena
oscilatorna svojstva repova prostornih profila, §to nije tipi¢no za manje vrednosti vremena. Oscilatorna svojstva
prostornih profila postaju izrazenija kako vreme uzima vece vrednosti, kao §to je evidentno sa slike 6.5, jer se
broj oscilacija povecava, pa umesto barem jedne oscilacije za vremenski trenutak ¢ < 15, videti slike 6.4b i
6.5a, za vremenske trenutke ¢t € {30, 45,60,75} ima vise od jedne oscilacije, odnosno broj oscilacija pomnozen
faktorom iz skupa {3/2,2,5/2,3}, videti slike 6.5b - 6.5e. Takode, kako se vreme povecava, amplitude repova
prostornih profila postaju manje, ukazujuéi na prigusenje i u prostoru i u vremenu. Stoga, priguSeni oscilatorni
karakter Grinove funkcije G*) u prostoru i vremenu potice od kompleksne vrednosti tacaka grananja Grinove
funkcije u Laplasovom domenu G(*), tako da, najverovatnije, realni deo tacke grananja s, odgovara stepenu
priguSenja, dok njegov imaginarni deo odgovara frekvenciji oscilatornog karaktera.

Sa jedne strane, izraz za Grinovu funkciju (6.53) odgovara asimptotskom izrazu (6.55) za vremena bliska
nuli, §to se moze uociti na slici 6.6, jer, kako se posmatra sve manji vremenski trenutak, poklapanje krivih koje
odgovaraju navedenim izrazima postaje sve bolje, dok, sa druge strane, sve je bolje poklapanje krivih sa slike
6.7 kako vreme uzima vece vrednosti, ukazujuéi da za dovoljno veliko vreme izraz za Grinovu funkciju (6.53)
kvalitativno prelazi u asimptotski izraz (6.57) za vremena koja teZe u beskona¢nost. Iako se prostorni profili
dominantno ponaSaju kao asimptotske krive za male i srednje vrednosti za rastojanja r, rep prostornog profila
je oscilatoran, dok asimptotske krive nisu, medutim, kao §to se zapaza na slici 6.5, amplitude oscilacija opadaju
kako se vreme povecava.

6.2.2 Grinova funkcija G®) - kona&na brzina prostiranja talasa

Parametri modela koji odgovaraju frakcionom Burgersovom modelu VII, videti (6.62), izabrani su kao u tabeli
6.2 da bi se predstavila vremesnka evolucija prostornih profila Grinove funkcije G(*), ili prema analitickom
izrazu (6.53) sa ¢, = m, ako funkcija ®,, videti (6.80);, nema nula, ili prema analitickom izrazu (6.53) sa
py = argsp, ako su so i njemu kompleksno konjugovano 3¢ nule funkcije ®,, kao i numerickom inverznom
Laplasovom transformacijom koristeci izraz (6.43) za Grinovu funkciju u Laplasovom domenu G*), dok se izraz
(6.91) koristi za dobijanje profila koji odgovaraju asimptotskom ponaSanju Grinove funkcije za vremena bliska
nuli. Naime, prostorni profili Grinove funkcije G*) u slucaju kada Grinova funkcija u Laplasovom domenu
G®) nema drugih tacaka grananja pored s = 0, predstavljeni su na slikama 6.8 i 6.9, dok su prostorni profili
Grinove funkcije G*) u slucaju kada G ima par kompleksno konjugovanih tacaka grananja so i 5o pored
s = 0, prikazani na slici 6.10.

Prostorni profili Grinove funkcije G(*), koja odgovara frakcionom Burgersovom modelu VII u slu¢aju kada
Grinova funkcija u Laplasovom domenu G*) nema drugih tacaka grananja pored s = 0, su predstavljeni za
razli¢ite vremenske trenutke na slici 6.8a krivama predstavljenjim punom linijom, dobijenim prema analitickom
izrazu (6.53) sa parametrom regularizacije € = 0, a §tavi8e uporedeni su sa krivama prostornih profila predstav-
ljenim linijom koju ¢ine tacke, dobijenih numerickom inverznom Laplasovom transformacijom Grinove funkcije
u Laplasovom domenu (6.43) koriséenjem fiksnog Talbotovog metoda kao numericke procedure. Profili su poz-
itivni i opadaju iz beskonacnosti kako r raste od nule do srednjih vrednosti, najverovatnije jer se Grinova
funkcija pretezno ponasa kao hiperboli¢na funkcija * za r — 0. Naprotiv slu¢aju prostornih profila koji odgo-

=
varaju Grinovoj funkciji kada je brzina prostiranja talasa beskonac¢na, kada postoji pik koji translira prema
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Slika 6.2: Poredenje prostornih profila Grinove funkcije, oznacenih punom linijom, sa profilima koji odgovaraju

asimptotici za vremena bliska nuli, oznacenim isprekidanom linijom - slu¢aj kada Grinova funkcija u Laplasovom
domenu G*) nema drugih tacaka grananja osim s = 0.
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Slika 6.3: Poredenje prostornih profila Grinove funkcije, oznacenih punom linijom, sa profilima koji odgovaraju

asimptotici za velika vremena, oznacenim isprekidanom linijom - slu¢aj kada Grinova funkcija u Laplasovom
domenu G*) nema drugih tacaka grananja osim s = 0.
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(a) Poredenje analiticki i numeric¢ki dobijenih profila, re-
spektivno oznafenih punom linijom i linijom predstavl-
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(b) Prostorni profili dobijeni prema analiti¢kom izrazu za
razli¢ite vremenske trenutke.

Slika 6.4: Slucaj kada je brzina prostiranja talasa beskona¢na - prostorni profili Grinove funkcije G koja
odgovara modelu I'ID.ID kada Grinova funkcija u Laplasovom domenu G*) ima par kompleksno konjugovanih

tacaka grananja sg i So pored s = 0.

Gt
2.x10° F
1.5x10° F =45
1.x10°F

5.x107 F

0 L L L L
28 29 30 31 32 33 34

-5.x107 |

~1L.x10°F

-1.5x10° F
G(r,b)
1.x10%
8.x107
6.x107 =75

4.x10°

2.x107

VAN y
48 50 52 54 56

-
~2.x107 |

~4.x107 |

Gt
0.0020 -
0.0015 -
0.0010 - t=15
0.0005
0.0000 - s s
F 8 9
~0.0005
(a)
Gr,n
0.00006 -
0.00004 - t=30
0.00002 -
L L L L L L L I r
-7 18 19 20 21 22 23
~0.00002 -
(b)
G
1.5x107
1.x107 -
t =60
5.x10°% -
. . . h ,
38 40 2 44
-5.x107% -
(d)

Slika 6.5: Slucaj kada je brzina

(e)

prostiranja talasa beskona¢na - repovi prostornih profila Grinove funkcije

G koji odgovaraju modelu I'ID.ID kada Grinova funkcija u Laplasovom domenu G*) ima par kompleksno

konjugovanih tacaka grananja sg i 59 pored s = 0.

109



Prostiranje talasa u trodimenzionom frakcionom viskoelasti¢nom telu

G(rt) G
m ]
L] ]
LS S
" w
" w
[l [w
| L
O 4nh
I "
L] "
Loy ]
: N
L] L]
. »
. .
¥ S
2l
050y .
[ )
“‘ 1 "
‘.
...--.-.----------—--- ....-------------
0.0 L L L L L L L L L L L r 0 1 1 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
(a) (b)
G, G
14000
12000

10000

8000

6000

4000

2000

0 I
0.000 0.002

I I I
0.004 0.006 0.008

Slika 6.6: Poredenje prostornih profila Grinove funkcije, oznacenih punom linijom, sa profilima koji odgovaraju

asimptotici za vremena bliska nuli, oznac¢enim isprekidanom linijom - slu¢aj kada Grinova funkcija u Laplasovom
domenu G*) ima par kompleksno konjugovanih tacaka grananja sq i 59 pored s = 0.
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Slika 6.7: Poredenje prostornih profila Grinove funkcije, oznacenih punom linijom, sa profilima koji odgovaraju

asimptotici za velika vremena, oznatenim isprekidanom linijom - slu¢aj kada Grinova funkcija u Laplasovom
domenu G*) ima par kompleksno konjugovanih tataka grananja so i 5o pored s = 0.
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Slucaj kada @, ay as | as | by by « 8
nema nula 45 | 4 3
; 0.01 1 0.7 | 0.845
ima par kompleksno 95 | 55 991

konjugovanih nula

Tabela 6.2: Parametri frakcionog Burgersovog modela VII kori§é¢eni za numericke primere.

vi§im vrednostima za r kako vreme raste, pri ¢emu je sve nizi i §iri, videti slike 6.1 i 6.4, u sluc¢aju frakcionog
Burgersovog modela VII, koji podrazumeva konac¢nu vrednost brzine prostiranja talasa ¢, = ﬁ \/% , pik se ne
primecuje u intervalu od srednjih vrednosti za rastojanja r do r = c¢,t, gde profili pokazuju rastuc¢i karakter
prema beskonacnosti. Zapravo, kao §to je ocigledno iz asimptotike Grinove funkcije (6.48) za vremena bliska
nuli, predstavljene Dirakovom delta distribucijom centrirnom u r = c¢,t, pik bi trebalo da bude centriran u tacki
r = ¢,t, koja je naznacena vertikalnom linijom na slici 6.8a. Medutim, pik se ne moze uociti na grafiku, buduéi
da analiticki izraz (6.53) vazi iskljucivo za r < ¢,t, pa porast prostornog profila prema beskona¢nosti predstavlja
formiranje pika za r < c;t, koji ne moze biti formiran za r > c,t, stoga ne moze biti kompletno predstavljen.
Sa druge strane, izraz za regularizovanu Grinovu funkciju ng) dozvoljava formiranje pika na repu prostornog
profila, kao §to se moze zapaziti na slici 6.8b, na kojoj je o¢igledno da, kako parametar regularizacije € opada,
polozaj pika se pomera prema r = c,t, dok Sirina pika opada, a njegova visina raste.

Slika 6.9 predstavlja poredenje prostornih profila koji odgovaraju regularizovanoj Grinovoj funkciji ng) sa
profilima koji odgovaraju regularizaciji Dirakove delta distribucije, koja predstavlja asimptotiku Grinove funkcije
za vremena bliska nuli, pri ¢emu se izraz (6.53) koristi za rac¢unanje regularizovane Grinove funkcije, dok se izraz
(6.91) koristi za ra¢unanje regularizovane Dirakove delta distribucije. MoZe se zapaziti da preklapanje izmedu
krivih koje odgovaraju profilima i asimptotici postaje bolje kako se posmatraju manji vremenski trenuci. Takode,
treba naglasiti da parametar regularizacije € ima dovoljno malu vrednost, tako da pik na repu profila nije vidljiv.

Nasuprot slucaju kada Grinova funkcija u Laplasovom domenu G®) nema drugih tacaka grananja pored
s = 0, u kom, kako se r povecava, profili opadaju od beskona¢nosti do tacke u kojoj pik, pozicioniran u r = c,t,
podinje da se formira, videti sliku 6.8, u slufaju kada Grinova funkcija u Laplasovom domenu G(*) ima par
kompleksno konjugovanih tacaka grananja so i 59 pored s = 0, pojavljuje se dodatni negativan pik i prethodi
piku koji se formira u r = ¢,t. Najverovatnije je karakter prostornog profila prigusen i oscilatoran, sli¢no kao
u slucaju kada je brzina prostiranja talasa beskonac¢na, videti sliku 6.4b, §to se ne vidi jer vreme nije dovoljno
veliko. IzraZeniji oscilatoran karakter repova prostornih profila moZe se ocekivati za veca vremena, opet sli¢no
kao na slici 6.5.

6.2.3 Funkcija ¢®

Nasuprot slu¢aju za Grinovu funkciju, u kom se mora uzeti u obzir da li je brzina prostiranja talasa beskona¢na
ili kona¢na, u slu¢aju funkcije ¢(*), date izrazom (6.58), brzina prostiranja talasa ne igra vaznu ulogu. Prostorni
profil funkcije ¢(*) se dobija koris¢enjem numericke inverzne Laplasove transformacije izraza (6.59) i prikazan
je punom linijom na slici 6.11, pokazujuéi sasvim klasi¢no ponaSanje, buduéi da je profil pozitivan, opadajué i
konveksan. Staviée, prostorni profil, predstavljen punom linijom, poredi se sa prostornim profilom, predstavlje-
nim tackama, koji potice od analitickog izraza (6.58). Slicno kao Grinova funkcija G(®), funkcija ¢(*) je takode
proporcionalna sa, %, stoga prostorni profil tezi u beskona¢nost za r — 0 i asimptotski tezi u nulu kako r — co.

6.3 Asimptotika memorijske funkcije ¢,

Da bi se ispitala asimptotika Grinove funkcije i za vremena bliska nuli i za velika vremena, kako je uradeno u
poglavlju 6.1.3, neophodno je odrediti asimptotiku memorijske funkcije é,, z € {c, s}, koja odgovara kompre-
sionim i vrtloznim talasima. Polazeci od izraza (6.19) i (6.27) kojima su definisane memorijske funkcije ¢, i
uzimajuéi u obzir izraz (2.12); za moduo relaksacije u Laplasovom domenu, sledi izraz za memorijsku funkciju

o [555(s) 1 B(s)
Cx(s) = e 7\ 6 (6.63)

pri Gemu su funkcije ®. i @, date sa (2.11). Memorijska funkcija é,, data u obliku (6.63), odgovara linearnim
modelima frakcionog reda koji imaju izvode sa redovima u intervalu (0,1), i dati su sa (2.18), ako su funkcije
®. i &, date sa (6.66) ispod, kao i frakcionim Burgersovim modelima (2.29), ako su funkcije ®. i ®, date sa
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(a) Poredenje analiti¢ki i numeri¢ki dobijenih profila, respek-
tivno oznaenih punom/isprekidanom linijom i linijom pred-
stavljenom tackama.

(b) Prostorni profili dobijeni prema analititkom izrazu za ra-
zli¢ite vrednosti parametra regularizacije € u ¢t = 0.1.

Slika 6.8: Slucaj kada je brzina prostiranja talasa konacna - prostorni profili Grinove funkcije G'*) koja odgovara
frakcionom Burgersovom modelu VII kada Grinova funkcija u Laplasovom domenu G*) nema drugih tacaka

grananja osim s = 0.
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Slika 6.9: Poredenje prostornih profila regularizovane Grinove funkcije, oznacenih punom linijom, sa profilima
koji odgovaraju asimptotici za vremena bliska nuli, oznacenim isprekidanom linijom - slu¢aj kada Grinova
funkcija u Laplasovom domenu G*) nema drugih tacaka grananja osim s = 0.
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Slika 6.10: Slucaj kada je brzina prostiranja talasa kona¢na - prostorni profili regularizovane Grinove funkcije

qé"’”, e = 0.5, koji odgovaraju frakcionom Burgersovom modelu VII kada Grinova funkcija u Laplasovom domenu
G ima par kompleksno konjugovanih tacaka grananja sq i 59 pored s = 0.
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Slika 6.11: Poredenje prostornih profila funkcije g, koji odgovaraju modelu I ID.ID, dobijeni prema numerickoj
inverznoj Laplasovoj transformaciji (puna linija) i prema analitickom izrazu (tacke) u vremenskom trenutku
t=0.1.

(6.72) i (6.78) ispod, dok u slu¢aju frakcionih Cenerovih i anti-Cenerovih modela, datih u tabeli 2.1, memorijska
funkcija uzima oblik

Ve 6, (s)

Cx

x € {c, s}, (6.64)

sa funkcijama ¢, i ¢, kao i eksponentom ¢ datim u tabeli 6.5, zbog forme kompleksnog modula

E~(8) _ gé‘(s) — §¢5 (8)

videti takode (2.10)9 i 4.12, specifi¢ne za frakcione Cenerove i anti-Cenerove modele.

Dalja analiza asimptotike memorijske funkcije ¢, videti (6.63) i (6.64), svodi se na pronalaZenje asimptotskog
izraza funkcija ®, i ®., odnosno ¢, i ¢., Ciji su eksplicitni oblici dati u nastavku, a dobijaju se kao posledica
operatora koji deluju na napon i deformaciju u konstitutivoj jednacini u vremenskom domenu (2.6) koriséenjem
Laplasove transformacije konstitutivne jednacine, uopsteno date sa (2.10);, prema Laplasovoj transformaciji
frakcionog integrala i Riman-Liuvilovog frakcionog izvoda (2.8) i (2.9). U nastavku je pokazano da je asimptotika
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memorijske funkcije é,, date sa (6.63) ili (6.64), data izrazima

I{/’
Cw(s)~{ﬁ;337 5e0,1), iza s— o0 iza s—0, (6.65)

za sve razmatrane linearne frakcione modele viskoelasti¢nog tela, pri ¢emu su konstante x i § date u tabelama
6.3 i1 6.4 za linearne modele frakcionog reda koji sadrze samo Riman-Liuvilove frakcione izvode reda u intervalu
(0,1), videti (2.18), kao i za termodinamicki konzistentne frakcione Burgersove modele, videti (2.29), dok su u
tabelama 6.6 i 6.7 date vrednosti konstanti « i1 d za simetri¢ne i asimetri¢ne frakcione Cenerove i anti-Cenerove
modele, videti tabelu 2.1.

Funkcije @, i ®., koje odgovaraju linearnim modelima frakcionog reda dobijaju se primenom Laplasove
transformacije na uopstenu konstitutivnu jednacinu (2.18) u obliku

D, (s) = Zai s 1 D (s) = ij s%, sa (6.66)
i=1 j=1
<< ...<a,<f;<...<8,, <1, (6.67)

proizilazedi iz termodinamickih razmatranja, svodeéi se respektivno na

D, (s) = Zai s 1 B (s) = Z b; s, (6.68)
i=1 j
n n

D, (s) = Zai sY 1 D(s) = Zbi §Y 4 f: b, sPi, (6.69)

i=1 i=1 i=n+1

D, (s) = Z a; % + Z a;s* i P (s) = ijs“"*mﬂ', (6.70)
i=1 j=1

t=n—m-+1
D, (s) = Z a; s% 1 P (s) = ij sPi (6.71)
i=1 j=1
za modele koji pripadaju Case I, IT, IIT i IV klasama modela, videti (2.19) - (2.22) kao i dodatak A.1. Asimptotici

memorijske funkcije ¢, odgovara izraz (6.65), sa konstantama « i 0 predstavljenim u tabeli 6.3 i dobijenim prema
(6.63), koris¢enjem funkcija ®, i ®., videti (6.68) - (6.71), i uredenja (6.67) redova frakcionih izvoda.

Asimptotika za Asimptotika za
= ) mala vremena velika vremena
< | Modeli
g K ) K )

‘= | Casel Lby 0 0

— 0 Gn

g

E | Case II %Z’” B — Qn 0

— " 1by

8 10 © ax

g Case III S 0 Ay
s

= | Case IV %Z’f‘ By — Qn B, — o

Tabela 6.3: Asimptotika linearnih modela frakcionog reda.

U sluc¢aju frakcionih Burgersovih modela, datih u dodatku A.2, grupisanih u dve termodinamicki konzistentne
klase i predstavljenih uopstenim konstitutivnim jednafinama (2.29), funkcije ®, i ®., za modele prve klase su
date sa

Do(s) =1+a15” +ags’ +ags” i ®(s) =by s+ by s, (6.72)
svodeci se na
Dy(s) =14 a15% +azs”® +azs? i ®.(s) = by s" + by s", (6.73)
Dy(s) =14 a15“ +azs” +azs®® i ®.(s) = by s* + by s"T*, (6.74)
Dy(s) =14 a15% +azs” +azs®? i D(s) = by " + by "7, (6.75)
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D,(s) =14 ar1s* + as P 4 ag3s°tP i

D (s) = by s" + by "5, (6.76)
b,(s) =14 a15*+ az s +az3s?? i @

g
<(8) = by 8" + by 517, (6.77)

za modele I, I, IIT, TV i V, respektivno, dok su za modele druge klase, funkcije ®, i ®. date sa

D, (s) =14+ a1s" +as P +ag st D.(s) =by P 4 by sPHN (6.78)
svodeéi se na
D,(s) =1+ a1s* +az P +ags*tP g D.(s) =b P L (6.79)
Dy(s) =1+a15+azs”® +azs?® 1 ®.(s) = by s” +bys??, (6.80)
P, (s) =1+ a1s® +ap s> 1 ®o(s) = by s* + by 5°%, (6.81)

za modele VI, VII i VIII, respektivno. Asimptotika memorijske funkcije ¢, je data sa (6.65), uz vrednosti
konstanti x i § predstavljenih u tabeli 6.4 i dobijenih prema (6.63) korié¢enjem funkcija ®, i ., videti (6.73) -
(6.77), u slu¢aju modela koji pripadaju prvoj klasi, kao i koris¢enjem funkcija @, i ®., videti (6.79) - (6.81), u
sluéaju modela koji pripadaju drugoj klasi.

Asimptotika za Asimptotika za
. . mala vremena velika vremena
Burgersovi modeli
K ) K )

model I w+ B -y
3
< _
= model IT w—«
g
5 model 1T uw—p

model IV %?Ti n—o - M

e

model V w—p
- model VI
2 B
. model VII 0
)
£
< model VIII Lby o

Q a2

Tabela 6.4: Asimptotika frakcionih Burgersovih modela.

Funkcije ¢, 1 ¢, kao i eksponent ¢, koji se pojavljuju u izrazu (6.64) za memorijsku funkciju é,, u slucaju
simetri¢nih i asimetri¢nih frakcionih Cenerovih i anti-Cenerovih modela, datih u tabeli 2.1 i u dodatku A.3, su
date u tabeli 6.5, i stoga je asimptotika memorijske funkcije é, data sa (6.65), sa konstantama « i 6 predstavljenim
u tabeli 6.6 za simetri¢ne i u tabeli 6.7 za asimetri¢ne frakcione Cenerove i anti-Cenerove modele.
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(g ‘1) nreazeyur 11 (1 ¢0) nrearsut nlepedud L + 0 1 g + © 1A0pal BP * BYRUZ()
“RUII[OPOW WIAOIDUS)) T WIAOISUI)-TJUR WIUOIN eI WIUUDISIZUOY DRIWeUIpourIo) nfereao8po ofoy ‘3 wojuauodsye es oupalez ‘*¢ 1 “¢ of1oyuny sUAIINIIISUOY :C'Q B[RQR],

- - g—n +dardar (§40)25 8 + g405%Q + 1q
>
(g—1)—n+n M—n I>1M+0 Ladaa -ar gos0 + 1D @,
W58+ 5% + 19 g
I1>g+o 1>a+1 n—n aardart =,
> 140 da +adr 2
J— J— .ﬁ .
i (g+0)c50 + oSO+ 0| B
1>1n4+0 I>g+o I>1n+40 Laaaar
4SED 4\ §%D + 1D
I>¢g+0o (L +a)— (g +no) L—g ardaii
— - (b—~L)—1 LAArarl
_ _ L—L Ladr +adl ftot+1SEQ + frmfm,mﬁwgﬁ 9 | L4orrSED+ YSmfwm@‘T o ”
%
- - n—n AT+I'AT4I =Y
T.h.
g—mn I>a+1 n—n aarait Lt0SEq + 45T + 1q )
- I>¢g+0 - aaradr LoD+ (SED 4 TD g
oSt + (87 + 1g &
- g—mn L=l Arrarnt
— — >1 40 :
T - +aadal Q+B%NQ + 19 Q+dm&@ + In
- - -0 darat
o poy X poy 3 poy [oPOIN “¢ eftounyg “¢ eftounyg
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Asimptotika za Asimptotika za

Modeli mala vremena velika vremena
o K 0=¢ K 0=¢
<)
g ID.ID a— [ a— [
g 1hs IR
= " 0 az
% ID.DD a+p<l a+p<l
< |
S | IDID n—n n—n
g
= IDD.IDD a— [ o — [
z 1by
8 0 ay
g IID.IDD a— [ a— [
S 1bg
© 1) T+ eas
E ITID.ITID a—p o — [
) SE—— |
*c’é IDD+.IDD+ n—~ n—~
=

ITID.IDD* 1—(y—mn) 1—(y—mn)

Tabela 6.6: Asimptotika frakcionih Cenerovih i anti-Cenerovih modela simetri¢nog tipa.

Asimptotika za Asimptotika za
g Modeli mala vremena velika vremena
g k J K 6=¢
T | IDID B¢ 5~
i
<]
£ | IDD.DD* a+B<1 atu<l
2 1 /e
= AR
5 | I"ID.ID 1oy a Biv<l
=
5 + 1 /by
q:) IDDT.DD w—_p ﬁ\/g atp<i
(<]
© | ID.IDD a—p=¢ o
g
O
£ | ID.DDD* ﬁ\/% wtp<l
g a+v<l
< | ID.IDD* v_ 3

Tabela 6.7: Asimptotika frakcionih Cenerovih i anti-Cenerovih modela asimetri¢nog tipa.

6.4 Odredivanje Grinove funkcije, njene asimptotike i funkcije g*

Grinove funkcije G(*), zajedno sa svojim asimptotikama, kao i funkcije ¢*), sa = € {c, s}, koje figurisu u
rezolventnom tenzoru (6.46) i (6.47) i o kojima je re¢ u poglavlju 6.1.3, dobijaju se primenom inverzne Laplasove
transformacije, koristec¢i integracionu konturu i Kogijevu integralnu teoremu.

6.4.1 Odredivanje Grinove funkcije

Grinova funkcija u Laplasovom domenu, data sa (6.43), moZe se predstaviti izrazom

G (r8) = — o~y = 0 P5(8) ~vers /33 (6.82)

B dmré2 (S)e A ®.(s) ’

koriste¢i memorijsku funkciju ¢, izraZenu u obliku (6.63), te Grinova funkcija u Laplasovom domenu (6.82) i
stoga (6.43) takode, ima tacku grananja s = 0, zbog ¢lanova u funkcijama ®, i ®. koji sadrze s¢, € € (0,2), kao
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i par kompleksno konjugovanih tacaka grananja so = pye'#o i 3¢, sa ¢, € (g, 7r), u slucaju kada su sg i 59 nule
funkcije ®,, dok, ako su sg i 5y nule funkcije ®., tada su ove tacke takode polovi Grinove funkcije u Laplasovom
domenu. Treba naglasiti, umesto kompleksno konjugovanih nula sy i §g, bilo koja od funkcija @, i ®. moze
imati negativnu realnu nulu takode, a moze i da nema nula.

U slucaju linearnih modela frakcionog reda koji sadrze samo Riman—Liuvilove frakcione izvode reda u inter-
valu (0, 1), datih konstitutivnom jednacinom (2.18), funkcije ®, i . nemaju nula, prema lemi 4.2. u [21], buduéi
da su svi redovi izvoda u intervalu (0, 1), videti (6.66). Sa druge strane, u slu¢aju termodinamicki konzistentnih
frakcionih Burgersovih modela, datih sa (2.29), funkcija ®, moZe imati par kompleksno konjugovanih nula, ili
negativnu realnu nulu, ili da nema nula, kao §to je pokazano u dodatku A u [30], buduéi da je funkcija @,
polinomska funkcija sa najvisim redom izvoda u intervalu (1,2), videti (6.72) i (6.78) za modele prve i druge
klase, respektivno. Kada su u pitanju Cenerovi i anti-Cenerovi modeli, dati u tabeli 2.1, pokazano je u poglavlju
4.2.4, kao i u poglavlju 6. u [2] da i funkcija ¢, i funkcija ¢, mogu imati par kompleksno konjugovanih nula,
ili negativnu realnu nulu, ili mogu da nemaju nula, buduéi da su obe funkcije polinomske funkcije sa najvisim
redom u intervalu (1,2), videti tabelu 6.5.

U Kogijevoj integralnoj teoremi

?{égﬂﬁ) (r,s)e’'ds = 0,
r

integracija je primenjena duz konture I', prikazane na slici 6.12 i uzete tako da se singularne tacke s = 0,
so 1 8¢9 nalaze izvan konture I', da bi se dobila regularizovana Grinova funkcija u vremenskom domenu, pri-
menom inverzne Laplasove transformacije na Grinovu funkciju u Laplasovom domenu regularizovanu glatkom
aproksimacijom Dirakove delta distribucije, dajuci

1 _ N - re
Gg””) (r,t) = — ng) (r,s)e*tds = £t [G(“’) (r,s)de (s)] (r,t) = L1 [ e (e eV (r,t),

27 J g, 47ré2 (s)

videti takode (6.50), pri Gemu je integracija primenjena duz Bromvi¢eve konture Br, tj. duZz konture I'g u limesu
kada R — oo, gde je I'g deo zatvorene konture I" sa slike 6.12, tako da se KosSijeva integralna teorema svodi na

omi G@) (r,t) = — RH—IPOO (Irs,urs, + Irs,urs,) (6.83)

7—0

gde su Ir,,ur,, i Ir,,ur,, integrali duz kontura I's, U sy i I's, U I'sp koji imaju nenulti doprinos, buduéi da za
levu stranu Kogijeve integralne teoreme sledi

9
~ ]. TS
G x st _ 2 o —E e s st
jr < n)etds = i=0 fro s dne= /r dmré2 (S)e #7eTYremds, (6.84)

i

pri ¢emu integrali It,, Ir,, Ir,, Irg, Ir,, Irg i Ir, imaju nulti doprinos u limesu kada R — oo i # — 0.

Ims
I1 I'p:  Bromvic¢eva kontura,
I 1_‘1: S:p+1R7 PE[OaPO}vpozoa
o FQ : s = R(?up, p e [Vg#’o] 3
3 UTlsp 0 s = pe'o, p€[r,R],
R Res F4 : s = felf_a p e [V_SDOv 90()] )
BT po Psa Ul'sp 1 s = pe” "0, p € [F, R,
Tg: s= ReY, pE [—goo,—g] ,
F7Z S:p—iR7. p€[07p0]7p0207
FS . S:SO+TveT¢7 (pe [_7T+(1007@O]a
I Tg: s=35)+7e?, © € [y, T — @l

Tabela 6.8: Parametrizacija integracione konture I'.
Slika 6.12: Integraciona kontura I'.
Koris¢enjem parametrizacije date u tabeli 6.8, integrali u (6.83) se racunaju kao

_ rpel®0

0 targ oo (ool
/ 1 o ‘51 (pei‘f’O)le‘ arg cl-(Pe“PO) e—E /pei‘f’o eptewo eiwodp

< 1 (oo )

1
21 G (r,t) = —— (

4rr

rpefi“/’o

+/°O . 1 o |éz(peiwo)|e7iarg5“("ei%)e—emepte*‘woe—iwodp
0 ]2 (o) o

—iarg é2 (pci‘PO )
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7€fe 5 pte“"oel(gpo arg &, (pei"’o))

- e eommmma (i)
_ L N )]
axr Jy 12 (peio)]

B p —i(gpo—argﬁm(pe“pﬁ))

D ¢<<>>>dp

= i/oo — 1. 7e_m%s(%—argam(pewo)) —e/pcos L ePteoseg
dmr Jo o [€3 (pe'#o))|

y <e—i|ém(;':wo) sin(po—arg am(pew))qu\/ﬁsm%eiptsin%ei(%_arg & (pe#))

o

eis\/ﬁsin%o e—iptsimpoe—i(cpo—arg &2 (pei“’o ))) dp
) 1 00 1 ptcostpofm COS(LPU*arg Cu (peiwo))fg\/ﬁcosg%o
=2i— ——e e

mr /0 |c3 (pe'#o)

r

. . 14 . ~ i ~
X sin (ptsmgpo — m sin (800 —argcy (pe“ﬂo)) + @, — arg é2 ( e %) — 5\[8111) dp,

predstavljajuéi izraz (6.53) za regularizovanu Grinovu funkciju Géx). Ostaje da se pokaze da preostali integrali
u (6.84); imaju nulti doprinos.
Integral duz konture I'y, sa parametrizacijom datom u tabeli 6.8, postaje

0
IFl = L/ %e gjf’ptr‘ﬁa)e sm (p+iR) tdp tJ

Amr Jp, € (p+iR)

0 irR 1+iL -
" amr Jy, @(p+iR)
: 0 ! TbE Re'T pt iRt
~a | e srre T eV TP edp, kada R — oo,
Amr Jp, k2RO

jer je é; (p +1iR) ~ kR3e!T kada R — cosad € [0,1), videti (6.65) sa ki ¢ datim u tabelama 6.3, 6.4, 6.6 i
6.7, tako da je

Po _9
|Ip1| < %/ 1 efﬁRl gcos(%f%) —eVRcos 4eptdp
T Jo

1 Po 1 —R< T _sindT 4 Y2 < )
<4— R3¢ PP VR)ePtdp 50, kada R — oo.
wr 0 K

Treba naglasiti da kada je 6 = 0, prethodni izraz postaje

1
4rk?

Po
|Ir, | < / e FVERPtdp 40, kada R — oo,

zbog regularizacije Grinove funkcije u Laplasovom domenu uvedene sa (6.52). Sli¢na argumentacija daje da
integral It takode tezi u nulu kada R — oo.
Integral duz konture I'y, sa parametrizacijom datom u tabeli 6.8, postaje

¥ rRe
IF :L ’ L e_cl(ljae‘v’) —eV Rel® Rte Reupld@
(

2 ~ i
4y @2 (Rel¥)
1 #o 1 - T?PWSLP — VR
~ 6 kmr2d T e E Re'% ofite’” Re“ﬁdgp kada R — oo,

g
4mr z K2R0el 2

bududi da je ¢, (Re'¥) ~ kR3eif kada R — 0o sa § € [0,1), videti (6.65) sa x i § datim u tabelama 6.3, 6.4,
6.6 1 6.7, tako da je

1 o 1 .,
‘Ip2| < H/ " Rl 4 —7R 2cos((l—%)tp)efax/ﬁcosgeth|cos<p|d<p

1 Yo 1 t|cosp|+—=cos £+ cos((1-%
< — R ( PR Rg (( 2)50)>dcp —0, kada R — oo.
drr K2
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Treba naglasiti da kada § = 0, prethodni izraz postaje

1

4rK?

#o T 5 \/> <P
|Ir,| < / Re_R(t_?)lc‘”‘ple_g RCO“fdgo —0, kada R— oo, za 71 <&kt
Z

Uslov r < kt implicira kona¢nu brzinu prostiranja talasa ¢, = x. Sli¢na argumentacija daje da integral Ir,
takode tezi u nulu kada R — oo.
Integral duz konture I'y, sa parametrizacijom datom u tabeli 6.8, postaje

1 ) 1 Ll
IF4 — T We Cm(rcw)e Emerte felwld(p
wr c..(re
Po T
— T
1 o 1 T e SRS e .
= — ————e w22 e eVie erte Tewldgo
amr Jo. K279eide
1 P01 o Cea-8 i(1=8)e __ mif e,
=i 77’1 S i(1=0)p— %7 " 2e e cVie' 2 (ite idg,
wr K
®o

L7001 45500
= — 1701799 dp — 0, kada 7 — 0,
drr , K

bududi da je &, (7e'?) ~ kF e’f kada 7 — 0sa 6 € (0,1), videti (6.65) sa x i § datim u tabelama 6.3, 6.4, 6.6 i
6.7.
Integral duz konture I's, prema parametrizaciji datoj u tabeli 6.8 i memorijskoj funkciji (6.63), postaje

I o /—71-+<P0 D, (80 + Tv'e“P) efﬁr(so+i~e‘4’) %e_s /750+7’ewe(so+7;ew>tfei‘pid(p
S v D, (50 + 7el¥) '

pa ako je @, (s9) = 0, tada, u limesu kada je # — 0, integral I, tezi u nulu prema prethodnom izrazu, dok ako
je @, (so) = 0, tada se, u limesu kada 7 — 0, integral I, ponasa kao

V2o (s0)

—T+@q P ( ) —orso—F——t—2—— .
0 o \So \/ ®L(s0)el? +0(#2) | —e./S0 nS0txaip:
Ir, ~ — - {0 d
Ts Anr L (I)/s (So) 7 + O (ﬂ)e e e’ re1dy
—7+pg 1 —\/ors 114)7(50) L +O(VF
NiL{)g (so)e_amesot/ YRR YIS veroysioo ( )dcp—> 0, kada #—0,
Ay 0 D’ (s0) + O (7)
zbog
D, (so + 7€) = D, (s9) + P (s9) 7e'¥ + O (%) = ®L (s) 7e'? + O (#*), kada #— 0,
i
1 B 1 B 1
\/(I>E (s + 7el?) \/<I>"E (so) el 4+ O (72) \/CIJ’8 (50)V7eiz /1 + O (7)
1
:—,4—0(\/1;), kada 7 — 0,
VL (s0) Ve
ako je

(bo-S _ie
Re<so ‘I"ESZ;e H§>>0 za @ € (=7 + ¢, ¢0),

transformiSudi se u

1 1 T .
o + 5 A B (s0) — 5 arg L (s0) — £ € (~2.7), 4.

o +arg ®,(sg) — arg @’ (so) € (—2m, 7).
6.4.2 Odredivanje funkcije g

Funkcija §*), data sa (6.59),, uzima oblik

i@ () = Loty = L1 -ves /363
4mtr s 47r s
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zbog memorijske funkcije &, date sa (6.63), videti takode (6.19) i (6.27), tako da funkcija §*) ima s = 0 kao
pol, kao i tacku grananja, zbog ¢lanova u funkcijama ®, i ®. koje sadrze s%, £ € (0,2). gtaviée, funkcija g®)
ima par kompleksno konjugovanih tataka grananja s = pye'o i 59, sa ¢y € (5,7), u slufaju kada su so i 5
nule funkcije @, (funkcije ®.), uz moguénost da umesto kompleksno konjugovanih nula s i 39, funkcija @,
(funkcija ®.) moZe imati negativnu realnu nulu ili moZe da nema nula.

Stoga je u Kogijevoj integralnoj teoremi

%Q(JJ) (r,s)e*ds = 0,
r

integracija primenjena duz konture I', prikazane na slici 6.12 i uzeta tako da su singularne tacke s =0, sg i §g
izvan konture T', da bi se dobila funkcija g*) u vremenskom domenu inverznom Laplasovom transformacijom
funkcije §*) u Laplasovom domenu, dajudi

1

(z) ¢
g (rt) =5~

/ 3@ (r,s)estds = £71 [e_flm} (r,t),
Br

gde je integracija primenjena duz Bromviceve konture Br, tj. duz konture I'y u limesu kada R — oo, gde je I'y
deo zatvorene konture I' sa slike 6.12, tako da se Kosijeva integralna teorema svodi na

27719(36) (7’7 t) = - Rh—r>no<> (IF3aUF3b + IFSaUF5b) - ;% IF47 (685)

7—0

gde su It,, urs,, Irs,urs, 1 Ir, integrali duz kontura I's, UL'sp, I'sq UL'sp i I'4 koji imaju nenulti doprinos, jer za
levu stranu Kogijeve integralne teoreme vazi

() )etds = T I _/ e meStd 6.86
jg (r,s) s = Zpl, sa Ip, 47rrsc e®'ds, ( )

pri ¢emu integrali Ir,, Ir,, Ity Ir,, Ity 1 Ir, imaju nulti doprinos u limesu kada R — oo i #* — 0.
Koris¢enjem parametrizacije date u tabeli 6.8, integrali u (6.85) se racunaju kao

rpelP0
iarg &g <pei¢0 )

1 LA B i ivo
27Tig(17) (,r,7 t) — _H </ me ‘C.’I:(Pc WO) e epte ‘f"OQKPOdp

rpe 190

e 1 - ; —iarg iy (peiwo) rrel®

ég (pel?® e ipg _ T

+ / — e | ‘,(p 0)| ePte” 1<p0dp + hm / Me T ag(7el®) ertc re“"1d<p
o pe 0 re

_ rp i(«Po*arg 5z(pe "’0))
L[ < EEDI
= dmr 0o P

. 7i(¢ _arg &, (pewo))
——re e i¥0 @ —®0 rrel®

—i —

e le=(eei®0)] e |dp — — lim e ex(rei®) gTte'? ide

L[ 1 " Founy] (o mrees (oe70)

“amr o p

% <eiéz(:§‘f’0)| Sin(@ﬁiarg Ca (peiv’o ))eiptSiHSDO

o= Ptlcos el

[¢]

_ eim sin(po—arg & (pei%))e_iptsing;o i / Fe.
Amr Jo

0 — | ptlcosp |+7plcos ©o—arg Cy pe“"o
oL [ (e gy et
dnr Jo p

X sin (ptsincpo - m sin (g, — arg &, (peiwo))> dp + yi- 21(‘007
predstavljajuci izraz (6.58), gde je iskori§¢eno ponaganje ¢, (7e'¢) ~ kitel’f kada 7 — 0sa § € (0,1), videti
(6.65) sa ki d datim u tabelama 6.3, 6.4, 6.6 1 6.7. MoZe se pokazati da preostali integrali u (6.86); imaju nulti

doprinos kao u sluc¢aju ra¢unanja Grinove funkcije u poglavlju 6.4.1.
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6.4.3 Odredivanje asimptotike Grinove funkcije za kratka vremena

Izraz za asimptotiku Grinove funkcije za mala vremena uzima oblik (6.48), ako je brzina prostiranja talasa
konacna, tj. ako aigf_)/g ima konac¢nu vrednost, §to se dalje moze opravdati uzimanjem u obzir asimptotike

regularizovane Grinove funkcije u Laplasovom domenu

~ = 1 rs
G (r,s) ~ G2 (r,s) = e " e V5 za s— o0, (6.87)

£,88y ArK2

koja sledi iz regularizovane Grinove funkcije u Laplasovom domenu (6.49), sa (6.43) i (6.51), a zbog asimptotike
(6.65) memorijske funkcije ¢, i parametara r i § datih u tabelama 6.3 1 6.4, tako da asimptotika (6.87) implicira

G (r,5) ~ G (rt) = —— £~ [e*a\/ﬂ (t - 5)

€,a8y = dnri?

K
1 € _e2
= — 4t/
dmre? 2t/ mt! etz
1 r
-5 (t—7>, t =0, 6.88
drrr? ° K 7 ( )

prema (6.51), dajuéi

1 T
() ~ Q@) T () - __
G (’I", 8) Gaascy (’I“, t) - &ll_I}(l) Ge?asy ('I", t) - 47_‘_,”{2 4 (t KJ) ) za t— 07
§to potvrduje asimptotski izraz (6.48) za Grinovu funkciju.
Integralna reprezentacija asimptotike regularizovane Grinove funkcije (6.88) se dobija primenom inverzne
Laplasove transformacije na (6.87), odnosno

x 1 ~(z st —1 1 —rs _ s
Gg,gsy (r,t) = o /Br Gé)gsy (r,s)e’*ds =L [47rr/<;ze e E‘[} (ryt),

pri ¢emu je integracija primenjena duz Bromviceve konture Br, tj. duz konture I'y u limesu kada R — oo, tako
da je I'g deo zatvorene konture I' sa slike 4.1, §to sledi iz Kogijeve integralne teoreme

f@(f), (r,s)e*'ds = 0,
r

sa integracijom primenjenom duz konture I', date na slici 4.1, dajuéi

2mi G, (r,t) = — Jim (Ir, +In,), (6.89)
7—0

gde su I, i It, integrali duz kontura I's i I's koji imaju nenulti doprinos, jer za levu stranu Kosijeve integralne
teoreme vazi

7
~ 1 rs
7{6’2’723}, (r,s)e’tds = E Ir,, sa Ip, = / T Re Vietlds, (6.90)

e
Amrk2
i=0 Ly

gde integrali Ir,, Ir,, It,, Ir, i Ir, imaju nulti doprinos u limesu kada R — oo i ¥ — 0.
Koris¢enjem parametrizacije date u tabeli 4.1, integrali u (6.89) se racunaju kao

0 in . 00 —in .
__rpe _ i i __rpe _ Tin —ir
/ e e €4/ pe epte elTl'dp / e " e EVre epte e mdp
0

£,38y 4drk?
(o)

1
2mi G, (1, t) = — (

_ 1 Ooefp(tfﬁ) dleVF _ o—ievp | g
drre? Jo P

=92 1 Ooe*p(tfﬁ) sin
dim | (V) do.

i
dmrk?

dajuci integralnu reprezentaciju asimptotike regularizovane Grinove funkcije (6.88) u obliku

G (r,t) = 1

€,88y T An2ri?

/000 e P(t=%) sin (ey/p) dp. (6.91)

MoZe se pokazati da preostali integrali u (6.90); imaju nulti doprinos kao u slu¢aju ra¢unanja Grinove funkcije
u poglavlju 6.4.1.
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()
sr/g
totiku uzima oblik (6.55), koji se dobija koriséenjem Kosijeve integralne teoreme

Ako je brzina prostiranja talasa beskonacna, tj. ako o ima beskona¢nu vrednost, tada izraz za asimp-

nggg (r,s)eds = 0,

u kojoj je integracija primenjena duz konture I', date na slici 4.1, jer je

~ ~ 1 1 .
G (r,5) ~ G (r,s) = Tawt . 7 s oo, (6.92)

asimptotika Grinove funkcije u Laplasovom domenu, videti takode (6.54), a potice od izraza za Grinovu funkciju
u Laplasovom domenu (6.43) sa asimptotikom (6.65) memorijske funkcije ¢, i parametrima x i § datim u
tabelama 6.3, 6.4, 6.6 i 6.7, i ima tacku grananja s = 0, zbog ¢lana s°, 6 € (0,1).

Stoga, da bi se dobio asimptotski izraz Grinove funkcije u vremenskom domenu, primenjuje se inverzna
Laplasova transformacija na izraz (6.92) za asimptotiku Grinove funkcije u Laplasovom domenu, dajuéi

1 1 r1-3

1 ~ F)
G (r,8) ~ G2) (rt) = 5= | G e 5T (1), (6.93)

asy i /g, asy

st _ -1
(7“, s)e ds=L msfé

pri ¢emu se integracija primenjuje duz Bronviceve konture Br, tj. duz konture I'y u limesu kada R — oo, sa I'y
kao delom zatvorene konture I' sa slike 4.1, tako da se Kogijeva integralna teorema svodi na

asy

21 G (r,t) = — lim (Ir, + Ir,), (6.94)
R—o0
7—0
gde su I, i Ir, integrali duz kontura I's i I's koji imaju nenulti doprinos, jer za levu stranu KoSijeve integralne
teoreme vazi

7
~ 1 1 _ra-3
éGgﬁ; (r,5)e*ds = Z Ir,, sa Ip, = / ———e % Zeflds, (6.95)

4rrK2 80
i=0 ry

pri ¢emu integrali Ir,, Ir,, Ir,, Ir, i Ir, imaju nulti doprinos u limesu kada R — co i # — 0.
Koris¢enjem parametrizacije date u tabeli 4.1, integrali u (6.94) se racunaju kao

1 o1 ro1-5 i(1-5)~ ir . & 1 r 1-4 —i(1=§)w —ir s
21 GS@C}); (7” t) = 747”"%2 (/ p5ei5ﬂ' e*;pl ze( 2) epte elﬂ'dp +A pée_iéﬂ' efﬁpl 2e ( 2) epte emdp>
S

1 *1 r 1-§ —i%E s r 1-$i8E s "
lr— = exP °° e 0T —exf 77 T JeTPdp
mre? Jo P

47 K2 0o
1 1 —p(t—Zp 2cos’f
=9 / — p( P Cos2>sin pr2sin— + 07 | dp,
47rk? o

dajuéi izraz (6.55) za asimptotsko ponasSanje Grinove funkcije G;(fg}), za vremena bliska pocetnom u sluc¢aju kada
je brzina prostiranja talasa beskonana. MoZe se pokazati da preostali integrali u (6.95); imaju nulti doprinos
kao u slu¢aju ra¢unanja Grinove funkcije u poglavlju 6.4.1.
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7. Zakljucak

Klasi¢ni Cenerov i anti-Cenerov model (3.1) i (3.2) su frakciono uopsteni razmatranjem njima odgovarajucih
klasi¢nih reologkih Sema, predstavljenih na slikama 3.1 i 3.2, a koje sadrZze opruge opisane Hukovim zakonom
(2.1)1 i prigusnice opisane Njutnovim zakonom (2.1)s, pri ¢emu su klasi¢ne opruge i prigusnice zamenjene
frakcionim, modeliranim frakcionim uopstenjem Hukovog i Njutnovog zakona (2.2), dajuéi ¢etiri modela: dva
koja odgovaraju slikama 3.1a i 3.1b dajuéi frakcione Cenerove modele (3.4) i (3.6) i dva koja odgovaraju slikama
3.2a i 3.2b dajudi frakcione anti-Cenerove modele (3.8) i (3.10). Daljom analizom izvedenih modela usvojeno
je da se oni granaju na asimetri¢ne i simetri¢cne modele, intuitivho oznacene u tabelama 3.2 i 3.3, prema
operatorima koji u njima figuriSu, koriséenjem simbola I i D, ukoliko redovi operatora frakcionog integrala
i Riman-Liuvilovog frakcionog izvoda pripadaju intervalu (0,1), odnosno I" i D* ukoliko redovi pripadaju
intervalu (1,2). Termodinami¢kom analizom, sprovedenom u poglavlju 3.2, pokazano je da nisu svi modeli
termodinamicki konzistentni, te su zasenceni u tabelama 3.2 i 3.3, dok su termodinamicki konzistentni modeli,
predstavljeni u tabeli 2.1.

Analiza energetskog bilansa jednodimenzionog viskoelasti¢nog tela, modeliranog, sasvim uopsteno, linearnim
frakcionim modelom, sprovedena je u poglavlju 4.1 dajuéi da se snaga po jedinici zapremine viskoelasti¢nog tela
moze izraziti preko deformacije (4.2) i preko napona (4.3), a u oba slucaja sadrzi informaciju o elasti¢nim
osobinama materijala, predstavljenim energijom po jedinici zapremine (4.4) i (4.5), kao i viskoznim svojstvima
materijala, predstavljenim snagom disipacije po jedinici zapremine (4.6) i (4.7). Pozitivnost energije i snage
disipacije po jedinici zapremine, koje se sastoje od ¢lanova sa trenutnim doprinosom i ¢lanova memorijskog tipa
i zavise ili od modula relaksacije i njegovih izvoda, ili od funkcije puzanja i njenih izvoda, se obezbeduje ako je
moduo relaksacije, odnosno funkcija puzanja, kompletno monotona, odnosno Bernstajnova funkcija, stoga je u
poglavlju 4.2 koriséen metod Laplasove transformacije kako bi se dobili eksplicitni oblici modula relaksacije o,
izrazenog sa (4.15) preko funkcija US;IP), U(SI:”P) i aﬁ?cp), datih sa (4.16), (4.17) i (4.18), kao i funkcije puzanja
Ecr, 1zrazene sa (4.27) preko funkcija eP) cBP) 5 9P datih sa (4.28), (4.29) i (4.30), koje dozvoljavaju da
moduo relaksacije i funkcija puzanja budu nemonotene, pa ¢ak i oscilatorne funkcije eksponencijalno opadajuce
amplitude, a §to je posledica postojanja polova ovih funkcija u Laplasovom domenu (4.13) i (4.14), ispitanih u
poglavlju 4.2.4. Zatim su u poglavlju 4.3, za formulisane frakcione Cenerove i anti-Cenerove modele, izvedena
dodatna termodnamicka ogranicenja koja suzavaju nametnute termodinamicke restrikcije izvedene u poglavlju
3.2 i obezbeduju pozitivnost energije i snage disipacije, a §to proistice iz uslova da su moduo relaksacije i funkcija
puzanja redom kompletno monotona i Bernstajnova funkcija. U poglavlju 4.4 je dodatno sprovedena numericka
analiza u slutaju modela ITID.ID, videti izraze (4.124) - (4.127), koja potvrduje kvalitativne osobine modula
relaksacije i funkcije puzanja. Frakcioni Cenerovi i anti-Cenerovi modeli, zajedno sa suZenim termodinamickim
restrikcijama, su navedeni u dodatku A.3.

Pretpostavljajuéi deformaciju kao sinusnu funkciju (5.40) i napon u obliku (5.42) kao odziv na sinusnu
deformaciju, u poglavlju 5 je ispitana ekvivalencija izmedu dva oblika energije, data sa (4.4) i (4.5), kao i
izmedu dva oblika snage disipacije, data sa (4.6) i (4.7), poredenjem vremenske evolucije profila na slikama 5.4 i
5.5 u slu¢aju kada ¢, nema nula, kao i na slikama 5.7 1 5.9 u slucaju kada ¢, ima negativnu realnu nulu i kada ¢,
ima par kompleksno konjugovanih nula, pri ¢emu se pokazuje da postoji razlika izmedu profila. Zakon promene
ukupne mehanicke energije (5.34) je iskoriséen da bi se utvrdilo koji od izraza (4.4) i (4.5) predstavlja energiju
po jedinici zapremine skladistenu u viskoelasti¢nom telu, a koji samo ima takav oblik, kao i koji od izraza (4.6)
i (4.7) predstavlja snagu disipacije po jedinici zapremine, a koji samo ima takav oblik. Medutim, buduéi da se
krive na slikama 5.6, 5.8 i 5.10 potpuno poklapaju, izraz za snagu po jedinici zapremine viskoelasti¢nog tela
(4.9) sa energijom i snagom disipacije (4.4) i (4.6) izrazenim preko modula relaksacije i izraz za snagu po jedinici
zapremine (4.9) sa energijom i snagom disipacije (4.5) i (4.7) izraZenim preko funkcije puzanja su ekvivalentni.

U poglavlju 6 je sprovedena analiza propagacije talasa u trodimenzionom, homogenom, izotropnom i viskoe-
lastiénom telu, stoga je analiziran Kosijev pocetni problem na neograni¢enom domenu, predstavljen sistemom
frakcionih parcijalnih diferencijalnih jednacina, koji ¢ine: jednac¢ina kretanja trodimenzionog ¢vrstog tela, jed-
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nacina za deformaciju i konstitutivna jednacina, koja predstavlja frakciono uopstenje Hukovog zakona (6.9) i
opisuje trodimenziono, homogeno, izotropno i viskoelasti¢no telo. Uopstenje Hukovog zakona je dobijeno raz-
matranjem konstitutivne relacije za jednodimenziono viskoelasti¢no telo (6.8), izraZene preko modula relaksacije
agi) i ag‘?, korigéenih da bi se uzela u obzir razli¢ita memorijska jezgra, koja odgovaraju prostiranju kompre-
sionih (¢) i vrtloznih (s) talasa. Koris¢enjem Furijeove i Laplasove transformacije, pomenuti sistem jednacina,
dat sa (6.10) - (6.12), koji podleze pocetnim uslovima (6.13), reSavan je na neograni¢enom domenu sa ciljem
da se dobije oblik polja pomeranja, kao njegovog resenja, te je primenom Furijeove i Laplasove transformacije
na sistem (6.10) - (6.12), sa (6.13), dobijena talasna jednacina viskoelasti¢nog tela u Furijeovom i Laplasovom
domenu (6.17), reSavana za polje pomeranja kori¢enjem dva razlic¢ita pristupa.

U prvom pristupu, nakon skalarnog i vektorskog proizvoda talasnog vektora sa talasnom jednacinom viskoe-
lasti¢nog tela u Furijeovom i Laplasovom domenu (6.17) i nakon primene inverzne Laplasove i Furijeove trans-
formacije, dobijaju se talasne jednacine (6.20) i (6.28), koje predstavljaju uopstenje talasne jednacine (6.6) i
(6.7), gde su brzine kompresionih i vrtloznih talasa, c¢. i ¢s, zamenjene memorijskim jezgrima ¢é. i ¢y, datim
sa (6.19) i (6.27), koji su izraZzeni preko odgovarajuc¢ih modula relaksacije ogi) i agf-), tako da njihove pocetne
vrednosti mogu biti konac¢ne ili beskonagne, implicirajuéi dva razli¢ita slu¢aja (6.21) i (6.23) za kompresione
talasne jednacine (6.20), kao i (6.29) i (6.30) za vrtloZzne talasne jednacine (6.28). Stoga, ovim pristupom se
dobijaju dve talasne jednacine (6.20) i (6.28), izraZene preko skalarnog i vektorskog polja ¢ i €, definisanih
sa (6.20)2 i (6.28)2, kao uopstenja klasi¢nih talasnih jednacina (6.6) i (6.7), umesto jedne jednacine izrazene
preko polja pomeranja, koja bi uopstavala klasiénu talasnu jednacinu (6.1), odnosno ekvivalentno (6.5). Nakon
Sto se izrazi (6.34) i (6.35) za skalarno i vektorsko polje ¢ i € odrede zavisno od Grinove funkcije G(©) i G(®),
polje pomeranja je dato sa (6.36), dajuci Cetiri mogucnosti za resenje, buduéi da Grinova funkcija G(©) i G(*)
uzima dva razli¢ita oblika: (6.53), koji vaZi za r < ¢,t, u protivnom ima nultu vrednost, i (6.56), pri ¢emu prvi
oblik vazi ako je vrednost modula relaksacije u pocetnom trenutku konacna, a stoga brzina prostiranja talasa
¢z, © € {c, s}, takode, dok drugi oblik vazi u slu¢aju kada je vrednost modula relaksacije u pofetnom trenutku
beskonac¢na, a stoga i brzina prostiranja talasa.

U drugom pristupu je koris¢en rezolventni tenzor R kako bi se odredilo polje pomeranja, tako da je talasna
jednacina viskoelasti¢nog tela u Furijeovom i Laplasovom domenu (6.17) predstavljena u matricnom obliku
(6.37), dajuéi polje pomeranja u Laplasovom i Furijeovom domenu (6.39), te nakon primene inverzne Laplasove
i Furijeove transformacije na rezolventni tenzor (6.41), dobija se izraz (6.40) za polje pomeranja kao resenje
sistema jednacina (6.10) - (6.12), koji zadovoljava pocetne uslove (6.13), implicirajuéi da se polje pomeranja
jednostavno dobija primenom rezolventnog tenzora (6.46) na ve¢ poznate poCetne uslove (6.13). Pored izraza
(6.46) za rezolventni tenzor, a koji sadrzi Grinove funkcije G(¢) i G(*)| date sa (6.53) i (6.56), i funkcije g(©) i g(*),
dobijene kao (6.58), takode se dobija izraz (6.47) za rezolventni tenzor, koji jasno pokazuje da se kompresioni
talasi prostiru u pravcu radijus vektora, dok se vrtlozni talasi prostiru u ravni normalnoj na pravac radijus
vektora.

Naposletku su ispitana kvalitativna svojstva prostornih profila koji odgovaraju Grinovim funkcijama G*),
x € {e¢, s}, kroz graficke prikaze numerickih proracuna, pri ¢emu su koriséeni frakcioni Cenerov i anti-Cenerov
model 1" ID.ID, dat sa (6.61), i frakcioni Burgersov model VII, dat sa (6.62), kao predstavnici modela koji
opisuju viskoelasti¢na tela sa beskonaénom brzinom prostiranja talasa i kona¢nom brzinom prostiranja talasa

Cy = ﬁ,/(%, da bi se prikazale vremenske evolucije prostornih profila Grinove funkcije G*), kao i njena

asimptotika.

126



A. Dodatak

A.1 Termodinamicki konzistentni linearni modeli frakcionog reda

Linearni modeli frakcionog reda koji sadrze isklju¢ivo Riman-Liuvilove frakcione izvode reda do jedan, dati su
uopstenom konstitutivnom jednacinom

ZaloD Zb oD El‘t

sa parametrima modela a;,b; > 01 «a;,8; € [0,1],i=1,...,n, j = 1,...,m, a koja se, kako je pokazano u
[28], redukuje na sledeca Cetiri termodinamicki konzistentna slu¢aja, navedena u nastavku sa odgovarajué¢im
termodinamickim restrikcijama.

Case I: Modeli koji imaju isti broj frakcionih izvoda koji deluju na napon i deformaciju i imaju iste redove:

Z a; OD?iCT (t) = Z bl ODtaif: (t) 5

0< <. <an<11—>—> >i>o_
by ~ by

@‘

Case II: Modeli koji imaju nekoliko dodatnih izvoda koji deluju na deformaciju pored frakcionih izvoda koji
deluju na napon i deformaciju i imaju iste redove:

zn:aingw Zb oD%ie ( Z b oD ie (
=1

1=n+1

0<ar<...<a, <B4 <...<B, <11—>—> .> > 0.

l
b1 — be by,
Case III: Modeli koji imaju nekoliko dodatnih izvoda koji deluju na napon pored frakcionih izvoda koji deluju
na napon i deformaciju i imaju iste redove:

n

Z a; ODtaiO' (t) + Z a; QDtaiO' (t) = Z bj 0D?n7m+j€ (t) 5
i=1 j=1

i=n—m-+1

Gnomil o Gnomid2 5 5 O,

by - b ~ by,

0o <...<ap<app1<...<a,<1li
Case I'V: Modeli koji imaju sve redove frakcionih izvoda koji deluju na napon i deformaciju razlicite:

n ‘ m 5.
Zai OD?”O' (t) = Zb] ODtJE (t)
i=1 j=1

0<ar<...<ap, <By<...<B, <1, sa a; #8;, za i # j.

A.2 Termodinamicki konzistentni frakcioni Burgersovi modeli

Osam termodinamicki konzistentnih frakcionih Burgersovih modela, grupisanih u dve klase: prva klasa pred-
stavljena uopstenom konstitutivnom jednacinom

(1 + ay OD? + as ()Dtﬁ + as OD;‘,Y) o (3?, t) = (bl ng + by oDéH_n) £ (.’1?7 t) s
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i druga klasa predstavljena uopstenom konstitutivhom jednacinom
<1 + aq tha + ag ODtﬁ + as ODtBJr??) g (1’, t) = (bl ODtﬁ + b2 ODtBJrU) 9 (l’, fi) 5

pri ¢emu su ay,ag,as,b1,be >0, a, B, u€[0,1],sa a < B, v€[0,2],1in € {a, B}, je formulisano u [9] zajedno

sa restrikcijama na parametre modela koje obezbeduju termodinamicku konzistentnost modela. Zatim su u

[30] nametnuta ogranicenja, koja obezbeduju da je moduo relaksacije kompletno monotona funkcija, a funkcija

puzanja Bernstajnova funkcija, suzavajuéi prethodno nametnute termodinamicke restrikcije modela.
Termodinamicki konzistentni frakcioni Burgersovi modeli zajedno sa termodinamickim restrikcijama i suzenim

termodinamickim restrikcijama su navedeni u nastavku.

Model I:

(1 + a1 0DY 4 a3 oDP + as oD?) o (t) = (b1 oD + by onM) e(t),

b CcOS (p—m)m
2 2
0<a<pB<y<p<l, 1<p+n<l+a —~<a ;
by cosg M
2
bj a‘Sin (#;U)W cos (H;ﬁ)ﬂ'
— 1 b)
by sin W ‘cos (u+2n)7r

sa (1,1) € {(a, 1), (5,2), (7,3)};

Model II:
(1 —+ a1 OD? + as ODtﬁ + as OD%Q) (o (t) = (b1 ODiL + b2 ODéLJra) 3 (t) 5
. —2a) T
1 az |5 % by cos W
-<a<p<pu<l, ——— <~ <ag—m—,
2 a;  sin&F by ’cos (uto)mw
2
. —2a)m
ST | o 2adm gy e ey ‘
aq sin &F cosbt T by % sin (u+2a)7r cos (M-‘rz(l)w )
Model III:
(1 + a1 oD§ + a2 oD} + as tha+ﬁ) o (t) = (b1 oD} + b2 oDy ) e (1),
iy (B=B—a)m (—a)m
as ‘Sm P 2 cos 1T
0<a<p<u<l, a+p>1, =—F——F——<-=<a ,
fsn p as gin W by ! ’cos (u+2a)7r
. —B—a)m —B—a)m . —a)m —o)m
as bm(#f) cos WA= ﬁQ ) b sin (& 5 )T cos 5 )
0 o GBrar o Geprar = p, S U Grar ;
az sin =5 cos =5 b1 sin #5725 | cos W
Model IV:

(1 —+ aq ()Dta + a9 thB + as ()D?J'_B) o (t) = (b1 ng + by oDéH_’B) e (t) s

i (u—a—p) _
0<a<f<pu<l, 1-a<pf<1—( ) a3‘smua2 ﬂ<b2< cos L
SaxpPpxspux> 1, —axpPpxl—-pU—«), ————F———— > 7 X002 y
ay sin(“‘(’%m” by ’COS (;L+2ﬁ)7r
in W=e=Ar| | (u—a—p)r =B (u=B)w
as |51 2 cos F=52T b sin #==T cos £
— <= <a ;
ar sin (I—L*Oé;rﬁ)ﬂ' cos (ufa;rﬁ)vr by sin (u+2ﬁ)7r oS (quQB)w
Model V:
(1 +a10D§ + az 0D} + a3 OD?B) o(t) = (bl oD} + b2 onJrB) e(t),
o (B—28) —
1 as |51 N by cos w
0<a<pB<pu<l, ;<p<l—-(p—0q), ————F— < <ay— ",
2 az  sin &% by ‘cos (ptB8)m
2
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(u—28)m

Sin 3

oS (u—22ﬂ)7r by sin (M—Q/B)ﬂ' oS (M—Qﬂ)ﬂ

: S Sa
um AT (B
azy  sinf cos 5 b1 sin EET eog

as

)

(pt+pB)m
2

Model VI:

(1 +aq OD? + a9 thB + as 0D?+'B) o (t) = (bl QDf + by 0D?+ﬁ) 5 (t) s

as bj cos M

0<a<p<1 >1
_a—ﬁ— ) a+ﬁ— ) ([5+a)7‘r7
2

1
’cos
az _ ba sin (B;a)ﬂ coS (B;a)“ cog BT

<< g —2
as ~ by~ g Bre)w Bty = (Bt
P} 0S 3 P}

COS

Model VII:

(]. + aq ()D;y + as ODt’B + as ()Dzﬁ) o (t) =(b OD'B + by 0D26) € (t) s
1 + (@) b2

2 )

\ 5

0<a<B<l, -<B<

|cos (57r)|

=5
as o2y dag cos2 4dag cos? (BT) 3 as %
as — 2cos? (Br) b = |cos (B)]

(1 + a QD + asg OD ) (b1 oD? +b2 oD?a)e’:‘(t),

<2<* !
2 g1
by~ cos (am)|’

_ _ - 5 _
az _ a; 1— . l1— 4dy cos? (am) b bs < ay .
a; — 2cos? (am) a? = by = Jeos (ar)|

A.3 Termodinamicki konzistentni frakcioni Cenerovi i anti-Cenerovi
modeli

1
2

Model VIII:

1< <1,
- <«
2

Ql‘gw
>

Termodinamicki konzistentni frakcioni Cenerovi i anti-Cenerovi modeli, predstavljeni u opstem obliku izrazom

My

N1 Nz M2
S akolfto (t)+ > bkoDto () = D croli*e () + Y di oD} e (t)
k=1 k=1 k=1 k=1

sa parametrima modela a, by, ¢, dx > 0, ag, By, i, Vi € [0, 1] i navedeni u nastavku, su izvedeni i provereni na
termodinamicku konzistentnost u [1], dok su suZene termodinamicke restrikcije na parametre modela izvedene
u [2], obezbedujuéi da je moduo relaksacije kompletno monotona funkcija, a funkcija puzanja Bernstajnova
funkcija.

A.3.1 Simetriéni modeli

Model ID.ID je predstavljen konstitutivhom jednacinom
(a1 OIta + aso ODE) g (t) = <b1 01? + as 0D?+ﬁ_#) 3 (t) 5
sa suzenim termodinamickim restrikcijama

0<a+B8-—p<l, p<a, B4+p<l,

(2a4-B—p)m . (2a+8—pu)T (2a+B—p)m . (2a+8—u)T
@y COS 53— bj ap sin 5 cos 5 ap sin ~=—5—+=

X X
a2 cos (5"‘2#)” by a2 sin (5"’2#)”

<
cos PHT =y i G

Model ID.DD" je predstavljen konstitutivhom jednac¢inom
(a1 OI? + as th’B) o (t) = <b1 ()Dg + bs 0D?+ﬂ+u) € (t) R
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sa suzenim termodinamickim restrikcijama

1<0¢+B+M<2, ﬁgugl_aa

atp+p)m Qa+p+w)m | |
aq ‘COS 2 < a1 ‘COS T2 |sm 4(2Oé+g+pl)7r bl
— X X .
as coS (#;B)ﬂ as CoS (#;ﬁ)ﬂ sin (H;B)W by

Model IID.IID je predstavljen konstitutivhom jednac¢inom
I ° DY )= (b T £ by (TP 4 pe DY t
aroly +agoly +az oD} ) o (t) 1ol + 020l% +b30D{ ) e (1),
sa suzenim termodinamickim restrikcijama
f<a, v<n, 0<B+y—n<a+2y—n<l, a+y<f+,
az _ bz sin (OH'TU)” cos (OH'TT’)W bz sin (astn)m

2
X 7 — — X 7. — )
a; b1 gin (O“LQ'QY DT cos (QH; W™ by gin 7(‘”2’2* UL

as _bg S5
as by gip BF2=—m
2

B+m)7 (B+n)m bs

(Btm)m
cos 5 — 3

sin

— X 7 R _ 9
COS (B+2’; "7)7‘— b2 Sin w

koje vaze ako je S +n < a+n < 1, u protivnhom se suzene termodinamicke restrikcije ne mogu garantovati, te
su ograniCenja na parametre modela data termodinamickim restrikcijama

f<a, y<n, 0<B+y-n<a+2y—-n<l, a+y<B+n,
(atm)m

(atn)mw
cos ;
bs ‘ 2 az _ by sin-—;

— X X . _ 9
b1 cos M a1 bigin M

(B+m)7 .
bs ’COST %< by sin (B+277)7r

bs cos (ﬁ+2g n)w as bs sin (ﬂ+2; n)m

Model IDD.IDD je predstavljen konstitutivnom jednac¢inom
¥+ az oD} + a3 oD} ) o (t) = (by oI 4 by oDITF7H 4 by (DITTH) £ (1)
ayoly +az2o0ly +~azoly | O 10l 2 0 30t elt),
sa suzenim termodinamickim restrikcijama

O<a+y—pu<l, B<vy p<a y+p<a+fP, y+p<l,

as _ bosin (20‘+§_”)” cos (QO‘H;_”M bo sin 7(2044-;;—#)#
ar by sin(BJ;“)7T cos@ S by sin@ ’
a3 < by sin (2a+gf”)” cos (2a+37“)ﬂ by sin M
ar b1 gin (72“)” cos % S b ogin % ’

koje vaze ako je 2a+ 8 — p < 2a+ v — p < 1, u protivhom se suzene termodinamicke restrikcije ne mogu
garantovati, te su ograni¢enja na parametre modela data termodinamickim restrikcijama

O<a+y—p<l, p<vy p<a, y+p<a+p, v+p<l,

(2atB—p)m .
bo ‘COS 2 ao by sin

by cos EHuT ay by gip BEMT

(204 8—pu)r
2

2
(2a+y—p)m
2

. 2 —_
bﬁ‘cos ag _ bﬁSIH( a+; IDkis

- 7 _ . ~_ AN AN - 7 . N .
by cos W ai by sin (@avLs

2

Model ITD.IDD je predstavljen konstitutivnom jednac¢inom
(al ol% + az oIf + as ODz) o () = (by oIt + by oDY + bs oDV M) £ (1),
sa suzenim termodinamickim restrikcijama
p<pf<a, y<v, a+f+y<1l+p p+r—y<a<l-v,
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0< R 2 Y <2 1
<) a—2u—v S20—B-2p—v< datry—2p—p [S2tT-n<l
bs cos 7(2a+g_“)w as _ bgsin (2a+g_“)ﬂ cos (2a+;_“)ﬁ b3 sin 7(2(”%_“)”

b cos GEADES S a1 b sin Qrm oq (tpn S b osin GRS

Model I'ID.IID je predstavljen konstitutivnom jednacinom

14p—(aty—p)

+ as 0DZ> g (t) = <b1 OI%—HL + b2 OIt 2 + b3 ()Dta+ﬂy_'u> e (t) y

ta—y

1
<a1 01%4—@ + aso OIt 2

sa suzenim termodinamickim restrikcijama

p<a, aty+2(a—p)=3a+y—2u<l,

(1-3a—y+2u)m .  (1—-3a—vy+2u)7 (1—-3a—~y+2u)mw
1 S11 1 Y —

as < by cos by cos

X 7 PV A PV X 7 A )
ay by cos UF 7 2Wm g Uta 1 2u)m bi cos IFa—=2wn 7 2u)m

(14+3a+~y—2p)w
4

b3 sin
— X 7 . _ ’
(1 a+z+2u)7r b2 sin (1 a+z+2u)7r

. 143 —2 143 —2
a b Sll’l( +3a+y—2p)m COS( +3a+y—2u)T
3 < 3 4 4

<=2
az b2 sin

(1—a+~y+2p)7
4

cos
— 2 _
azb cos % < agby sin w + aybs cos W’
2 — _
arbasin CEETZIT by o5 CT _ gy i 0T
in (o= (y+m)m
. (Raty—pm (¢ —p)m  sin=5> (v cos AT
a1b3 sin B E— < agbs cos 5 - M + asb; sin 5 - M .

Model IDD " .IDD" je predstavljen konstitutivnom jednacinom

1+n—(aty—mn)

e 1+ - n=lety—n) 1+
<a1 OI? + asg ODt 2 + as ODt 7) g (t) = (bl OI? 7 + bg ODt 2 + bg th T’) g (t) s

sa suzenim termodinamickim restrikcijama

0<a+y—n<l, v<n a+n+m—-7)=a—-—y+2n<1,

(1+a71+2n)ﬂ' s (1+a71+2n)ﬂ' b2 sin (1+a72+277)7r

(1+a+3y—2n)x’
4

as by sin co!

<=2
ai b1 sin

1 3y—2 1 3vy—2 X
( +a+47 n)m™ COS( +a+4v ks b1 gin

1— —2 . (1— —2
( oz+z n)m sm( a+Z n)m

1—aty—2
as _ bs cos b3 cosw

~X v . P X ;7 — 3
ay by gog =@ ?:L'y+2n)7r sip &=« iv+2n)ﬂ by cog =@ li’y+2n)7r

2y — _
(et2y=mm D= DT s DT
2 2 2
(a+n)m n—v)m (a+2y—n)m
2 2 2

asb; cos

a1bs sin < agbs cos — agby sin ,

(n =) w sin 07 (a + 2y — ) cos (HHT
(aimn + asby sin
2

(a+n)m

a1 b3 sin < agbs cos

2 COS

(atm)r
2 cos LT

Model I ' ID.IDD " je predstavljen konstitutivhom jednac¢inom

1+n—(aty—mn)

1ta—y
(a1 01%+a + as OIt 2 + as ()Dz) o (t) = (bl OI?JF’Yin + bsy ODt 2 + b3 ODern) £ (t) ,

sa suzenim termodinamickim restrikcijama

n<y, at+y+2(y-n)=a+3y-2n<1,
(1+a—~vy+2n)w (14a—y+2n)w
4 4

0s (1+a—1+217)7r

ap sin ap sin ¢ as

1—a—3v+2 . (I—a—3y+2 =7
(-« iv-&- n)m sm( e ?:;H- n)m™ ba

21 <2
b1 cos L==3H2MT = by cog

(1—a=3y+2n)7 . (1—a—3y+2n)7w (1—a—3y+2n)w
1 Sin 1 Y S

a9 < az Cos ag COS
b S po o (I+a—~+2 Tfo—y+2 N (I+a—vy+2 )
by b3 s1n( ta Z+ ks cos( to Z+ us b3 s1nw
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— Qv —
arbycos CEMT Smw < agby cos w
Qv — —
asbysin CF 2V TDT o eos T s DT
2 2 2
s (=) (atn)m
. (a+2y—n)7 (y—m)m sin+— . (a4n)m cos 5=
azby sin S S— < agbs cos 5 o (a+2~21—n)7r + apbs sin 5 - (a+2;—n)7r )

A.3.2 Asimetriéni modeli

Model ITD.ID je predstavljen konstitutivhom jednacinom
| v D7) o (t) = (b1ol¢ + b2 oD} ) e (¢
a1 oly +azolf +az oDy ) o (t) 1olf + 020Dy ) e(t),
sa suzenim termodinamickim restrikcijama

0<asv<a+f—v<1, pB+r<l,
(at28-)m . (at28-)m (oct28-7)m
2 2 2

b1 < sin ol a sin

(atym

X i X i 9
b a3z sin 2 cos% as smw

koje vaze ako je a+ 28 — v < 1, dok ako je o + 23 — v > 1, tada se suzene termodinamicke restrikcije ne mogu
garantovati, te su ogranicenja na parametre modela data termodinamickim restrikcijama

0<asrv<a+p—-—v<l, pB+rv<l,

(at2B8—v)7
2

‘cos (at2B—7y)m
2

ay

a3  cos

b1 cu sin
(ot y)m ‘\@\agsmm?w

Model IDD.DD" je predstavljen konstitutivnom jednac¢inom
(a1 OI? + a2 ()Df + as 0D?> g (t) = (bl ()Dét + b2 0D?+B+#) 9 (t) y

sa suzenim termodinamickim restrikcijama

I<a+pf+p<2, B<ysp<l-ao

QatB+p)m QRotBtpw)m| (9
ay ’cos 5 _ ay ’COS 5 Sln( a+g+u)ﬂ b
21 < = < —
ao cos (H—2ﬁ)7" ao cos (H_2/8)7" sin (l"—Qﬂ)ﬂ' b2

Model I'ID.ID je predstavljen konstitutivhom jednac¢inom
<a1 oIOTPT Ly oY + ag OD?HB_V) o(t)= (bl olf + bo thB) e(t),

sa suzenim termodinamickim restrikcijama

0<a+B-v<l, I1<a+B+rv<2, as<v<1l-4

(a+2p+4v)7 (a2B8+v)m | |
ai ‘COS 2 < ay |©08 2 sin 7(a+2;23+y)7r b1
- — XX — — K — X 7
as  cog W QQ)W as  cos w sin w b
. B+v)m B+v)mw . B+v)T
bj az sin (Btv)m 5 ) cos (Btv)m 5 ) az sin Btv)m 5
X _ ~ . _ N
b2 a3 sin (2O‘+§ T cos (2a+§ T ag gin 7(2a+§ L

Model IDD " .DD" je predstavljen konstitutivnom jednacinom
(mﬂw+a D! +a U“w)auy:@ DY +b Dwﬂw)dw
t 20V 30V 10V 2 0Y¢ )

sa suzenim termodinamickim restrikcijama

1<a+28<2, 1<a+p8+p<2, f<pu<l—a,

QCatB+u)m 2atp+p)m
2 2

. (2
‘cos . ’cos sin %

a1

by
X gi
a2 cos 7T S by’
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b (et | (ot b (et
sin ~—5 S5 as sin-—

b1 < a9
by  asgin (a+227“)” cos (a“g*“)” h

CO!

- — )
as sin 7(a+2g wn

koje vaze ako je 2a+ 8 — p < 1, dok ako je 2ae 4+ 8 — p > 1,tada se suZene termodinamicke restrikcije ne mogu
garantovati, te su ogranicenja na parametre modela data termodinamickim restrikcijama

Qa+B+p)m .
ay ‘COS 2 b1 _ as sm%
— . ST S T T T
as  cos w by  asgin W

Model ID.IDD je predstavljen konstitutivnom jednac¢inom
(a1 ()Ita + a9 ODtB) o (t) = <b1 01? + bo thV + b3 oD?JrBi'u) 15 (t) R
sa suzenim termodinamickim restrikcijama

O<B<V<Q+B_M<1> M<a<1_14
(o+p—p)m b (2a+B—p)m 2atp—p)m
2 < 1 2 2

cos 7(26%27“)”

ay cos

T A XX T K X K )
ag CcOS M b3 as sin % CcOS M as sin %

aj sin aq sin

koje vaze ako je 2a+ 8 — p < 1, dok ako je 2a+ 5 — p > 1, tada se suzene termodinamicke restrikcije ne mogu
garantovati, te su ograni¢enja na parametre modela data termodinamickim restrikcijama

0<fsv<a+pf-—pu<l, p<a<<l-y,

cos 7(2(”57“)”

21‘ Ca+fy)n

bl < aq Sin
(6+2u)7r S by ay sin (B+2u)7r

a2 cos
Model ID.DDD " je predstavljen konstitutivhom jednac¢inom
(101 +a20D] ) 7 (£) = (b1 oD} + by oD + by DI+ ) & (1),
sa suzenim termodinamickim restrikcijama

1<a+p+rv<2, <u<v<Ll—aqa,
(2a+B+4v)mT
2

(2a+p+v)m .
cos €08 5" gin w by
<2
b3

o |
<

(v=pBr = (v=8)m
3 92 cos i

al‘

az  cos

(v=p)m

Sin 2

Model ID.IDD" je predstavljen konstitutivnom jednacinom
<a1 ol + az ()Dtﬂ) o(t)= <b1 oLe TP by DY + by ()D?JrﬁJrV) e(t),
sa suzenim termodinamickim restrikcijama

0<a+pf-v<l, 1<a+p+v<2, f<r<l—o
(a+28-v) (a+28-v) (a+28-v)
« 21171' (e} 2VTFCOSO[ 21/71'

ay

by sin by sin
7 X 7 X
b sin W by gip (et)T cos % as

2
(v=p)m
2

)

i =B
ai by cos sin ~——~+ by cos—;

< = .
(2a+B+v)T sin (20‘4‘24‘1’)7" = b3 (2a+B+v)m
2 2

COS COS
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Osaj Obpazay uuHu cacmasHu o0eo OOKMOpCKe oucepmayuje, O0OHOCHO
O00KMOPCKO2 YMEeMHU4K0o2 npojekma Koju ce opanu Ha Ynusepzumemy y Hosom
Caoy. llonywen Obpazay ykopuuumu uza mekcma OOKMOpcKe oucepmayuje,
0OHOCHO OOKMOPCKO2 YMEMHUUKO2 NPOjeKmd.

[Lman TpeTMana nojaraka

Ha3us npojexra/mcrpaxnBama

KonctutyTBHO MOnenupame M INPOCTHUpPAmkE Tajaca y MEMOPHjCKUM MaTepujaiuma lleHeposor u
aHTu-lleHepoBor Tumna

Ha3uB nHCTUTYIMje/MHCTUTYIHja y OKBHPY KOjHX ce CIIPOBOIM MCTPAKMBAaKbE

[Ipupoano-marematnuku Qakynrer y Hoom Cany

Ha3uB nporpama y oKBHpPY KOT ce peajin3yje HCTPAKHBAH€

KonctutyTBHO MOnenupame M HPOCTHUpamke Tajaca y MEMOPHjCKUM MaTepujaiuma LleHepoBor u
aHTHU-LleHepoBor Tuma

1. Onuc mogaraka

1.1 Bpcra ctyaumje

Jlokmopcka ducepmayuja je pe3yamam meopujckux UCmMpaniCusarsa y OKeUpy Kojux Huje npeosulheno
NpUKyn/barbe No0amaxa.

1.2 Bpcre nonaraka
a) KBaHTHTAaTUBHH

0) KBAIUTATUBHH

1.3. Haune npukymbama nogaraka
a) aHKeTe, YIUTHULH, TECTOBU
0) KIMHNUYKE TPOIEHE, MEUIINHCKH 3aIIUCH, €IIeKTPOHCKH 3PAaBCTBEHH 3aIUCH

B) TEHOTHIIOBHU: HABECTU BPCTY

') aAMHHACTPATUBHU MOJAIH: HABECTH BPCTY

) Y30pIl TKUBA: HABECTH BPCTY

h) caumim, pororpaduje: HaBeCTH BPCTY

€) TEeKCT, HaBECTH BPCTY

Hanuonannu nopran otBopeHe Hayke — Open.ac.rs



K) Mara, HaBeCTH BPCTY

3) OCTaJIO: OTIMCATH

1.3 ®opmar nogaraka, ynorpedsbeHe ckae, KOJIMYNHA 0AaTaKa

1.3.1 Ynorpe6sbern codTBep B popmaT maToTeKe:

a) Excel ¢ajn, naroreka

b) SPSS ¢ajn, natoreka

c) PDF ¢ajn, naroreka

d) Tekcr dajn, natorexa

e) JPG ¢ajn, naroreka

f) Ocrano, narotexa

1.3.2. bpoj 3anmuca (koa KBaHTUTATHBHUX MOJATaKa)

a) 6poj Bapujabiun

0) Opoj Mepema (MCIMTaHuKa, IPOIICHA, CHUMAaKa U CJI.)

1.3.3. [loHoBJbEHA MEPEHA
a) na
0) He

YKOIHUKO je 0ATOBOp /1a, OATOBOPUTH Ha cieacha murama:

a) BPEMEHCKH pa3Mak W3Me]]jy TOHOBJFEHUX Mepa je

0) BapHjabe Koje ce BUIIE IyTa Mepe OHOCE Cce Ha

B) HOBe Bep3Huje (ajiioBa KOjH caJipiKe MOHOB/LEHA MEPEha Cy UIMEHOBAHE Kao
Hamnomene:

Ha nu hopmamu u cogpmeep omozyhaeajy oemerve u 0y20pouny 6aruOHOCH nO0amaxa?
a) lla
6) He

Axko je 002080p He, 0bpaznodxicumu

HaruoHnanHu noprai oTBopeHe Hayke — OPen.ac.rs



2. [Ipukymbame noaaTaka

2.1 MeTopooruja 3a NpUKyIJbamhe/TeHepUCahe MojaTaka

2.1.1. Y okBHUpY KOT UCTPaKUBAUKOT HAIpTa Cy MOAAIM NMPUKYILJbeHU?

a) eKCIIEPUMEHT, HABECTH THUII

0) KOpenanroHO NCTPAXKNBAHE, HABECTH THI

I_I) aHaJIn3a TCKCTa, HaBCCTHU THUII

) OCTaj0, HAaBECTH IIITa

2.1.2 Hagecmu épcme MepHUX UHCMPYMEHAMA ULU CMAHOApoe Nooamaxka cneyupuunux 3a oopeheny
HayuHy OUCyunaury (axo nocmoje).

2.2 KBanurer mojaraka u CTaHIapIu

2.2.1. Tperman HenocTajyhux nogaraka

a) [la mu marpuna caapxu Hegoctajyhe mogarke? Jla He

AXo0 je 0JIroBOp Jia, OAroBOpUTH Ha cieneha nurama:

a) Kounuku je 6poj Henoctajyhux nmonaraxa?
0) Jla 11 ce KOpUCHUKY MaTpHUIe IIpernopydyje 3ameHa Hegoctajyhux nogaraka? la He
B) AXoO je 0JIroBOp Jia, HABECTH CYr'eCTHje 3a TPETMaH 3aMeHe HeJJocTajyhnx nojaraka

2.2.2. Ha Koju Ha4MH je KOHTPOJIMCaH KBaJuTeT nojaraka? Onucaru

Haronasnnu noprain oTBOpeHe Hayke — Open.ac.rs



2.2.3. Ha koju Ha4HH je U3BpIleHa KOHTPOJIA YHOCA MoJIaTaka y MaTpHILy?

3. TpermaH nmogaTraka u npareha 1okymMeHTanmuja

3.1. TpeT™aH u YyBambe NoAaTaKa

3.1.1. I[looayu he 6umu denonosanu y DPEno3UmMopujyMm.

3.1.2. URL aopeca

3.1.3. DOI

3.1.4. Jla u he nooayu bumu y omeopeHom npucmyny?

a) Ha
0) Ha, anu nocne embapea xoju he mpajamu 0o
8) He

Axo je 002060p He, nasecmu paznoe

3.1.5. llooayu nehe 6umu oenorosanu y penozumopujym, aiu fie oumu yygaru.

Obpasnoocerve

3.2 Metanojany ¥ JOKYMEHTAIIWja ToiaTaKa

3.2.1. Koju crannapn 3a meranoaarke he OuTu nmpuMermeH?

3.2.1. HaBecTu MeTarogaTke Ha OCHOBY KOjHX CY HOJAIM JCTIOHOBAHH Y PEIIO3UTOPH]YM.
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Ako je nompebHo, nasecmu memooe Koje ce Kopucme 3a npey3umarbe nooamaxd, AHaiumuyKe u
npoyedypanne uHpopmayuje, FUX080 KOOUuparbe, demasmsHe oOnuce 8apujadbiu, 3anuca umo.

3.3 Ctpareruja u cTaHIapIy 3a 4yBame MOAaTaKa

3.3.1. Jlo xor mepuoza he moganu OWUTH 9yBaHH y PEHIOUTOPUjyMY?

3.3.2. la mu he momany 6utu nenonosanu nox mugppom? la He

3.3.3. la 1 he mmdpa Outn goctymnHa oapeheHoMm kpyry uctpaxusada? Jla He

3.3.4. la tu ce mopary Mopajy YKJIOHUTH U3 OTBOPEHOT IIPUCTYIIA OCIIEe U3BECHOT BpeMeHa?
Ha He

OO6paznoxuTu

4. Be30eqHOCT MOJATAKA M 3aIUTHTA NOBEP/LUBUX HH(pOpMaLMja

OBaj oxesbaxk MOPA OutH nonymeH ako BallM NOJaly YKJbYUyjy JMYHE MOJaTKe KOjH Ce OHOCE Ha
YUECHHKE y UCTPaKUBamY. 3a Apyra HCTpakuBama Tpeda Takolhe pasMOTPHUTH 3aIUTHTY U CUTYPHOCT
MoJiaTaKa.

4.1 ®opmanHu CTaHAAPIHU 32 CUTYPHOCT MH(pOpMaLnja/mogaTaKa

HcTpaknBaun Koju CIPOBOJIE HCITUTHBAKA C JbYANMA MOPajy Jia ce MIPUIAPKaBajy 3aKOHA O 3aIUTHTH
nogaraka o nuu”octu (https://www.paragraf.rs/propisi/zakon o _zastiti_podataka o _licnosti.html) u
onrOBapajyher HWHCTUTYIIUOHAJIHOI KOACKCA O aKaICMCKOM UHTCTPUTCTY.

4.1.2. Jla v je UCTparkuBame 0/J00peHO 0] cTpaHe eThuke komucuje? Jla He

Axo je oaroop Jla, HABECTH AaTyM M HA3WB €TUYKE KOMHCH]jE KOja je 0JI00prIIa UCTPAKUBAHE

Haronasnnu noprain oTBOpeHe Hayke — Open.ac.rs
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4.1.2. Jla 1 mojay yKJbydyjy JTMYHE MOAATKE yUeCHUKA y uctpaxusamy? Jla He

AKO je 0JroBOp J1a, HABEIUTE HA KOjU HAYUH CTE OCUTYPAJH MOBEPJHUBOCT M CUTYPHOCT HH(pOpMaIija
BE3aHUX 32 UCITUTAHUKE:

a) [lopaum HECY Y OTBOPEHOM TIPUCTYITY
0) [lomanu cy aHOHUMU3HUpPaHU
1I) Ocrano, HaBeCTH ITa

5. JIocTYyNHOCT moaTaka

5.1. llooayu he bumu
a) jagHo oocmyntu
6) 00CMYNHU CAMO YCKOM Kpyey ucmpaxicusaya y oopehenoj Hayunoj ooaacmu

y) 3ameopenu

Axo cy nooayu 0ocmynHu camo YCKOM Kpyay UCIMpaxicueaid, Hagecmu noo Kojum ycioguma Moy od ux
Kopucme:

Axo cy nooayu 0ocmynuu camo YCKOM Kpyay UCmparicuéayd, Hagecmu Ha KOju HAYUH MO2Y
nPUCMynumu nooayuma:

5.4. Hasecmu nuyenyy noo kojom he npuxynmsenu nooayu bumu apxueupaHi.

6. Yiore u o1roBOpHOCT

6.1. Hagecmu ume u npesume u mej aopecy 61acHuKa (aymopa) nooamaxa
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6.2. Hasecmu ume u npesume u mejn aopecy ocobe Koja 00paicasa mampuyy ¢ nooayuma

6.3. Hagecmu ume u npesume u mejn aopecy ocobe koja omocyhyje npucmyn nooayuma opyeum

ucmpasrcusavuma
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