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1 Uvod

Teorijska i eksperimentalna istrazivanja osobina niskodimenzionih sistema, (superresetke, tanki
filmovi, kvantne Zice i kvantne tacke), postala su u poslednjoj deceniji veoma intenzivna, pa bi se
moglo reéi da predstavljaju jedan od udarnih pravaca istrazivanja u savremenoj fizici kondezovane
materije. Razlozi interesovanja za ovakve sisteme, kao realnije strukture od neogranienih, su
mnogobrojni, ali ipak treba izdvojiti sledeca tri.

Visokotemperaturski superprovodnici, koji su otkriveni pre petnaestak godina, predstavljaju
slojevite strukture, tj. oni su skup slabo-interaguju¢ih tankih filmova. Logi¢no je pretpostaviti da
se u fizickim karakteristikama tankih filmova kriju koreni visokotemperaturske superprovodnosti.

Drugi razlog naraslog interesovanja za tanke filmove je nagli razvoj tehnike i tehnologije sin-
tetizovanja ovih struktura. Danas se bez veéih teSkota mogu napraviti tanki filmovi sa svega
nekoliko atomskih slojeva.

Treéi razlog je takodje izazvan tehnoloskim napretkom. Novije eksperimentalne tehnike, a pre
svega epitaksija molekulskim snopom, izvanredno su usavrsene, tako da se parametri strukture
od znagaja u konkretnom problemu mogu menjati ,po volji”.

Kako fononi predstavljaju osnovna pobudjenja u kristalima i fononski podsistem je u njima
uvek prisutan, ispitivanje udela i uticaja fononskog podsistema na fizicke karakteristike materijala
poseduje veliki znacaj za teoriju Cvrstog stanja. U ovom radu izvrSena je analiza fononskih
spektara u kristalnim filmovima na bazi metoda dvovremenskih temperaturskih retardovanih
Grinovih funkcija. Ovaj metod, iako ratunski slozeniji od uobicajenog prilaza u kome se ispituje
jednotesti¢na talasna funkcija, odabran je iz sledecih razloga.

1. Iz opte teorije linearnog odziva sistema poznato je da se formiranjem jednacine kretanja za
Grinovu funkciju u optem slu¢aju dobija nova funkcija Grina, €iji je red visi od reda polazne
funkcije. Sukcesivnim ponavljanjem ove procedure dobija se beskonacni lanac medjusobno
povezanih jednagina za Grinove funkcije, koji se koriS¢enjem izvesne dovoljno dobre aproksi-
macije prekida na taj naéin §to se visa Grinova funkcija izrazava pomocu prve nize. Od ovog
pravila, medjutim, izuzeti su tzv. ,kvadratni” hamiltonijani, ¢ije prisustvo obezbedjuje da
se u jednacini kretanja ne pojavljuju Grinove funkcije viseg reda. Kao sto ¢e u daljem tekstu
biti pokazano, hamiltonijan fononskog podsistema superreSetke upravo je takvog oblika.

2. Realni deo pola Grinove funkcije odredjuje frekvenciju (a samim tim i energiju) elementarnih
ekscitacija koje se javljaju u sistemu, dok je reciprotna vrednost njegovog imaginarnog dela
proporcionalna vremenu Zivota ovih ekscitacija (tj. kvaziCestica).

3. Preko Grinove funkcije se mogu izracunati srednje vrednosti fizickih veli¢ina i na taj nacin
povezati mikro i makro svojstva posmatranog sistema.

Da bi se izuéile posebnosti karakteristika fonona u kristalnim filmovima, moraju se prethodno
spomenuti te iste karakteristike u neograni¢enim kristalnim strukturama i na osnovu toga izvrsiti
poredjenje ovih struktura. U radu su posebno izucene i odredjene mikroskopske termodinamicke
osobine: gustina fononskih stanja i Debajeve frekvencije, koje definisu makroskopska svojstva
datog uzorka.
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2 Fononi u kristalima

Najjednostavniji oblik kretanja u ¢vrstom telu jeste oscilatorno kretanje konstituenata od
kojih je sastavljena kristalna resetka (atoma, molekula, odnosno jona) oko odgovarajucih polozaja
ravnoteze. Ukoliko se posmatrana kristalna struktura mozZe smatrati neograniCenom, onda je
ovo oscilatorno kretanje atoma analogno prostiranju talasnih poremeéaja (tj. elasticnih tala-
sa) kroz kristal. Ova ¢injenica implicira moguénost uspostavljanja izvesne formalne analogije
izmedju mehanickih oscilacija sredine i prostiranja elektromagnetnih talasa: naime, slitno kao
Sto elektromagnetno polje vrsi razmenu energije sa drugim sistemima u nedeljivim elementarnim
iznosima hw (tj. fotonima), energija vibracije kristalne resetke takodje je kvantovana, pri cemu
se kvant energije elasti¢nog talasa naziva fononom. S obzirom da nikakav eksperiment direktno
analogan fotoelektricnom efektu - koji predstavlja jak dokaz u prilog kvantovanja svetlosti - nije
do danas izveden sa fononima, postavlja se pitanje eksperimentalne potvrde njihovog postojanja.
Najvazniji dokazi ukljucuju sledece.

1. Udeo resetke u toplotnom kapacitetu ¢vrstog tela uvek tezi nultoj vrednosti kada tempera-
tura tezi nuli. Ovo moZe biti objasnjeno jedino kvantovanjem vibracija kristalne reSetke.

2. X-zraci i neutroni se neelasti¢no rasejavaju na kristalima, pri ¢emu promene njihove energije
odnosno impulsa odgovaraju kreaciji ili anihilaciji jednog ili viSe fonona.

Dakle, fononi opisuju oscilatorno kretanje u posmatranoj kristalnoj strukturi i - s obzirom da se
kristal u smislu njegovih oscilatornih karakteristika moZe smatrati sistemom povezanih oscilatora
- uvode se prilikom kvantnomehanickih analiza linearnog oscilatora, €ija je energija data izrazom:

1
B, = (n+ 5) R, ne(0,1,2, ), 2.1)

a prirastaj energije pri prelasku iz stanja n u stanje n + 1 (tj. energija fonona):
Epi1— E, =R (2.2)

Energija fonona zavisi od mase oscilatora M i konstante koja karakteriSe elasti¢nu silu oscilatora
C: Q= ,/C/M, a impuls mu je jednak p = hk. S obzirom da svaki atom prilikom oscilovanja
trpi uticaje okolnih atoma i istovremeno i sam uti¢e na njihovo oscilovanje, fononi u kristalnim
strukturama ne mogu se smatrati kvantima oscilovanja pojedina¢nih atoma, ve¢ predstavljaju
elementarna pobudjenja ¢itavog kristala.

2.1 Fononi u neograni¢enim strukturama

Potencijalna energija kristala na apsolutnoj nuli (tzv. zamrznuti kristal) data je izrazom:

W=%ZV(ﬁ~n'i), (2.3)

7,m

pri éemu je V(i — 1) potencijal interakcije izmedju dva atoma na mestima 7 i . Na tem-
peraturama, iznad apsolutne nule, atomi pocinju da osciluju tako da trenutni polozaj atoma ne
karakterisu vise vektori 7t i 711, veé vremenski zavisni vektori

a+a(n,t), m4+ualm,t),
gde je @(i,t) = () pomeraj atoma iz ravnoteznog polozaja 7. Tada se mora izvrsiti i prelaz:

V(i —m) = V(i —m) = V{(fi —m) + [@(7) — a(m)]} .
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S obzirom da su na niskim temperaturama pomeraji @(7) mali, koristeéi standardnu teoriju malih
oscilacija, funkcija V se razvija u stepeni red po Dekartovim komponentama uq(7) vektora ()

oko polozaja ravnoteze:

oV (7 — 1
V {(7 — ) + (@A) — G|} = Vo(ii =) + 3 [a—‘(/,f—_;w)] 10 () — ta()] +
1 &2V (7 — 1) B ) ) )
+ 52 8(7i — m)a0(7 — M)p [ua () — ua(m)] [ug(R) — ug(m)] + - (2.4)

o

af

(a i B oznatavaju moguce pro jekcije vektora na ose Dekartovog sistema). Posto svaki atom lezi
u nekoj potencijalnoj jami, iz uslova stabilnosti kristala sledi da je drugi sabirak s desne strane
znaka jednakosti u izrazu (2.4) jednak nuli. Dakle, oscilovanje karakterise samo tre¢i sabirak u
izrazu (2.4) - harmonijski ¢lan. Ako se ovaj ¢lan sumira po svim évorovima i doda mu se kineticka
energija Z M2 (1) /2, dobija se oscilatorni hamiltonijan sistema:

F= M@+ L T Capli= M) luali) ~ ual)) fus() ~us(@] ,  (25)

82V (7i — )

gde su Cop(ft — M) = B = 7)ad(R - ) - Hukove konstante elasti¢nosti.

Kako sile koje deluju izmedju atoma u kristalu brzo opadaju sa porastom rastojanja | i —m
izmedju atoma, to se izraz za potencijalnu energiju moZe napisati na slededi naéin:

1

V(n—m)f\’l—m,

¥y>1.

Tada se izraz za potencijalnu energiju u (2.5) moze napisati u aproksimaciji najblizih suseda, koja
se sastoji u zameni sumiranja 7, m — fi, 7t + A, gde A povezuje atom na mestu 7i sa njegovim
najblizim susedima. Posto je intenzitet A za sve najblize susede isti (idealan kristal!), koeficijent
Cap(N) ne zavisi od A. Na taj nacin oscilatorni hamiltonijan sistema postaje:

H = g %ﬂi(ﬁ) + %aﬂzﬁicaﬁ [ua(ﬁ) — ua(fi £ X)] [uﬁ(ﬁ) — ug(fi £ X)] . (2:6)

2.2 Formiranje fononskog modela

Tako u prirodi nema &istih izotropnih kristala, niti se oni mogu na danasnjem nivou tehnologije
proizvesti, prou¢avanje ovakvih idealnih beskonaénih struktura je opravdano. Na osnovu ovakvih
istrazivanja dobija se kvalitativna slika osnovnih fizickih fenomena, a zakljuéci dobijeni na taj
naéin, kao i primenjeni matematicki formalizam, mogu se prenositi na neidealne strukture, a pre
svega na kristalne strukture sa narusenom translacionom simetrijom.

Idealne beskonatne strukture su kristali sa osobinom translacione invarijantnosti u tri uza-
jamno nekomplanarna pravca. Ovi pravci, koji se uvode u kristalografiji, ne moraju biti uza-
jamno ortogonalni, pa se zato u teorijskoj fizici kondenzovane materije uvodi dodatni Dekartov
sistem. U ovom radu ée biti posmatran samo kristal sa kubnom singonijom, kada su kristalograf-
ski pravci uzajamno ortogonalni i ovih problema nema. S obzirom na to, hamiltonijan sistema u
aproksimaciji najblizih suseda (2.6) moze da se napiSe u obliku:

pr. 1 . \
H=3 o+ 12 5 (s = Uoaz) @)

o, A
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gdejep =M @ - impuls atoma kristala, a M - masa tih atoma. Drugi sabirak sa desne strane
znaka jednakosti predstavlja efektivni medjuatomski potencijal interakcije (Vey i)

Da bi se shvatio primenjeni matematic-
nmy ntl g ki formalizam, priloZena je slika 2.1, koja
n-1n,n analiticki prikazuje 7i-ti atom kristala u

okruzenju svojih najblizih suseda. Radi

jednostavnosti, posmatra se primitivna

kubna struktura sa jednim atomom po e-

ne,n,-1,n, n,n,+1,n lementarnoj Celiji (primitivna ¢elija). Vidi

o- —— —O se da |A|/a moZe jedino da uzme vred-

i Ty T nosti: -1 i 1. U skladu sa svim ovim, izraz

za fononski hamiltonijan (2.7) moze da se
napise u pogodnijoj (razvijenoj) formi:

n+l,n,n
H=T+ Vgy (2.8)
(o] -
iy - pri ¢emu su:
2
Slika 2.1: Atom u okruZenju najblizih suseda T = Po;m 9
> 9u 29)
a;it
Co 2 2
e - e ang+1lny,n: = Yang,nyn: anz—lnygn: = Yosng,nyne
Vess = D 4[(“ 1 u )+ (dain -1 Uanzmyn)”

ang,ny,Nz
2 2
+ (ua?n:yny+1ynz - ua;”zynyynz) + (ua§n:l:,ny_1,nz - ua;n:::nyynz) + (210)

2 2
+ (ua;nz,n,,n,+1 - ua;n,,ny,n,) + (ua;nx,ny,nz—l - ua;n;,ny,nz) ] .

Torzione Hukove konstante Cog su zanemarene u odnosu na konstante istezanja Co = Caq, a
operatori Ugs 1 Pait = Migr zadovoljavaju standardne komutacione relacije:

[Uati, Do) = iR 0ag Oam s  [Uoms Upm] = [Padis pam) =0. (2.11)

2.3 Zakon disperzije fonona

Energetski spektri i stanja, kao 8to je u uvodnom delu naglaseno, bi¢e potrazeni metodom
Grinovih funkcija. U tu svrhu posmatra se dvovremenska temperaturska Grinova funkcija:

St — 1) = ((Uaga(t) | uaym(t))) = Ot — ) ([ (t), uazm ()]s - (2.12)

Dvostrukim diferenciranjem ovog izraza po vremenu i neznatnim sredjivanjem, dobija se:

2 ¢
ML Gt —t) = —insa 86~ ) + 2 ([fpaatt), HO T, wan)he

Uzimanjem ¢’ = 0 i Furije transformacijom ¢ — w u obliku:
1 .
F(t) = o / dw e F(W)
poslednji izraz prelazi u jednakost:

it [ N 1
[ o et {2 s~ MG ) = 5 s, H] | vamlo} =0,
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koja je zadovoljena za:

th 1
~Mw*GRa(w) = —5 dam + T {([Pasis H] | tamm))w - (2.13)
Dalji postupak odredjivanja Grinovih funkcija G2~ (w), zahteva izratunavanje komutatora koji
figurisu u visim Grinovim funkcijama ((-- SEED)! iz gornje jednacine.
[pﬂ;mz,my,mz ) H] = [pﬂ;mz,my,mz ) T] + I:pﬂﬂna:ymyymz ) ‘/eff] =

= [pﬁ;mz,mwmz ’ Veff] = Z %X

ang 1"-y Mz

X {2 [pﬂ;mzymy,mz’ (ua;nm,ny,nz - ua;"z'*'l:ny:"z)] (ua;nz,ny,nz - Ua;n,+1,ny,nz) +

+  2|Pgma,my,ma (“a;nz,ny,nz - ua;nz—l,ny,nz ] (uag nznym; — Uang—1, ny,nz) +
+ 2 [pﬁ;mz,my,m,a ('U'a;n,,nv,n, - ua;n,,ny+1,'nz ] (ua nz,nyne — Yagng,ny+l, n,) +
+ 2 pﬂ;ma:ymyymz’ (ua;nz‘yny:nz - ua;"a:vny_]»’nz)] (ua:nx;nyynz Ug; nx;"y—l nz) +
+ 2 |pgmamymes (Uasng myine — ua;nx,ny,nz+l)] (uo; Nanyme  Yasnz,ny,net +1) +
+ 2 [Pﬂ;m,,m,,,mz, (uo:;ng;,'n,,,,n,z — Ug; nz,ny,nz—l)] Uang,ny,n: — Yomng,ny,n.— )}
— —ih Cot 5,5 [(55.1 — G e By g ) (
=1 af ng+1,mz Ony,my Onz,m. ) \Yasnz,ny.n. “a;n=+1,ny,nz) +
e % RLTILLZ
+ (6*1 o nz_lx'mz(s’nvvmv(sﬂzymz) (“a;nz,ny,nz - ua;nz—ly"yynz) +
+ (5", - 6n:,mz(5nv+1,m,,6n,,m,) (Ua;n,,n,,,nz - ua;nz,nv-f—l,n,) +
+ (6-‘»"71 - an,mx(snv—l mv‘snz:mz) (ua}nz,nyynz - ua§nz:1ny—17nz) +
+ (‘5‘.r'ﬁ 6nz,m:6ny,m,, n,+1 mz) (”a;nz,ny,nz - ua;nz,ny,nz+l) +
+ (6"_7:, 7 6nz,m=6ny,my nz—1 mz) (U’O‘;nzynyynz - ua;”: My Nz )] =

= _thﬂ (G'U‘ﬂ;mzvmyvmz - uB;"nz'i'l,myymz - uﬁ;mz—lymyymz_

- uﬁsz:my+1,mz - uﬁ;mxvmy—lvmz - uﬁ§mm,myymz+1 - uﬁ;”nz:ymy;mz—l) N
Ovde su iskoriséene komutacione relacije za pomeraje i impulse (2.11), kao i definicija Kro-
nekerovog simbola. Dalje, uzimajuci u obzir:

x —_ a -
Gim = an,ny,nz;m:,my,m, = ((Yasnz,nyns | Ugime,my,ms)) (2.14)
i zamenom nadjenih komutatora u jednacinu (2.13) sledi:
2 __th
Mw an,ny,n,,mz,mv,m, - o (snx,mzény,my‘snz,mz Ca (6 Gn:,nv,nz,mx,my,mz

(2.15)

[e 3 o
an+1.ny,nz;mz.my,mz an—lyny,nz;mz,my,mz an,ny+1,nz;mz,my,mz

a ~ G2 - G2
Ng,ny—1,nz;Mz,My,Mz Nz, Ny Nz+lmg,my,m; Nz Ny, Nz—1iMa My, M2

Primenom nove Furije transformacije (7, m — k):

gm Ze'ﬁmEG

?‘f;l_g
£
o
S
RN
Il
2|
J
2
K
>
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na jednacinu (2.15), te nakon neznatnih algebarskih operacija, ona prelazi u:

—A]é > o—i(A—m)E { 2:3/[ ~ G w) w? — 2% (3 — cosagk; — cosayk, — cos azkz)] } =0.
k

Ova jednakost je ispunjena za:

w? h
{ﬁg + 2 (cos azkg + cosayky + cosazk; — 3)] Ggw) = 27: oo (2.16)
odnosno:
h 1 1
Gfw) = —— N | . (2.17)
A47M wo(k) |w —walk) w+walk)

Iz jednagine (2.17) polovi Grinovih funkcija se nalaze kada se imenioci izraza u uglastoj zagradi
izjednate sa nulom. ReSavanjem tog uslova po w = w(k) dobija se trazeni zakon disperzije fonona:

(2.18)

gde je Ea = hQlq = h\/Ca/M . Zbog poredjenja ove relacije sa odgovaraju¢om za film strukture,
zgodno ju je napisati u bezdimenzionoj formi:

k o _ Ba(k
Ealk) =2 \[R(ksky) + S(ks) 5 EalR) = ?E( ). 219
R(ksky) = sin® %kl + sin? %91 ; S(k,) = sin® az2kz .

U aproksimaciji malih talasnih vektora k = (/k2 + kI + k2 i obelezavanjem: a = az = ay = 4z,
poslednja relacija se svodi na:
ER)=ak, (2.20)

Sto predstavlja tipican i poznat izraz za zakon disperzije akustickih fonona!.

1Kvanti mehani¢kih pobudjenja sa linearnim zakonom disperzije se nazivaju akustickim fononima. Pored
njih u kristalima slozene strukture se javljaju i opti¢ki fononi.
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3 Fononi u kristalnim filmovima

Tanki kristalni filmovi predstavljaju ogranicene kristalne strukture kod kojih se uslovi na
granicama razlikuju od onih u unutrasnjosti, tj. translaciona simetrija narusena je duz pravca
normalnog na film (z-pravac).

Z4
SPOLJASNJA SREDINA n,=N.+1
------------------------- ---Tz7
a~nc 2 n,=N,
C: n=N,I
c 3 .

i

"""" SUPSTRAT T =l

Slika 3.1: Poprecni presek (u X/Y — Z ravni) modela kristalnog filma

Ako unutar filma (izmedju grani¢énih povrsina) nema nikakvih deformacija (narudenja) kristal-
ne strukture (kristalna resetka je bez primesa, vakancija i sl.), onda se on naziva idealnim filmom.
U suprotnom, ako ove deformacije postoje (npr. kao posledice dopingovanja stranim atomima),
tada se ta struktura naziva deformisanim filmom.

3.1 Analiza fononskog modela

Posmatra se idealni? tanki film kubne kristalne strukture nacinjen na supstratu nekim teh-
ni¢ko-tehnolodkim postupkom (naparavanjem, spaterovanjem i sl.), &iji su osnovni kristalografski
podaci:

gy =0y =0Q; =Q; NM,NIO8 > N, ~10;

a,f _ oo _ _ .
A T TRm T Cg,ﬁ:i::\' - Cii,ﬁ:kx = Cn.ne1 5
CNz,Nz+1 = CN:+1,Nz = (1 + 7)0 ) 0—1,0 = C'0,—1 = (1 + 5)0 ;&Y= -1,
gde je n, - indeks reSetke duz z-pravca in, € (0,1,2, ---, N;). Na osnovu toga, o modelu se

moze zakljuciti sledeée.
1. Kristalni film poseduje dve beskonatne grani¢ne povrsine paralelne XY - ravnima i to za
2=01z=L,dok u z - pravcima ima kona¢nu debljinu (L).
2. Du? z - ose locirano je N, + 1 atoma.
3. Torzione konstante C*P zanemarljive su u odnosu na konstante istezanja Cq.

2Pojam - idealni, koristi se u smislu nenarusenja kristalne strukture (bez prisustva defekata, primesa i sl.), a ne
u smislu njene prostorne neogranicenosti.



Predrag Ranitovi¢: Termodinamika ultratankih struktura, diplomski rad 10

4. Smatra se da atomi, koji pripadaju grani¢nim slojevima prikazanog tankog filma, intera-
guju sa spoljasnjom sredinom, bez obzira na to sto duz z-pravaca iznad gornje i ispod donje
grani¢ne povrsine nema atoma (motiva, &vorova) filma, ali su granicni atomi ,spregnuti”
izmenjenim Hukovim silama za atome sredine, odnosno supstrata. U skladu sa napred nave-
denim uslovima, konstante elasti¢nosti koje opisuju interakciju atoma grani¢nih povrsina sa
spoljasnjim sredinama (supstrat i npr. vazduh), modifikovane su odgovarajuéim koeficijen-
tima € i 7.

Uzimajuéi u obzir uslove C; = C, (=12, --- ,N,—1,N,) i ¢injenicu da su slojevizan, < —1
i za n, > N, + 1 odsutni, moramo obracunati i sledece:

Uang,ny,j = 0; -1 =27 A Jj2 N, +1; (.7 ¢ [Oa NZ]) )

C.1=(1+4€)C; Cnu1=(1+7)C.

Kada bi bilo: C_; = Cn,+1 =0 (¢ =y = —1), tada bi grani¢ni atomi za n, = 01 n, = N, bili
,zamrznuti”, tj. javio bi se efekat ,krutih zidova”, a ako bi vazilo: C_1 =Cn,41=C (e=7=
= 0), bio bi to efekat ,slobodnih povrsina”.

S obzirom na definisani model, hamiltonijan fononskog podsistema opisanog filma u aproksi-
maciji najblizih suseda ima isti oblik kao i kod neograniéenih kristala - izrazi (2.8-10), ali ga je,
zbog postojanja grani¢nih slojeva, zgodno napisati u razdvojenom vidu:

— P Z
H= T+V;ff+‘/;ff, (3.1)
gde je T - standardan kineticki clan. Potencijal koji uklju¢uje interakcije sa grani¢nim slojevima
je oblika:
1ATEE DY g""-[2(1+»s)(u 2 +2 (1+7) (v )%+
eff - 4 a;n-’ryn'vro ’Y a;nzthyNZ
a;ng,ny
2
2 (Uasna,my,1 — ”a;nz,ny,o) +2 (Uasnany, N, — “a;nx.ny,Nz—l)2 +
(Uasng+1,ny,0 — “a;n:,ny,o)z + (Yagne~1,ny,0 = ”a;nx,ny,0)2 + (3-2)
(“a;nz,ny+1,0 - uo:;nac,nu,o)2 + (”a;nz,ny—l,o - ua;nz,ny,o)z +

2 2
(ua;nz+1,nysz - uQ;”xynysz) + (ua§n=:_1»nv)Nz - ua;nzrny;Nz) +

+ o+ o+ + o+

2 2
(ua§nmnv+1yNz - ua;nx,nv,Nz) + (ua;nzyny““lxNz - ua§n:c1ny1Nz) ] .
Potencijal sa interakcijama koje obuhvataju unutrasnje slojeve je onda slededeg oblika:

N;—1

C 2 2
Vg’f = z = Z [('ua;n,+l,nv,n, “ua;nx,ny,nz) + (ua;nz—l,ny,nz —ua;nz,ny,n,) +
a;ng,ny n.=1
2 2

+ (ua;nx,ny+1,nz - “a;nx,ny,nz) + (ua;nz,ny—l,nz - “a;nz,ny,nz) } + (3.3)
N,—2 ) N,-1 \

+ Z (“a;nx,ny,nzﬂ —“a;nz,ny,nz) + z (“a;nx,ny,nz—l _“a;nz,ny,nz)
n,=1 ny=2

Zakon disperzije fonona se, kao i u prethodnoj glavi, nalazi metodom Grinovih funkcija, trazeci
Grinovu funkciju istog oblika kao i (2.12) pomoéu jednagine kretanja (2.13). Za razliku od jed-
nostavnije situacije za beskonatne strukture, ovde se moraju izraéunati odgovarajué¢i komuta-
tori, odnosno odrediti Grinove funkcije posebno za atome grani¢nih slojeva, a posebno za atome
iz unutrasnjosti filma. Koristeéi u prethodnoj glavi navedene standardne komutacione relacije
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za pomeraje i impulse atoma (2.11), kao i ostale neophodne osnovne definicije, izraCunavaju se
potrebni komutatori impulsa i hamiltonijana.
Za donju grani¢nu povrsinu za koju je m; = 0:
[pﬁ§mzymy»0’ H] = —ih CB [(6 + €) uﬂ;mrymy,o_
- uﬁ;'"a:ymyyl - uﬁ;mz'i’lvmyro - (34)

- uﬂ;m:—l,mv,o - u/3§mzymy+1;0 - uﬂ;"nnmy—lyo] ’
zal<m,<N,-1,

[pﬂ;mz,mv,m;,H] = —ih Cﬁ (6 UBmg,my,mz

- uﬁrmz+1:myyml - uﬂvmz_lvmyrmz - uﬂ)memy+1ymz - (3'5)

- UBm, my—lm; = uﬁ,mzymy,mz+1 - uﬂ)mﬂiymyrml_l)
i kona¢no, za gornju grani¢nu povréinu za koju je m, = N, dobijamo:
[pﬂ;mz,my,Nza H] = —ih CB [(6 + 7) uﬁ;mz,my,NZ—

- uﬂ;m:t:my,Nz—l - uﬁsz"'l:mv,Nz - (36)

—  UBmgy—1,my,N; — UBmz,my+1,N: — uﬁ;mz,my—l,Nz]

Zamenom nadjenih komutatora u (2.13) i preimenovanjem B — a; m — n, dobija se:
-zan,=0,

ih
2 a —
- Muw an,ny,o;mz,my,mz - "'27 nz,mz‘sny,my‘SO,mz -
[0 a o
- Ca [(6 + €) anynyyo;mrymvvmz— an:ﬂy:l;mz,my;mz - an:+1:ny10;m::1myymz - (37)

« a a
Gn:—l,ny.O;mz,my,mz an,ny+l,0;mx,my,mz an,ny—l,o;mz,my,mz] )
-zal<n,<N,—-1,

th

2 a —_— —
- Mw Gn,,nv,n,;m,,my,mz - —27T' 6nzym16nyymy6nz1mz

(3.8)

— Cal6GY . - G2 . -G2 . -
« Mg Ny, Nz Mz, My, Mz ng+1,ny,Nz;Mg, My, M2 nz_llnv)n27mﬂ71mylm2

G [0 _ G [¢3 - G (o2 _ G [0
ng,ny+1,nz;mz,my,Mmz ng,ny—1,nz;Mz,My,Mmz Nz, Ny, Nz+ 1Mz ,my,m2 Nz Ny,Nz—1mg,my,mz J ?

-zan, = N,,
2o _ ih
- Mw Gnmnv,Nz;mz,my,mz - —.2_7; 6n3’m2'6"v’mv6thz -

(3.9)

_ o o _a _
Ca [(6 + 7) an,ny,N,;m,,m,,,m; Gn,,ny,Ng—l;mx,m,,,m, an+1,ny,Nz;m,,my,mz

G [0 3 _G 7 . G [0
nz—1,ny,Nzimaz,my,m; nz,ny+1,Nz;me,my,m; nzny—1,Nz;mz,my,m.

Primenom delimiéne (zbog narusenja translacione simetrije samo duz z-pravaca) Furije trans-
formacije:

1 )
a = G,,-io:- (w) Z e—m[(n:—mx)kz+(nv—m,)ky] G (kz, ky;w) (3.10)

Nz, Ny,Nz;Mx,My,Mz - N:!:Ny nz,Mz
ke .k
£
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na sistem jednacina (3.7-9), i nakon istovetnih algebarskih operacija koje su iskori$¢ene na odgo-
varajuéem mestu u prethodnoj glavi, dolazi se do relacija na osnovu kojih se mozZe uspostaviti
sledeéi sistem algebarskih diferencnih jednacina:

(Qka - E) GO(?mz + Gfmz = K 60,mz
Go?mz + Qk? Glo,"mz + G2O,lmz = K dl,mz
Gl?m; + Qka G2o,‘m, + G3‘7mz = K 52,m,
Gﬂi—l,mz + gkaGnoi,mz + G#z-l-l,mz = K ‘Sn,,mz (3.11)
Gﬁz—S,m, + QkaGI(\);,—Z,m, + Gﬁz—l,mz = K 6Nz_2ymz
GR._om. + 8GN —1m, Tt GRom. = Kon-1m,
Gﬁz—l,m, + (g’? - 7) G]?;,,m, = K 6Nmmz

ih .
gde sw: G2 ;. = G, (ka ky;w), K= L k= /ki+k2 i

2
. 9 kg . o aky _
o = =5 —4sin® — —4sin®* = -2=p. (3.12)
Q2 2 2

Sistem jednagina (3.11) ima resenja koja mogu da se prikazu u obliku Gop = Do/D, gdeje D,
odgovarajuéa zamenska, a D determinanta sistema (obe kvadratne):

po—e 1 0 --- 00 O
1 o1 --- 00 O
0 1 --- 00 O
Dn,+1(0) = . .o e . (3.13)
0 00 o 1 0
0O 00 --- 1 p 1
0 00 -+ 01 =71y

3.2 Spektri i stanja fonona u filmu

Da bi se odredio spektar dozvoljenih fononskih energija, koji se dobija iz (3.12) i na osnovu
osobina Grinovih funkcija, potrebno je naéi polove trazenih Grinovih funkcija. Jasno je da se ovo
svodi na odredjivanje korena (nula) determinante (3.13), odnosno resavanje jednakosti:

Dn,+1(g;6,7) =0 = o= o(e,7); v=123,..,N,+1. (3.14)

Ovaj zadatak u opstem slucaju nije analiticki resiv (moZe se resiti numericki za zadate parametre:
g, vi Ny).
U sluéaju modela slobodnih povrsina, kada su: € = v = 0, ovaj problem ima analiticko reSenje:

Dn,+1(e) = ¢ Pn, () — Pn.-1(0) = Pn,+1(0) - (3.15)

Determinanta (3.13) sistema jednatina (3.11) se izrazava direktno preko karakteristi¢nih polinoma
Cebiseva reda N,. Iz uslova (3.14) slede nule Cebisevljevih polinoma, a uzimajuéi u obzir i izraz
(3.12), jednostavnim algebarskim transformacijama dolazi se do izraza koji daje zakon disperzije
fonona u tankom (strukturno nedeformisanom) filmu:
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w

TR

(k) _, JR+8W) ; (3.16)

[0
R = sin? aks + sin? aky ;. S(v) =sin® aks(v) .
2 2 2
Na ovaj nadin, izraz za mogudée energije fonona po formi je isti kao izraz (2.19) dobijen za idealne
neogranicene strukture, s tom razlikom Sto je tamo k, prakti¢no kontinualno promenljivo (u
intervalu [0, 7/al]) kao 8to su k; i ky, a ovde je izrazito diskretno:

EX(k) =

Q

ko(v) = = —Z

; =123, ...,N; . .
e N. 13 v 2,3, N, +1 (3.17)

. . : 1
Pored toga, uocava se da je: k" =kj"=0; k" =k, (v=1)= z > 0, posto je u

. a N,+2
pitanju tanak film, odnosno N, < (Ng, Ny), it kz* = k™ = . k> =k,(v=N,+1) =
ENZ +1

™ . .. . . . . o
N 12 < —. Izmedju minimalne i maksimalne vrednosti za k,, pa prema tome i za &, (k),
a N, a
postoji jo§ N, — 1 diskretnih vrednosti®. To znagi da fononi u tankim filmovima poseduju ,donji”

energetski gep:

A=Ay = (ks = ky = 0,k, = k™) = 2 sin [ (3.18)

s
2 (N, + 2)] ’
kao i ,gornji”, ali fizicki manje interasantan gep.
Na osnovu ovih rezultata zakon disperzije (3.16) graficki je prikazan na slici 3.2 i to: za idealne
beskonagne strukture (2.19) - isprekidanim linijama, izmedju kojih je on kontinualan, i za tanki
film (3.16) - punim linijama, on je diskretan.

05 1 15 2 g

Slika 3.2: Fononski spektar £ = £, (R) i parametrom S(v)

Primetni su gepovi i energetska diskretnost (za film), koji su isklju¢iva posledica postojanja
prostornih granica.

3Ukupan broj moguéih vrednosti kvaziimpulsa k. jednak je broju energetskih i dvodimenzionih podzona: N, +1.
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4 Gustina fononskih stanja

4.1 Fononska stanja balka

Funkcija spektralne gustine fonona daje raspodelu broja fonona sa razli€itim energijama na
skali frekvencije:
dni . o Ni
ng = T/' 3
gde je N; broj stanja u svim granama spektra (akustickih i opti¢kih) za datu frekvenciju, a
V = N;a® zapremina, u opstem slucaju se moze izraziti kao:

(4.1)

Diw)=VY / (—;% 5w —wg) - (4.2)

Gustina stanja se uvek moze izratunati* ako se zna zakon disperzije w = wy = w(k).
Koriséenjem izraza za gustinu fononskih stanja kompaktno se moze formulisati Debajeva ap-

roksimacija i njena ogranicenja.

e Sve tri akusti¢ne grane spektra karakteriSe u dugotalasnoj aproksimaciji linearni zakon dis-
perzije wi = vk.
e Talasni vektori fonona lezZe u sferi radijusa k,, a ne u celoj I Briluenovoj zoni.

Tada izraz (4.2) postaje jednostavniji:

k

v T 27 D
i _ ‘ 2 _ _
Do) = s / sin 6d6 / di / k2 dk §(w — vk)
0 o o
V w? . .
— 23 za, w<w§?=k;v, (4.3)
0, za w>wy

Ako posmatrani uzorak sadrzi N; elementarnih ¢elija tada je ukupni broj stanja akusti¢nih fonona
jednak N;, a Debajeva frekvencija se odredjuje iz uslova normiranja:

V(wf))3

“p
N,-=/D17(w)dw=m3—,
0

(broj &vorova resetke jednak je broju fononskih stanja) odakle je

wp =QV6r2 ; Q=-—; kj)=1\/361r2. (4.4)
a

SRS

Mada je stvarna gustina stanja vrlo daleko od Debajeve, ocena maksimalne frekvencije je
ispravna po redu veli¢ine. Zamena stvarne gustine stanja D;(w) Debajevom D, (w), moguca je
ako je kristal sa primitivnom elementarnom ¢elijom.

4Gustina fononskih stanja se moZe izradunati i metodom Grinovih funkcija, a definise se preko:
D.(w)=M Ry g;(w), gde je gi(w) spektralna funkcija Grinove funkcije. Ona se moze izraziti kao: g.(w) = 2
k
“D/A
Re {G,—c-(w + ze)} = g [6(w —wi) - O(w+ w,;)] i normirana je na / dw Dg(w) = 1.
k

o
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4.2 Fononska stanja filma

Za slu¢aj posmatranog filma, istim rezonom koji se primenjuje kod termodinamicke analize
neogranicenih sistema, koristimo slede¢i prelaz (za broj dozvoljenih vrednosti k po jedinici za-
premine k prostora):

2o kzD kmax
NzNy(N, +1) / / /
===~ [d k k —w(k 4.
0 kmin (]
) 1 2
gde su: kPe* = % I_NV%’ krin = g N1 Kmax = gy = §V3 672, a kD je za sada neodredjena
z z

najveéa vrednost z—komponente talasnog vektora u film strukturama (k2 < k3*). Uvodjenjem
zakona disperzije u obliku w(k) = 2 g, gde je ¢ = Va?k? + A2, te koriSéenjem uslova normiranja
(prema kome je ukupan broj fononskih stanja jednak broju atoma) dobijamo:

wp k2
N 2m w2 (k)
Ny = [ Dyw) du = (2“f>3 ey [ B ke (4.6)
0 _— krznin
a

gde je wp(k) = aQ/(kR,)? + k2. Nakon resavanja pripadajuéih integrala, izraz za Debajevu
frekvenciju i odgovarajuée komponente talasnog vektora kod filma nalazimo u obliku:

Nf+2 1 Nf 42 m /N2+3N,+3
f = d kf — - 4 . sz Z z )
wl =48 7 =y 8m 7k 7 N, 2 (4.7)

iz Cega se vidi da je k7 < k7%, tj.
k> NZ¥3N,+3
kgex V3 (N, +1)

Trazenjem odnosa gustine fononskih stanja u idealnoj i film strukturi, ali bas na Debajevim

frekvencijama,
Dy(w!) /53 Nf Nf+1 NI +2 18)
Di(wi)  ¥36 N: N{f4+2\ N '

dobijamo da je populacija fonona u filmu mnogo manja nego u odgovarajucoj idealnoj strukturi,
odnosno:

Df(wlfp) < Di(wj)) .
Naravno, ovo vazi uz pretpostavku da je brzina zvuka u obe sredine ista, tj. da je v; = vy. Sliéno
nalazimo i odnos Debajevih frekvencija u oba posmatrana sistema:

wl, _ Br | N{+2
o~ Ve \ NI

koji pokazuje da Debajeva frekvencija ima nesto viSu vrednost u filmu:

(4.9)

wl > Wt
nego u prostorno neogranicenoj kristalnoj strukturi.

Kako su fononi sa Debajevim frekvencijama odgovorni za elektricno i toplotno transportna
svojstva materijala, odavde sledi da ¢e film struktura biti slabiji elektriéni i toplotni provodnik
od odgovarajuéih masivnih struktura, ukoliko medju njima nema hemijskih, odnosno strukturnih
razlika.
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5 Termodinamika fononskih filmova

S obzirom da su osobine anizotropnih struktura uslovljene promenom zakona disperzije,
potrebno je posmatrati ponasanje nekih termodinamickih veli¢ina u cilju dobijanja potpunije
slike o tim osobinama.

Uzimajuéi da, kada k — 0 (u dugotalasnoj aproksimaciji), energije sve tri fononske grane
ostaju razli¢ite od nule, mozemo koristiti disperzionu relaciju (3.16) u nesto upros¢enom obliku.
Uvodjenjem aproksimacija: 4 [sin2 (%) + sin? (%“1)] ~ a’k?, k2 =k2+k2 i A(k.) = ak.E,,
zakon disperzije fonona u filmu ima slede¢u formu:

Ey =/ a?k2E2 + 02(k,) - (5.1)

Medjutim, treba posebno istaéi da je provera fononskog zakona disperzije, kod veoma malog k,
praktiéno nemoguéa, pa se potvrda postojanja fononskog gepa ogleda npr. merenjem niskotem-
peraturskih specifiénih toplota u filmu i u odgovarajucoj idealnoj strukturi. To ¢e ujedno dati
odgovor na pitanje da li postoji gep u fononskom spektru tankih filmova!

U skladu sa ovim, analiziraéemo toplotnu kapacitivnost, ali pre toga moramo izraunati unu-
tradnju energiju ovog sistema, polazedi od standardnog oblika:

-1
Up=3 3 B [eBlP-1] . (5.2)
ka ky ks
Prelaz sa sume na integral se izrazava na slededi nagin®:
kmax
NzNy(N, +1
ZE Z ——)(Nz+1)2—> z y(823+ )a® /d / /kdk
B kakyks ke ky e inin
i ako ga iskoristimo u (5.2) dobijamo:
3NN, (N, + 1)a a2k E2 + A2(k,)
Uy = 47r2 / dk, \/W o (5.3)
kmln
Integral resavamo uvodjenjem smene a’k*E? + Az(kz) = 6%t2, pa sledi:
_ 3Nya 63 t2 3Nsa 63 t2
~mrm | W / 1= o / dk, / ——dt, (64
kmin A(kz)/0 kmin T

pri ¢emu sw: E, = E, akhy, Ny = N;Ny(N: + 1), T = A(k;)/0 i € = 1+(ED/A)2, a
(o0}
A(k,) = ak™=*E,. Ako se podintegralna funkcija razvije u red: (et—1)" Z t i zameni u

prethodnu relaciju, taj izraz prelazi u:

Z

3Nja 6% & _
=" o Zl [ k. / 2 e~Itdt . (5.5)
0 j= kmm

57a razliku u odnosu na ,balkovski” prelaz Z — / dk = / &3k, gde se sa Dekartovih prelazi na sferne
k
koordinate, ovde, zbog ogranitenosti jedne prostorne koordinate, moramo pre¢i na cilindriéne.
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Ovaj integral se reava visestrukom parcijalnom integracijom, nakon cega se dobija konacan izraz

za unutrasnju energiju posmatranog prostorno-ogranicenog kristalnog sistema:
Ty
3Ny ot° 2 2
Ui = e E /{T (2,(D) - Z, (e )] + (5.6)
1
+ 2T(Z(T)-€Z (T +2 [23(T) - Zs( T)I}

min A(KD , 1
gdesw: 71 = A(’Zz ), T = ——Lo—z-—), Akrm)y = A, AKkD)=nd, n= %\/NZ + 3N, + 3,

N,+23 2 oo_r —iX . ..
€ = /14 | —=——V6n? i Z.(X) = E ™" e77X — Dajsonove funkcije reda . Nakon
T ;
j=1

nalaZenja reSenja integrala (takodje visestukom parcijalnom integracijom) iz gornjeg izraza® dobija
se izraz za unutrasnju energiju u sledecem obliku:

oo~ 248 ([ (2) - (2) s (5) -5 3] -
4z [23 G) ~nZ, (g) +neZ, (”f) —¢ 2, (2)] +  (5.7)
e () -n(D)a (B -2 ()

0

pri éemu je uvedena oznaka = za redukovanu temperaturu: = = N

Za nalaZenje izraza za toplotnu kapacitivnost po jednoj elementarnoj Celiji (ovde: po jednom
atomu), krenu¢emo opet od standardnog definicionog izraza:
1 oU; kg ouy 1 k, 0Us

=N, 9T ~N; 88 AN oz (58)

Cs

U skladu sa ovim i izvedenim izrazom za Uy dobija se’:

=gt (7) {[2(2) =74 (3) rrea (5) -2 C)
- (H b 69

-+

1 n ne €
+62 [22 (;) _n? 2z, (;) +2e? Z, (E-) e 7, (<
1 n 7 €
+18 2 [Zs (;) -1 Z, (5> +neZ, (?) —€Z, (;
1 n nE €
e[ (5) -2 ()2 (3) -2 G))
Iz opste teorije fizike kondenzovanog stanja materije, poznato je da se fononski udeo u toplotnoj

kapacitivnosti sistema opisuje kubnom temperaturskom zavisnos¢u. Uvodjenjem bezdimenzione
- redukovane temperature ova zavisnost se svodi na slededi izraz:

+

12 AN
Cb(fl,‘) = -g 7T4Nik8 (E—) 353 . (510)
D

6Obratiti paznju da je: [ Zr(X)dX = —Zr4+1(X).

7Uzeti u obzir da je: iZ, (CODSt) = const Zr-1 (oonst) za 2> 2.
oz z z? T
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Da bismo mogli da uporedjujemo ove zavisnosti, izraze (5.9) i (5.10) ¢emo podeliti sa konstan-
- . ky, (A3
tom &ija je dimenzija jednaka dimenziji toplotne kapacitivnosti: C, = —2‘—9- (—E——> , dakle upored-

o
jivaéemo bezdimenzione veliine.

Na, graficima (slike 5.1 i 5.2) predstavljene su relativne (bezdimenzione) toplotne kapacitivnosti
masivne (idealne - b) i film-strukture (f) u zavisnosti od relativne temperature z za N, = 3

(sl.5.1a,b) i N, = 8 i 48 na slikama 5.2 a i b, respektivno.
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Slika 5.1: Niskotemperatursko ponaSanje toplotnog kapaciteta za balk i ultratanke film-strukture
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Slika 5.2: Niskotemperatursko ponaSanje toplotnog kapaciteta za balk i deblje film-strukture

Vidi se da je u podru&ju niskih temperatura (sl.5.1a) toplotna kapacitivnost niza kod filma
nego kod masivnih uzoraka dok je pri srednjim temperaturama obrnuto (sl.5.1b). Tacka preseka
dve krive na niskim temperaturama se pove¢anjem debljine filma pomera ka nizim temperaturama
(sl.5.1aisl.5.2a,b). Takodje, uocljivo je da toplotna kapacitivnost filma, sa sniZenjem temperature,
brze opada nego kod odgovarajuée idealne strukture ili sporije raste sa povetanjem temperature
— sve do neke vise temperature. Dakle, za zagrevanje filma od neke nize do neke vise tempera-
ture potrebno je utrositi veéu toplotnu energiju po jedinici mase, nego za zagrevanje iste mase
odgovarajuée (sa istim kristalografskim podacima) neograni¢ene strukture do iste temperature.
Ovo je u saglasnosti sa zakljuékom da fononi u filmu poseduju ne-nultu energiju pobudjenja.



Predrag Ranitovié: Termodinamika ultratankih struktura, diplomski rad 19

6 Zakljucak

U radu su istraZeni i analizirani energetski spektri (moguéa energetska stanja) fonona u kristal-
nim idealnim beskonaZnim, tj. neogranicenim i u ograni¢enim stukturama (filmovima), sa primi-
tivnom kubnom resetkom. Na osnovu ovoga se doslo do sledeéih vaznijih rezultata.

1.

Ove analize su pokazale bitne razlike u zakonu disperzije fonona u pomenutim sistemima, kao
iskljucive posledice postojanja granica odgovarajuce strukture, u kojima energetski spektri
poseduju energetske gepove. VeliGine gepova zavise od dimenzija uzoraka (debljine filma) i
veoma brzo — praktiéno paraboli¢ki, opadaju sa njihovim poveéanjem.

Postojanje grani¢nih uslova ima za posledicu promenu energetske zone fonona. U odnosu na
zonu dozvoljenih energija idealnih struktura sa prakti¢no kontinualnim rasporedom, zona
fononskih dozvoljenih energija u filmu je izrazito diskretna. Ona se sastoji od dvodimen-
zionih podzona. U svakoj od podzona energija uzima kontinualne vrednosti. Poveéanjem
broja slojeva filma povecava se broj diskretnih stanja unutar zone dozvoljenih energija.
Spektri fonona u film-strukturama poseduju donji (kao i jedan gornji) energetski gep. Posle-
dica postojanja donjeg energetskog gepa moze da se tumaci na slede¢i nacin: on odgovara
energiji osnovnog stanja fononskog sistema i predstavlja najmanju energiju koju treba uloziti
da bi se u filmu pojavili akusticki fononi (opti¢kog tipa). Sve do te energije (aktivacione
temperature) fononi se mogu nalaziti samo u nekim od vezanih stanja, npr. sa elektronima
u Kuperovim parovima. Do te temperature ceo sistem se ponaSa kao zamrznut.

Gustina fononskih stanja tankih filmova na niskim temperaturama je znatno manja od
gustina fononskih stanja masivnih struktura. To znagi da su usled prisustva granica fononi
,pritisnuti” ili ,potisnuti”. Oni verovatno mogu da se nadju samo u nekim vezanim ili
spregnutim stanjima (npr. u vidu stoje¢ih talasa). Debajeva frekvencija, kao i intenzitet
Debajevog talasnog vektora fonona u tankim filmovima na niskim temperaturama su veci
(skoro dva puta) od odgovarajucih veli¢ina kod masivnih struktura.

Ove analize su pokazale da je fononski udeo u termodinamickim karakteristikama (toplotna
kapacitivnost) znatno veéi u prostorno ogranicenim strukturama nego u neogranicenim i da
se taj uticaj drasti€no pojacava sa smanjenjem prostornih dimenzija.
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