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1 Uvod

Metode varijacionog racuna i analiticke mehanike imaju veliku primenu u reSavanju
problema optimizacije. Osnovna ideja varijacionog ra¢una u primeni na fizicke procese je u
tome da tokom procesa neki od fizickih parametara imaju stacionarnu, a ¢esto i ekstremnu
vrednost. Taj parametar se naziva dejstvom. Zahtev varijacionog racuna je i da od svih mogucih
procesa koji se odvijaju u zadatom intervalu vremena samo stvarni proces dejstvu zadaje
optimalnu vrednost. Principi na kojima se zasniva optimizacija ovakve vrste se nazivaju
varijacioni principi. MoZzda najpoznatiji od varijacionih principa je Hamiltonov princip.

Jedan od problema klasi¢éne mehanike, Koji se definiSe preko svojstva koje izrazava
minimalnost fizicke veli¢ine, u konkretnom slu¢aju vremena, je problem brahistohrone. Ime
nosi iz grckog jezika: fpayiotoc $to znaci najkrace i ypovog $to znaéi vreme. Problem
brahistohrone je predstavio Johan Bernuli 1696. godine u nau¢nom ¢asopisu Acta Eruditorum
(videti [4]). On je pozvao sve matematicare sveta da rese sledeci problem: ,,4dko su date tacke
A'i B u vertikalnoj ravni, kakvu trajektoriju opisuje materijalna tacka koja krece iz tacke A i
stize u tacku B za najkrace vreme, ako na nju deluje samo gravitaciona sila?“ Dobio je
odgovore od Njutna, Lajbnica, Lopitala i svog brata Jakoba Bernulija. Svi su dosli do istog
reSenja, da je kriva segment cikloide, prikazane na slici 1.1, koja se dobija kao trajektorija
fiksirane tacke na kruznici koja se kotrlja. Jakob je kasnije formulisao i tezi problem
brahistohrone i u njegovom reSavanju koristio nove metode, koje su kasnije Ojler i Lagranz
obradili i uobli¢ili u varijacioni racun.

-

_ ‘j\—k____//
sl. 1.1 Cikloida

Johanovo resenje je bilo posebno interesantno. Zasnovao ga je na Fermaovom principu, koji
kaze da svetlost izmedu dve tacke putuje tako da stigne za najkrac¢e vreme. Umesto da posmatra
kretanje fizickog tela, pitao se kako bi se umesto njega kretala svetlost koja prolazi kroz mnogo
sredina sa razli¢itim indeksima prelamanja (sl. 1.2), tako da pri svakom prelamanju dobije
drugaciju brzinu, sli¢no kao i telo koje ubrzava u gravitacionom polju. Koris¢enjem Snelovog
zakona i zakona odrzanja energije doSao je do jednacine cikloide.

sl. 1.2 Metoda Johana Bernulija
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U ovom radu biée predstavljene metode za reSavanje problema brahistohrone u neviskoznoj
i viskoznoj sredini. U neviskoznoj sredini bi¢e razmatran problem koji je formulisao Johan
Bernuli, kao i kretanje tacke po povrsini cilindra. Trazi¢e se reSenje Bernulijevog problema
direktnom metodom u implicitnom i parametarskom obliku, kao i koris¢enjem Hamilton-
Jakobijeve metode. U viskoznoj sredini ¢e se razmatrati problem brahistohrone u vertikalnoj
ravnil.



2 Ojler-Lagranzeve jednacine kao posledica Dalamber-
Lagranzevog principa

Posmatra se sistem od N cestica ¢ije je kretanje ogranic¢eno sa m holonomnih veza
fj(xk,yk,zk, t) =0, (] =1, 2,...,m), (2.2)

gde je indeksom k = 1,2, ..., N oznacena neka Cestica. Usled postojanja veza, broj nezavisnih
promenljivih, odnosno broj stepeni slobode sistema je n = 3N — m.

Umesto Dekartovih koordinata xy, vy, z,, moze se uvesti skup od 3N veli¢ina q4, q5, ..., g3y
koje potpuno odreduju polozaj sistema. One su uvedene tako da su Dekartove koordinate
funkcije veli¢ina q4, g5, ..., q3n:

x1 = %1(q1, 92, - Gan),

X3 = %2(q1, 92, -, G3n), 2.2)

zy = zy(q1, 92, -, G3n),

tako da se jednacine (2.2) mogu resiti po veli¢inama qq, q,, ..., qzy. AKO se tako napisane
Dekartove koordinate ubace u jednacine veza (2.1) dobice se jednacine veza u funkciji novih

veli¢ina g4, q3, ..., 3n:

f}(qli QZ’ ""q3Nl t) = O) (] = 1! 2: "-1m)- (23)

Takode, jednacine veza povezuju m veli€ina q; pa je broj nezavisnih veli¢ina isto dat sa n =
3N — m. Ako se zavisne promenljive oznace sa Gn41, Gns2s - » Qnem SiStem od m jednacina
zavisnih promenljivih u funkciji od nezavisnih je

Gn+1 = Gn+1(q1, G2, -, G 1)

Qn:FZ = qn+2(q1, 92, -, Gns t) 2.4

An+m = Qn+m(Q1: qz, -, qn, t),

gde je vreme t dato kao parametar. Nakon uvrstavanja funkcija datih sistemom jednacina (2.4)
u sistem jednacina (2.2), dobiju se relacije u kojima Dekartove promenljive zavise samo od
nezavisnih veli¢ina q4, g5, ..., @, | Vremena:

xl = xl (Ch; CI2; ey qni t);

xZ = xz(Ch; CI2; "'anl t); (2 5)

ZN = ZN ((h; CI2; ey qni t);
5



Sto se u vektorskom obliku predstavlja kao 7, = 7 (g1, 92, .-, qn, t) gde je k =1,2,...,N.
Polozaj svake Cestice sistema je u svakom trenutku potpuno odreden skupom nezavisnih
veli¢ina q4,q,,...,q, 1 one se tako definisane nazivaju generalisanim koordinatama.
Generalisane koordinate se ne odnose na pojedina¢ne Cestice u sistemu, ve¢ odreduju poloZzaj
sistema kao celine.

Kao $to je vec¢ receno, Cestice sistema krecu se u skladu sa vezama (2.1). Takva kretanja se
nazivaju moguéim i ne moraju se nuzno poklapati sa stvarnim kretanjima. Razlika dva moguca
elementarna pomeranja Cestice, koja se odvijaju za isto vreme, naziva se virtuelno pomeranje.
Ako su dva elementarna mogucéa pomeranja &estice k data sa d7, i d'7, tada je virtuelno
pomeranje

SFk = dlfk - df')k (26)

Dalamber-Lagranzevog princip se izvodi polaze¢i od osnovne jednacine dinamike za
prinudno kretanje

ma’k = ﬁk + ﬁkl (k = 11 2' "'IN)I (27)
gde md, predstavlja fiktivnu silu inercije, ﬁk predstavlja aktivnu, a ﬁk reaktivnu silu.

MnozZenjem obe strane prethodnog izraza sa 67}, i sumiranjem po broju ¢estica se dobija

N

N
Z(ﬁk — My By) - 6 = — Z R, - 67 (2.8)

k=1 k=1

Ukoliko su veze holonomne, tada su reakcije idealne, a za idealne reakcije vazi da je izraz sa
desne strane jednacine (2.8) jednak nuli (videti izvodenje jednacdine (6.16) u [1]), pa je
Dalamber-Lagranzev princip okarakterisan izrazom

N
k=1

Jednacina (2.9) u sustini znaci da se svako kretanje koje proizvodi idealne reakcije vrsi tako da
je ukupni rad svih, kako aktivnih sila, tako i fiktivnih sila inercije na bilo kojim virtuelnim
pomeranjima Cestica sistema uvek jednak nuli.

Elementarni rad na virtuelnim pomeranjima dat je jednacinom

N
k=1



Kako su vektori poloZaja funkcije generalisanih koordinata i vremena, odnosno kako je 73, =
7 (41, 92, -, qn, t), virtuelna pomeranja definisana izrazom (2.6) se mogu zapisati u slede¢em
obliku:

n
5 ark O?k a?k ark ark
6t = ) —d’ —dt — . ——dt= ) —04q;, 2.11
Tk = 4 dq; 9+ 5 94, at 434, q‘ (@11)

i= i=1 i=

gde je 8q; = d'q; — dq; virtuelna promena generalisane koordinate. Rad u generalisanim
koordinatama je, prema jednacinama (2.10) i (2.11), dat izrazom

6A = Z (Z F - ark) 6q; = Zn: Qidq;, (2.12)
i1

. . . s or
gde je uvedena generalisana sila Q; = YN_, F, - 6—2".
i

U cilju izvodenja Ojler-Lagranzevih jednacina polazi se od Dalamber-Lagranzevog principa
(2.9) zapisanog u obliku

N
Z ﬁk 6Tk z mkvk 6Tk = 0. (2.13)
k=1

Prvi ¢lan u jednacini (2.13) predstavlja elementarni rad sila na virtuelnim pomeranjima sistema
(2.10) dat jednac¢inom (2.12), odnosno

=2

n
Fo:8F = ) Qi8q. (2.14)
k=1 i=1

Drugi ¢lan u jednacini (2.13) se transformise tako da moze da se napise preko parcijalnih izvoda
kineti¢ke energije. Naime, uzimajuci u obzir jednac¢inu (2.11) drugi ¢lan u (2.13) postaje

= 97 .
Z mkvk STk = Z mkvk rk Z (Z mkvk > Sql (2.15)

- 6rk —'> 6rk
Vg *

o7 d
—~ moze izraziti iz jednakosti —(vk
d aq; 2q;

0q;

d o

S obzirom da se v -—= FrET
i

+ U -
prethodni izraz postaje

C s . ark L d )
My Uy - 61y = mkvk mkvk "qtoq, 8q;. (2.16)
k=1 !

i=1

S
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o7
Koriste¢i osobinu nezavisnosti operacga — | , 1z prethodnog izraza se moze izraziti d—a—k
l

ad dT‘k avk a_) avk
o0 dar = aq; . Takode vazuaql =% ,pa (2 16) postaje

N n N
kY 5 d N avk avk
Z mgvVy - 67']( = z EZ myvyg - z mkvk 6ql (2-17)
k=1 i=1 k=1

.. .. .o oy .. 1 - - . . . .
Parcijalni izvodi kineti¢ke energije T = EZ’,lekvk U, po generalisanim koordinatama i

brzinama su
aT N aﬁk . z 2.18)
— = ) myU- i m :
0qi & " 9g; aql L ’”‘a
iz Cega sledi
Z 57 Z(d aT 6T)6 (2.19)
Mt St = ) (7 aq;, aq) T |
pa je na osnovu (2.14) i (2.19) izraz za Dalamber-Lagranzev princip (2.9) u generalisanim

koordinatama

LA P
i \dtdq; 0q; @1)0a: =0 (220

Kako su sve generalisane koordinate, a samim tim i njihove varijacije medusobno nezavisne,
uslov da izraz (2.20) bude jednak nuli je da za svako i izraz u zagradi mora biti jednak nula,
odnosno vaze jednacine

————=0, (=12.,n), (221)

koje se nazivaju Ojler-Lagranzevim jednacinama.

Ukoliko postoji funkcija oblika V =V (q;, g;,t) 1 ukoliko se generalisane sile Q; mogu
napisati na slede¢i nacin:

ov. d av

— t—= 1 =1,2,.. 2.22
aql + dtaql ) (L ) &y ln)l ( )

Qi=—



tada se generalisane sile nazivaju potencijalnim, a V =V(q;,q;,t) se naziva uopstenim
potencijalom. Ojler-Lagranzeve jednacine (2.21) se zamenjivanjem generalisanih sila u obliku
(2.22) mogu zapisati u obliku

doT or oV  d oV

- T 5 Y .:1F2I"'F ) 223
a3, 9q. oq Tataq, G n) 223

Sto, ako se uvede Lagranzeva funkcija, ili LagranZijan, L(q;, ¢;,t) = T — V, se moZe zapisati U
obliku

S0 (=1,2..,0). (2.24)

U slucaju kada uz potencijalne sile postoje i nepotencijalne, za generalisane sile se moze
uzeti

ov. dav

A T * =12 .. 2.25
Ql aql+dtaql+Qll (l )~ ln)l ( )

gde Q; predstavlja nepotencijalne sile. Ojler-Lagranzeve jednacine (2.21) su tada

— =, (=121 (2.26)

Prvi integral Ojler-Lagranzevih jednacina (2.26) moze se izvesti ukoliko Lagranzijan ne
zavisi eksplicitno od vremena, odnosno ukoliko je L = L(gq;, q;). Tada, totalni diferencijal po
vremenu tako definisanog Lagranzijana daje slede¢u jednakost:

n

ar. _ z (___+——). (2.27)

i=1

Sa druge strane, polazeci od Ojler-Lagranzevih jednacina (2.26) i njihovim mnozenjem sa g; i
sumiranjem po i dobija se jednakost

i%(%) qi = Z (3—; q; + QZ‘C’IL')- (2.28)

n
i=1 =1

. . . JaL . . . i ..
Diferenciranjem 35, di po vremenu, pa sumiranjem po i dobija se
l

id(@L,)_id<aL>.+naqui -
Zodt\ag, 1) = Lidc\ag,) £,9q; at’ (2.29)
i=



Sto koriS¢enjem jednacina (2.27) i (2.28) daje

zn:d(aL_)_Zn:(aL. N *_>+dL Zn:aL_ (2:30)

odnosno

d
dt ( aql ql - L) z Ql QU (2.31)

Sto formuliSe zakon promene Hamiltonijana, gde je H = Y1 1a ql L, odnosno, ukoliko su

nepotencijalne sile jednake nuli, prvi integral kretanja, tj. zakon odrzanja:
n
aL .
Za— . — L = C = const, (i=1,2,..,n). (2.32)
i=1

U slucaju da su generalisane koordinate Dekartove, tada Hamiltonijan (2.32) ima smisao
ukupne energije sistema te je izrazom (2.32) dat zakon odrzanja energije.

Sadrzaj ovog poglavlja baziran je na teoriji iz [1].
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3 Varijacioni problemi

Sadrzaj ovog poglavlja, baziran na [3], daje teorijske osnove varijacionih problema, a za vise
detalja pogledati i [1] i [2].

3.1 Varijacioni problem bez ograni¢enja

Skalarna veli¢ina I, data integralom oblika

I = fxlF(x,y(x),y’(x))dx = .l-XIF(x)dx, (3.1.1)

X0 X0

naziva se funkcionalom. Izborom funkcije y, funkcional kao rezultat daje razli¢ite brojeve za
poznati oblik zavisnosti funkcije F od nezavisne promenljive x, zavisne promenljive y = y(x)
i njenog izvoda y' = Z—z. Varijacioni problem podrazumeva odredivanje funkcije y = y(x),
zadate na poznatom intervalu [x,, x, ], tako da funkcional I dostize ekstremnu vrednost.

Uvodi se pojam sinhrone varijacije funkcije
5y(x) = y(x) —y(x), (3.1.2)

s obzirom da se funkcije y i y posmatraju u istoj tacki, gde se pretpostavlja da je varijacija mala,
tj. davazi |6y(x)| < |y(x)| . Funkcija y je optimalna u smislu da pri njenom izboru funkcional
I ima ekstremnu vrednost, a funkcija y je varirana funkcija, odnosno funkcija koja se od
optimalne razlikuje za malu vrednost. Moze se re¢i da funkcional I ima ekstremnu vrednost
kada je varirana funkcija jednaka optimalnoj, y = v, tj. kada su vrednosti funkcionala I koji
odgovara funkciji y i vrednost funkcionala I koji odgovara funkciji ¥ jednake. Varijacija
funkcionala I se defini$e analogno varijaciji funkcije izrazom

Sl=T-1 (3.13)

Kada je varijacija funkcionala jednaka nuli, tada funkcional ima ekstremnu vrednost, tj.
kriterijum optimalnosti glasi 61 = 0. Koris¢enjem funkcionala u obliku (3.1.1), za varijaciju
funkcionala (3.1.3) se dobije

X1 _ X1 X1 _ X1
5l = j F(x)dx — f F(x)dx = J F(x,9,y")dx — J F(x,y,y)dx
Xo

Xo X0 X0

) i} (3.1.4)
= j (F(x,g_/,;') — F(x,y,y')) dx = J SFdx.

X0

11



Koris¢enjem definicije varijacije funkcije (3.1.2), varijacija funkcionala (3.1.4) se moze
zapisati na slede¢i nacin:

X1
61 = f (FOx,y +68y,y' +6Y) — F(x,y,5"))dx. (3.1.5)
Xo

Razvijanjem prethodnog izraza u Tejlorov red u okolini tacke (x,y, y") se dobija

X1
6l = f <F (xyy y’)) dx
X0
J‘x (aF oF ’)d f"l 6F6 J +fx1 oF
= ; X = a4 X 7
xy \OY dy xy 0V Y x OV

Ukoliko se pretpostavi da vazi y' = 7', odnosno da se varijacije izvoda funkcije ne odreduju
nezavisno od varijacije same funkcije, nego kao izvodi varirane funkcije, tada je izvod varijacije

ay'
(3.1.6)

jednak varijaciji izvoda, fj. vazi — 6y == (3—y) =¥ —y' =y —y' =82, §o je u
konciznijem zapisu

(6y) = 6y'. (3.1.7)
Koris¢enjem jednacine (3.1.7), izraz §y'dx se moze izraziti na sledec¢i nacin: 8y’ = ;—X(Sy
odakle je 6y'dx = d(8y), te izraz (3.1.6) postaje

o1 jxlaFSd +JX1aFd(6) (3.1.8)
= —oyax 7 y A,
%o dy o 0

Drugi integral iz prethodnog izraza se moze resiti primenom parcijalne integracije, uzimanjem
smenau = g—yFI i dv = d(Jy), pase zaizraz (3.1.8) dobije

6l = MaF(S d (6 1) )X1 d aF)S d
_j—yx+ yx_fxdx(ay yax,
0

x, 0V oy’

(3.1.9)

51—(6F5) +
ay’ Y %o

Ukoliko su polozaji (xq,yo) 1 (x1,y,) fiksirani, vazi da je varijacija funkcije u grani¢nim
tackama x0 i x; jednaka nuli, tj. vazi da je dy(xy) = dy(x;) =0, pa je samim tim i

G o)l

= 0. Tada, ukoliko je kriterijum optimalnosti 61 = 0 ispunjen, mora vaziti

Xo

12



fxl(aF d aF)S dx =0 (3.1.10)
— ———=—|oydx =0, L.
x, \0y dx0dy

a kako varijacija 8y(x) za proizvoljno x nije jednaka nuli, zakljucuje se da je

OF d OF _

=0,
dy dxay’

(3.1.11)

¢ime se dobija Ojler-Lagranzeva jednacina, koja odreduje ekstremnu funkciju y = y(x).

Ukoliko bar jedan od polozaja (xg,y,) 1 (xq,y1) nije fiksiran, tada varijacija funkcije u

nefiksiranoj granicnoj tacki nije jednaka nuli. Neka je pocetna tacka fiksirana, a krajnja nije.
X1
= 0.

Xo

Da bi bio zadovoljen kriterijum optimalnosti §1 = 0 mora biti ispunjen uslov (:—:, 6y)

Kako je pocetna tacka fiksirana, za nju vazi 8y(x,) = 0, ali za krajnju tacku to nije slucaj,
odnosno &y (x;) # 0, pa u njoj mora biti ispunjen uslov
oF 0
— | =0, (3.1.12)
dy 2

koji se naziva prirodnim grani¢nim uslovom.

3.2 Varijacioni problem sa ogranifenjima u vidu diferencijalnih
jednacina

Posmatra se funkcional I zadat u obliku

X1
sz F(x,y,y')dx, (3.2.1)
Xo

4

A FH . ro ’ a d dyn
predstavijaju funkcije y1,yz, - yn i Gy ) = (52,22, .., 52),

gde y 1y dx ' dx
respektivno, koje zavise od nezavisne promenljive x. Varijacioni problem sa ograni¢enjima u
vidu diferencijalnih jednacina podrazumeva odredivanje funkcija y = y(x), zadatih na
poznatom intervalu [x,,x;], tako da funkcional I dostize ekstremnu vrednost, uz

zadovoljavanje m < n diferencijalnih jednacina prvog reda
filx,y,y") =0, (k=1,2,..,m). (3.2.2)
ReSavanje ovako definisanog varijacionog problema podrazumeva koriS¢enje metode

Lagranzevih mnoZitelja, koja ¢e biti uvedena na primeru uslovnih ekstrema funkcije vise
promenljivih.
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3.2.1 Uslovni ekstremi

Metoda Lagranzevih mnozitelja se moze koristiti za odredivaje uslovnih ekstrema funkcije
vise promenljivih y = y (x4, X5, ..., X;,) UZ ograni¢enja u vidu m < n algebarskih jednacina

I (X1, %2, e, X)) =0, (k=1,2,..,m). (3.2.3)

Potreban uslov da funkcija y ima ekstrem je da njen totalni diferencijal dy, odnosno njena
elementarna promena, bude nula za proizvoljne vrednosti dx;, odnosno za elementarne
promene promenljivih x;, tj.

n
0
dy = Z —ydxl- =0. (3.2.4)
= Oxi

Kako, zbog postojanja m algebarskih veza (3.2.3), nisu sve promenljive x; medusobno
nezavisne, iz (3.2.4) ne sledi da je % = 0 za svako i, $to bi vazilo da su sve promenljive Xx;

medusobno nezavisne. Kako je i

n

_N' %k, _ _
dgy, = ) —dx; =0, (k=1,2,..,m) (3.2.5)
(0%
=1
vazi dajei
m
dF = dy + z Aedgy = 0, (3.26)

k=1

gde su uvedeni Lagranzevi mnozitelji u vidu konstanti A, kao i nova funkcija

m
F(xq, X0, i, Xpy Ay Agy vy Am) = (X1, Xg, oo, X)) + z AeGr (X1, X2, vy X)) (3.2.7)
k=1

Totalni izvod novouvedene funkcije F = F (x4, X3, ..o, Xp A1, A2, ey A) €

y 9x Z

_ 99k \ .. _ 3.2.8

dF Z (axi + z A axi) d, + ) grdA, (3.28)
i=1 k=1 k=1

S obzirom na to da je m elementarnih promena dx; medusobno zavisno, Lagranzevi mnozitelji
se odreduju tako da u jednacini (3.2.8) izraz uz m vrednosti dx; bude nula, odnosno tako da
vazi
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dy <. 0
_y Agk—

—= =1,2, .. . 3.2.9
axj k axj 0! (] ) &y 1m) ( )

k=1

Kako je preostalih n — m elementarnih promena dx; proizvoljno, iz (3.2.8) sledi da je

3y 0
y /,lgk:

-— —_— 0, | = m, 1,..,n), 3.2.10
ox; k ox; (J=mm+ n) ( )

k=1

a kako su Lagranzevi mnozitelji medusobno nezavisni, iz (3.2.8) se dobijaju jednaine veza
(3.2.3). Dakle, uslovi za postojanje vezanih ekstrema su

m
oF 0y 09k
— == A =0, [ =1,2,..,n), 3.2.11
axi axi + Z k axi (l n) ( )
k=1
I (x1, %2, e, xp) =0, (k=1,2,..,m). (3.2.12)

Jednacine (3.2.11), zajedno sa jednacinama veza (3.2.12), ¢ine sistem od n + m jednacina
kojim se odreduje n + m nepoznatih: x;, x5, ..., Xy, 11,42, ..o, A

3.2.2 Uslovi ekstremalnosti funkcionala
Uslovi ekstremalnosti funkcionala I datog izrazom (3.2.1) uz diferencijalna ograni¢enja data

jednacinama (3.2.2) se odreduju metodom Lagranzevih mnozitelja, odnosno formiranjem
prosirene podintegralne funkcije

m
F'(,y,y,0) =F(x,y,y)+ z MO f e, 3, ¥), (3.2.13)
k=1

gde A predstavlja Lagranzeve mnozitelje A4, 45, ..., A, €iji je broj jednak broju veza (3.2.2).
Kako je f,, = 0, sledi da je prosirena funkcija F*, data izrazom (3.2.13), jednaka funkciji F iz
izraza (3.2.1), a isto vazi i za proSireni funkcional

I" = j (F(x. y.y)+ z () fie (x, y, y’)) dx, (3.2.14)
*o k=1

koji je jednak funkcionalu I, datom jedna¢inom (3.2.1). Variranjem funkcionala I* po y;, ;" i
A, dobija se
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. fX15F*d f" Zn:(aF*a JOF ,>+iaF* ; 015
= X = Vi [ yi X. e
o o - dy; 0y; o] 0

i=

Integral f i 3y ,6yl dx iz prethodnog izraza se moze transformisati kori§¢enjem osobine

(3.1.7), te se dobija f;;l Z?zlg—;,d((Syi), koji je, nakon primene parcijalne integracije sa

smenama u; = z—f; i dv; = d(8y;), jednak

n
f z _ z OF* 5
i=1
te se koris¢enjem prethodnog izraza za izraz (3.2.15) dobija da je
n X1
61" = or — 0
- ayl y
X0

Da bi za proizvoljne varijacije bio ispunjen kriterijum optimalnosti §1* = 0, izrazi uz varijacije
u podintegralnim funkcijama moraju biti jednaki nuli, tj.

X1 *
flz:a d<aF>d (3.2.16)
Yi_ 7 X, 2.
X dx \ 0y,

0 i=1

X1
X0
n

+j'xlz<0F* d OF*>6 d
————— | 8y; dx
%o dy; dx dy| '

=1
' (3.2.17)

dx.

oF* d OF"

, 1 =1,2,..,n), 3.2.18
ay, dx 9yl @ n) (3.2.18)
aF*—O (k=1,2 ) (3.2.19)
('Mk =V, =1,4,....,m 2.
1 mora da vazi
oF* i _
— 6y || =0, (=12.,n). (3.2.20)
9y, X

Jednacine (3.2.18) su Ojler-Lagranzeve jednacine, jednacine (3.2.19) su jednacine veza (3.2.2),
aizraz (3.2.20) sluzi za odredivanje grani¢nih uslova problema.
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3.3 Ojler-LagranZeve jednacine kao posledica Hamiltonovog
principa

Posmatra se sistem od N Cestica bez veza ili sa idealnim holonomnim vezama sa n Stepeni
slobode u kojem su interakcije opisane potencijalnim silama. Polozaj sistema se moze odrediti
pomoc¢u generalisanih koordinata g, q5, ..., q,. Na slici 3.3.1 je punom linijom prikazana
stvarna putanja i-te Cestice, ¢iji su polozaji u trenucima ty I t;, M;, 1 M;;, respektivno. Skup
stvarnih putanja q; = q;(t), gde je i = 1,2, ..., n, svih Cestica u intervalu vremena t € [t,, t;]
se naziva pravi put sistema.

Uporedo sa stvarnim kretanjem i-te Cestice zamisli se da postoji i neko drugo, zaobilazno
kretanje, koje se vrsi za isto vreme, od t, do t;, izmedu istih tacaka, M;, i M;, u saglasnosti je
sa vezama i malo odstupa od stvarnog kretanja. Zaobilaznih putanja q, = q,(t) gde je i =
1,2, ...,n, koje ispunjavaju ove uslove ima beskona¢no mnogo, a jedna takva putanja je na slici
3.3.1 predstavljena isprekidanom linijom. Svaki skup takvih zaobilaznih putanja svih Cestica
naziva se zaobilazni put sistema.

Varijacija generalisane koordinate
8q;(t) = q;(t) — q;(0), (3.3.1)

uz uslov |6q;(t)| < |q;(t)|, predstavlja prirastaj generalisane koordinate kada se u nekom
trenutku prede sa pravog na zaobilazni put. Varijaciju treba razlikovati od diferencijala
generalisane koordinate dgq;, koji predstavlja prirastaj generalisane koordinate kada se duz
pravog puta nacini pomeraj u vremenu sa t na t + dt, kao i od virtuelnog pomeranja datog
izrazom (2.6).

sl. 3.3.1 Pravi i zaobilazni put

Kako se polozaji sistema u pocetnom i krajnjem trenutku pri pravom i okolnom putu poklapaju,
vazi da su sve varijacije generalisanih koordinata u tim trenucima jednake nuli:

8q;(ty) = 8q;(ty) = 0. (332
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Neka je Lagranzijan L = L(q;, q;,t) dat kao funkcija generalisanih koordinata, njihovih
prvih izvoda i vremena, gde funkcije g; = g;(t) ne moraju nuzno odgovarati pravom putu.
Moze se formirati vremenski integral Lagranzijana

t1
I = f L(qi; Qii t)dt (3.3.3)
t

0

I on se naziva Hamiltonovim dejstvom.

Hamiltonovo dejstvo se varira na isti na¢in kao $to je to predstavljeno u poglavlju 3.1.
Varijacija Hamiltonovog dejstva je u opstem slucaju

51 = jtl oL daL)a dt + z 5
= 0ql dtag;) ag, *U
a ukoliko su zadovoljeni uslovi poklapanja pravog i okolnog puta u trenucima t, i t;, onda je

( 7111661 5%)

ty
, (3.3.4)

to

= 0, te je varijacija Hamiltonovog dejstva

f d oL
81 = f — - ——) 5q;dt. (3.3.5)
t

0 i=

Kako jednacine kretanja po pravom putu zadovoljavaju Ojler-Lagranzeve jednacine (2.24) sledi
da je izraz (3.3.5) jednak nuli za stvarno kretanje sistema Cestica, tj. vazi
t1

SI=6| L(g;q;t)dt =0, (3.3.6)

to

gde sad g; = q;(t) funkcije moraju odgovarati pravom putu. Dakle, stvarno kretanje sistema
Cestica bez veza ili sa idealnim holonomim vezama 1 potencijalnim silama se vrsi tako da
Hamiltonovo dejstvo duz pravog puta ima stacionarnu vrednost u odnosu na vrednosti dejstva
duz svih zaobilaznih puteva, sto predstavlja Hamiltonov princip - opsti integralni princip
mehanike.

Problem moze biti sagledan i obrnuto: od svih funkcija q; = q;(t) koje zadovoljavaju uslove
date izrazima (3.3.2) naéi one za koje je Hamiltonovo dejstvo stacionarno. Da bi varijacija
dejstva data izrazom (3.3.5) za bilo koje vrednosti §q; bila jednaka nuli, zbog nezavisnosti
varijacija §q;, mora da vazi

————=0, (i=12,..,n), (3.3.7)
Sto predstavlja Ojler-Lagranzeve jednacine.
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Ovim je pokazana ekvivalentnost Ojler-Lagranzevih jedna¢ina i Hamiltonovog principa:
Ojler-Lagranzeve jednacine odreduju funkcije q; = q;(t) za koje je Hamiltonovo dejstvo
stacionarno.

3.4 Asinhrona varijacija

U prethodnim razmatranjima se pretpostavljalo da se prilikom variranja nezavisna
promenljiva ne menja, ali postoje neke situacije u kojima to nije slucaj, kao na primer kada
jedna ili obe granice u funkcionalu nisu specificirane, a takode i u slucaju izvodenja prvog
integrala kretanja, odnosno teoreme Emi Neter.

Neka je x = x(t) funkcija ¢ija je sinhrona varijacija dx(t) = x(t) — x(t). Neka i vreme trpi
promenu At(t) = t — t. Sinhrona varijacija, zajedno sa svojim prvim izvodom, kao i varijacija
vremena su male veli¢ine. Asinhrona varijacija funkcije x = x(t) je

Ax(t) = x(t+ At) — x(t). (3.4.1)

Razvojem funkcije x(t + At) u Tejlorov red i zadrzavanjem na veli¢inama prvog reda dobije
se

x(t + At) = x(t) + x (£)At(t). (34.2)
Moze se naéiniti aproksimacija X At = (x + (Sx))At ~ %At jer je (6x)At mala veliGina

drugog reda. lzrazavanjem funkcije X iz izraza za sinhronu varijaciju funkcije éx = x — x i
njenim ubacivanjem u jednacinu (3.4.2) dobije se

Ax = 6x + x At, (3.4.3)

Sto je izraz koji povezuje asinhronu i sinhronu varijaciju funkcije x = x(t).

Primenom asinhrone varijacije na integral fOtF(t)dt, prema izrazu (3.4.3), dobija se
t t
Adetz(Sf Fdt + FAt, (3.4.4)
0 0
dok se za integral asinhrone varijacije dobija

thth = Jt(SF + FAt)dt = Jt(SF + (FAt) — F(At))dt

0 0 , 0 (3.4.5)

= f (6F — F(At))dt + (FAL)IS.
0
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Kako za sinhronu varijaciju vazi & [ Fdt = [ 6Fdt, $to je pokazano izrazom (3.1.4),
oduzimanjem izraza (3.4.4) i (3.4.5) se dobija

t t
A f Fdt = f (AF + F(At))dt + (FAt)|,. (3.4.6)
0 0

Kori$¢enjem identiteta |, t';l Fdt = fot Fdt — fot" Fdt, izraz (3.4.6), gde se integracija umesto na
intervalu [0, t] vrsi na intervalu [¢,, t;], postaje

ts ts
A f Fdt = | (AF + F(At))dt. (3.4.7)
t

0 to

Desna strana prethodne jednacine se na osnovu izraza (3.4.3) moze transformisati na sledeci
nacin:

tl . tl . . tl .
(AF + F(AD))dt = | (8F + FAt + F(A))dt = | (8F + (FAt))dt
to . to to (3.4.8)
= | SFdt+ (FAD)|.

to

Neka je zadat problem nalaZenja ekstremne vrednosti funkcionala I = [ ttol F(x,x,t)dt, gde
se prilikom njegovog variranja varira i promenljiva t. Kriterijum optimalnosti glasi
21

t1
Al = A f Fdt=| 6&Fdt+ (FAD| =0, (3.4.9)
t

0 to

gde fttol 6Fdt, prema izrazu (3.1.4), predstavlja sinhronu varijaciju funkcionala &1, koja je
prema izrazu (3.1.8) jednaka

“arae = [ (2L sy ()|
, =), \ox " arax) ¥ T \ax ), (3:4.10)
0 0 0
Ubacivanjem prethodnog izraza u (3.4.9) dobije se
Al—jtl<aF daF)(S dt+<aF6 +FAt) tl—O (3.4.11)
— ), \ox " arax) T o2 ™ W -
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KoriS¢enjem relacije za asinhronu varijaciju funkcije (3.4.3) jednacina (3.4.11) postaje

f ( oF
+ (F — —x) At
to dax

Sto predstavlja konacan izraz kako za asinhronu varijaciju integrala, tako i za kriterijum
optimalnosti funkcionala.

“/9F d OF JoF
Al = J. (— - ——) dxdt + (— Ax) =0, (3.4.12)
to

Ox dtox 0x

Moze se primetiti da, ukoliko su zadovoljene Ojler-Lagranzeve jednacine (2.24), tada iz
kriterijuma optimalnosti funkcionala (3.4.12) sledi

OF B OF "
(—, Ax) + (F — —x) At =0, (3.4.13)
dax to dax
to
Sto znaci da je veli¢ina
oF oF
—Ax + (F - —x) At = const. (3.4.14)
0x 0x

Izrazom (3.4.14) je dat prvi integral kretanja, odnosno teorema Emi Neter. Veli¢ine Ax i At se
ne mogu izabrati proizvoljno, ve¢ moraju zadovoljavati osnovni Neter identitet (videti
jednacinu (3.4.3) u [2]).

21



4 Hamilton-Jakobijeva metoda

Ojler-Lagranzeve jednacine (2.24) se u Hamiltonovoj teoriji prevode u kanonske jednacine
kretanja ili Hamiltonove diferencijalne jednacine, koje su date izrazima

. _O0H .

X :a—pi, (l = 1,2,...,7’1), (4.1)
= — o (i=12 ) 4.2
pi_ axiﬁ l=1,4,..,n), ()

(videti izvodenje jednacine (13.24) iz [1]), gde je sa

oL

=3 (l = 1; 2' In) (43)
Oxi

p;

uveden generalisani impuls, a Hamiltonova funkcija, ili Hamiltonijan, je
n
H(t; X, p) = Z pixi - LI (44)
i=1

pri ¢emu su sa x oznaCene generalisane koordinate x4, x5, ..., x,, & Sa p generalisani impulsi
P1, P2, - Pn-

Hamilton-Jakobijeva metoda za reSavanje sistema kanonskih jednacina (4.1) i (4.2) se moze
razmatrati kao posledica varijacionog principa sa asinhronom varijacijom (videti [3]), ali kao i
posledica kanonskih transformacija (videti [1] i [3]).

4.1 Hamilton-Jakobijeva metoda kao posledica varijacionog
principa sa asinhronom varijacijom

Posmatra se sistem sa potencijalnim silama, ¢ije je Hamiltonovo dejstvo sa neodredenom
gornjom granicom integrala dato izrazom

t
S(t,x) = f L(t, x, x)dt, (4.1.1)

to

gde se pretpostavlja da je u po¢etnom trenutku sistem u potpunosti odreden, dok u proizvoljnom
trenutku t vrednost Hamiltonovog dejstva zavisi od izbora oblika funkcija x. Za variranje
dejstva definisanog integralom ¢ija gornja granica nije odredena Koristi se asinhrono pravilo
variranja integrala, odnosno izraz (3.4.12), prema kojem je asinhrona varijacija dejstva (4.1.1)
data izrazom
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=1
o fo (4.12)
t n
+f Z(OL d (’)L)(S at
 Li\ax; — dtox)

Kako su za sisteme sa potencijalnim silama Ojler-Lagranzeve jednacine date izrazom (2.24),
integral iz prethodnog izraza iS¢ezava. Pritom, ako se uzmu u obzir jednacine (4.3) i (4.4),
asinhrona varijacija dejstva (4.1.2) postaje

n
AS = (Z piAxl- — HAt)
i=1

jer su asinhrone varijacije koordinata i vremena u trenutku t, jednake nuli. Sa druge strane,
kako je dejstvo S funkcija vremena i generalisanih koordinata, odnosno S = S(t, x), njegova
varijacija se moze izraziti i na sledeéi nacin:

t n
= Z piAxl- — HAt, (4.1.3)
to i=1

AS—aSAt+ . aSA (4.1.4)
e at ' 1aXi xl" 1.
1=

pa se izjednacavanjem izraza (4.1.3) sa izrazom (4.1.4) dobija

(aS+H>At+ né (aS )A =0 (4.1.5)
ot - aXi Di X; = U. A
i=

Zbog toga $to su varijacije At, Axq, Ax,, ... | Ax, medusobno nezavisne, izrazi uz svaku od tih
varijacija u jednacini (4.1.5) moraju biti nula, odnosno

as(t, x
¥+H(t,x,p) =0 (4.16)
ot
= 95 (i=1,2 ) 4.1.7)
pi_axi' i=1,2,..,n). 1

Kako je Hamiltonijan funkcija generalisanih impulsa, zamenom generalisanih impulsa u
jednacini (4.1.6) generalisanim impulsima datih izrazom (4.1.7), jednacina (4.1.6) postaje

(4.1.8)

as aSs aS
)-o

aS+H(t
— VX1, Xy e Xy =— ) =— wer)
DRzt g 0x,” T 0y,

Jt
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gde je S =S(t,xq,x,,..x,) Hamilton-Jakobijeva funkcija, ¢ime se dobila Hamilton-
Jakobijeva jednacina, koja je u opstem slucaju nelinearna parcijalna diferencijalna jednacina
prvog reda.

Hamilton-Jakobijeva jednacina (4.1.8) sadrzi n + 1 nezavisnu promenljivu (¢, x) i parcijalne
izvode po svakoj od njih, te njeno kompletno resenje podrazumeva funkciju koja sadrzi n + 1
integracionu konstantu. Medutim, ako je S reSenje Hamilton-Jakobijeve jednacine, tada je i S +
C njeno reSenje, gde je C proizvoljna aditivna konstanta, jer se funkcija S u jednacini (4.1.8)

as odSs s 65

—-,—,—,..,— a dodavanje aditivne konstante C ne
ot 8x1 axz 6

menja te izvode, Sto znaci da aditivna konstanta moze b1t1 izostavljena iz kompletnog resenja.
Uzimaju¢i to u obzir, kompletno reSenje Hamilton-Jakobijeve jednacine (4.1.8) se sastoji od n

proizvoljnih neaditivnih konstanti, tj. oblika je

pojavljuje samo u obliku izvoda,

S = S(t,xl,xz, vy Xno C]J Cz, "'ICTl)' (419)

Parcijalnim diferenciranjem Hamilton-Jakobijeve jednacine (4.1.8) po konstantama C;, gde
jei=1,2,...,n,dobijase

n n
Z 0% + OH 0% =0 (4.1.10)
= OClat 5= ap] OClax]

Sa druge strane, primena totalnog izvoda po vremenu na parcijalni izvod funkcije S = S(t, x, C)
po konstanti C; daje izraz

n n n
zd( )_ (’)ZS ERY p 111
at\ac,) = Liawac, T L axac, T (L1

i=1 i=1 i,j=1

Oduzimanje izraza (4.1.11) i (4.1.10) daje izraz

n

Zd( ) = 925 ([ oH i1
d ax0C\ 7 " ap; ) (.11

i=1 l]=1

Kako bi bila zadovoljena kanonska jednacina (4.1), trazi se da x; — % bude jednako nuli za
]

j=1,2,..,n, pasledi da je —(;—Cs) =0zai=1,2,..,n, sto znaci da je % jednako nekoj
konstanti, §to dovodi do formulacije Jakobijeve teoreme: ako je poznato jedno kompletno

reSenje Hamilton-Jakobijeve jednacine (4.1.8) u obliku datom izrazom (4.1.9), tada jednacine

aS

B; = ac (i=12..,1n), (4.1.13)
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as

=—), (i=12,..,n), (4.1.14)
axi

bi
predstavljaju opste reSenje kanonskog sistema datog jednacinama (4.1) i (4.2) i sadrze sva
moguca reSenja tog kanonskog sistema. Naime, kako je Hamilton-Jakobijeva funkcija S =
S(t,x,C), iz izraza (4.1.13) se dobija da je B; = B;(t,x, C), te sledi da je x; = x;(t,B, (), a
takode je prema (4.1.14) p; = p;(t,x,C), pa se zamenom promenljivih x; dobija p; =
pi(t,B,C),gde jei =1,2,...,n. Vrednosti B; date izrazima (4.1.13) su proizvoljne konstante.
Uzimaju¢i u obzir sve konstante, njihov ukupan broj je 2n, Sto je takode 1 broj poc¢etnih uslova

(x0,Po)-

Da bi se dokazala Jakobijeva teorema, potrebno je do¢i i do druge kanonske jednacine (4.2).
Parcijalno diferenciranje Hamilton-Jakobijeve jednacine (4.1.8) po generalisanoj koordinati x;
daje

0°5  OH SELICI \irs
0x,0t " 0x; " Ladp oo, (4-1.15)
]:

dok je vremenski izvod impulsa datog jedna¢inom (4.1.14) jednak

n

RN RN

= + .
0t0xl- — 0xj0xl- '
J=

Di (4.1.16)

Oduzimanjem izraza (4.1.16) i (4.1.15) i koris¢enjem kanonske jednacine (4.1) dolazi se do
kanonske jednacine (4.2), ¢ime je dokaz zavrsen.

4.2 Hamilton-Jakobijeva metoda kao posledica kanonskih
transformacija

Oblik Ojler-Lagranzevih jedna¢ina (2.24) ne zavisi od samog izbora generalisanih
koordinata, odnosno ako je Lagranzijan dat kao funkcija L = L(t, x, x), gde je sa x oznaceno
X1, X2, -, Xp, & S& X 0znaceno Xy, X,, ..., X, tada su Ojler-Lagranzeve jednacine invarijantne u
odnosu na transformaciju koja prevodi generalisane koordinate x,, x5, ...,x, U neke druge
medusobno nezavisne generalisane koordinate X;,X,,..,X,, date kao funkcije starih
koordinata i u opsStem slucaju vremena:

X, =X;(t,x), (i=12..,n). (4.2.1)

Kako se u Hamiltonovoj teoriji pored generalisanih koordinata koriste i generalisani impulsi
kao ravnopravne promenljive, zakoni transformacije koordinata i impulsa, dati relacijama

X, =X;(t,x,p), (i=1,2,..,n), (4.2.2)

P,=P(t,x,p), (i=12..,n), (4.23)
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transformiSu kanonske jednacine, date izrazima (4.1) i (4.2), koje nisu u opStem slucaju
invarijantne u odnosu na transformacije koordinata i impulsa date izrazima (4.2.2) i (4.2.3). Cilj
je naéi takve transformacije (4.2.2) i (4.2.3) za koje ¢e se kanonske jednacine (4.1) i (4.2)
transformisati u kanonske jednacine

0K
i =35 (i=1,2,..,n), (4.2.4)
i
) 0K
P, =———, (i=1,2,..,n), (4.2.5)
' 0X;

gde je sa K oznacena transformisana Hamiltonova funkcija
K =K(t, X, P), (4.2.6)

koja je funkcija transformisanih koordinata X = X;,X,,...,X,, i impulsa P = P;, P,, ..., B,.
Transformacije prilikom kojih se promenljive (x,p) transformi$u u promenljive (X, P), a
vreme se ne transformiSe, (t = T), se nazivaju kanonskim transformacijama, ukoliko se
kanonske jednacine (4.1) i (4.2) transformiSu u (4.2.4) i (4.2.5), pri ¢emu se Hamiltonijan dat
izrazom (4.4) transformiSe u Hamiltonijan dat izrazom (4.2.6). Kanonske transformacije se
uglavnom koriste kako bi se uprostio sistem kanonskih jednacina (4.1) i (4.2).

Kako je Hamiltonovo dejstvo, dato izrazom (3.3.3),

1= [ (3 ) w2

gde je Lagranzijan zamenjen Hamiltonijanom koris¢enjem relacije (4.4), Hamiltonov princip
dat izrazom (3.3.6), u promenljivama (x, p), ima oblik

t; [
1) (Z pifcl- - H> dt = O, (4.2.8)
b \i=1

a u transformisanim kanonskim promenljivama je dat jedna¢inom

t; [
5 (Z PX; — K) dt = 0. (4.2.9)
fo \i=1

Izrazi (4.2.8) i (4.2.9) su ekvivalentni i ukoliko im se podintegralne funkcije razlikuju za totalni
izvod po vremenu proizvoljne funkcije F, koja moze zavisiti i od originalnih 1 od

transformisanih kanonskih promenljivih i od vremena, jer vazi § f 12 43t = 0 zbog poklapanja
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polozaja sistema pri pravom i zaobilaznom putu u trenucima t, i tq, tj. 6F (t,) = 6F(t;) = 0.
Dakle, izjednacavanjem izraza (4.2.8) i izraza (4.2.9), kome je dodat ¢lan & [ ttol % dt, dobija se

drF
z pixi— H = PX,— K+ a (4.2.10)
i=1
odnosno

Sto predstavlja uslov da transformacije definisane jednac¢inama (4.2.2) i (4.2.3) budu kanonske.
Funkcija F se naziva generatrisom kanonske transformacije, ili generativnom funkcijom, i
moze biti data u jednom od sledeéih oblika: F; (t, x,X), F,(t,x,P), F;(t,p,X), F.(t,p, P).

Hamilton-Jakobijeva metoda se moze izvesti koriS¢enjem kanonskih transformacija i
generatrise F,, koja je u sledecoj relaciji sa generatrisom F':

F = F,(t,x,P) — inPi- (4.2.12)

Polaze¢i od uslova (4.2.11) da transformacije definisane jednac¢inama (4.2.2) i (4.2.3) budu
kanonske i totalnog diferencijala generatrise F, date izrazom (4.2.12), dobija se

n n
2 pedx; — Hdt = — Z X,dP, — Kdt + dF,. (4.2.13)

Kako je generatrisa F, data kao funkcija F, = F,(t, x, P), njen totalni diferencijal je

dF —aFZdt+ y ade + y andP (4.2.14)
2= 5t ax; ap, -

i=1 i=1

pa se za jednacinu (4.2.13), koriS¢enjem prethodnog izraza, dobije

g oF, oF, dF,
2( )dxl+ (X——P)dp +( H+K—E>dt=0. (4.2.15)
L

i=1
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Promenljive t, x i P su medusobno nezavisne, a samim tim su nezavisni i dt, dx; i dP;, gde je
i =1,2,..,n, te kako bi bila zadovoljena jednakost u jednacini (4.2.15), moraju vaziti sledece
relacije:

oF, _
pi = o, (i=1,2,..,n), (4.2.16)
oF, _
X, = a_Pi’ (i=1,2,..,n), (4.2.17)
JF, ]
K=H+ IR (i=1,2,..,n). (4.2.18)

Relacijama (4.2.16) i (4.2.17) su date transformacije impulsa i koordinate, a relacijom (4.2.18)
transformacija Hamiltonijana. Medutim, ostaje pitanje odredivanja generatrise F,.

Ako se za transformisani Hamiltonijan odabere da je K(t, X, P) = 0, tada prema (4.2.18)
vazi

oF,

by _ 4219
-+ H(t,x,p) =0, (4.2.19)

a kako su generalisani impulsi dati izrazom (4.2.16), izraz (4.2.19) se moze zapisati U obliku

o iy (t
at ,Xl,XZ,...,Xn,

F, OF, F
oF, 0F, 9] 2>=0’ (4.2.20)

dx; 0x, dxy,

¢ime je data jednacina iz koje se odreduje generatrisa F,. S obzirom da je K(t, X, P) = 0, tada

su transformisane kanonske jednacine (4.2.4) i (4.2.5) oblika X; = % =0iP = —% =0,
odnosno vazi
X; = B; = const, (i=1,2,..,n), (4.2.21)
P; = C; = const, (i=1,2,..,n). (4.2.22)

Generatrisa F, se na osnovu izraza (4.2.22) moze zapisati kao funkcija F, = F,(t,x,C) i ona je
ekvivalentna Hamiltonovom dejstvu datom izrazom (4.1.9), pa je jednacina (4.2.20) u stvari
Hamilton-Jakobijeva jednacina

as aSs as
) = 0. (4.2.23)

5
— L X1y Xy eeny Xy =y = wur,
b2 " ox, 9x,” " 9xy,

Jt
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Ubacivanje izraza (4.2.21) i (4.2.22) u izraze (4.2.16) i (4.2.17) daje

‘ a‘.l’ P ’ o
i a ; ) l ) &y iy ) e

¢ime su dobijene jednacine (4.1.13) i (4.1.14), koje predstavljaju opSte reSenje Sistema
kanonskih jednacina datih izrazima (4.1) i (4.2) i sadrZe sva moguca resenja tog sistema.
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5 Problem brahistohrone u neviskoznoj sredini

5.1 Brahistohrona u ravni

Posmatra se vezano kretanje materijalne tacke mase m kroz neviskoznu sredinu pod uticajem
gravitacione sile u vertikalnoj xOy ravni, kao $to je prikazano na slici 5.1.1. Materijalna tacka
kreée iz pocetne tacke (x,,y,) bez podetne brzine i stize u krajnju tacku (x,y;). Trazi se
jednacina veze U obliku zavisnosti promenljive y od nezavisne promenljive x, odnosno trazi se
y = y(x), tako da materijalna tacka iz pocetne u krajnju tacku stize za najkrace vreme.

Xo X X
Yo
mg
yi
y

sl. 5.1.1 Brahistohrona u ravni

Kineti¢ka energija materijalne tacke je

muv?

2

r="Y _ %(xz +52), (5.11)
gde se y moze izraziti diferenciranjem y = y(x) po vremenu:

dy

) = — % 5.1.2
Y= (5.12)

te se dobija da je njena kineticka energija

T = %xz (1 + (g)z) (5.13)

Potencijalna energija materijalne tacke, ako gravitaciona sila deluje duz pravca y 0se, je

-

U=—fF-d?z—fmg’-dfz—fmgé’y-dfz—fmgdy:—mgy. (5.1.4)
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Kori$¢enjem izraza (5.1.3) i (5.1.4) se za LagranZijan sistema, L = T — U, dobija

2
N_M o, dy(x) 515
L(x,x) = 5% (1 + <—dx + mgy(x). (5.1.5)
Diferenciranje Lagranzeve funkcije, date prethodnom jednacinom, po x daje
oL _ i 1+(dy)2 (5.16)
ox x) ) .

a kako Lagranzijan ne zavisi eksplicitno od vremena, izraz za zakon odrZanja energije, dat
jednacinom (2.32), nakon ubacivanja izraza (5.1.5) i (5.1.6), jednak je

oL | m dy 2
—x—L=—x2 1+(_x) —-mgy =C. (5.1.7)

2
Kako je v? = x2 (1 + (d—z) ) prethodni izraz je

mv?

2

Koris¢enjem pocetnih uslova v(x,) = 0 i y(x,) = y, se dobija da je vrednost konstante C =
—mgy,, pa jednacina (5.1.8) postaje

2
mv
———mgly =) =0, 519)

odakle se za intenzitet brzine materijalne tacke dobija

v =290/~ yo). (5:110)

ds _ larl
dat ~ dt’
luka krive. Kako je vektor polozaja 7 = xé, + yé,,, to je d7* = dxé, + dyé,, pa je elementarni
deo luka krive

Po definiciji, brzina je v = % , anjen intenzitet |¥| = v = gde je ds elementarni deo

2
ds = 1+(d—y> dx. (5.1.11)
dx

Vreme kretanja materijalne tacke po trajektoriji, odnosno po nekoj krivoj L, je linijski integral
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t = ) (5.1.12)
koji je, ako se zameni brzina, data izrazom (5.1.10), i elementarni deo luka krive, dat izrazom

(5.1.11), jednak
12
t:fxl Jity ) dx (5.1.13)

%o 29 (x) — yo)

., d
gdeje y =£.

Prema teoriji varijacionog racuna, vreme t je jednako funkcionalu I, a izraz S je
’ ’ V29(y-v0)
jednak podintegralnoj funkciji F (videti deo 3.1). Trazi se da vreme t ima ekstremnu vrednost:
X1
t = f F(x,y(x),y'(x))dx - min. (5.1.14)
Xo

Koordinate u poéetnom i krajnjem trenutku su fiksirane: y(x,) = yo i y(x1) = y;, te se
problem svodi na reSavanje Ojler-LagranZeve jednacine (3.1.11)

OF d OF _

dy dxady'

(5.1.15)

Za Qjler-Lagranzeve jednacine (5.1.5) vazi zakon odrzanja (2.32) jer funkcija F ne zavisi
eksplicitno od promenljive x, te se zakon odrzanja zapisuje u obliku

oF
a—y,y’ — F = C = const. (5.1.16)

!

y

V2g(y-yo)(1+y"2)’

te zakon

Diferenciranjem funkcije F po izvodu funkcije y se dobije :—;, =

odrzanja (5.1.6) postaje

1
- =C.

(2906 - 31 +y2)

(5.1.17)

Kako je gravitaciono ubrzanje g konstanta, moze se doneti zakljucak da je izraz
(v — yo)(1 + y'?) takode konstanta i ako se ona oznadi sa K, tada je

32



K
"x)= |——M — 1. (5.1.18)
V(@) j y(x) —yo

5.1.1 ReSenje problema u implicitnom obliku

JednaCina brahistohrone, odredena do na konstantu K, se moze dobiti razdvajanjem
promenljivih u izrazu (5.1.18) i reSavanjem integrala

y() -y

X
fyo J ) -[;codx T (5.1.19)

gde x i y pripadaju intervalima [xo, x;] | [Vo,y1] respektivno. Za reavanje integrala iz
prethodnog izraza koriséen je softver Wolfram Mathematica i dobijena je jednacina trajektorije
materijalne tacke u implicitnom obliku:

1
—— — 1+ Karct =X —Xg.
y(X) — Y g K ) 0 (5.1.20)

y(x) — v,

— () = o) \/
Ukoliko se za x 1 y uzmu vrednosti x = x; i y = y;, dobije se transcedentna jednacina

K 1
Y1 — Yo) ’——1+Karct —— = X1 — Xy,
1 0 V1 — Yo g\/K—_l 1 0 (5.1.21)
Y1— Yo

u kojoj je jedina nepoznata K, koja se moze odrediti reSavanjem jednacine (5.1.21) i zameniti
uizraz (5.1.20), kako bi se dobila potpuno odredena jednacina trajektorije u implicitnom obliku.

Moze se izraCunati i koliko je vreme optimalnog kretanja po dobijenoj putanji. Jednac¢ina
(5.1.13) je, nakon zamenjivanja y(x) — y, iz izraza (5.1.18), oblika

t =

1 12 _ 1 - 12
(1 +y (x)) dx = X1 — Xo + y'“ (x)dx ). (5.1.22)

1
w/2‘91(]350 V29K

ZareSavanje integrala f;;l y'?(x) dx treba preéi na integraciju po promenljivoj y. Kako je y’ =

d . . .. dy . . . .
ﬁ moze se izraziti dx =y—f i nakon promene granica: x, -y, i x; = y; za integral

f;)l y'?(x) dx se dobije da je
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X1 2 Y1 Y1 K
f V(@dxzf V@ﬁw=f — 1dy, (5.1.23)
Xo Yo Yo Y—Yo

gde je iskoriS¢ena i jednacina (5.1.18). Koris¢enjem softvera Wolfram Mathematica dobijeno
je resenje prethodnog izraza u obliku

" K ( ) K 1+ Karct !
=y, — V) |——— arctg ————
o Y ~ Yo Y =y / K 1 (5.1:24)
Y1— Yo

Vra¢anjem vrednosti integrala f;)ly’z (x)dx, date izrazom (5.1.24), u jednacinu (5.1.22) se

dobija

—x0+ (1 — Yo (5.1.25)
-1

K|
l 3’0

Rk S
5l

Zamenom vrednosti x; — x, iz izraza (5.1.21) u (5.1.25) konacno se dobije trazeno najkrace

vreme kretanja
2K " 1
= |[—arctg ———.
g g e -, (5.1.26)
V1

— Yo

Jednacina brahistohrone (5.1.20) u implicitnom obliku je zapravo jednacina cikloide, §to se
moze pokazati njenom transformacijom. Jednacina (5.1.20) se najpre napiSe u obliku

1 1 K
arcth — =gl ¥~ x+t0- yo)jm -1} (5.1.27)
y(x) — o

pa nakon primene tangensa na obe strane i kvadriranja, izraz (5.1.27) postaje

1 1
——— =t || x w00 - yo)J

ORI

ORI 6120
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Iz identiteta sin®x + cos?x = 1 se deobom obe strane sa cos? x dobije identitet tg?x =

12 — 1, koji transformise izraz (5.1.28) u
Cos“ X

K _ 1
K—y(x)+y, 1 ' (5.1.29)
cos? glx—x0+ (y(x) — yO)\/y(x) -1
Podizanjem obe strane prethodne jedna¢ine na stepen —1 i primenom identiteta cos? x =
cos2x+1 .
se dobije
y(x) — o _ /x — X y(x) -y, (y(x) - yo)z\
1-— —K - cos K + |2 K — o : (5.1.30)
2 2 2 (2)
Primena funkcije arccos na obe strane jednacine (5.1.30) daje
y(x) — Yo X —Xo _ y(x) =y,  (y(x) —¥)?
arccos| 1 — K ——x = 2 K — 2 , (5.1.31)
2 2 2 (7)
Sto je nakon kvadriranja obe strane
2
2
X)— X —X X)— X)—
arccos | 1 — y(x) = yo _ ol 5 y(x) = yo _ () — o) . (5.1.32)
K K K K\?
2 2 2 (7)
Izraz sa desne strane jednakosti (5.1.32) se moze transformisati na sledeé¢i nacin:
2
x) — x) — Yo)? x) —
Zy()K Yo (&) 2yo) Y@=y ) (5139
K K K
? () ?
Ubacivanje izraza (5.1.33) u (5.1.32) daje
2 2
y(x) = yo X — X y(x) = yo
- — AN AN 1.34
arccos| 1 K K +11 K 1. (5.1.34)
2 2 2
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Sa druge strane, jednacina cikloide je data parametarskim jednacinama
x(t) = a(t —sint), (5.1.35)
y(t) = a(l — cost). (5.1.36)

IzraZzavanjem sint = t — z icost=1-— % iz jednacina (5.1.35) i (5.1.36) pa kvadriranjem oba
izraza i njihovim sabiranjem se dobije

2 2

(t—g) +(1—3a') =1 (5.1.37)

Kako bi se dobio implicitni oblik jednacine cikloide neophodno je potpuno eliminisati
parametar t, Sto se moze uraditi njegovim izrazavanjem iz cost =1 —%, . t=

arccos (1 - %) Ubacivanje ovako izrazenog parametra t u izraz (5.1.37) daje

(arccos (1 — g) - 2)2 + (1 — %)2 =1, (5.1.38)

¢ime je dobijen implicitni oblik jednadine cikloide uvedene parametarskim jednacinama
(5.1.35) i (5.1.36). Uporedivanjem jednacine brahistohrone (5.1.34) sa jednac¢inom cikloide
(5.1.38) zakljucuje se da su korespondirajuce relacije

x —
a=-—, t =arccos| 1 — M ) X =X — Xg, y=y(x)—vy, (51.39)

N

¢ime se pokazalo da je jednacina brahistohrone (5.1.34) jednacina cikloide u implicitnom
obliku.

5.1.2 ReSenje problema u parametarskom obliku

Izraz (5.1.18) se transformise tako da daje

K

14+ 95(x) = ——\
Yx y(x) — ¥o

(5.1.40)

gde y, oznacava Z—z . Potrebno je iz eksplicitnog oblika jednacine kretanja y = y(x) pre¢i na
parametarski dat jedna¢inama
x = x(s), (5.1.41)
y = y(s), (5.1.42)
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gde je parametar s duzina luka krive. Diferenciranje izraza (5.1.41) i (5.1.42) daje

dx

dx = gds = x¢ds, (5.1.43)
dy ,

dy = Eds = y,ds. (5.1.44)

Ugao koji kriva trajektorije materijalne tacke zaklapa sa x osom u nekoj tacki je na slici 5.1.2
a) oznacen sa 6, a njegov tangens je

A !
tgh = lim—yzy,ézy—s

: (5.1.45)
4x-0 Ax Xg

gde su primenjeni izrazi (5.1.43) i (5.1.44).

Ax X
dx
8
dy
Ay ds
y
a) b)

sl. 5.1.2 Luk krive

Primenom Pitagorine teoreme na trougao sa slike 5.1.2 b) dobije se (ds)? = (dx)? + (dy)?,
Sto kori$¢enjem izraza (5.1.43) i (5.1.44) daje

x?=1—y2 (5.1.46)

Kvadriranjem izraza (5.1.45) i korisé¢enjem relacije (5.1.46) se dobije izraz

tg20 = y,° = {S (5.1.47)

koji transformise jednacinu (5.1.40) u

1 K
1—y2(s) y(s)—yo

(5.1.48)
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Nakon razdvajanja promenljivih u izrazu (5.1.48) i integraljenja tako dobijenog izraza se dobije

="
—_ = s =S-s.
o [1— y ;(yo 0 (5.1.49)

Uvodenjem smenet =1 — Ky reSenje integrala iz izraza (5.1.49) je 2K< 1-— % — 1),

te izraz (5.1.49) postaje

y(s) =yo+K (1 - (1 — %)2> (5.1.50)

¢ime je dobijena parametarska jednacina (5.1.42).

Kombinovanjem izraza (5.1.46) i (5.1.48), na osnovu (5.1.50), dobija se izraz

2

127N _ y(s) —¥o _ S
Pl == =1 (1- ﬁ) (5.1.51)

koji nakon razdvajanja promenljivih i integraljenja daje

s 5 \2
_ — _ - 5.1.52
X — X —j; \/1 (1 ZK) ds. ( )

Resenje integrala fOS (1 - —) ds je, nakon uvodenja smene 1 — ﬁ = cost,
s 5 \?2 .. sin2t|®
1-(1—-=—) ds=K|(t|2 - : (5.1.53)
-I(; \/ ( ZK) ’ ( n 2 t1>

Iz smene 1 — g = cos t sledi da je t = arccos (1 — —) te se za granice integrala dobije t; =

arccos(1) =0 i t, = arccos (1 — —) Za integral f (1 ——) ds se ubacivanjem

vrednosti za granice integraljena dobije

2K 2

. S
jos\/l - (1 - iK)z ds = K| arccos (1 - i) — o (2 e (1 _ ﬁ)) , (5.1.54)
te sledi da je izraz (5.1.52)
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s ) ~ sin (2 arccos (1 — %)) | 65,159

x—x9o=K arccos(l—ﬁ >

Drugi ¢lan u zagradi u prethodnom izrazu se moze transformisati primenom trigonometrijskih
identiteta. U cilju pojednostavljenja zapisa uvodi se smena p =1 —%, pa je ¢lan koji se

.y in(2 . . .. . . . . ..
transformise w. Najpre se primeni identitet sin 2« = 2 sin a cos « i dobije se

sin(2 arccos p)
2

= p sin(arccos p). (5.1.56)

Prema osnovnom trigonometrijskom identitetu vazi da je sina = V1 — cos? a, te se izraz
(5.1.56) transformisSe u

sin(2arccosp)
> =

1-p2 (5.1.57)

Vracanje smene p = 1 — % u prethodni izraz daje

2 2K

sin (2 arccos (1 - %)) _ (1 B i)\/l _ (1 _ %)2 (5.1.58)

te je jednacina (5.1.55), nakon ubacivanja izraza (5.1.58),

x(s) = xo + K | arccos (1 - %) — (1 - %)\/1 — (1 — %)2 , (5.1.59)

Sto predstavlja trazenu parametarsku jednacinu (5.1.41).

S obzirom da je gornja granica integrala datih jednaCinama (5.1.49) i (5.1.52), s, neka
proizvoljna vrednost iz intervala [0, s,], ukoliko se odabere da je s = s, iz izraza (5.1.50) i
(5.1.59) ¢e se dobiti jednacine iz kojih se mogu odrediti s; i K. Za s = s; vazi x(s;) = x4 i
y(s1) = y4, paje traZeni sistem jednacina za odredivanje s; i K

X1 = xo + K| arccos (1 - S—l) - (1 - i)\/1 - (1 - 5—1)2 , (5.1.60)

2K 2K 2K
_ 1— (15 (5.1.61)
}’1—}’0+K( —( —ﬁ)) -
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Parametarske jednacine brahistohrone (5.1.50) i (5.1.59) predstavljaju parametarske
jednacine cikloide date jednacinama (5.1.35) 1 (5.1.36). Kako bi se to pokazalo izrazi (5.1.50) i
(5.1.59) se moraju transformisati. Najpre se jednacine napisu u slede¢em obliku:

x(s)K——xO = arccos (1 - %) - (1 - %) \/1 - (1 - %)2, (5.1.62)
y(S)K— Yo _ 4 _ (1 B %)2 (5.1.63)

Kori$¢enjem jednacine (5.1.58), izraz (5.1.62) moze da se napiSe u obliku

M = 2 arccos (1 — %) — sin (2 arccos (1 — %)) (5.1.64)

N

Poredenjem jednacine (5.1.64) sa jednac¢inom cikloide (5.1.35), napisane u obliku §= t—

. v . .. . K . .
sint, moze se primetiti da konstanti a odgovara konstanta S da parametru t odgovara izraz

S
2 arccos (1 - —
2K

samim tim i (5.1.59), parametarska jednacina cikloide ¢iji je parametar s. Mnozenjem obe
strane jednacine (5.1.63) sa 2 dobije se izraz

Y& =y _, (1 _ (1 _ %)2) (5.1.65)

), koji je u potpunosti funkcija promenljive s pa se moze reéi da je (5.1.64), a

N

za koji se moze zakljuciti da odgovara jednacini cikloide (5.1.36), napisane u obliku % =1-

cos t, ¢ime je pokazano da izraz (5.1.50) predstavlja parametarsku jednacinu cikloide (5.1.36)
sa parametrom s.

5.1.3 Resenje problema koris¢enjem Hamilton-Jakobijeve metode

Polazi se od izraza za vreme kretanja materijalne tacke (5.1.13), od kojeg se zahteva da bude

minimalno:
1 (A |1+y?
£ = f Y e min, (5.1.66)
V29 Vg N YE) = Yo
1

Kako konstanta T nece uticati na resenje, bice izostavljena iz daljeg razmatranja. Dakle,

posmatra se integral
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X1 I2
[ = f Hy—(x)dx, (5.1.67)
X0 y(X) — Yo

gde je, prema izrazu za Hamiltonovo dejstvo (4.2.7), LagranZzijan materijalne tacke dat izrazom

1+y2(x)

L(x,y,y) = |[———=, (5.1.68)
(o2.y7) y(x) —¥o
Kori$¢enjem izraza (4.3) se za generalisani impuls dobija
p= 4 (5.1.69)
VO —y)d+y?)
te se za Hamiltonijan, pomocu izraza (4.4), dobije
H(y.p) -
X, Y,p) = — (5.1.70)
VO -y +y?)
20y
1z jednacine (5.1.69) se izrazi y'* = %, pa Hamiltonijan, dat izrazom (5.1.70), postaje
- -Jo
H(x,y,p) = — — p2. (5.1.71)
Y—DXo

Za Hamilton-Jakobijevu jednacinu (4.1.8) se, zamenjivanjem izraza za Hamiltonijan
(5.1.71), dobija

2
95 |1 (6_5) —0 (5.1.72)
0x \Yy—Yo \0y

gde je iskoriStena i relacija (4.1.14). ReSenje Hamilton-Jakobijeve jednacine se trazi u obliku

S(x,y,C) =Cx+ f(y), (5.1.73)

koji je pogodan zbog linearnosti po promenljivoj x. Parcijalnim izvodom Z—i = C, promenljiva

x nestaje iz Hamilton-Jakobijeve jednacine i ona postaje obic¢na diferencijalna jedna¢ina po
promenljivoj y. Hamilton-Jakobijeva jednacina (5.1.72) dobija oblik

C — L _ f*(y) =0, (5.1.74)
Y—DYo
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gde je f'(y) = % = Z—i. Razdvajanjem promenljivih u izrazu (5.1.74) pa integraljenjem se

1
_ / —C2dy +C,, (5.1.75)
f) f Y y+G

gde je C; neka aditivna konstanta. Kako se S u Hamilton-Jakobijevoj jednacini pojavljuje samo
u obliku izvoda, dodavanje konstante na vrednost S ne pravi nikakvu razliku, stoga se konstanta

C, zanemaruije. Integral [ ﬁ — €2 dy li¢i na integral iz izraza (5.1.23) [* /% —1dy,
—-Jo —Jo

dobije

pa kako bi imao isti oblik, integral ﬁ — C? dy se transformiS$e na sledeéi nacin:
—Jo

fQ) = if K__ 1dy, (5.1.76)
VKJ (¥ —Yo

: 1 . . .
gde je nova konstanta K = = Analogno reSenju integrala datog izrazom (5.1.23), reSenje

integrala [ % —1dyje
—Jo

j L jay=¢ ) | 1+ Karet L
- =(y— - arctg ———,
Y—Yo y=WEY 15Ty, g/ K, (5.1.77)
Y —Yo

te izraz (5.1.76) postaje

1 , K 1
= — - — — 1+ Karctg —— |, (5.1.78)
f) N v — ¥o) g 8¢ »

Y—=DYo
Sto je nakon vracanja smene K = é
FO) = €O = y0) | — 1+ ~arct !
= - = N —arc
y Y—=DYo Cz(y _ yO) C gJ 1 . (5.1.79)
C2(y = ¥o)

Hamilton-Jakobijeva funkcija (5.1.73) je nakon ubacivanja izraza (5.1.79) jednaka
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1 1 1
S(x,y,C) =Cx+ C(y — —— — 14+ —arct
(x,y,0) (v yO)\/CZ(y—yc) g (5.1.80)

C 1
\/CZ(Y_J’O) -1

Prema izrazu (4.1.13), parcijalni izvod Z—i jednak je konstanti. Ako se ta konstanta oznaci sa B,
tada je

s 1 1 1
c=B=x+G-y) m—l—ﬁarctg\/ — (5.1.81)
C?(y = yo)

Kako bi se mogla napraviti bolja paralela izmedu reSenja dobijenog Hamilton-Jakobijevom
metodom sa reSenjem dobijenim u delu 5.1.1, korisno je opet uvesti smenu K = é Izraz

(5.1.81) je
K 1
B=x+{—yo) I 1- Karcth—- (5.1.82)
-1

Y—Yo

Kako bi se u potpunosti odredila jednacina trajektorije y = y(x), potrebno je odrediti konstante
B i K, aza to su neophodne dve nove jednacine. Kako izraz (5.1.82) vazi za bilo koje x ili y iz
intervala [x,,x1] i [vo, y1], jedna jednacina ¢e se dobiti kad x i y uzmu vrednosti x, i y,, a
druga kada uzmu vrednosti x; i y;. Za vrednosti x = x, i y = y, jednacina (5.1.82) daje

B = x,. (5.1.83)

Za vrednosti x = x; i y = y;, uz zamenu konstante B iz prethodnog izraza, jednacina (5.1.82)

postaje
( ) K 1 + Karct —1
X1 =X =—W1— - arc :
1 0 Y1 = Yo A g 7 . (5.1.84)

yi—Yo

Sto je identiCan izraz kao izraz (5.1.21). Ova jednacina je transcedentna i vrednost konstante K
nec¢e biti racunata. Zamenom vrednosti konstante B U izrazu (5.1.82) dobije se jednacina
brahistohrone, koja je identi¢na jednacini (5.1.20), tj. dobije se

K . . 1
—_— arc
S —ye LY Karctg = - (5.1.85)

v =y

x—xy = (y(x) —J’O)\/
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5.2 Brahistohrona na cilindru

Posmatra se vezano kretanje materijalne tacke mase m kroz neviskoznu sredinu pod uticajem
gravitacione sile po glatkoj uzlebljenoj povrsini vertikalnog kruznog cilindra poluprecnika r,
prikazanog na slici 5.2.1. Materijalna tacka krece iz pocetne tacke A, u potpunosti odredene
cilindriénim koordinatama (r,6,,z,), bez poCetne brzine i stize u krajnju tacku B, datu
cilindri¢nim koordinatama (r, 84, z1), gde je ugao 6, fiksiran, ali koordinata z; nije. Trazi se
jednacina veze u obliku zavisnosti promenljive z 0od nezavisne promenljive 6, odnosno trazi se
z = z(0), tako da materijalna tacka iz po¢etne u krajnju tacku stize za najkrace vreme.

Y/

~_ |

V4

sl. 5.2.1 Brahistohrona na cilindru

Kineticka energija materijalne tacke je

mv?

T = 5= %(552 + y?% + 22). (5.2.1)

Pri prelasku na cilindriéni koordinatni sistem, veza izmedu Dekartovih i cilindriénih koordinata
je data relacijama

X =rcosé, y =rsinf, z = z(0), (5.2.2)
¢iji su prvi vremenski izvodi

. . dz .
x = —rsin(0) 0, y =rcos(0) 0, Z= 0 6. (5.2.3)

Koris¢enjem relacija (5.2.3), kineticka energija (5.2.1) je

2
_T'Z 2 %
T = 26 <r +<d9> ) (5.2.4)



Potencijalna energija, ukoliko gravitaciona sila deluje duz pravca z 0se, je

U=-mgz, (5.2.5)

te se za Lagranzijan materijalne tacke L = T — U dobija

L(6,0) = %92 (rz + (dil_(em> ) +mgz(0). (5.2.6)

Kako Lagranzijan ne zavisi eksplicitno od vremena, zakon odrzanja dat jedna¢inom (2.32) ima
oblik

oL .
— 60 — L = C = const, (5.2.7)
a6
koji nakon diferenciranja Lagranzijana, datog izrazom (5.2.6), po prvom izvodu promenljive 8
postaje

m. ([, dz\?
?9 r +<E> —mgz = C. (5.2.8)

_ 2
Iz izraza za kineti¢ku energiju tacke (5.2.1) i (5.2.4) se vidi da je v? = 62 (rz + (%) ), te se
jednacina (5.2.8) moze napisati u obliku

172

7 -9z = Cl' (5.2.9)

gde je sa C; oznacena neka nova konstanta. 1z prethodnog izraza se moze izraziti intenzitet
brzine:

v=,0C +2gz, (5.2.10)

a kako je u pocetnom trenutku brzina jednaka nuli, a vrednost koordinate z je jednaka z,, za
konstantu se dobije C; = —2gz,, te je brzina materijalne tacke

v =429z — z,). (5.2.11)

Brzina, definisanakao v = 2—? ,imaintenzitet [V| = v = % = '2—?', gde je ds elementarni deo
luka krive. Vektor polozaja 7 = xé, + yé, + zé, se preko cilindri¢nih koordinata izrazava kao
7 =1rcosf é, +rsinf é, + zé,, te je, uz pretpostavku kretanja materijalne tacke po cilindru
poluprecnika r, njegova elementarna promena d7 = —rsin 6 dOé, + r cos 6 dOé, + dzé,,

odakle se za intenzitet |d7| dobija da je

|d7| = ds = \/12(d)? + (dz)2. (5.2.12)
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Kako je promenljiva z funkcija ugla 8, odnosno z = z(0), tako je dz = Z—Zd@, pa se izraz
(5.2.12) moze napisati u obliku

ds =vr?2 +z'%de, (5.2.13)

. d
gde je uvedena oznaka z' = d—;.

Vreme kretanja materijalne tacke po putanji je linijski integral
ds

t= ) (5.2.14)
L vV

koji, nakon zamenjivanja elementarnog luka krive izrazom (5.2.13) i brzine izrazom (5.2.11),
postaje

O | r2 4+ 2'%(0
t=j ) de. (5.2.15)
M ICOEDD
24,2
Prema teoriji varijacionog racuna, vreme t je jednako funkcionalu I, a izraz 2; (;ZZ 3
—40

jednak podintegralnoj funkciji F (videti deo 3.1). Trazi se da vreme t ima ekstremnu vrednost:
601
t = f F(H,Z(H),Z’(H))d@ - min, (5.2.16)
6o
§to uz pocetne i krajnje uslove z(6,) = z, i z(6,) = z;, pri ¢emu je z; nefiksirano, formulise

problem brahistohrone na cilindru. Da bi vreme imalo ekstremnu vrednost, mora vaziti Ojler-
Lagranzeva jednacina (3.1.11), oblika

0. (5.2.17)

Kako funkcija F ne zavisi eksplicitno od ugla 8, zakon odrzanja (2.32), koji se zapisuje u obliku

oF

-z' —F = C = const (5.2.18)
0z

i koji nakon diferenciranja funkcije F po prvom izvodu promenljive z postaje

.r.2

- =C
\/Zg(z —2y)(r? +z'?)
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Kako polupreénik cilindra r ima konstantnu vrednost, moze se zakljuéiti da je konstantan i izraz

(z—20)(r? + 2'%(0)) = K4, (5.2.20)

gde je sa K; obelezena neka nova konstanta. Za prethodni izraz se nakon razdvajanja
promenljivih i integraljenja dobije

z dz 7]
J, m=—"1.¢
Zo Kl — 2 0o

zZ— 2z,

Integral u prethodnom izrazu podseca na integral iz izraza (5.1.19), a kako bi se sveo na isti
oblik u kojem je integral iz (5.1.19), transformiSe se na slede¢i nacin:

jz dz B 1fz dz _ 1JZ dz
2o |_Ki r zo\/ K, rl, [ K ’ (5.2.22)

0 =0 -0, (5.2.21)

— 2 1 —
z—2z, | r?(z — z,) 1 zZ—z, 1

pri ¢emu je uvedena konstanta K = % Ubacivanjem izraza (5.2.22) u jednacinu (5.2.21), ona
postaje

z dz o 6—8
LO K =76 =) (5.2.23)

1

zZ—2z,

Na osnovu reSenja integrala iz izraza (5.1.19), datom u izrazu (5.1.20), jednacina (5.2.23)
postaje

’ K 1
—(z(6) — ZO) m -1+ KarcthK—l =70 — 90)’ (5.2.24)

z(0) —z,

Sto predstavlja jednacinu trajektorije materijalne tacke z = z(6), odredenu do na konstantu K.

Kako bi se odredila vrednost konstante K, potrebno je resiti jednacinu (5.2.21) u granicama
integrala od z, do z;, odnosno od 8, do 8, . Kako vrednost koordinate z, nije fiksirana, potrebno
ju je prvo odrediti, a za to se koristi prirodni grani¢ni uslov dat izrazom (3.1.12)

JoF
—| =0, (5.2.25)
0z’ 0,

odnosno
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z'(0)

=0, (5.2.26)
J29G0) ~ ) +276)|
1
a kako imenilac ne sme biti nula, zakljucuje se da je
z'(6,) = 0. (5.2.27)
Iz jednag&ine (5.2.20) se mozZe izraziti z'2(8) = Z((Sl_zo —r2. Kako je, prema izrazu (5.2.27),

vrednost z' za krajnji ugao 6, jednaka nuli, tako i vrednost z'* u krajnjoj tacki mora biti nula,
odnosno vazi

K

Z1 — Zy

—7r?2 =0, (5.2.28)

pa se vrednost promenljive z u krajnjoj tacki moze izraziti kao

K
n=—+zn=K+tzn (5.2.29)

Kako promenljiva z u izrazu (5.2.24) moze imati bilo koju vrednost iz intervala [z, z;],
uzimanjem vrednosti z = z; dobija se jednacina u kojoj je jedina nepoznata konstanta K, te se
njenim resavanjem ona moze odrediti. Dolazi se do izraza Karctg(co) = r(6; — 6,), te sledi
da konstanta K ima vrednost

2r(6,— 6
o _ 26—y
T

(5.2.30)

Zamenom vrednosti konstante K iz prethodnog izraza u izraz (5.2.24) dolazi se do potpuno
odredene jednacine brahistohrone na povrsini cilindra u implicitnom obliku

2(0; — 6y) 2(61 — 6,) !
(2(8) = 20) J CCORFY R 20— 8) 4 (5231
w(z(0) — z,)

=9_90

Moze se odrediti i najkra¢e vreme potrebno da tacka dode iz pocetne u krajnju tacku.
Postupak je analogan postpupku opisanom kod kretanja tacke u ravni u delu 5.1. U jednacinu
(5.2.15) se ubacuje izraz z — z, iz jednacine (5.2.20), sto daje
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t= f"l s 212(9) d@ + 91 z'2(0)d6
B 29K, /—2 K : (5.2.32)
0, __=dJ "1
R z'2(0) g 0

Kod integrala f;;z'z(e)de iz prethodnog izraza je potrebno pre¢i Ssa integracije po

promenljivoj 8 na integraciju po promenljivoj z. Kako je z' = Z—z, sledi da je d6 = g. Granice
integrala se menjaju na slede¢i nacin: 8, — z, i1 8; = z;, te se za posmatrani integral dobije

61 Z1
f z'%(0)do =f z'(z)dz. (5.2.33)
6 Zg

0

Zamenom z' iz jednacine (5.2.20) za integral iz prethodnog izraza se dobija

61 z1 K, Zq K
f z'2(0)do = f —r2dz = rj —1dz, (5.2.34)
6o zo A% T %0 20 \JZ T %0

gde je primenjena relacija K = —. Integral f —— — 1.dz je potpuno istog oblika kao i

integral iz jednacine (5.1.24), te je i njegovo reSenje IStog oblika, odnosno

f21 —1dz=(zy—2y) |———-1+K t—1
z=(z,—z arc :
r 770 1 0 71 — 7o g 7 . (5.2.35)
Z, — Zg

Ubacivanjem reSenja integrala fzzol % — 1 dz, datog u prethodnoj jednagini, u izraz (5.2.34),
—40

pa potom ubacivanjem novodobijenog resenja integrala f:ol z'2(8)d6 uizraz (5.2.32), za vreme

kretanja materijalne tacke se dobije

1 K 1
t = r(6; — 6,) + (2, — /——1+Karct E— 5.2.36
,—ng 1 0 (z1 0) 71 — 7 g N p ( )

Z1 — Zp

Koris¢enjem izraza (5.2.29) i (5.2.30) se iz prethodne jednacine dobije
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(5.2.37)

Sto predstavlja konacni izraz za najkrace vreme kretanja materijalne tacke od pocCetne do krajnje
tacke po povrsini cilindra.
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6 Problem brahistohrone u viskoznoj sredini

Posmatra se vezano kretanje materijalne tatke mase m kroz viskoznu sredinu pod uticajem
gravitacione sile u vertikalnoj xOy ravni, kao $to je prikazano na slici 6.1. Tom Kretanju se
suprotstavlja sila otpora R=-mk f() IZTI gde je k konstanta povezana sa viskoznosc¢u sredine,
a f(v) neka zadata funkcija brzine v, gde su najées¢i oblici f(v) = v i f(v) = v?. Smatra se
da je pocCetna brzina v, dovoljno velika, tako da materijalna tacka stize iz pocéetne tacke (x, yo)
u krajnju tacku (x4, y;). TraZi se jednacina veze u obliku zavisnosti promenljive y od nezavisne
promenljive x, odnosno trazi se y = y(x), tako da materijalna tacka iz pocetne u krajnju tacku
stize za najkrace vreme.

Yo

it

sl. 6.1 Brahistohrona u viskoznoj sredini

Kako je sila otpora R nepotencijalna sila, ne moze se formulisati zakon odrzanja energije,
kao $to je to radeno u prethodnim primerima, (videti poglavlje 5), ve¢ se Koristi izraz za
promenu Hamiltonijana (2.31), pa je zakon promene ukupne energije materijalne tacke dat
izrazom

d <6L .
dt

= L) = Q*x, (6.1)
ax " Q"x
gde je Q generalisana nepotencijalna sila. Na osnovu izraza (2.12) se za generalisanu silu

dobija da je

=

0

v or
0x v

= —mkf(v) = =—. (6.2)

“_ .
¢ lv| ox

Kako je vektor polozaja 7 = xé, + y(x)é,, sledi da je g—i =&, + Z—zéy, a kako je brzina v =
xé, + yé,, sledi da je
or dy
—)-_:. ._:. . 1 (63)
v e x+ydx x+yy,
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gde jeuvedenizrazy' = Z—i’. Promenljiva y je funkcija promenljive x, koja je funkcija vremena,

odnosno y(t) = y(x(t)), te je njen prvi izvod po vremenu y = y'x, pa se jednacina (6.3)
zapisuje u obliku

-

or 2
D — = % ! 6.4
Chtew x(1+y'°). (6.4)

Intenzitet brzine je po definiciji dat izrazom |¥| = \/x2 + y2 , pa se zamenjujuci y sa y'x dobije

V| =v=xJ1+y"2 (6.5)

Generalisana sila, data izrazom (6.2), se moze napisati u obliku

Q" = —mkf(v)_[1+y'? = —mkf(v) ; (6.6)

gde su iskoriséene jednacine (6.4) 1 (6.5).

Sto se ti¢e oblika Lagranzijana, nema nikakve razlike u ovom sluéaju i u slu¢aju bez otpora
sredine prikazanom u delu 5.1, te na osnovu jednacine (5.1.5) vazi

2

m mv
L= ?x2(1 +y'?) +mgy = —— T mgy. (6.7)

Zakon promene energije (6.1), koris¢enjem izraza (6.6) i (6.7), postaje

d (mv?
%< > —mgy> = —mkf (v)v. (6.8)

Vreme kretanja materijalne tacke, ¢iji se minimum trazi, je istog oblika kao i u problemu
bez otpora sredine, tj. dobija se zamenom izraza (5.1.11) u jednacinu (5.1.12), odnosno dat je

izrazom
[2
t:fﬁ:fxl ’1+y (x)d 6.9)
LV x

e B

te, prema teoriji varijacionog racuna, vreme t iz izraza (6.9) odgovara funkcionalu I, a

,1+y’2

podintegralna funkcija — odgovara funkciji F(x,y(x),y’(x), v(x), v’(x)), pa izraz (6.9)
odgovara izrazu I = f:olF(x,y(x),y’(x),v(x),v’(x)) dx.
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Kako je u izrazu (6.9) koordinata x nezavisna promenljiva, potrebno je naci brzinu kao
funkciju koordinate, te je sa izvoda po vremenu u jednacini (6.8) potrebno preci na izvod po
koordinati. Kako bi se pronasla relacija izmedu izvoda po vremenu t i izvoda po promenljivoj

x, posmatra se neka funkcija vremena koja je funkcija koordinate koja je funkcija vremena,
odnosno f(t) = f(x(t)). Nalazenjem izvoda po vremenu, Z—’: = %x, dobija se trazena veza
izmedu izvoda po vremenu t i izvoda po koordinati x u obliku

= (6.10)

Iz jednacine (6.5) se moze izraziti x = Sto ubacivanjem u izraz (6.10) daje

v
d v(x) d

dx’ (6.12)
[1+y2@ "

Sto dalje zamenjivanjem u izraz (6.8) daje diferencijalnu jednacinu po promenljivoj x oblika

v(x) d (mv?(x)
dx 2 —mgy(x) | = —mkf (w)v(x). (6.12)
2 X '
‘/1 +y" (%)
Prethodna jednacina se transformiSe u
2 !

@Jrkf(v) 1+y* 9y _, (6.13)
dx v %

Kako se trazi minimalno vreme kretanja dato izrazom (6.9), pri ¢emu mora biti zadovoljena
diferencijalna jednacina (6.13), sledi da je varijacioni problem minimizacija funkcionala (6.9)
uz ograniCenje u vidu diferencijalne jednaline (6.13), koja predstavljena u obliku

fe,y,y',v,v") =0, glasi
v'—¢ =0, (6.14)

_kfW1ty? | gy
. :

. ;_ dv . .
gdejev—dxup— ”

Koristeéi teorijske osnove prilozene u delu 3.2, moze se formirati prosirena podintegralna
funkcija F* na slede¢i nacin:

F*(x,y,y,v,v,0) =F(x,y,y,v,v") + A(v' — o(x,y,y",v)), (6.15)

gde je saA = A(x) uveden LagranZev mnozZitelj, pa se na osnovu izraza (6.15) formira pro§ireni
funkcional I*, dat u obliku
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X1

X1
I"= f (F+ 200" — @))dx = f F*(x,y,y',v,v', Ddx. (6.16)
X

0 X0

Kako bi proSireni funkcional I* imao ekstremnu vrednost, mora biti ispunjen Kkriterijum
optimalnosti §1* = 0, odnosno

X1
ol = f OF*dx =0, (6.17)

X0

pa se variranjem prosirene podintegralne funkcije F* po svim zavisnim promenljivama dobija

oI =

fxl (8F* oF* OF" G
X

3y oy + 3y’ 6y’ + F ov + F 7 >dx =0. (6.18)

Koris¢enjem svojstva da je 8y’ = (6y)’ i v’ = (v)’ i parcijalnom integracijom izraza (6.18)
(za detalje videti deo 3.2.2), za kriterijum optimalnosti se kona¢no dobija
X1

(6F* ) +fx1(aF* daF*)Sd
av’ xo Jx, \OY dx 0y’ yex

+]X1(6F* daF*)ad +jxlaF*5,1d =0
o Vv dxov) VT T

X1

51 = (2 5y)
ay’ %o

(6.19)

Da bi uslov 61" = 0, dat jednac¢inom (6.19), bio ispunjen za proizvoljne varijacije 8y, dv i 64,
izrazi uz navedene varijacije u podintegralnim funkcijama moraju biti jednaki nuli, te se dobija
sistem jednacina

10 JoF* d(’)F*_O 90 JOF" daF*_0 30 6F*_0
dy dxay ov dxov or
(6.20)
aF* X1 aF* X1
P LA S L
dy %o dv Xo

u kojem prve tri jednaéine opisuju kretanje, a preostale dve defini$u grani¢ne uslove. Kako je,

. . N . . 14y"* ..
na osnovu izraza (6.9), podintegralna funkcija F jednaka izrazu = za prosirenu

podintegralnu funkciju F* se, na osnovu jednacine (6.15), dobija

pr= VYT k) +2 <v - %) (6.21)

Koris¢enjem prethodnog izraza, jednacina 1° iz sistema jednacina (6.20) postaje
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d !
o) o),
A\ pfT+y? v
te sledi da je
1+ Ak A
4 ( f(v)) 29 = (C = const. (6.23)

wity? v

Za jednacinu 2° iz sistema jednacina (6.20) se, ubacivanjem F* iz jednacine (6.21), dobije

U 1 ) + Y T 97 S (6.24)

dv v2  dx

a za jednacinu 3°

12 !
- kf(v)J1+y _9y 0 (6.25)
v v

Grani¢ni uslovi problema se traze iz jednacina 4° i 5° iz sistema jednacina (6.20). Kako su
pocetna i krajnja tacka fiksirane, odnosno kako je y(x,) =y, i y(x1) = y;, $to zapravo
predstavlja grani¢ne uslove, izraz 4° je zadovoljen, jer je

6y(xo) =0,  6y(x;) =0. (6.26)

S obzirom da je pocetna brzina fiksirana i da vazi v(x,) = v,, izraz 5° je zadovoljen u tacki
Xo, Jer je

sv(x,) = 0, (6.27)

a kako je brzina u krajnjoj tacki x; nepoznata, njena varijacija je razlic¢ita od nule, odnosno
dv(x,) # 0, pa kako bi uslov dat jedna¢inom 5° bio zadovoljen, mora vaziti prirodni grani¢ni
uslov

or =0 6.28

av, . - Y ( . )
odakle se dobija da je Cetvrti granicni uslov

A(x,) = 0. (6.29)

Iz sistema jednacina (6.23), (6.24) i (6.25) se mogu dobiti funkcije y = y(x), v =v(x) i A =
A(x). S obzirom da su one diferencijalne jednac¢ine prvog reda, prilikom njihovog reSavanja ¢e
se pojaviti i tri nove integracione konstante, koje se, zajedno sa konstantom C, odreduju iz
grani¢nih uslova y(x,) = yo, v(x1) = y1, v(xg) = vy i 1(x;) = 0.
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