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Predgovor

Savremena nauka materijala istrazuje mogucénost ,pojacavanja’ odredenih (potrebnih) i ,pri-
gusivanje” drugih (nepotrebnih) fizickih osobina. U tu svrhu su posebno ispitivani niskodimenzioni
kristalni sistemi (ultratanki filmovi, superresetke, te kvantne zice i tacke).

Danasnji razvoj tehnike i tehnologije omoguéava pravljenje ovakvih kvantnih sistema, eksper-
imentalni rezultati su prisutni i merna oprema moze da ih prati, ali & u domenu teorijskih
razmatranja (modelovanja i analitickog reSavanja) ostalo je dosta prostora za rad.

Najveéa poteskoca je upravo u slabo i neadekvatno primenljivom matematickom aparatu. U
ovom radu se pokazuje da se metode diferencnog racuna uz odgovarajuéu podrsku numerickih
prorac¢una mogu uspesno primeniti na iznalazenje zakona disperzije i Grinovih funkcija fonona u
ultratankim kristalnim filmovima.

Fononi su osnovna elementarna pobudenja u fizici ¢vrstog stanja, odreduju sve mehanicke
osobine sistema, ucestvuju u svim transportnim procesima definiSu¢i prakti¢no sve relevantne
karakteristike supstancije. U radu su odredene osnovne termodinamicke veli¢ine fononskog pod-
sistema — Debajevi parametri koji karakterisu prvenstveno sva provodna svojstva kristala.

Ovaj diplomski rad je uradjen pod mentorstvom prof. dr Jovana Setrajciéa.

Novi Sad, 05.04.2007.

Milisav Ostoji¢
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1 Uvod

Za modernu nauku o materijalima danas je najznacajnije precizno strukturiranje materijala
do dimenzija reda veli¢ine nanometara, posebno na polju elektronike, optoelektronike i visokoteni-
peraturske superprovodnosti. Teorijska i eksperimentalna istrazivanja osobina niskodimenzionih
sistema (superresetke, tanki filmovi, kvantne Zice i kvantne tacke), postala su u poslednjoj deceniji
veoma intenzivna, pa bi se moglo re¢i da predstavljaju jedan od udarnih pravaca istrazivanja u
savremenoj fizici kondezovane materije. Razlozi interesovanja za ovakve sisteme, kao realnije
strukture od neogranicenih, su mnogobrojni. Fenomeni povezani sa tako malim dimenzijama
dovode do pojave novih i drugacijih, odnosno izmenjenih osobina materijala i specificnih pojava
Sto je interesantno ne samo sa fundamentalnog fizickog stanoviSta, ve¢ su takve strukture od Sireg
prakti¢nog znacaja.

Fononi predstavljaju osnovna pobudjenja u kristalima i fononski podsistem je u njima uvek
prisutan, bez obzira na to da li se kao glavni nosioci mehanizama koji ,proizvode” odredjene
fizicke osobine, pojave i efekte u kristalnim strukturama javljaju elektroni, eksitoni, feroelektron-
ska pobudjenja ili neki drugi vidovi elementarnih ekscitacija. Iz tog razloga, ispitivanje udela i
uticaja fononskog podsistema na fizicke karakteristike materijala poseduje veliki znacaj za teoriju
¢vrstog stanja. U ovom radu izvrSena je analiza fononskih spektara ultratankih kristalnih filmova
metodom dvovremenskih temperaturskih retardovanih Grinovih funkcija. Za reSavanje ovog prob-
lema razvijen je i niz drugih matematickih aparata (metod Hajzenbergovih jednacina kretanja,
malih perturbacija, talasnih funkcija itd.), ali je pomenuti formalizam odabran iz slede¢ih razloga.

1. Iz opste teorije linearnog odziva sistema poznato je da se formiranjem jednacine kretanja za
Grinovu funkciju u opstem slucaju dobija nova funkcija Grina, ¢iji je red visi od reda polazne
funkcije. Sukcesivnim ponavljanjem ove procedure dobija se beskonacni lanac medjusobno
povezanih jednacina za Grinove funkcije, koji se korid¢enjem izvesne dovoljno dobre aproksi-
macije prekida na taj nacin §to se visa Grinova funkcija izrazava pomoc¢u prve nize. Od ovog
pravila, medjutim, izuzeti su tzv. ,kvadratni” hamiltonijani, ¢ije prisustvo obezbedjuje da
se u jednacini kretanja ne pojavljuju Grinove funkcije vieg reda. Kao $to ¢e u daljem tekstu
biti pokazano, hamiltonijan fononskog podsistema superresetke upravo je takvog oblika.

2. Realni deo pola Grinove funkcije odredjuje frekvenciju (a samim tim i energiju) elementarnih
ekscitacija koje se javljaju u sistemu, dok je recipro¢na vrednost njegovog imaginarnog dela
proporcionalna vremenu Zivota ovih ekscitacija (tj. kvazicestica).

Da bi se izucile posebnosti karakteristika fonona u ultratankim filmovima, moraju se prethodno
spomenuti te iste karakteristike u neogranic¢enim kristalnim strukturama i na osnovu toga izvrsiti
poredjenje fundamentalnih karakteristika ovih struktura.
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2 Fononi u kristalima

Najjednostavniji oblik kretanja u ¢vrstom telu jeste oscilatorno kretanje konstituenata od
kojih je sastavljena kristalna reSetka (atoma, molekula, odnosno jona) oko odgovarajuéih polozaja
ravnoteze. Ukoliko se posmatrana kristalna struktura moze smatrati neograni¢enom, onda je
ovo oscilatorno kretanje atoma analogno prostiranju talasnih poremedéaja (tj. elasti¢nih tala-
sa) kroz kristal. Ova €injenica implicira moguénost uspostavljanja izvesne formalne analogije
izmedju mehanickih oscilacija sredine i prostiranja elektromagnetnih talasa: naime, slicno kao
sto elektromagnetno polje vrii razmenu energije sa drugim sistemima u nedeljivim elementarnim
iznosima fiw (tj. fotonima), energija vibracije kristalne resetke takodje je kvantovana, pri ¢emu
se kvant energije elasti¢nog talasa naziva fononom. S obzirom da nikakav eksperiment direktno
analogan fotoelektricnom efektu - koji predstavlja jak dokaz u prilog kvantovanja svetlosti - nije
do danas izveden sa fononima, postavlja se pitanje eksperimentalne potvrde njihovog postojanja.
Najvazniji dokazi ukljucuju sledece.

1. Udeo resetke u toplotnom kapacitetu ¢vrstog tela uvek tezi nultoj vrednosti kada tempera-
tura tezi nuli. Ovo moze biti objasnjeno jedino kvantovanjem vibracija kristalne resetke.

2. X-zraci i neutroni se neelasti¢no rasejavaju na kristalima, pri ¢emu promene njihove energije
odnosno impulsa odgovaraju kreaciji ili anihilaciji jednog ili viSe fonona.

Dakle, fononi opisuju oscilatorno kretanje u posmatranoj kristalnoj strukturii- s obzirom da se
kristal u smislu njegovih oscilatornih karakteristika mozZe smatrati sistemom povezanih oscilatora
- uvode se prilikom kvantnomehanickih analiza linearnog oscilatora, ¢ija je energija data izrazom:

E, = (n-{— %) Y, ne(0,1,2,..) (2.1)

a priradtaj energije pri prelasku iz stanja n u stanje n + 1 (tj. energija fonona):
En+1 - E«n, = hQ (22)

Energija fonona, preko Q = /C/M, zavisi od mase oscilatora M i konstante C' koja karakteriSe
elasticnu silu oscilatora, a impuls mu je jednak p = k. S obzirom da svaki atom prilikom
oscilovanja trpi uticaje okolnih atoma i istovremeno i sam uti¢e na njihovo oscilovanje, fononi
u kristalnim strukturama ne mogu se smatrati- kvantima oscilovanja pojedina¢nih atoma, veé
predstavljaju elementarna pobudjenja ¢itavog kristala.

2.1 Fononi u neogranic¢enim strukturama

Potencijalna energija kristala na apsolutnoj nuli (tzv. zamrznuti kristal) data je izrazom:
1
W= -Z—ZV(ﬁ—n‘i) (2.3)
n,m

pri éemu je V(7 — ) potencijal interakcije izmedju dva atoma na mestima 7 i /. Ako se
temperatura povisi, atomi po¢inju da osciluju tako da trenutni poloZaj atoma ne karakterisu vise
vektori 71 1 M, ve¢ vremenski zavisni vektori

n+a(n,t), m+a(m,t),
gde je (7, t) = u(7) pomeraj atoma iz ravnoteznog polozaja 7. Tada se mora izvrsiti i prelaz:

V(7 — i) = V(7 — 1) — V {(7 — ) + [@(7) — a(m)]} .
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S obzirom da su na niskim temperaturama pomeraji 4(77) mali, koriste¢i standardnu teoriju malih
oscilacija, funkcija V se razvija u stepeni red po Dekartovim komponentama uq(7) vektora (i)
oko polozaja ravnoteze:

V{7 — ) + [(@(7) - ()]} = V, (7 — i) + z {%ﬁ_ﬂ () 7] ¢
L 8%V (7t — ) o )
+ §aﬁ%m b(ﬁ—m)a@(ﬁ—vﬁ)ﬁ}o[ua(n)—Ua(m)] [ug(7@) — ug(m)] + --- (2.4)

(e 1 [ oznacavaju moguée projekcije vektora na ose Dekartovog sistema). Svaki atom lezi u
nekoj potencijalnoj jami, pa iz uslova stabilnosti kristala sledi da je drugi sabirak s desne strane
znaka jednakosti u izrazu (2.4) jednak nuli. Dakle, oscilovanje karakteriSe samo treci sabirak u
izrazu (2.4) - harmonijski ¢lan. Ako se ovaj ¢lan sumira po svim ¢vorovima i doda mu se kineticka
energija Z M ui /2, dobija se oscilatorni hamiltonijan sistema:

;7

3

H=Y 00+ 7 3 Cagli—1) [ual) — uali)] [ug(@) —us(i)] ,  (25)

O*V (i — m
gde su Cop(fl — ) = l: (7 — ) J - Hukove konstante elasti¢nosti.

37 — m)ad(R — )5 |
Posto sile koje deluju izmedju atoma u kristalu brzo opadaju sa porastom rastojanja | i —m
izmedju atomal, to se izraz za potencijalnu energiju moze napisati na sledeéi nacin:

V(i —m)~ v>1.

Tada se izraz za potencijalnu energiju u (2.5) moZe napisati u aproksimaciji najblizih suseda, koja
se sastoji u zameni sumiranja 7, m — 7,7 £ A\, gde A povezuje atom na mestu 7 sa njegovim
najblizim susedima. Kako je intenzitet A za sve najblize susede isti (idealan kristal!), koeficijent
Cqaps(X) ne zavisi od A. Na taj nacin oscilatorni hamiltonijan sistema postaje:

B=Y 220 + 7 Y Cap [uald) - uai D] [us) —us(iz D] . (26)
;i aBii, X

2.2 Formiranje fononskog modela

Mada u prirodi nema ¢istih izotropnih kristala, niti se oni mogu na danasnjem nivou tehnolo-
gije proizvesti, izucavanje idealnih (beskonac¢nih) struktura korisno je zbog toga, §to se za osnovne
fizicke fenomene mogu izracunati njihove globalne karakteristike i dobiti ono Sto se naziva - kvali-
tativna slika, a zakljucci dobijeni na taj nacin, kao i metodologija istrazivanja, mogu se prenositi
na neidealne strukture, a pre svega na kristalne strukture sa narusenom translacionom simetrijom.
Idealne beskonacne strukture su kristali sa osobinom translacione invarijantnosti u tri uzajamno
nekomplanarna pravca. Ovi pravci, koji se uvode u kristalografiji, ne moraju biti uzajamno orto-
gonalni, pa se zato u teorijskoj fizici kondenzovane materije uvodi dodatni Dekartov sistem. Ovde
¢e biti posmatran samo kubni kristal kada su kristalografski uvedeni pravci uzajamno ortogonalni.

-12

'Lenard-Dzonsov potencijal koji je proporcionalan Ar~% — Br~'?, najpogodniji je kod fonona u sluc¢aju kova-

lentnih i molekulskih kristala
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S obzirom na to, hamiltonijan sistema u aproksimaciji najblizih suseda (2.6) moze da se napise
u obliku:

2
§ :pa;fi 1 o 2
"= oM T 1 Z_Cﬁj‘ ("a;ﬁ“ua;ﬁx) ; (2.7)
a;T

a;f,A

gdejepg =M @ - impuls atoma kristala, a M - masa tih atoma. Drugi sabirak sa desne strane
znaka jednakosti predstavija efektivni medjuatomski potencijal interakcije (Vesy).

2) Da bi se shvatio pocetak primene mate-
A e T matickog formalizma prilozena je slika 2.1,
. koja analiticki prikazuje 7i-ti atom kristala
: — : u okruzenju svojih najblizih suseda. Radi
jednostavnosti, pretpostavlja se da se radi o
prostoj kubnoj strukturi sa jednim atomom
po elementarnoj celiji (primitivna celija).
) Vidi se da |X|/a moze jedino da uzme vred-
W 4w T > (Y) nosti: —1i1. U skladu sa svim ovim, izraz

(00y,0,) (nxnyt1n9) za fononski hamiltonijan moZe da se napise u

(nX9n}”nZ+ 1)§

(nx,ny-1,nz)

Ci pogodnijoj (razvijenoj) formi:
&
X)) (nxt+1,ny,n7)
() oty H=T+ Vess, (2.8)
(nx,ny,nz-1) pri ¢emu su:
2
Slika 2.1: Atom u okruZenju najblizih suseda T = Poii 2.9
>R (2.9)
C 9 amn 9
V;sz = Z Ta [(ua;n:+1,ny,nz - ua;nz,ny,nz) + (ua;nz—l,ny,nz - ua;nz,ny,nz) +
Nz, Ny, Nz
2 2
+ (ua;nz,ny+1,nz - ua;nz,ny,nz) + ('L"»cu;nz,ny—l,nz - ua;nx,ny,nz) + (2~10)
2 2
+ (ua;nz,ny,nz-}-l - ua;nz,ny,nz) + (ua;nz,ny,nz—l - ua;nz,ny,n,-_) } .
Torzione Hukove konstante Cop su zanemarene u odnosu na konstante istezanja Cy = Caq, a
operatori uqg 1 Poii = MUz zadovoljavaju standardne komutacione relacije:
[uoss, Ps,m) =R 0ap bam; [Uom Ug, m| = [Parts Pg,m] =0. (2.11)

2.3 Zakon disperzije fonona

Energetski spektri i stanja, kao §to je u uvodnom delu naglaseno, bi¢e potraZeni metodom
Grinovih funkcija. U tu svrhu posmatra se dvovremenska temperaturska Grinova funkcija:

2t =) = ((uaa®) | uam(t)) = O = ) ([uaa(t), vaum ()])o - (2.12)
Dvostrukim diferenciranjem ovog izraza po vremenu i neznatnim sredjivanjem, dobija se:
d? ot —1t)

M — Gfat—t) = —ihdzm ot —t') +

dt ih
Uzimanjem t' = 0 i Furije transformacijom ¢t — w poslednji izraz prelazi u jednakost:

—dwt ﬁ o 2na _i Do = =
/dw e {27r O — Mw G (w) e (([pam,A H]| ua;m))u} =0,
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koja je zadovoljena za:
ih 1
~MwPGa(w) = == dam+ 2 (([par,

Dalji postupak odredjivanja Grinovih funkcija Ga
figurisu u visim Grinovim funkecijama ({--- |-

H] i ua;ﬁ't))w (2-13)

(w). zahteva izracunavanje komutatora koji
-)) iz gornje jednacine.

[pﬁ;mz,my,mz ) T] + [Pﬁ;m:,my,mz ) V:eff] =

DR

[p/B?mI:myvmz ’ H] =

= [pﬁ;mz,my,mz ) ‘/eff] =

Nz My Nz
X {2 [pﬁ;mz,my,mza (ua;'nz,ny,nZ - U'a;nx—*-l,ny,nz)] (ua;nz,ny,n: - Ua;nz+1,ny,nz) +
+ 2 [pﬁ‘mz,my,mz ] (Ua;nz,ny,nz - Ua;nz-—l,ny,n;)] ('U'a;nz,ny,nz - ua;nx—l,ny,nz> +
+ 2 [ PBimz,my,mz> (ua;nz,ny,nz - ua;nz;ny+1,nz)] (ua;n:,ny,nz - ua;nz,ny+1,nz) +
+ 2 [pﬁ Mg, My, M2 ) (Ucu;nz,ny,nz - ua;nz,ny—l,nz)] (Ua;n:,ny,nz - ua;nz,ny—l,nz) +
+ 2 [pﬁ;m;n,my,mz’ (ua;nz,ny,nz - ua;n,,ny,n,-i-l)] (ua;nz,ny,nz - ua;nx,ny,nz—f-l) +
+ 2 [pﬁ;mz,my,mz’ (ua;nz,ny,nz — Uajng ,ny,nz— )] (ua;nz,ny,nz - Ua;nz,ny,nz—l)} =
= —if Z —Cﬁ 5a,8 [(677,1—;‘7, - 5n2+1,mx5ny,my6‘nz,mz) (ua;nr,ny,nz - Ua;n:—i-l,ny,nz) +
Ng My, Nz
+ (-ﬁ,rﬁ — Ong—1,me 5ny,my n;,m;) (ua;n,,ny,nz - Uoz;n;—l,ny,nz) +
+ (-r‘i,ﬁ'z - 5nz,mzony+l My nz,mz) (ua;nz,ny,nz - 'U'a;nx,ny—i-l,nz) +
+ ( T, T 6nz,mzo_ —1,my nz,mz) (ua;nz,ny,nz - ua;nz,ny——l,nz) +
+ ( A 6nz,mz 5ny,my n.+1 mz> (ua;nz,nymz - ua;nx,ny,nz+1) +
+ (~ﬁ,1ﬁ Onz,m16ny,my n.—1, mz) (ua;nx,ny,nz — Uaynz ny,nz— )] =

= _ihcﬁ (6“/3;mz,my,mz — UBmz+1,mym. — UBmz—1,my,mz; "

UBimz,my+1m; — UBmaz,my—1m: — UBma,my,mz+1 “B;mx,my,mz—l)

Ovde su iskoriséene komutacione relacije za pomeraje i impulse (2.11), kao i definicija Kro-
nekerovog simbola. Dalje, uzimajuéi u obzir:

a0 — o —
G’ﬁ,,ﬁl = an,ny,nz;mz,my,mz - <<ua§na:,ny,nz I ua}m:;my7mz>> (214)
i zamenom nadjenih komutatora u jednacinu (2.13) sledi:
9 a ik o
- Muw Gn;,ny,nz;mz,my,mz - _% 6nx:m15nyymy5nzymz - Ca (6 an,ny,nz;m:,my,mz_
o o a
- an+l,ny,nz;mz,my,m, T Yng—1lnynzme,my,mz an,ny+1,nz;m¢,my,mz - (2'15)

« -G o’ -G e
Ng,Ny—1,Nz;Mg, My, M2 Nz, Ny, Nz+1Mg My, M2 Nz Ny Nz —1;Mzx, My, Mz

Primenom nove Furije transformacije (7,1 — k):

O m =

1 —i(A—)k
w2 e
k k
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na jednacinu (2.15), te nakon neznatnih algebarskih operacija, ona prelazi u:

M _i-mk [ M . 2 % g _ — -
N 2 e 51 GE (W) |w +2M’ (3 — cosazky — cosayky —cosazk;)| o =0.

Ova jednakost je ispunjena za:

w? ih
[Q_g + 2 (cos agky + cosayky + cosa.k, — 3)] G[;"‘(w) =35 oo (2.16)
odnosno:
Golw)= — L S (2.17)
k 47 M wo (k) |w—wa(k)  w+ wa(k)

Odavde se, otigledno, polovi Grinovih funkcija nalaze kada se imenioci izraza u uglastoj zagradi

-

izjednace sa nulom. ReSavanjem tog uslova po w = wq(k) dobija se trazeni zakon disperzije
fonona:

- - k k
Ey(k) =hwa(k) =2 E, \/sin2 aw2—z + sin® %2—5' + sin? aszz ,

gde je Ey = k2o = fi\/Cy/M . Zbog poredjenja ove relacije sa odgovarajuom za film strukture,
zgodno ju je napisati u sledeéoj (bezdimenzionoj) formi:

(2.18)

- - paR
Ealk) =2 \/R(kfky) +S(k2) ; Ealk) = a(k) : (2.19)
Eq
R(kzky) = sin® %k—z + sin? akay ; S(k,) = sin? azk,

U aproksimaciji malih talasnih vektora & (k =
k2 + k2 + k2) i obelezavanjem: a = a; = ay = a,
poslednja relacija se svodi na:
Ealk)=ak,

J

()}

: ] Sto predstavlja tipiCan i poznat izraz za zakon dis-
5_//—_\\\.: 2 perzije akustickih fonona.

! Kvanti mehanickih pobudjenja sa linearnim zakonom
| disperzije, tj. osobinom

1

1

|

)

I

|

|

i

|

I

|

1

|

!

1 }li_r%wa(];) =0,

nazivaju se akustickim fononima. Analizom
kristala slozene strukture (sa o podredetki) dobija

E se 3o dozvoljenih frekvencija, od kojih tri uvek teze
-7 0 +Z k nuli kada k& — 0 (akusticki fononi), dok preostalih
, 30 —3 frekvencija zadovoljavaju uslov lim wq (k) # 0.
Slika 2.2: Akusticke (1) i opticke (2) k=0

Mehanicke oscilacije sa ovom osobinom nazivaju se
fononske grane

optickim fononima.
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2.4 Gustina fononskih stanja

Funkcija spektralne gustine fonona daje raspodelu broja fonona sa razlicitim energijama na
skali frekvencije:

Do) = Z= | D)= Dalw), (2.20)

gde je n, broj stanja u svim granama spektra (akustickim i optickim) za datu frekvenciju, a V'
zapremina. U opstem slucaju, ova funkcija se mozZe izraziti kao:

VZ/ dk 3w — wa(k)) VZ/ IWQ ok (2.21)

gde se poslednji integral uzima po povrsini I Briluenove zone, na kojoj je wa(E) = const. Gustina
stanja se moZze izratunati ako je poznat zakon disperzije w = wa(l;). Tacke u kojima je grupna
brzina vy = |Vwe(k)| jednaka nuli nazivaju se Van Hofovi singulariteti. U tim tagkama dolazi do
pojave pikova na krivoj D(w).

Gustina fononskih stanja se moze izracunati i metodom Grinovih funkcija, a definiSe se preko:

D.(w)= MAE™? Zgz(w)

gde je gp(w) spektralna funkcija Grinove funkcije. Ona se moze izraziti kao:

g.(w) =2 Re {Ga(w—i-zs)} 21‘/?% [5(w—wg)— 5w +w?)

i normira se na slededi nacin:

/dw'D

gde w,,,, predstavlja Debajevu ili Ajnstajnovu frekvenciju.

Izracunavanje D(w) je u opStem slucaju veoma slozen zadatak. Ipak, poznavanje taénog oblika
D(w), a narotito poloZaja maksimuma te funkcije na frekventnoj skali, od izuzetnog je znacaja
pri interpretaciji razli¢itih fizickih efekata i tumacenja eksperimentalnih rezultata u ¢vrstim te-
lima (npr. priizu¢avanju magneto-akustickih rezonancija, volt-amperskih karakteristika tunelskih
prelaza, u mesbauerovskoj spektroskopiji, superprovodnosti itd).

Pretpostavimo da sve tri akusti¢ne grane spektra karakteriSe u dugotalasnoj aproksimaciji
linearni zakon disperzije wq(k) = v - k. Ova relacija vazi u izotropnom elasti¢énom kontinuumu.
Da bi ona ostala na snazi i u kristalu koji poseduje karakteristi¢nu atomsku strukturu, neophodno
je da talasna duzina zvuénih talasa bude mnogo veéa od meduatomskog rastojanja (A > a). S

. <. . . . U . .
obzirom na vezu izmedu talasne duZzine i talasnog broja u obliku: kK = —, sledi da se Debajeva

aproksimacija uspesno primenjuje na niskofrekventne oscilatore, odnosno u oblasti malih talasnih
vektora. Smatrajuéi, takode, da talasni vektori fonona leze u sferi radijusa &,,, a ne u I Briluenovoj
zoni, izraz dobija jednostavniji oblik:

ks 27 kp 2
3V 2 ﬂw_ za w<w
D, (w) = g /sin0 df / dy /k dk §(w — vk) = 27(20@3: by (2.22)
s zZa W > wp,

0 0 o]
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gde je*: 3 773 = v[3 + 2v; 3 a w, — Debajeva frekvencija, koja se odreduje preko maksimalne
vrednosti talasnog vektora u prvoj Briluenovoj zoni. Ako posmatrani uzorak sadrzi N elemen-
tarnih éelija, tada je ukupni broj stanja akustickih fonona jednak IV, a Debajeva frekvencija se
odreduje iz uslova normiranja:

w
F Vw‘:’J N a3wg
V= /DD () du = 6r2u3 | 6rlv
o

(broj évorova redetke jednak je broju fononskih stanja), odakle je:

362
W, = b “v . (2.23)

b a

Maksimalna vrednost talasnog vektora u I Briluenovoj zoni (Debajev talasni vektor) moze se
odrediti na osnovu prethodno uvedene aproksimacije da talasni vektori fonona leZe u sferi radijusa
k., na osnovu Cega proizilazi:

4 kb ’ T o or
V= §”(a D) : Icz/y/ze[——,——}=>Akx=Aky=Akz=——,
a3 AkyAky Ak, aa a
te je:
4 3 Y62
S (ak)) = P Dkelky Ak, =80 = k)= (2.24)
Uporedivanjem jednacina (2.23) i (2.24) zakljucujemo da je:
W, = k:i’7 v

Preko Debajeve frekvencije uvodi se i njoj odgovarajuca Debajeva temperatura pomocu relacije:
kpTp = hwy
gde je k, Bolcmanova konstanta, odakle je:

ro wp vk, T3k .
DT kg kg ak,

(2.25)

Procena reda veli¢ine Debajeve temperature moze se dobiti uzimajuci da je k, ~ 108cm™! i

wy, ~ 1013571, na osnovu éega sledi: T, ~ 10K. Debajeve temperature (I' < 10K) su takve da
se moze pretpostaviti da akusticke grane poseduju energije proporcionalne talasnom vektoru:

hwa(E) = hvgk za akmer =0,1,

gde je v, — brzina zvuka odgovarajuce grane oscilovanja, reda veli¢ine vy ~ (10% + 10%)m/s, ako
jea~10"10m.

2zimamo u obzir da se pored longitudinalnog mogu javiti i dva medusobno normalna transverzalna talasa i da
njihove brzine — u opétem slu¢aju — ne moraju biti iste. Iz tog razloga uvodimo srednju brzinu definisanu relacijom:

3

3 _ 1

T=2
i=1 *
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3 Fononi u kristalnim filmovima

Tanki kristalni filmovi predstavijaju ogranicene kristalne strukture kod kojih se uslovi na
granicama razlikuju od onih u unutrasnjosti, tj. translaciona simetrija narusena je duZ pravca
normalnog na film (z-pravac).

74

Slika 3.1: Poprecni presek (u X/Y — Z ravni) modela kristalnog filma

Ako unutar filma (izmedju grani¢nih povrsina) nema nikakvih deformacija (narusenja) kristal-
ne strukture (kristalna reSetka je bez primesa, vakancija i sl.), onda se on naziva idealnim filmom.
U suprotnom, ako ove deformacije postoje (npr. kao posledice dopingovanja stranim atomima),
tada se ta struktura naziva deformisanim filmom.

3.1 Analiza fononskog modela

Posmatra se idealni® tanki film kubne kristalne strukture naéinjen na supstratu nekim teh-
ni¢ko-tehnoloskim postupkom (naparavanjem, spaterovanjem i sl.), ¢iji su osnovni kristalografski
podaci:

Gz =0y =Q; =a; Nx,yr\flO8 >N, ~10;

a,f _ oo _ _ )
Cr'i,n"z - Yam = Cgﬁi,’\' - Cﬁ,ﬁi;\' = Ln;n.£1,
CN:yNz+1 = CN3+1,N; = (1 +7)O H 0—1,0 = CO,—]. = (1 + 8)0 3 637 2 _]- ]
gde je n, - indeks reSetke duz z-pravca i n, € (0,1,2, --- , N,). Na osnovu toga, o modelu se

moze zakljuciti sledece.
1. Kristalni film poseduje dve beskonaéne grani¢ne povrsine paralelne XY - ravnima i to za
z=01z= L, dok u z - pravcima ima konac¢nu debljinu (L).
2. DuZ z - ose locirano je N, + 1 atoma.
3. Torzione konstante CB zanemarljive su u odnosu na konstante istezanja C,.

3Pojam - idealni, koristi se u smislu nenarusenja kristalne strukture (bez prisustva defekata, primesa i sl.), a ne
u smislu njene prostorne neogranicenosti.
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4. Smatra se da atomi, koji pripadaju grani¢nim slojevima prikazanog tankog filma, intera-
guju sa spoljasnjom sredinom, bez obzira na to sto duz z-pravaca iznad gornje i ispod donje
graniéne povriine nema atoma (motiva, ¢vorova) filma, ali su grani¢ni atomi ,spregnuti”
izmenjenim Hukovim silama za atome sredine, odnosno supstrata. U skladu sa napred nave-
denim uslovima, konstante elasti¢nosti koje opisuju interakciju atoma grani¢nih povrSina sa
spoljasnjim sredinama (supstrat i npr. vazduh), modifikovane su odgovarajucim koeficijen-
tima €1 7.

Uzimajuéi u obzir uslove C; = C, (j=1,2, --- ,N,—1,N;) i Cinjenicu da su slojevizan; < -1
i za n, > N, + 1 odsutni, moramo obracunati i sledece:

Uaing,ny,j = 0; —-1>25 AN j2N+1; (€ [Oa NzD )

C.i=(1+4¢)C; Cnta=00+7)C.

Kada bi bilo: C_; = Cn,4+1 =0 (¢ = v = —1), tada bi grani¢ni atomi za n, = 0in, = N, bili
,zamrznuti”, tj. javio bi se efekat ,krutih zidova”, a ako bi vazilo: C_; = Cn,+1 =C (e =7 =
= 0), bio bi to efekat ,slobodnih povrsina”.

S obzirom na definisani model, hamiltonijan fononskog podsistema opisanog filma u aproksi-
maciji najblizih suseda ima isti oblik kao i kod neogranienih kristala - izrazi (2.8-10), ali ga je,
zbog postojanja granicnih slojeva, zgodno napisati u razdvojenom vidu:

H=T+V, 5+ V., (3.1)

gde je T' - standardan kineticki ¢lan. Potencijal koji ukljucuje interakcije sa grani¢nim slojevima
je oblika:

V.h o= > % [ 2 (14 ¢) (uamarng 0)” +2 (1+7) (Ui my . ) +
oz, ny
+ 2 ('U'a;nz,ny,l - Uoz;nz,ny,o)2 +2 (Ua;nr,ny,Nz - ua;n17ny,Nz—1)2 +
4+ (Yoasna+1,ny,0 — ua;nz,ny,O)z + (Yasne—1,ny,0 — ua;nz,ny,O)z + (3.2)
+ (ua;nz,ny+1,0 - ua;n;,ny,0)2 + (ua;nm,ny—l,() - bﬂa;n,;,n,,,o)2 +
4+ (Yosmat1,ny,N: — ua;n;,ny,Nz)Z + (Yange—1,ny N — ua}nz:;nnyz)Q +
+ (Ua;nx,ny+1,Nz - ua;nz,ny,Nz)z + (ua;nx,ny—l,Nz - ua;nz,ny,Nz)Q} .

Potencijal sa interakcijama koje obuhvataju unutrasnje slojeve je onda sledeceg oblika:

C N.—-1 )
A _ § : a z : 3
.V.eff - T [(ua§nz+1,ny:nz - ua§nx,nyvnz) + (ua;nr—lin9¥nz - ua;nz’ny’n"’) +
aNg,Ny nzy=1
2 2 3
+ (ua;nz,ny+1,nz - ua;nz,ny,nz) + (ua;n,,ny—l,nz - U'a;nz,ny,n;) + ( 3)
N,-2 5 N.—1
. 2
+ E (ua;nx,ny,nz+1 - Uoz;nz,ny,nz) + E (ua;n;,ny,nz—l - Ua;nx,ny,n;)
n,=1 n,=2

s

Zakon disperzije fonona i u ovom slu¢aju se nalazi, kao i u prethodnoj glavi, metodom Grinovih
funkcija, traze¢i Grinovu funkciju istog oblika kao i (2.12) pomocu jednacine kretanja (2.13). Za
razliku od (jednostavnije) situacije za idealne strukture, ovde se moraju izracunati odgovarajuci
komutatori, odnosno odrediti Grinove funkcije posebno za atome grani¢nih slojeva, a posebno
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za atome iz unutrasnjosti filma. Koristeéi u prethodnoj glavi navedene standardne komuta-
cione relacije za pomeraje i impulse atoma (2.11), kao i ostale neophodne osnovne definicije,
izratunavaju se potrebni komutatori impulsa i hamiltonijana.

Za donju grani¢nu povrsinu za koju je m, = 0:

i

[P8maimy0s H] = ik Ca [(6+2) ugmemy0—
~ UBmg,my,l ~ UBma+1,my,0 — (3.4)

- ul;;mz‘lvm'yyo - uﬁ;"nz:my"‘lyo - uBszxmy_lyo] ’
zal<m, <N, -1,

[pﬁ}mz My, Mz H] = —ih Ca (6 uﬁymzamy,mz_
- UBmz+1my,m. — UBme—1my,m: — UBmemy+lm, — (3-5)

- UBme My—1lmz: = uﬁ;mzymyxmz+1 - uﬂymz,my,mz—l)
i konaéno, za gornju grani¢nu povrsinu za koju je m, = N, dobijamo:
[p,@;mz,my,NZa H] = —ih Ca [(6 + 7) uﬁ;mzymnyz -

- uﬁ?'mzxmnyz‘l - uﬁ§mz+1ymy,Nz - (36)

- ’U‘ﬁ;mz—l:mnyz - uﬁ;"nxymy‘i'lyNz - uﬂ;mzymy‘l‘Nz]

Zamenom nadjenih komutatora u (2.13) i preimenovanjem § — o« ; m — n, dobija se:
-zan, =0,

e iR i
- Mw an,ny,O;m,,my,mz =T o 5nx,mzony,my60,mz -
a a «a
- Ca [(6 + 5) an,ny,O;mI,my,mZ_ Gn;,ny,l;mz,my,mz - an—kl,ny,o;mzﬂny,m; - (37)
a a «a
- an—l,ny,o;mz,my,mz - an,ny+1,0;'mz,my,mz - an,ny——l,O;mx,my,mz] )

-zal<n, <N, -1,
ih

_5‘; 5nx,m16ny,my(5nz,mz -

2o
- Mw an,ny,nz;mm,my,mz =
a o a
Ca (6 an,ny,nz;mx,my,mz Nz+1,ny,NziMg,My,M> an—1,1r7vy,nz;mz,my,mZ - (38)

_ G (07 — G e . G 03 _ G o2
nz,ny-l—l,nz;mr,my,mz nz,ny—l,nz;mz My, Mz nr,nyynz'*‘l;mx,my;mz n:cyny;nz_l;mrvmwmz )

-zan, =N,
I a _ tho
Mw an,ny,Nz;mx,my,mz - _% onz,mﬁény,myéNz,mz -
« o3 [e%
- CO‘ [(6 + ’7> an,nyy-Nz;mxvmyymz_ anyny)NZ_l;memyym: - Gn:'f'l‘ny,Nz;mrumyA,m: - (39>

G [e3 _G Q _ G [63
nz—1,ny,Nz;mMz,my,m; Nz, Ny+1,Nz Mg, My, m2 Nz, Ny—1,Nz;me,my,m;

Primenom delimiéne (zbog narusenja translacione simetrije samo duz z-pravaca) Furije trans-
formacije:

G& G,%m(w) — 1 Z e—’iﬁ{(nz—mx)k:'i'(ny_my)ky] G (kl' ky QJ) (310)

N My, Tz Mz, My, Mz N:I:N Nz, Mz
Y ko ok
z,Ky
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na sistem jednacina (3.7-9), 1 nakon istovetnih algebarskih operacija koje su iskoriséene na odgo-
varajuem mestu u prethodnoj glavi, dolazi se do relacija na osnovu kojih se moze uspostaviti
slededi sistem algebarskih diferencnih jednacina:

Ggm. T 0K Gim, + Gsom, = K 01,m.
Gim, + o8 Gom, T+ Gim., = K d2:m.
GTi_Lmz + QkaGnaz,mz + Gnaz‘i'lymz = ’C 5nzvm: (311)
GN,-3m. T 0¢GN, —am, T Gf.cim. = K ON,—2,m.
Gﬁ;-—?,mz + QI?GI%Z—I,mz + Gﬁz,mz = K 5Nz—1,mz
Gfoim, + (@ =) GRom. = K ON. m.
- G2 =G2o (kg ky; K= ih k= ./k2+k2 i
gde su: G, = anm,( 2y Kys W), = 50 = 24ky 1
2
w . o akg .o aky
02X = =5 — 4sin® —— —4sin — -2=9. (3.12)
Q2 2 2

Sistem jednacina (3.11) ima redenja koja inogu da se prikazu u obliku Gap = D./D, gdeje Do
odgovarajuca zamenska, a D determinanta sistema (obe kvadratne):

o—e 1 00 0
1 o1 -~ 00 0
0 1 o -~ 00 0
Dn.+1(0) = . L e . (3.13)
0 0 o 1 0
0 0 0 1 o 1
0 0 0 01 oe—=7in,41

3.2 Spektri fonona u filmu

U skladu sa osnovnim zadatkom ovog istrazivanja, a to je odredjivanje spektra dozvoljenih
fononskih energija, koji se dobija iz (3.12) i na osnovu osobina Grinovih funkcija, potrebno je
da se odrede polovi trazenih Grinovih funkcija. Jasno je da se ovo svodi na odredjivanje korena
(nula) determinante (3.13), odnosno resavanje jednakosti:

Dy.si(oiey) =0 = e=al&7); V= 1,2,3, .., No+1. (3.14)

Ovaj zadatak u opstem slucaju nije analiticki rediv (moze se resiti numericki za zadate parametre:
g, vi Nz).

U slu¢aju modela slobodnih povrsina, kada su: € =7 = 0, ovaj problem ima analiticko reSenje:

Dy.+1(0) = ¢ Pn.(0) — Pn.-1(0) = Pn.+1(0) - (3.15)

Determinanta (3.13) sistema jednacina (3.11) se izrazava direktno preko karakteristi¢nih polinoma

Cebiseva reda N.. Iz uslova (3.14) slede nule Cebisevljevih polinoma, a uzimajuéi u obzir 1 izraz
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(3.12). jednostavnim algebarskim transformacijama dolazi se do izraza koji daje zakon disperzije
fonona u tankom (strukturno nedeformisanom) filmu:

- _ wi(k)
x — v _ .
ExR)= "5~ =2 Rk y) + S,(ks) (316
k z
Rlkz:by) = sin” EL% + sin’ a_gﬁ i Sulkz) = sin? N Z(V) .

Na ovaj nacin, izraz za moguce energije fonona po formi je isti kao izraz (2.19) dobijen za idealne
neogranicene strukture, s tom razlikom §to je tamo k, praktitno kontinualno promenljivo (u
intervalu [0, 7/a)]) kao §to su k; 1 ky, a ovde je izrazito diskretno:

v

N,+2'

kz(u)zg v=1,23, ... ,N;+1. (3.17)

Pored toga, uocava se da je: kp" = kJ" = 0; kmin = k(v = 1) = T gim > 0, posto
je u pitanju tanak film, odnosno N, < (Ng,Ny), i k7e® = ki = L. kP9 = k(v =

N,+1) = —E%ﬁ—j’_—; < Z. Izmedju minimalne i maksimalne vrednosti za k., pa prema tome i za

5,,(]2), postoji jos N, —1 diskretnih vrednosti?. To znaéi da fononi u tankim filmovima poseduju
,donji” energetski gep:

mi : ™
A= Am’i’n, = gix(kz = ky = O,kz = kz Tl) = 2 sin {m} ’ (318)

kao i ,gornji”, ali fizicki manje interasantan gep.

Na osnovu ovih rezultata zakon disperzije (3.16) graficki je prikazan na slici 3.2 i to: za idealne
beskonaéne strukture (2.19) - isprekidanim linijama, izmedju kojih je on kontinualan, i za tanki
film (3.16) - punim linijama, on je diskretan.

S 4

—»

15 2 R

0.5

-—

Slika 3.2: Fononski spektar € = &, (R) i parametrom S(v)

Primetni su gepovi i energetska diskretnost (za film), koji su iskljuciva posledica postojanja
prostornih granica.

4Ukupan broj moguéih vrednosti kvaziimpulsa k. jednak je broju energetskih i dvodimenzionih podzona: N, +1.
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3.3 Qustina fononskih stanja

U cilju odredivanja gustine fononskih stanja tankog kristalnog filma primeni¢emo isti rezon koji
je sproveden. prilikom termodinamicke analize neograniCenih sistema (odeljak 2.4). U tu svrhu

moramo najpre redefinisati Debajevu frekvenciju (w? ) i njoj korespondirajudi talasni vektor (k7))

za sludaj opisanog modela filma. o .
Translaciona simetrija filma narusena je duz z—pravca, te je:

T T ot
kx/ye [_57 E} = AkI:Aky:_a—’
1 ™ Nz +1 7 Nz T
T - Ak, = Z
kze[Nz+2 a?.NZ+2 a’] z NZ+2 a
Sada je:
. 4 3 /oD
V= é—w(akg) o k£= 3r s N,
a Ak AkyAk, a N, +2

i konaé¢no: ~
. f—b . 3 z

gde je klg definisano relacijom (2.24). Odavde sledi da je:

ko N,

= _— 1 . f b .
k% 3N, +2) <1, odnosno kD < kD
Gustina fononskih stanja u filmu iznosi:
T 27 kp
! a® f 3 2
WalulTE 2 [ 2 gk o — k) = eV @ 2
Dl (w) = ‘z’(zdw)T’ singdf [ dp [ k*dk §(w — vk) = —575 =
0 6]

— NINysz 03 (4)2
B 27‘(’2 '03

a Debajeva frekvencija se odreduje iz uslova normiranja:

= D{)(w) , (3.20)

wp, s wp
N;N,N; a

/'Dﬁ(W)dsz = “z2_7$2vz-_/w2dw=NxNy (N,f-l-l) =

0

0
f—3/67rzv_3sz+1_kb .3sz+l_ s 3/ N:+1 (3.1
= W T T, sz =fp v sz =Wp NI 21)

[N ~

na osnovu ega proizilazi:

f f
w N, 1
D z

odnosno: wf > wb. Dakle, Debajeva frekvencija u tankom kristalnom filmu ima nesto visu
D

vrednost u odnosu na neogranicenu kristalnu strukturu. Na primer, za N f_3 je w£ =11 wl})) ’

dok se u limesu sz — oo dobija da w{) — wbD, §to je i otekivan rezultat.
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Trazenjem odnosa gustine fononskih stanja u idealnoj i film-strukturi, i to upravo na Debaje-

vim frekvencijama:
2 2
Diwl) N [wb\T_ N (N41)T .
DII’J (w%) N? w% N? NS ’ :

dobija se da je populacija fonona u filmu mnogo manja nego u odgovarajuéoj idealnoj strukturi,
tj.
f by b
D] (wg) L DY (w)), (3.24)

jer je N, f ~ 108 a N. zf ~ 10. Naravno, ovo vazi uz pretpostavku da je brzina zvuka u obe sredine
ista, tj. da je vp = vy.

Kako su fononi sa Debajevim frekvencijama odgovorni za elektri¢no i toplotno transportna
svojstva materijala, iz izraza (3.23) i (3.24) sledi da Ce film struktura biti slabiji elektricni (o5 < o)
i toplotni (Cf < Cj) provodnik od odgovarajuéih masivnih struktura, ukoliko medu njima nema
hemijskih, odnosno strukturnih razlika.
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4 Zakljucak

U radu su istrazeni i analizirani energetski spektri (moguca energetska stanja) fonona u kristal-
nim idealnim beskonacénim, tj. neograniéenim i u jako ograniCenim stukturama (ultratankim
filmovima), sa primitivnom kubnom resetkom. Na osnovu ovoga se doslo do sledecih vaznijih
rezultata.

1. Ove analize su pokazale bitne razlike u zakonu disperzije fonona u pomenutim sistemima, kao
iskljudive posledice postojanja granica odgovarajuce strukture, u kojima energetski spektri
poseduju energetske gepove. Velitine gepova zavise od dimenzija uzoraka (debljine filma) i
veoma brzo - prakticno paraboli¢ki, opadaju sa njihovim povecanjem.

2. Postojanje grani¢nih uslova ima za posledicu promenu energetske zone fonona. U odnosu na
zonu dozvoljenih energija idealnih struktura sa prakti¢no kontinualnim rasporedom, zona
fononskih dozvoljenih energija u filmu je izrazito diskretna. Ona se sastoji od dvodimen-
zionih podzona. U svakoj od podzona energija uzima kontinualne vrednosti. Povecanjem
broja slojeva filma poveéava se broj diskretnih stanja unutar zone dozvoljenih energija.

3. Spektri fonona u film-strukturama poseduju donji (kao i jedan gornji) energetski gep. Posle-
dica postojanja donjeg energetskog gepa moze da se tumaci na slede¢i nacin: on odgovara
energiji osnovnog stanja fononskog sistema i predstavlja najmanju energiju koju treba uloziti
da bi se u filmu pojavili akusticki fononi (optickog tipa). Sve do te energije (aktivacione
temperature) fononi se mogu nalaziti samo u nekim od vezanih stanja, npr. sa elektronima
u Kuperovim parovima. Do te temperature ceo sistem se ponaSa kao zamrznut.

4. Gustina fononskih stanja se drasti¢no smanjuje pri redukciji dimenzija strukture, tj. ima
mnogo manju vrednost u filmovima nego u neogranic¢enim strukturama. To znaci da se
u ogranicenim strukturama fononska pobudenja slabije (sa manjim intenzitetom) javljaju.
Debajeve frekvencije imaju nesto vise vrednosti u ultratankim filmovima, $to znaci da je
fononska zona izdignuta ka visim frekvencijama.

5. Sve razlike izmedju posmatranih (neograni¢enih i ogranicenih) kristalnih sistema su izraze-
nije, §to je film tanji i iS¢ezavaju kada debljina filma tezi beskonacnosti.

Kako su fononi sa Debajevim frekvencijama odgovorni za elektri¢no i toplotno transportna svo-
jstva materijala, iz ove analize sledi da Ce film-struktura biti slabiji elektri¢ni i toplotni provodnik
od odgovarajuéih masivnih struktura, ukoliko medu njima nema hemijskih, odnosno strukturnih
razlika.
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