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Predgovor 

Pored mehanickih, elektricnih i magnetnih svojstava, supstancije se odlikuju i poseb-
nim optickim osobinama. Nauka o materijalima definise specificna elementarna pobudje­
nja u kondenzovanom stanju — eksitone, kao nosioce dielektricnih, optickih (apsorpcija, 
disperzija svetlosti, luminescencija), fotoelektricnih i drugih karakteristika (uglavnom) 
molekulskih kristala. 

Savremena nauka istrazuje mogucnost „pojacavanja" odredjenih (potrebnih) i „prigu-
sivanje" drugih (nepotrebnih) fizickih osobina. U tu svrhu su posebno ispitivani niskodi-
menzioni kristalni sistemi (ultratanki filmovi, superresetke,te kvantne zice i tacke). 

Danasnji razvoj tehnike i tehnologije omogucava pravljenje ovakvih kvantnih sistema, 
ekperimentalni rezultati su prisutni i merna oprema moze da ih prati, ali se u domenu 
teorijskih razmatranja (modelovanja i anahtickog resavanja) veoma se malo uradilo. 

Najveca poteskoca je upravo u slabo i neadekvatno primenljivom matematickom apa-
ratu. U ovom radu se pokazuje da se metode diferencnog racuna uz odgovarajucu podrsku 
numerickih proracuna mogu uspesno primeniti na iznalazenje zakona disperzije Frenkelo-
vih eksitona u molekulskim filmovima sa prostom kristalnom resetkom. 

Ovaj diplomski rad je uradjen pod mentorstvom prof, dr Jovana Setrajcica. 

Novi Sad, 08.09.2003. 
Lidi ja Vukosavljevic 
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1 Uvod 

Interes za izucavanjem eksitonskog podsistema javio se zbog cinjenice da su upravo ek­
sitoni odgovorni za dielektricna, opticka (apsorpcija, disperzija svetlosti, luminescencija), 
fotoelektricna i druga svojstva kristala. Proucavanje ponasanja eksitona u kristalnim 
sistemima kulminiralo je otkricem lasera. 

Poslednjih godina veoma su intenzivna teorijska istrazivanja kvazidvodimenzionih ek­
sitonskih sistema (nanostrukture), narocito tankih filmova^, ne samo zbog fundamen-
talne informacije o dielektricnim osobinama materijala vec i zbog njihove siroke prakticne 
primene (nanoelektronika i optoelektronika). Posebnost ovih struktura ogleda se u tome 
sto prisustvo granicnih povrsina i pojava specijalnih perturbacionih uslova na tim grani-
cama dovode do izmenjenih osobina ovih materijala i specificnih pojava u odnosu na 
odgovarajuce masivne uzorke. 

U ovom radu anahziran je uticaj prisustva granica film-strukture slozene kristalne 
gradje na energetski spektar eksitona (eksitonski zakon disperzije). Posebna paznja 
posvecena je pojavi lokalizovanih eksitonskih stanja. Dobijeni rezultati poredjeni su sa 
odgovarajucim rezultatima za idealne beskonacne kristale, da bi se na osnovu toga uocile 
najbitnije razlike ova dva sistema. 

Pomenuta analiza vrsena je koriscenjem metoda dvovremenskih temperaturski zavisnih 
Grinovih funkcija^ koji se danas veoma cesto koristi u kvantnoj teoriji cvrstog stanja. 
Zahvaljujuci ugradjenoj statistici, taj metod se uspesno primenjuje kod izracunavanja 
kako mikroskopskih tako i makroskopskih, ravnoteznih i neravnoteznih svojstava kristala. 
Primenjeni metod je odabran zbog pogodnosti koje nam nudi definicija polova Grinovih 
funkcija^. 

Ovde je najpre vrsena anahza idealnih beskonacnih kristalnih struktura sa primi-
tivnom resetkom, a zatim isti metod primenjen na film-strukture sa identicnom resetkom. 

^Filmovi predstavljaju beskonacne strukture u svim kristalnim ravnima paralelnim dvema granicnim 

povrsima, koje su normalne na jedan prioritetan pravac, duz koga je posmatrani sistem ogranicen. 

^Postoje i drugi metodi pomocu kojih se ovaj problem moze tretirati: metod Hajzenbergovih jednacina 

kretanja, metod malih perturbacija, metod talasnih funkcija i si. 

^Realni delovi polova Grinovih funkcija definisu energije elementarnih ekscitacija (pobudjenja) koje 

se jav l ja ju u sistemu (odakle se dobija njihov zakon disperzije), dok su imaginarni delovi proporcioni 

reciprocnim vrednostima vremena zivota t ih ekscitacija. 
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2 Eksitoni u balku 

Razmatramo svojstva eksitonskog podsistema idealnog beskonacnog kubnog kristala 
polazeci od standardnog eksitonskog harailtonijana koji u konfiguracionom prostoru ima 
oblik: 

H = Ho + J2^n PnPn + E ^nrn P^Prn + E ^nni P^PfiP^Prn , (2.1) 

gde SU Pf i Pfi - kreacioni i anihilacioni operatori eksitona na cvoru n kristalne resetke. 
Velicina - predstavlja energiju eksitona lokalizovanog na cvoru n, a vehcine Xfi^rh i 
Yfi^fn - su matricni elementi eksitonskog transfera sa cvora n na cvor m. 

2.1 Grinove funkcije sistema 

Svojstva posmatranog eksitonskog sistema analiziracemo pomocu komutatorske pauli-
onske Grinove funkcije: 

Tnn.{t) = {{Pnit) I ptm) = m {[Pnit), pm]), (2-2) 

koja zadovoljava jednacinu kretanja: 

ihfjn^it) = ih5{t){[Pn{t),Pm])+ (2.3) 

+ e{t){[Pn{t), H] P+(0) - P+(0) [Pn{t), H]) . 

Koriscenjem komutatorskih relacija za Pauh-operatore: 

Pfi, Pi] = (1 - 2Ptp^) Snrn ; [Pn, Pn] = [P^, P^] = 0 ; P j = {ptf = 0 , (2.4) 

dobijamo: 

(2.5) ih - Tnrf.{t) = ihS{t)6nrn (l - 2(P^+P^)) + Fn , 

gde su: 

3 3 

Fn = Qit){[Kn,Pm]) = E ^ i ( ^ ) : = [Pn{tlH] ^Y.Ki{n) . (2.6) 
i=0 i=0 

Pokazacemo postupak izracunavanja gornjih velicina za, naprimer, z = 2 (ostah clanovi 
sume dobijaju se analognim racunanjem). 

K2{n) = PnitlE^kiPiPr 
kl 

Pr= 
kl 

= E ^ki (l - '^PnPn) SnkPf = E (l - 2^^^.) Pr • 
kl 

Na osnovu toga racunamo: 

F2{n) = em X:x-r( i -2Ptp^)Pr,Pt(o) 
L I 

) = E^n -M^ ) {{[Pr^P. m 

- 2([p+p̂ p̂ , pt] ) ) = y : x^rrr^(i) - 2 E > 
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gde je Innrmit) = ( (^^(* )^n( i )PK*) I ^,n(0))) - paulionska Grinova funkcija viseg reda. 
Zamenom izracunatih velicina u (2.5) konacno dobijamo jednacinu kretanja za paulionsku 
Grinovu funkciju: 

ih-Vnrh{t) = ih5{t)5nfn{l-'2{PfPn))+AnTfifa{t) + (2.7) 

r r r 

Osnovnu teskocu teorije eksitona predstavlja cinjenica da Pauli-operatori P"*" i P nisu 
ni Boze ni Fermi operatori, nego nekakav hibrid jednih i drugih sa kinematikom (2.4), 
koja je za jedan cvor fermionska, a za razUcite cvorove bozonska. Za precizne analize ek­
sitonskih sistema, koje obuhvataju efekte medjueksitonske interakcije nije dovoljno samo 
zameniti Pauli-operatore sa Boze-operatorima. Zbog toga se u hamiltonijanu (2.1), Pauli-
operatori zamenjuju svojim egzaktnim bozonskim reprezentima: 

P = 
_ I 

2 B; P+ = B+ 

^ 1 

2 

(2.8) 

Paulionske Grinove funkcije iz jednacine (2.7) mogu se izraziti preko odgovarajucih 
bozonskih Grinovih funkcija na osnovu aproksimativnih izraza koji slede iz (2.8): 

P ^ B - B+BB\ f^B+ -B+B+B ; P+P B+B - B+B+BB . (2.9) 

Na taj nacin dobijamo: 

T U t ) = ((Pn(t) I P^(0) ) ) = 

- {{Bn{t) I P t ( 0 ) ) ) - {{Bn{t) I P t ( 0 ) P t ( 0 ) P ^ ( 0 ) ) ) - (2.10) 

- m{t)Bn{t)Bn{t) \) + ((Pt(i)P^(t)P«(t) | P t ( 0 )P+ (0 )P^ (0 ) ) ) . 

Dekuplovanjem visih Grinovih funkcija pomocu poznatih Boze-komutacionih relacija: 

B^] = <5,T; [B^„ Br] = [ B t , B t ] = 0 , (2.11) 

clanovi u izrazu (2.10) postaju: 

- prvi clan ((P^(t) | P t ( 0 ) ) ) = G n M , (2.12) 

gde je Gnm(0 retardovana Grinova funkcija, - drugi clan 
{{Bn{t) I P t ( 0 ) P t ( 0 ) P ^ ( 0 ) ) ) = Q{t){[Bn,BtB+Bm]) = (2.13) 

= e ( t ) {{{Snrn + B^Bn) B^B^) - (B^B^B^Bn)) = 2G^^(t)A/'o , 

gde A/o predstavlja koncetraciju eksitona: 

A / ' o= (5^5 ) = i ^ E ( e - ^ - l ) . (2-14) 
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- treci clan {{B+{t)Bft{t)Bn{t) \ = 2Gfirn{tWo , 

- cetvrti claii{{B+{t)Bn{t)Bn{t) \) = 2R^^{t) , 

gde je Rnrhii) avansovana Grinova funkcija: 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

Kada izraze (2.12), (2.13), (2.15) i (2.16) zamenimo u izraz (2.10) dobijamo konacan izraz 
za paulionsku Grinovu funkciju izrazenu preko bozonskih Grinovih funkcija: 

Tfirnit) = (1 - 4 ^fo) Gfirnit) + 2Ihrn{t)Gl^{t) + 0{^P) . (2.18) 

Za paulionske Grinove funkcije viseg reda [T^^^ na levoj strani Grinove funkcije prosto 
zamenimo Pauli operatore sa Boze-operatorima, a na desnoj strani se izvrsi aproksimacij a 
(2.9). Na taj nacin sledi: 

'^mic = {{pnt)Pamit) I ̂ .^(0))} = mma{t)Bi{t) \ -

- {{Bt{t)B,{t)B^,{t) I B t m t m M ) ) = (2.19) 

Izraze za i nfhi 
'^nnim^ '^Unm' ^^i^ izrazeni preko bozonskih Grinovih funkcija, ubacimo 

u jednacinu kretanja za paulionsku Grinovu funkciju (2.7): 

ihj [(1 - 4 Mo) Gnrfiit) + 2Rnrn{t)Gl^{t)] = ihS{t)Snrn (l - 2{PfPn)) + dt 

+ An\{l-4Mo)Gnrn{t) + 2Rn^{t)Gl^{t) + 

+ 

+ E ^ni [(1 - meat) + 2Rat)GUt) 
r 

- 2 E ^n f [^oGrJt) + MrnGnrnit) - 2R^rn{t)GrJt)GnM 

I 

+ 2 E [j^oGnfnit) -hM^jGrn. { i ) - 2Rj^{t)Gnn.{t)GrJt) . 

I 

Gornju jednacinu cemo resavati u najnizoj aproksimaciji: 

A/"o ~ 0 ; ^fss^O•, P^B- P+^B+ ; P+P ^ B+B 

takodje'je: 

(2.20) 

{P+Pn) « {B+Bn) = Â o « 0 

i proizvodi Grinovih fxmkcija: 

G-G^O; G-R^O. 

Dekuplovana jednacina je tada: 

d 
ih-Gftrn{t) = ih5{t)5nrn + l^nGnrn{t) + X^jG^rni^) . (2.21) 
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2.2 Zakon disperzije 

Vrsimo vremenske Furije transformacije tipa: 
+00 +00 

m = <^ ^'""^ ; = I ^U^) e"""* . (2-22) 
—00 —00 

nakon cega dobijamo: 
j% 

huGfirniuj) = —Srirn + AnGfirniuj) + E ^njGlrni^) " (2-23) 
r 

Koriscenjem aproksimacije najblizih suseda (Z —> n ± Aj): 

fi±Xx = nx±l,ny,nz; n ± A2 = n a ; , n y ± l , n z ; n ± A3 = na; ,n j / ,n2 ± 1 , 

gornja jednacina prelazi u: 

ih 

+ •Xnxnynz;nx+l,nynz Grix+l,nynz;mxmymz •,mxmymz 

~l" ^nxnynz;nxriy+l,nzGnxny+l,nz;Tnxmymz{^) •^nxnynz;nxny—l,nzGnxny—l,nz-,rnxrnyrnzi'^) ~^ 

^" ^nxnynzinxnynz+lGn^nynz+limxrnyrrizi.^) ~^ ^nxnynz;nxnynz—lGnxnynz — l,mxmymzi^) 

Posto je u pitanju neogranicen kristal koristimo potpunu prostornu Furije-transformaciju: 

% = ^ E ^'^^; U^) = ^ E h(<^) ^'^-^ (2-25) 
k k 

i uzimajuci u obzir da posmatramo idealnu kubnu strukturu gde je energija eksitona na 
svakom cvoru ista, kao sto je i transfer energije medju susedima isti: 

jednacina (2.24) prelazi u: 

fc k k 

+ X^— ^ Gi^{u) Q^(^x^^+''y^v+'''^^')i^''i(^=^+'^)-'^x]^x+ay{ny-my)Sy 

_j_ XX—^^GJ^(LL>) Q^(''^^':+''v^v+'''^^^)i<^^l('^x,-l)-rnx]ex+ay{ny-my)ey+az{n^ _|_ 

k 

_|_ _ L ^ ( ^ ^ ^ ^ ^ gi(fciei+feyey+fczez){ai(nx-mi)ea:+aa[(ny-l)-my]ey+aj(ni-mj)^^ 

_j_ _ L ([J-^^^ gi(fexex+fcyey+fejer){ax(nx--mi)ex+ay(ny-m„)ey+az[(nz+l)-Tn2]ez} _j_ 

I J _ y ^ ( J _ C ^ ' \(fciex+fcyey+fc2e^){ai(nx-mx)ex+ay(ny-my)ey+Oz[(nz-l)-mj]e2} 



Lidija Vukosavljevic: Eksitoni u monomolekulskim filmovima, diplomski rad 9 

Sredjivanjem gornje jednacine dobijamo: 

ih 

huG^iuj) = —- + AG^{u) + 2 [Xx cos a^kx + Xy cosayky + X-, cosa^k^] Gj^{u) . (2.27) 

Iz ove jednacine mozemo izraziti Grinovu funkciju: 

ih 1 

2% hu! — A — 2 [Xx cos ttxkx + Xy cos ayky + X^ cos â A;, 

Energiju eksitona u balku dobijamo ako izracunamo realni deo pola Grinove funkcije: 

(2.28) 

hui = A-\-2 [Xx cos axkx + Xy cos ayky + Xz cos Oz/c^ (2.29) 

Radi lakseg poredenja sa zakonom disperzije eksitona u filmu, ovaj izraz cemo napisati u 
jednostavnijoj {Xx = Xy = Xz = —\X\; ax = ay = az = a) i bezdimenzionoj formi: 

hu - A 

X 
= Txy + Qz , (2.30) 

3^xy — —2 (cos akx + cos afcy) ; = —2 cos akz • 

Ovaj zakon disperzije prikazan je na (slika 2.1), 
u strucnoj literaturi, uobicajen nacin: 

dakle u funkcij i dvodimenzione {xy) velicine T. 
Vidi se da za aki G [0, + 7 r ] , i = x,y,z (prva Br i lu-
enova zona), ove velicine leze u intervalima: 

^xy e [-4, +4 

pa je Sj^ e [-6, +6 

a . e [ - 2 , + 2 ; 

Slika 2.1: Zakon disperzije eksitona u monomolekulskom kristalu 

Uocljivo je postojanje zone dozvoljenih (kontinualnih) energetskih nivoa. 
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3 Eksitoni u tankim filmovima 

U prethodnoj glavi izracunate su energije eksitona, odnosno njihov zakon disperzije u 
neogranicenim kristalnim strukturama. Primenjujuci isti pristup ovde cemo odrediti iste 
karakteristike ovih pobudjenja, ali u kristalnim film-strukturama. 

Za razliku od idealnih beskonacnih struktura, realni kristah ne poseduju osobinu 
translacione invarijantnosti. Postojanje izvesnih granicnih uslova, jedan je od uzroka 
narusenja simetrije. Sistemi koji imaju dve paralelne granicne povrsine nazivaju se fil­
movima. Posmatra se idealni tanki film kubne kristalne strukture, nacinjen na substratu 
nekim tehnoloskim postupkom (naparavanjem, rasprsivanjem i si.). Pojam idealni ovde 
se koristi u smislu nepostojanja narusenja unutrasnje kristalne strukture (bez prisustva 
defekata, primesa i sL) , a ne u smislu prostorne neogranicenosti i nepostojanja narusenja 
translacione invarijantnosti relevantnih energetskih parametara sistema. Dimenzije filma 
su takve da je on u XY ravnima beskonacan, a u ^-pravcima ima konacnu debljinu ( L ) . 
Znaci da ovaj film poseduje dve beskonacne granicne povrsi paralelne XF- ravn ima i to 
za: z = 0 i z = L 

3.1 Model monomolekulskog filma 

Film-struktura sa primitivnom kristalnom resetkom (jedan molekul po elementarnoj 
celiji) sa naznacenim granicnim parametrima prikazana je na shci 3.1. 

ZA 

L 

0 

A(l- f€^) n,=N 

A n=N-

X. A 

A 
n=\ 

A 

A(l+eo> A 7 F 

Slika 3.1: Presek modela monomolekulskog kristalnog filma u X { Y ) Z ravni 

Za i'zracunavanje eksitonskih energija u ovom filmu polazimo od jednacine (2.24) gde, 
zbog izmenjenih uslova na granicama posmatrane strukture, uzimamo da su perturbacione 
energije eksitona u granicnim [uz = 0; riz = N) i njima susednim ravnima (n^ = 1; riz = 
N-1): 

Ajj = A (1- f eo<5n„o + eiv<^n.,Ar) ; 

^n,n+Xz = ^z{'^+X0^nz,0 + XNSm,N-l) i 

^n,n-Xz = Xz{l+Xo5nz,l+XNSnz,N) • 

(3.1) 
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Velicine parametara e definisu promenu energije izolovanog molekula na granicnim povr­
sima, a X perturbaciju, odnosno promenu energije transfera eksitona iz prvih unutrasnjih 
ka granicnim povrsima, t j . u granicnim slojevima duz ^r-pravca. 

Posto su granicne povrsi filma uzete normalno na 2;-pravac, indeks sloja u (3.1) 
uzima vrednosti nz = 0 , 1 , 2 , . . . , A ' ' , gde je N e [2, 20] kod ultratankih filmova. 
Indeksi i Uy, koji odredjuju polozaj molekula u svakom sloju mogu imati proizvoljne 
celobrojne vrednosti (prakticno, od —oo, do -l-oo). 

Zbog prostorne ogranicenosti filma u z-pravcu moze da se koristi samo delimicna 
prostorna Furije-transformacija: 

c ^ _ ^ „ikxax(nx-ma:)Jkyay(ny-my)r 
Onm - , r A . e e On. 

^f' '^'y (3.2) 

/nm(a;) = ^ E e^'=^"^("--^)e^^'"^-("«--)/n.n.. (A:., ky, co) . 
^^x^^y kxky 

Prilikom delimicne Furije-transformacije jednacine (2.24), radi kraceg pisanja zgodno je 
uvesti oznake GnzmX^x, ky,u) = Gn^mz- Na taj nacin se dobija: 

hu 
NxN, 

ih 1 

1 oikxax(nx-mx) Jkyay(ny-my)/~f _ 

•̂"2/ kxky 

Z" Jkxax(nx-mx)^ikyay{ny-my)!: , 
, e e OnziTiz ^ 

'a^-^y kxky 
2% NxNy 

+ A{1 + eoSnz,o + eNSnz,N) T T V E e''=^°-("-'"^)e^*^v%(%-.)G„^ + 
^^^^^y kxky 

I Y Jkxax(nx+l-mx)Jkyay(ny-my}y^ , 
^ M TV ^ '^n.,m. ^ 

^^x-^'^y kxky 

+ Xx—^ E e*''^""^'*'-^"'"^)e^'=^"''(''"-"'«)Gn„m. + (3.3) 
^xNy kxky 

I Y ^ Akxax(nx~mx)Jkyay(ny+l-my)n _|_ 
^ N N ^ ^n„m. -t-

'x^'y kxky 

I Y ^ Akxax{nx-mx)„ikyay(ny-l-my)r< i 
^ ATaT ^ ^nz,mz + 

^^x^^y kxky 

+ Xz{l + xoSnz,o + XNSnz,N-i) ^ E e^'=^'^^("--^)e^^vavK-.)G^^^^_^^ + 
^^xl'/y kxky 

+ Xz{l + xoSnz,i + x^Sn,,^) - 1 - E e '̂=-'̂ ^("-"^^)e^^v"«K-«)G'„^_^_^^ . 
^^x^^y kxky 

Daljim sredjivanjem se dobija:' 

G. UzTTlz 

flu — A —2 {Xx COS axkx + Xy COS Gyky) A . r \ 
V I T \^0C>nz,0 + ^N(>nz,N) 
-^z ^z 

+ Gn,+ l ,m, (1 + 2;o<̂ n„0 + 2;iV<5n„JV-l) + (3.4) 

ih 
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a uz Xx = Xy = Xz = — \X\ ax = ay = Qz — a: 

A 
Gnz rriz Q-

X + 

+Gn.+ l ,m. (1 + XoSnzfi + XMSU^.N-I) + 

+Gnz-l,mz (1 + Xo5nz,l + XN^U^.N) = 

gde je uvedena smena: 

ih 

27r X 

Q = — 1- 2 (cos akx + cos aky) . 

(3.5) 

(3.6) 

Jednacina (3.5) predstavlja ustvari sistem od A'' + 1 nehomogenih algebarsko-diferencnih 
jednacina sa (pocetno-granicnim) uslovima: Gn^.m. = 0, za < 0 i > AT + l . 

3.2 Zakon disperzije 

U cilju nalazenja eksitonskih energija potrebni su nam polovi Grinovih funkcija, koji 
se dobijaju kada iste teze beskonacnosti, sto znaci da mora biti: 

VN+I = 0 , 

gde je determinanta sistema (3.5) data u sledecem obhku: 

A 

(3.7) 

VN+iiQ) = 

Q-

1+Xo 
0 

1 + XQ 0 0 

1 0 

Q 1 
Q 

1 

0 0 

0 0 
0 0 

0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 0 
0 0 

0 0 

1 ^ 1 0 
0 1 Q l - f X j v 

A 
0 0 l + x^ Q :^e7v ^1 

(3.8) 

iV+l 

Uslqv (3.7) resavacemo za slucaj perturbovanog monomolekulskog filma sa pet kristal­
nih ravni duz z-pravca (A'' = 4). Granicni parametri ce biti menjani u sledecim interval­
ima: {eoi^Ar} e [—0.3,-1-0.3] (promena energije A na granicnim ravnima — do 30 % i to 
na manje i na vise), {XQ.XN} € [-0.8,-1-2.0] (promena energije transfera X u granicnim 
slojevima — do 80 % nanize i do 200 % navise)'*. 

^Energije transfera u granicnim slojevima ( X ) ne mogu se smanjit i vise od 99,99 %, jer i u tom 
sl icaju prakticno ne postoje interakcije molekula sa granicnih i n j ima susednih unutar-filmskih ravni. 
Ukoliko bi se uzelo {XQ,XN} < - 1 , onda bi se karakter medjumolekulske interakcije promenio (privlacna 
^ odbojna). Ukoliko bi se uzelo {XQ,XN} > 2, onda bi se jako narusio odnos velivina A i X , a to bi 
znacilo da se promenio i tip molekulskog kristala u kome se formiraju Frenkelovi eksitoni i koji se ovde 
razmatra ju . 
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Proracuni su, zbog nemogucnosti nalazenja analitickog resenja, radjeni uz pomoc pro-
gramskog paketa MATHEMATICA 4.0, a graficki obradjeni pomocu COREL 9.0 i tekstualno 
sredjeni u MIKTEX 2e. Rezultati ovih proracuna su prikazani na slikama 3.2 i 3.3. Kao 
i kod odgovarajucih balk-kristalnih struktura, i ovde se na ordinatama nalaze vrednosti 

redukovanih energija €* = — — = - J^*y; i/ = 1,2,3 N + 1; \i zavisnosti od 

bezdimenzione funkcije J^* = 2 (cos akx + cos aky) na apscisama grafika. 

e„=0.0, £̂ =0.3, *.=0.0, ;t;,=0.0 e„=0.0, 6;,=-0.3, ;c<,=0.0, x„-O.0 

SHka 3.2: Eksitonske energije monomolekulskog filma 
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Na slici 3.2 prikazane su redukovane energije eksitona petoslojnog monomolekulskog 
filma (punim linijama) u zavisnosti od dvodimenzione funkcije pri cemu se menja ener­
getska perturbacija e energije molekula na cvoru A kada se molekul nalazi na granicnim 
ravnima (n^ = 0 i = N), t j . Ao,iv = (1 - I - eo,jv)A. Posto je promena ovih spektara 
izmenom parametra eo ista kao i izmenom ovde je data samo zavisnost od 6N- Ostali 
granicni perturbacioni parametri su bill stalno nepromenljivi (nulte vrednosti!) da bi se 
utvrdio uticaj samo posmatranog parametra. 

Analizom ovih grafika moze se zakljuciti da se povecanjem (odnosno, smanjenjem) 
parametra e, spektar mogucih eksitonskih energija siri i to pomeranjem ka visim (t j . 
ka nizim) energijama. Ovo pomeranje se desava tako da se samo jedan energetski nivo 
„izbacuje" van balkovske zone (oznacene isprekidanim linijama). Ovaj nivo je udaljeniji 
od balkovske zone sto je perturbacija veca, odnosno, sto je parametar e po apsolutnoj 
vrednosti veci. Ovakvaizdvojena stanja su poznata pod nazivom tamovska il i lokalizovana 
stanja. Ono sto se ovde vidi je da se ova stanja javl jaju i da su ona dislocirana iz zone 
dozvoljenih energija eksitona u neogranicenim strukturama, ali se ne moze tvrditi kolika 
je verovatnoca njihovog nalazenja niti gde se ona mogu pojaviti. Zbog toga ce ova anahza 
biti posebno uradjena u sledecem paragrafu. 

Iz svih prikazanih grafika je uocljiva diskretnost energetskih stanja eksitona u fil­
movima. Za razhku od kontinualne balkovske zone ovde se moze javi t i onoliko ener­
getskih nivoa kohko ima dvodimenzionih stanja, a mi smo razmatrali slucaj petoslojnog 
filma, dakle sa pet mogucih energetskih nivoa. 

Prva (gornja) dva grafika predstavljaju moguce energije eksitona neperturbovanog 
monomolekulskog filma. U literaturi ovakva film-struktura naziva se idealan film. Ove 
strukture su zanimljive zbog toga sto se tu energetski spektri elementarnih pobudjenja 
mogu izraziti u analitickom obhku. 

3.3 Spektralne tezine eksitonskih stanja 

U cilju analize prostorne raspodele eksitona, t j . verovatnoca nalazenja eksitona sa 
odredjenim energijama na pojedinim slojevima kristalnog filma, potrebno je izracunati 
spektralne tezine pojedinih Grinovih funkcija. Polazi se od sistema jednacina za eksitonske 
Grinove funkcije, koji je sad najpogodnije predstaviti u matricnom obhku: 

(3.9) 

gde su: P A T + I — matrica koja odgovara determinanti sistema I?Ar+i, a GN+I i ^N+I-

vektori Grinovih funkcija i Kronekerovih delti: 

GN+1 = 

I Go^rriz 

Gnz,n 

\,m, J 

— 
ih 

'2n X 

\,mz I 
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Dejstvom inverzne matrice I'jv+i) s leve strane, na jednacinu (3.9) sledi: 

(3.10) 

Kako se inverzna matrica moze izraziti preko adjugovane, ciji su clanovi Dik kofaktori 
elementa dik direktne matrice, moze se pisati: 

r -_}_\-n K - I — 
^nz,mz - ^^^^ 2^ iJnz,,i^,,mz - ^^^^ 

(3.11) 
Kofaktori £>n.,m. se izracunavaju na osnovu poznavanja determinante sistema D^+i-

Kako su za ravnotezne procese u sistemu bitne samo dijagonalne Grinove funkcije 
Gnz;nz = Gn^, izracunavauje kofaktora Dn. ,m. = Dn^ se znatno pojednostavljuje. Dobija 
se da su jednaki proizvodu dve pomocne determinante: 

gde su: 

BnAQ) = 

BN-UAQ) = 

A 
Q 

X 
•Co 1 + a;o 0 •• • 0 0 0 

1 + x 0 Q 1 •• • 0 0 0 
0 1 Q •• • 0 0 0 

0 0 0 •• • Q 1 0 
0 0 0 •• • I Q 1 
0 0 0 •• • 0 1 Q 

Q 1 0 . . . 0 0 0 
1 Q 1 . . . 0 0 0 
0 1 Q . . . 0 0 0 

0 0 0 ... Q 1 0 
0 0 0 . . . 1 Q 

0 0 0 . . . 0 1 + XN 

riz 

N-Tlz 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

s tim da je BQ = BN-N = 1 • 
U opstem slucaju, vrednost pomocnih determinanti se moze naci numericki, dok su 

Grinove funkcije perturbovanog filma: 

Gnz=-
ih BnzBN-nz 

2Tr\X\
(3.15) 
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Grinove funkcije su multipolne, jer se u imeniocu nalazi polinom VN+I reda A'' + 1. 
Stoga se mora pribeci faktorizaciji na proste polove: 

ih 9nz;nz{Qu) ^ 
^nz = y, 2^ — • (3.16) 

27r A I e -

Spektralne tezine gnz^nziQv) = 9nz onda mogu izraziti preko: 

Bnz{Qu)BN-nz{Qu) 9nz= ^ (3.17) 

g=Q{u) 

Spektralne tezine Grinovih funkcija predstavljaju kvadrat modula talasne funkcije eksi­
tona i omogucuju odredjivanje prostorne distribucije, t j . verovatnoce nalazenja eksitona sa 
odredjenim energijama po slojevima kristalnog filma. To je zapravo prostorna distribucija 
verovatnoce pojavljivanja odredjenih energetskih stanja eksitona. 

U sledecim tabelama su predstavljene vrednosti redukovanih energija i njima odgo­
varajucih spektralnih funkcija (prostorna raspodela verovatnoca) za petoslojni film. U 
slucaju perturbovanog filma, spektralne tezine za date eksitonske energije se mogu naci 
samo numerickim metodama. Rezultati dobijeni za razne vrednosti perturbovanih param­
etara filma dati su u tabelama 3.1-3.3 (pri cemu je kx — ky — 0). 

Tabela 3.1 daje prostornu distribuciju verovatnoca javljanja eksitonskih energija u 
idealnom monomolekulskom filmu. 

Redukovana 
relativna 

E N E R G I J A 

eo = 0.0; eN = 0.0; XQ = 0.0; XN = 0.0 
Redukovana 

relativna 
E N E R G I J A 1. sloj 2. sloj 3. sloj 4. sloj 5. sloj 

-1.73205 0.08333 0.25000 0.33333 0.25000 0.08333 
-1.00000 0.25000 0.25000 0.00000 0.25000 0.25000 

0.00000 0.33333 0.00000 0.33333 0.00000 0.33333 
1.00000 0.25000 0.25000 0.00000 0.25000 0.25000 
1.73205 0.08333 0.25000 0.33333 0.25000 0.08333 

Tabela 3.1: Verovatnoce nalazenja eksitona u idealnom petoslojnom filmu 

Iz ove tabele se uocava da se za jednu odredjenu energiju verovatnca pojavljivanja 
eksitona po svim slojevima jednaka jedinici, kao i da je verovatnca po jednom sloju za 
sve energije takodje jednaka jedinici, t j : 

N N+1 

• E9l = i; T.C = l- (3.18) 

U tabelama 3.2 i 3.3 prikazane su prostorne verovatnoce nalazenja eksitona u petoslo­
jnom monomolekulskom filmu i to za slucaj kada se menjaju samo parametari eo ih EN, 
dok su ostali perturbacioni parametri jednaki null. Energije cije vrednosti se nalaze izvan 
balkovske zone (t j . lokalizovana eksitonska stanja), kao i najvece vrednosti verovatnoca 
(po slojevima filma) za te energije, su prikazani podebljanim brojevima. Povecanjem 
parametara eo u intervalu od 5 do 30 % (tabele 3.2) vidi se da se i prostorna lokalizacija, 
t j . verovatnoca nalazenja eksitona, srazmerno povecava upravo na prvom sloju filma. 
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Redukovana 
relativna 

E N E R G I J A 

eo = 0.05; eN = 0.0; XQ = 0.0; XN = 0.0 
Redukovana 

relativna 
E N E R G I J A 1. sloj 2. sloj 3. sloj 4. sloj 5. sloj 

-1.65635 0.01047 0.18081 0.36241 0.32709 0.11922 
-0.73601 0.03650 0.38225 0.06969 0.17975 0.33181 

0.46207 0.06128 0.25449 0.23102 0.07974 0.37347 
1.53408 0.05114 0.04807 0.31552 0.41016 0.17510 

2.89981 0.84061 0.13437 0.02136 0.00327 0.00039 

Redukovana 
relativna 

E N E R G I J A 

eo - 0.1; e;v = 0.0; XQ = 0.0; XN = 0.0 
Redukovana 

relativna 
E N E R G I J A 1. sloj 2. sloj 3. sloj 4. sloj 5. sloj 

-1.64075 0.00371 0.16375 0.36362 0.34191 0.12701 
-0.68389 0.01179 0.38088 0.09827 0.16222 0.34684 

0.54116 0.01596 0.31736 0.18594 0.10890 0.37184 
1.58374 0.00853 0.09961 0.35063 0.38692 0.15431 

5.20000 0.96000 0.03840 0.00154 0.00006 2.2-10-^ 

Redukovana 
relativna 

E N E R G I J A 

eo = 0.2; êv = 0.0; âo = 0.0; XN = 0.0 
Redukovana 

relativna 
E N E R G I J A 1. sloj 2. sloj 3. sloj 4. sloj 5. sloj 

-1.63052 0.00113 0.15231 0.36334 0.35115 0.13208 
-0.65266 0.00330 0.37422 0.11685 0.15104 0.35459 

0.58054 0.00386 • 0.34278 0.16164 0.12395 0.36777 
1.60263 0.00171 0.12079 0.35807 0.37386 0.14556 

10.1000 0.99000 0.00990 0.00001 9.9-10-^ 9.7-10-9 

Redukovana 
relativna 

E N E R G I J A 

eo = 0.3; êv = 0.0; XQ = 0.0; XN = 0.0 
Redukovana 

relativna 
E N E R G I J A 1. sloj 2. sloj 3. sloj 4. sloj 5. sloj 

-1.62664 0.00054 0.14793 0.36300 0.35454 0.13399 
-0.64147 0.00152 0.37078 0.12368 0.14694 0.35709 

0.59331 0.00169 0.34987 0.15366 0.12882 0.36596 
1.60814 0.00071 0.12700 0.35964 0.36970 0.14296 

15.0667 0.99556 0.00442 0.00002 8.7-10-« 3.8-10-1" 

Tabela 3.2: Verovatnoce nalazenja eksitona u perturbovanom petoslojnom filmu 

U gbrnjoj tabeli (tabela 3.3) su prikazane verovatnoce nalazenja eksitona za slucaj 
kada je parametar ê - = 0.3 i ' t u se jasno vidi da je u tom slucaju najveca verovatnoca 
nalazenja eksitona u zadnjem sloju filma. Donja tabela prikazuje raspored verovatnoca 
nalazenja eksitona za slucaj negativne perturbacije eo = —0.3, sa najvecom lokalizacijom 
na prvom sloju, ali je ovde, kao sto je prethodno istaknuto, lokalizovani energetski nivo 
pomeren prema nizim energijama. 

Ovde je vazno istaci da povecanjem parametra eo (ejv) izrazito raste verovatnoca 
nalazenja eksitona na prvom (zadnjem) sloju. Naprimer, vec za relativno malu vred­
nost eo = 0.05 dobija se da ce se eksiton naci na prvom sloju sa verovatnocom od 84 %, 
dok je na zadnjem sloju ta verovatnoca 0.03 %. 
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Redukovana 
relativna 

E N E R G I J A 

Co = 0.0; ejv = 0.3; XQ = 0.0; XN = 0.0 
Redukovana 

relativna 
E N E R G I J A 1. sloj 2. sloj 3. sloj 4. sloj 5. sloj 

-1.62664 0.13400 0.35454 0.36300 0.14793 0.00054 
-0.64147 0.35709 0.14694 0.12368 0.37078 0.00152 

0.59331 0.36596 0.12882 0.15366 0.34987 0.00169 
1.60814 0.14296 0.36970 0.35964 0.12700 0.00071 

15.0667 3.8-10-1" • 8.7-10-** 0.00002 0.00442 0.99556 

Redukovana 
relativna 

E N E R G I J A 

eo = -0 .3 ; ejv = 0.0; XQ = 0.0; XN = 0.0 
Redukovana 

relativna 
E N E R G I J A 1. sloj 2. sloj 3. sloj 4. sloj 5. sloj 

-15.0667 0.99556 0.00442 0.00002 8.7-10-» 3.8-10-1" 
-1.60814 0.00071 0.12700 0.35964 0.36970 0.14296 
-0.59331 0.00169 0.34987 0.15366 0.12882 0.36596 

0.64147 0.00152 0.37078 0.12368 0.14694 0.35709 

1.62664 0.00054 0.14793 0.36300 0.35454 0.13399 

Tabela 3.3: b) Verovatnoce nalazenja eksitona u perturbovanom petoslojnom filmu 

Iz svih tabela se moze uociti da se na svakom cvoru kristalnog sloja nalazi tacno 
jedan eksiton, koji moze bi t i .u N + 1 = 5 razhcitih energetskih stanja, sa razlicitim 
verovatnocama nalazenja. Za proizvoljan broj slojeva filma (A^ + 1) vazi sledeca relacija, 
koja ukazuje na to da je zbir svih verovatnoca nalazenja eksitona jednak broju mogucih 
stanja: 

N+1 N 

E E9:M = N + 1. (3.19) 
i/=l nz=0 
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4 Zakljucak 

U radu su istrazeni i analizirani energetski spektri (moguca energetska stanja) eksitona 
u dielektricnim, kristalnim, idealnim beskonacnim i film-strukturama, sa primitivnom 
kubnom resetkom, na osnovu cega se doslo do sledecih vaznijih rezultata. 

1. Ove analize su pokazale bitne razlike u zakonu disperzije eksitona u pomenuta dva 
sistema, kao iskljucive posledice postojanja granica film-struktura, u kojima ener­
getski spektri poseduju dva gepa. Velicine gepova zavise od debljine filma i od 
vrednosti izmana energetskih parametara na granicnim povrsima filma. 

2. Postojanje granicnih uslova ima za posledicu promenu sirine energetske zone ek­
sitona. U odnosu na zonu dozvoljenih energija idealnih struktura sa prakticno 
kontinualnim rasporedom, zona eksitonski dozvoljenih energija u filmu je izrazito 
diskretna sa konacnim brojem mogucih energetskih nivoa koji je proporcion broju 
atomskih ravni duz ^-pravca. 

3. Povecanjem eksitonske energije na granicnim povrsima filma (povecanjem parame­
tra e) dolazi do pomeranja energetskog spektra ka visim energijama (povecava se 
donji, a smanjuje gornji energetski gep). 

4. Za neke vrednosti pomenutih parametara energetska zona eksitona izlazi van zone 
eksitonskih energija neogranicenog kristala. U tom slucaju pojavljuju se lokali­
zovana eksitonska stanja. Energije ovih stanja zavise od debljine filma, ali je 
uocljiva i izrazena zavisnost velicine energije lokalizovanih stanja eksitona od vred­
nosti granicnih energetskih parametara. 

5. Ukoliko se pojave lokalizovana eksitonska stanja, onda su ona rasporedjena duz 
granicnih kristalografskih ravni („povrsinska" stanja). Za pojavu „zapreminskih" 
stanja, u tom slucaju je verovatnoca zanemarivo mala. 
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5 Dodatak: Eksitoni u molekulskim kristalima 

5.1 Eksitoni u kristalima 

Apsorpcioni i refleksioni spektri cesto pokazuju strukturu za fotonsku energiju ispod 
energetskog gepa, gde bi inace ocekivali da kristal bude transparentan. Ovakva struk­
tura prouzrokovana je apsorpcijom fotona i kreacijom para elektron—supljina. Elektron i 
supljina su vezani privlacnom Kulonovom interakcijom slicno kao sto je elektron vezan sa 
protonom u formu neutralnog atoma vodonika. Ovakav par elektron—supljina se naziva 
eksiton. Na slici 5.1a prikazan je eksiton Vanije-Mota koji je slabo vezan, sa srednjom 
udaljenoscu elektron—supljina velikom u poredjenju sa konstantom resetke. Na slici 5.1b 
je sematski predstavljen jako vezan i l i Frenkelov eksiton. Jedan idealan Frenkelov eksi­
ton ce prolaziti kroz ceo kristal kao talas, ali elektron ce uvek biti u neposrednoj blizini 
supljine. 

Slika 5.1: a) Eksiton Vanije-Mota b) Frenkelov eksiton 

Eksiton se moze kretati kroz kristal i prenositi energiju, ali eksiton ne prenosi naelek-
trisanje, jer je elektricno neutralan. On je slican pozitronijumu koji je sastavljen od 
elektrona i pozitrona. Eksiton moze biti formiran u svakom izolatoru. Svi eksitoni su 
nestabilni i imaju relativno malo vreme zivota (singletni lO^^s, a tripletni i do 10""^s). 
Eksitoni mogu formirati i komplekse, kao sto su bieksitoni - kreirani od dva eksitona. 

Videli smo da se slobodni elektron i slobodna supljina kreiraju kad god je energija 
fotona veca od energije gepa. Prag za ovaj proces je hu > Eg n direktnom procesu. 
Medjutim, sama energija veze eksitona jos smanjuje taj prag. Energije veze eksitona se 
krecu od reda velicine 1 meV (Vanije-Motov) do 1 eV (Frenkelov). 

Prelazi kojima se formiraju eksitoni ispod energetskog gepa su prikazani na slikama 
5.2a i 5.2b. Slika 5.2a prikazuje eksitonske nivoe u odnosu na granicu provodne zone. 
Eksiton moze imati translacionu kineticku energiju, ali ako je ova kineticka energija veca 
od energije veze eksitona, tada je eksiton metastabilan u odnosu na njegovo raspadanje 
na slobodnu supljinu i slobodni elektron. Svi eksitoni su potencijahio nestabilni u odnosu 
na emisivnu rekombinaciju, kod koje elektron „upada" u stanje supljine u valentnoj zoni, 
sto je popraceno emisijom fotona i l i fonona. 

Slika 5.2b prikazuje energetske nivoe eksitona ciji je centar masa u mirovanju. Opticki 
prelazi sa vrha valentne zone su prikazani strelicama, najduza odgovara jonizaciji eksitona 
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pa prema tome i energetskom procepu izmedju granica provodne i valentne zone. Postoji 
kontinualan skup nivoa, pridruzenih svakom od prikazanih eksitonskih nivoa, posto cen­
tar masa eksitona moze posedovati translacionu kineticku energiju (svaki eksitonski nivo 
obrazuje jednu eksitonsku zonu). Kod direktnih optickih prelaza ukupna translaciona 
energija se ne menja osetnije, sto znaci da mogu postojati ostre eksitonske linije. Nula na 
skali energije je uzeta od vrha valentne zone. 

E.-E.. 

Koî tinuum vmlenloe zone 

Ekntoiuki ntvoi i i 1 Ekntoiuki ntvoi 

t k 

Energiji 
veze eksitou 

Slika 5.2: Energetski nivoi eksitona 

Energija veze eksitona moze se meriti na t r i nacina. 

• U optickom prelazu iz valentne zone: iz razlike izmedju energije potrebne za kreaciju 
eksitona i energije kreacije slobodnog elektrona i slobodne supljine (slika 5.2). 

• Iz luminescencije prilikom rekombinacije, uporedjivanjem energije potrebne za re­
kombinaciju para elektron—supljina i energije eksitacione rekombinacije. 

• Fotojonizacijom eksitona kada nastaju slobodni nosioci. Ovaj eksperiment zahteva 
visoku koncetraciju eksitona. 

Ovde postoje dve granicne aproksimacije, jedna po Frenkelu, gde su eksitoni malog 
radijusa i cvrsto vezani, a druga po Vanije-Motu, gde su eksitoni slabo vezani i gde je uda-
Ijenost izmedju elektrona i supljine velika u poredjenju sa konstantom resetke. U realnosti 
se javl jaju mesana eksitonska stanja, ali u zavisnosti da h ce sistem biti Frenkelov (kristal 
molekulskog tipa) i l i Vanije-Motov (kristal poluprovodnickog tipa) odlucuje velicina kon-
centracije odgovarajuceg stanja. 
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5.2 Frenkelovi eksitoni 

U cvrsto vezanom eksitonu (slika 5.1b) pobudjenje je lokalizovano u blizini atoma. 
Supljina je obicno na istom atomu gde je i elektron iako par moze biti u kristalu. Frenkelov 
eksiton je u biti pobudjeno stanje atoma, ali pobudjenje moze da se prenosi od jednog 
atoma do drugog. 

Kristal i inertnih gasova imaju eksitone koji u osnovnom stanju donekle korespondiraju 
Frenkelovom modelu. Tako atomski kripton ima svoj najnizi atomski prelaz na 9.99 eV, a 
i u kristalnom stanju odgovarajuci prelaz je priblizno jednak i iznosi 10.17 eV. Energetski 
gep u kristalu iznosi 11.7 eV, tako daje energija osnovnog stanja eksitona 11.7 eV — 10.17 
eV = 1.5 eV i ona se raspodeljuje na S l o b o d a n elektron i slobodnu supljinu odvojeno, kao 
i na ostatak kristala. 

Stanja Frenkelovih eksitona imaju oblik progresivnog talasa, kao i sva ostala pobu­
djenja u periodicnoj strukturi. Posmatrajmo kristal od A'' atoma u linijskom nizu i l i 
povezanih u prsten. Ako je Uj osnovno stanje atoma j , onda je osnovno stanje kristala 
dato kao: 

1pg = UiU2 • • • UN-IUN , (5.1) 

ukoliko su interakcije izmedju atoma zanemarene. Ukoliko je jedan atom j u pobudjenom 
stanju Vj, sistem se opisuje kao: 

(̂ j = •U1U2 • • • Uj-iVjUj+i • • • UN • (5.2) 

Ova funkcija ima istu energiju kao i funkcija (pi koja opisuje bilo koji drugi pobudjeni atom 
I. Medjutim, funkcije (p koje opisuju jedan pobudjen atom i A'' — 1 atoma u njegovom 
okruzenju, koji su osnovnom stanju, nisu stacionarna kvantna stanja. Ako postoji bilo 
kakva interakcija izmedju pobudjenog atoma i susednih atoma u osnovnom stanju, energija 
pobudjenja ce se prenositi od atoma do atoma. Kao sto ce biti pokazano, svojstvena stanja 
ce tada imati talasnu formu. 

Kada hamiltonijan sistema deluje na funkciju sa j - t i m pobudjenim atomom, dobija 
se: 

H4>j^e(l>j + \X\{(f>j_i + (f>j+i), (5.3) 

gde je e — ekscitaciona energija slobodnog atoma, |X| - interakcija koja meri udeo transfera 
pobudjenja od j-tog atoma do njegovih najblizih suseda j - 1 i j + 1. Resenja prethodne 
jednacine su talasi Blohovog oblika: 

^k = E • (5-4) 
3 

Pustimo da operator H deluje na ipk' 

H^Pk = E e'̂ '°̂ <^J- = E e'' '" [^<l>3 + ^ 3 - 1 + <t>3+i)] • (5-5) 
3 3 

Sredjivanjem desne strane sledi: 

HiPk = E ê '*'" + 1̂ 1 ( 6'*=" + e-'^")] (pj = {e + 2\X\ ka) , (5.6) 
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tako da se dobijaju svojstvena energetska stanja kao: 

Ek = e + 2\X\ ka . (5.7) 

Primenom periodicnih granicnih uslova odredjuju se dozvoljene vrednosti talasnog vektora 

U molekulskim kristalima kovalentna veza unutar molekula je mnogo jaca od Van der 
Walsovih veza izmedju molekula, tako da se javljaju Frenkelovi eksitoni. Elektronska 
pobudjenja na individualnom molekulu se pojavljuju u kristalu kao eksitoni, cesto sa 
malim pomerajem u frekvenciji. Na niskim temperaturama linije u kristalu su relativno 
ostre, iako moze biti vise linijska struktura u kristalu nego u molekulu, zbog Davidovog 
cepanja. Davidov je pokazao da ako postoji a molekula sa nedegenerisanim nivoima u 
elementarnoj cehji, svaka zona se cepa na a zona. Drugo cepanje je Beteovo — ako je 
nivo na koji se molekul pobudjuje g puta degenerisan, onda se umesto jedne dobija g 
eksitonskih zona. 

k: 
27rs 

k = 
Na 

-N-1. (5.8) 
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