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Uvod

Superprovodna svojstva jedi�e�a LaOFeAs su prvi put otkrivena 2006. godine [8].

Kritiqna temperatura je iznosila samo 3,5 K. Jedi�e�e LaONiP je imalo samo za

1 K vixu kritiqnu temperaturu. 2008. su Kamihara i dr. [7] otkrili superprovod-

nost u jedi�e�u dopiranom fluorom LaO1-xFxFeAs sa relativno visokom kritiqnom

temperaturom Tc = 26 K. Ubrzo su otkriveni drugi materijali koji umesto lantana

imaju druge elemente iz grupe retkih zema	a (cerijum, prazeodijum i samarijum)

kod kojih je kritiqna temperatura dosegla 55 K [13]. Navedeni materijali spadaju

u grupu pniktida gvo��a.

Zahva	uju�i privlaqe�u izme�u elektrona zbog elektron-fonon spreza�a, u kon-

vencionalnim superprovodnicima dolazi do formira�a Kuperovih parova. Bardin-

Kuper-Xrifer (BCS) teorija [6] koja opisuje ovaj fenomen je objav	ena jox 1957.

godine. U materijalima kao xto su kuprati i pniktidi jox uvek nije poznat meha-

nizam koji objax�ava superprovodnost, ali se zna da to nije posredstvom elektron-

fonon spreza�a.

Postoje izvesne sliqnosti i razlike izme�u kuprata i pniktida gvo��a. Super-

provodnost kod obe klase jedi�e�a povezana je sa �ihovim magnetnim osobinama.

Privlaqna interakcija izme�u nosilaca naelektrisa�a mora biti izazvana magnet-

nim fluktuacijama. Na faznim dijagramima obe klase jedi�e�a antiferomagnetna

faza dugog dometa se nalazi u blizini superprovodne faze. U sluqaju pniktida te

dve faze se qak preklapaju.

U ovom radu �emo se posvetiti prouqava�u Hajzenbergovog J1−J2−Jc modela u tri

dimenzije sa bikvadratnom izmenskom interakcijom i bez �e u okviru samosaglasne
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teorije spinskih talasa na apsolutnoj nuli kao i primenom tog modela na pniktide

gvo��a. Razlog za prouqava�e trodimenzionalnog modela le�i u eksperimentalnim

rezultatima prilikom raseja�a neutrona.

U Glavi 1, predstavili smo strukturu i osobine pniktida kao i modelni hamil-

tonijan od kog polazimo. Razmatrani su pojmovi spontanog naruxe�a simetrije i

frustracije i izlo�ena je teorija spinskih talasa. Reprezentacija Dajson-Ma	ejeva

prime�ena je na dvodimenzionalnu Nelovu fazu sa bikvadratnom izmenom u Glavi

2. U Glavama 3 i 4 uvedena je i prouqavana trodimenzionalna kolinearna faza

bez bikvadratne interakcije i sa �om. Prikazani su numeriqki proraquni i pred-

stav	eni su rezultati za razliqite vrednosti izmenskih konstanti. U Glavi 5 naxi

rezultati fitovani su na rezultate dobijene uglavnom teorijskim pretpostavkama

za pniktide SrFe2As2 i BaFe2As2 , kao i na rezultate dobijene u eksperimentima sa

raseja�em neutrona za CaFe2As2 . U Glavi 6 sumirani su dobijeni rezultati.
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Glava 1

Pniktidi gvo��a i teorijski

modeli

1.1 Struktura i osobine pniktida

U pniktogene hemijske elemente spadaju elementi 15. grupe periodnog sistema

elemenata: azot (N), fosfor (P), arsen (As), antimon (Sb) i bizmut (Bi). Iako

nije potvr�eno, pretpostav	a se da je i sintetiqki element moskovijum (Ms) tako�e

pniktogeni element. Naziv im potiqe od grqke reqi pnigein xto znaqi guxiti,

zbog osobine azota da izaziva guxe�e. Pniktidi su jedi�ena u kojima se jav	aju

atomi pniktogenih elemenata. Od znaqaja za fiziku su pniktidi gvo��a kod kojih

je otkrivena osobina superprovodnosti.

Do sada su otkrivene qetiri familije superprovodnih pniktida gvo��a [4]: (i)

tip-1111 ROFeAs gde su R = La, Sm, Ce, Nd, Pr i Gd elementi retkih zema	a,

(ii) tip-122 AFe2As2 gde su A = Ba, Ca, Se i Eu zemnoalkalni metali, (iii) tip-111

LiFeAs i NaFeAs i (iv) tip-22426 (Fe2Pn2)(A4M2O6) gde su Pn = P ili As pniktogeni

elementi, A je zemnoalkalni element i M = Sc ili Cr . Na slici 1.1 su prikazane

tipiqne kristalne strukture superprovodnih pniktida gvo��a.

Sva ova jedi�e�a na sobnoj temperaturi imaju tetragonalnu strukturu. �ihova

kristalna struktura se sastoji od Fe-As slojeva razdvojenih razliqitim vrstama
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intersticijalnih slojeva. Pniktidi na temperaturama u opsegu od 100 K do 200 K

do�iv	avaju strukturni prelaz prvog ili drugog reda iz tetragonalne strukture

u ortorombiqnu. Tako�e, na temperaturi TN ≈ 150 K odvija se prelaz iz nemagnetne

u trakastu antiferomagnetnu fazu. Veruje se da je superprovodnost u pniktidima

gvo��a povezana sa kvadratnom rexetkom FeAs slojeva. FeAs sloj je u stvari sas-

tav	en od tri bliske ravni: jedne kvadratne, koja se sastoji od atoma gvo��a i koja

se nalazi izme�u dve ravni sastav	ene od atoma As. Za razliku od slojeva CuO2

u kupratima koji se mogu smatrati praktiqno dvodimenzionalnim, slojevi FeAs u

pniktidima se opisuju tetraedrima FeAs4/4 koji dele zajedniqku ivicu, xto ukazuje

na va�nost posmatra�a magnetizma u tri dimenzije.

Nedopirana, ova jedi�e�a spadaju u antiferomagnetne metale. Dok su kuprati

na apsolutnoj nuli Motovi izolatori, pniktidi gvo��a su loxi metali sa dugodomet-

nim kolinearnim antiferomagnetnim ure�e�em. Na slici 1.2 je prikazan tipiqni

fazni dijagram superprovodnih pniktida gvo��a. U sluqaju nedopiranih ili slabo

dopiranih materijala, materijali se nalaze u fazi SDW (spin-density wave) sa

dugodometnim antiferomagnetnim ure�e�em. Sa pove�a�em dopira�a, materijal

�e pre�i u superprovodnu fazu. Oblast na dijagramu obojena u crno predstav	a

koegzistenciju superprovodne i magnetostatiqke faze. Da	im pove�a�em nivoa

dopira�a materijal prelazi u fazu Fermijeve teqnosti. Iznad oblasti super-

provodnosti na faznom dijagramu se nalazi faza koja predstav	a metal sa neo-

biqnom zavisnox�u specifiqne provodnosti od temperature.
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Slika 1.1: Xematski prikaz struktura pniktida: (a) LaOFeAs , (b) BaFe2As2

Slika 1.2: Fazni dijagram superprovodnih pniktida gvo��a
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1.2 Hajzenbergov model

Verovatno jedan od najqex�e korix�enih i najjednostavnijih modela koji opisuje

interakciju elektrona u kristalnoj rexetki je Habardov model [5] qiji hamiltoni-

jan ima oblik

H = −t
∑
⟨i,j,⟩σ

(c†iσcjσ + c†jσciσ) + U
∑
i

c†i↑ci↑c
†
i↓ci↓ − µ

∑
iσ

c†iσciσ, (1.1)

gde su c†iσ i cjσ fermionski operatori koji kreiraju, odnosno anihiliraju elektron

sa odgovaraju�im spinom σ. Parametar t je integral prenosa elektrona sa qvora

na qvor, U je energija kulonovskog odbija�a dva elektrona na istom qvoru, dok je

µ hemijski potencijal. Ovaj hamiltonijan sadr�i samo jednu orbitalu po qvoru i

sadr�i osnovne korelacione efekte. Suma je ograniqena na najbli�e susede xto

je obele�eno uglastim zagradama. Postoje i slo�enije verzije Habardovog modela

kojima se u ovom radu ne�emo baviti.

Habardov model se u sluqaju jakog kulonovskog odbija�a i polupopu�ene zone

svodi na antiferomagnetni Hajzenbergov model

H = J
∑
i,j

Si · Sj, (1.2)

gde su Si i Sj spinski vektorski operatori, a J > 0 izmenska konstanta, koja je

povezana sa parametrima Habardovog modela kao J = 4t2/U .

Kako jon Fe2+ u pniktidima gvo��a ima paran broj elektrona u valentnoj 	usci

mogu�e vrednosti spina su S = 0, 1, 2. Na osnovu teorijskih razmatra�a i eksperi-

mentalnih rezultata, pogodno je odabrati S = 1 za vrednost spina [16].

U sluqaju kada je J > 0 imamo antiferomagnetno ure�e�e prikazano na slici

1.3. Osnovno sta�e na temperaturi T = 0 K je Nelovo sta�e sa susednim spinovima

koji su antiparalelno usmereni. Rexetku mo�emo podeliti na dve podrexetke, pri

qemu bi spinovi u svakoj podrexetki bili me�usobno paralelni. Interakcija pos-

toji samo izme�u susednih spinova koji pripadaju razliqitim podrexetkama. Zbog
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postoja�a kvantno-mehaniqkih fluktuacija, klasiqno osnovno sta�e nije pravo

svojstveno sta�e hamiltonijana.

Za J < 0 ure�e�e je feromagnetno (slika 1.4). Osnovno klasiqno sta�e fero-

magnetne faze podudara se sa osnovnim kvanto-mehaniqkim sta�em.

Slika 1.3: Antiferomagnetno ure�e�e

Slika 1.4: Feromagnetno ure�e�e

1.3 Spontano naruxe�e simetrije

U prisustvu spo	nog magnetnog po	a spinovi se usmeravaju du� linija po	a. Pritom

sistem koji je bio izotropan dobija preferentni pravac. Materijal koji je feromag-

netik u odsustvu magnetnog po	a ima konaqnu vrednost magnetizacije. Stoga, sistem

koji prouqavamo ima ma�u simetriju od hamiltonijana koji prouqavamo. Naruxena

je rotaciona simetrija. Ovakav proces naziva se spontano naruxe�e simetrije.

U limesu kada magnetno po	e te�i nuli, magnetizacija koja ostaje naziva se

spontana magnetizacija. U antiferomagneticima, spontana magnetizacija se naiz-
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meniqno me�a od qvora do qvora, ali �ena apsolutna vrednost je identiqna za obe

podrexetke. Nasuprot sluqaju feromagnetika, u antiferomagneticima se jav	a

takozvana posrtaju�a magnetizacija koja je uvek ma�a od S zbog kvantno-mehaniqkih

fluktuacija oko apsolutne nule. Na konaqnim temperaturama, magnetizacija je do-

datno redukovana zbog termalnih fluktuacija.

Kao posledica spontanog naruxe�a simetrije hamiltonijana jav	aju se bozonske

ekscitacije bez energijskog procepa, tzv. Goldstonovi bozoni. U sluqaju Hajzenber-

govog modela naruxena je rotaciona spinska simetrija, a odgovaraju�i Goldstonovi

bozoni su spinski talasi ili magnoni.

Spinski talas je propagiraju�i poreme�aj koji se jav	a u ure�e�u magnetnih ma-

terijala. Ove kolektivne ekscitacije nastaju u magnetnim rexetkama sa kontinualnom

simetrijom. Sa stanovixta ekvivalentnih kvaziqestica, spinski talasi su poznati

kao magnoni, koji su bozonske mode spinske rexetke za koje se mo�e re�i da kore-

spondiraju fononskim ekscitacijama kristalne rexetke.

1.4 Frustracija

Pojam frustracija u teoriji magnetizma je uveden radi opisiva�a nemogu�nosti

zadovo	e�a svih izmenskih procesa. Frustracija mo�e biti uzrokovana geometri-

jom rexetke. Npr. u sluqaju trougaone rexetke, ako su dva spina usmerena antipar-

alelno, tre�i spin je frustriran jer nije mogu�e da se usmeri antiferomagnetno sa

oba prethodno pomenuta spina istovremeno, pa klasiqna energija osnovnog sta�a ne

mo�e biti optimalno minimalizovana. Frustraciju je mogu�e uvesti i dodatnim

izmenskim konstantama. Pojavi�e se dodatni izmenski qlan u hamiltonijanu koji

predstav	a izmensku interakciju izme�u slede�ih najbli�ih suseda, a oblika je

H = J1
∑
⟨i,j⟩

Si · Sj + J2
∑
⟨⟨i,j⟩⟩

Si · Sj, (1.3)

gde su J1,2 > 0 izmenske konstante, a dvostruka zagrada ⟨⟨i, j⟩⟩ oznaqava slede�e na-

jbli�e susede. U zavisnosti od odnosa konstanti J1 i J2 mo�emo dobiti dve vrste
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Slika 1.5: Xematski prikaz kolinearne faze

osnovnog sta�a. Naravno, razmatramo sluqaj kada su obe interakcije antifero-

magnetne. Kada je J1 ≫ J2 hamiltonijan se praktiqno svodi samo na interakcioni

qlan izme�u najbli�ih suseda, pa je osnovno sta�e Nelovo. U drugom sluqaju, kada je

J1 ≪ J2 nastupa drugo antiferomagnetno sta�e, tzv. kolinearna faza, jer spinovi

koji su slede�i najbli�i susedi, pokuxavaju zauzeti antiparalelne orijentacije.

Kolinearna faza je prikazana na slici 1.5. U klasiqnom limesu kada S → ∞,

fazni prelaz izme�u Nelove i kolinearne faze doga�a se kada je odnos izmenskih

konstanti J2/J1 = 0.5 [14].

1.5 Teorija spinskih talasa

Glavni zadatak nam je da dijagonalizujemo hamiltonijan zasnovan na Hajzenber-

govom modelu. Poxto su spinski talasi bozonske ekscitacije, oqigledno je da treba

zameniti spinske operatore odgovaraju�im bozonskim operatorima.

Spinske operatore Sx i Sy na qvoru i zameni�emo operatorima podiza�a i spux-

ta�a:

S+
i = Sx

i + iSy
i , (1.4a)
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S−
i = Sx

i − iSy
i . (1.4b)

Hamiltonijan (1.2) postaje

H = J
∑
⟨i,j⟩

[
Sz
i S

z
j +

1

2

(
S+
i S

−
j + S+

j S
−
i

)]
. (1.5)

Kada postoji antiferomagnetno ure�e�e, rexetku mo�emo podeliti u dve podrexetke

A i B. Pogodno je zarotirati sve spinove podrexetke B za ugao od 180◦ oko x-ose.

Za svaki qvor i podrexetke B va�e odgovaraju�e transformacije operatora:

S+
i → S−

i , (1.6a)

S−
i → S+

i , (1.6b)

Sz
i → −Sz

i . (1.6v)

a hamiltonijan dobija oblik

H = J
∑
⟨i,j⟩

[
−Sz

i S
z
j +

1

2

(
S+
i S

+
j + S−

j S
−
i

)]
. (1.7)

Postoji vixe metoda za smenu spinskih operatora bozonskim, a najqex�e korix�ene

su reprezentacija Holxtajn-Primakova, reprezentacija Dajson-Ma	ejeva i reprezentacija

Xvingerovih bozona. U ovom radu �e biti korix�ena reprezentacija Dajson-Ma	ejeva.

Ovu reprezentaciju uveli su Dajson [2] i Ma	ejev [9]. U okviru ove reprezentacije

spinski operatori izra�eni preko bozonskih operatora dobijaju oblik

S+
i = b†i

(
2S − n̂i

)
, (1.8a)

S−
i = bi, (1.8b)

Sz
i = −S + n̂i. (1.8v)

Operatori b†i i bi su bozonski kreacioni i anihilacioni operatori za koje va�e
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komutacione relacije

[bi, b
†
j] = δi,j i [bi, bj] = [b†i , b

†
j] = 0, (1.9)

dok je n̂i = b†ibi operator broja popu�enosti na qvoru i. Nakon rotacije za 180◦ oko

x-ose spinski operatori za qvorove podrexetke B imaju oblik

S+
i = b†i , (1.10a)

S−
i =

(
2S − n̂i

)
bi, (1.10b)

Sz
i = −S + n̂i. (1.10v)

U ovoj reprezentaciji spinski operatori podiza�a i spuxta�a nisu vixe hermit-

ski ko�ugovani u spinskoj reprezentaciji. U Hajzenbergovom modelu (1.2) jav	aju

se samo qlanovi koji su kvadratni ili qetvrtog stepena po bozonskim operatorima,

koji mogu biti razmatrani u aproksimaciji sred�eg po	a xto nas dovodi do renor-

malizovane ili samokonzistentne teorije spinskih talasa.
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Glava 2

Dvodimenzionalna Nelova faza sa

bikvadratnom izmenom

U ovom poglav	u bi�e prouqavana dvodimenzionalna Nelova faza sa dodatnom bik-

vadratnom izmenom Jbq [15]. Dodatni bikvadratni qlan u Hajzenbergovom modelu

je

Hbq = −Jbq
∑
⟨i,j⟩

(
Si · Sj

)2
, (2.1)

gde je Jbq > 0. Zajedno sa bilinearnim qlanom, bikvadratni qlan uvodi ani-

zotropiju u efektivnu izmensku konstantu izme�u feromagnetno i antiferomag-

netno ure�enih spinova. Bikvadratni qlan ima poseban znaqaj u sluqaju vixeelek-

tronskih sistema qiji je ukupni spin S ≥ 1.

Prouqavamo hamiltonijan oblika

H = J
∑
⟨i,j⟩

Si · Sj − Jbq
∑
⟨i,j⟩

(
Si · Sj

)2

= J
∑
⟨i,j⟩

(
− Sz

i − Sz
j +

1

2

(
S†
i − S†

j + h.c.
))

(2.2)

− Jbq
∑
⟨i,j⟩

(
− Sz

i − Sz
j +

1

2

(
S†
i − S†

j + h.c.
))2

,

uz uslov J, Jbq > 0. Spinovi podrexetke B su rotirani.
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2.1 Reprezentacija Dajson-Ma	ejeva

Proizvod spinskih operatora u ovoj reprezentaciji dobija oblik

Si · Sj = −S2 + S
(
n̂i + n̂j + b†ib

†
j + bibj

)
− n̂in̂j −

1

2

(
b†i n̂ib

†
j + bin̂jbj

)
. (2.3)

Potrebno je uvesti oqekivane vrednosti

n = ⟨b†ibi⟩ = ⟨b†jbj⟩, (2.4a)

a = ⟨b†ib
†
j⟩ = ⟨bibj⟩, (2.4b)

gde su i i j najbli�i susedi. Sve ostale oqekivane vrednosti su jednake nuli zbog

simetrije oko z-ose. Sada je potrebno dekuplovati qlanove qetvrtog stepena na

osnovu Vikove teoreme

n̂in̂j = b†ibib
†
jbj ≈ n

(
n̂i + n̂j

)
+ a
(
b†ib

†
j + bibj

)
− n2 − a2, (2.5a)

b†i n̂ib
†
j = b†ib

†
ibib

†
j ≈ 2ab†ibi + 2nb†ib

†
j − 2na, (2.5b)

bin̂jbj = bib
†
jbjbj ≈ 2ab†jbj + 2nbibj − 2na. (2.5v)

Konstantne qlanove �emo nada	e zanemariti. Aproksimacija sred�eg po	a za bi-

linearnu izmenu ima oblik

Si · Sj|MF=
(
S − n− a

)(
n̂i + n̂j + b†ib

†
j + bibj

)
+ const. (2.6)

Sada �emo razmotriti bikvadratni qlan koji je u reprezentaciji Dajson-Ma	ejeva

oblika

(
Si · Sj

)2
=S4 − 2S3

(
n̂i + n̂j + Î0

)
+ S2

[
n̂2
i + n̂2

j + 4n̂in̂j + Î20 +
(
n̂i + n̂j

)
Î0 + Î0

(
n̂i + n̂j

)
+ Î ′0

]
− S

[
2
(
n̂in̂

2
j + n̂2

i n̂j

)
+ n̂in̂j Î0 + Î0n̂in̂j
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+
1

2

(
+ Î0Î

′
0 + Î ′0Î0 +

(
n̂i + n̂j

)
Î ′0 + Î ′0

(
n̂i + n̂j

))]
+ n̂2

i n̂
2
j +

1

4
Î ′0

2 +
1

2

(
n̂in̂j Î

′
0 + Î ′0n̂in̂j

)
, (2.7)

gde smo uveli Î0 i Î ′0

Î0 = b†ib
†
j + bibj i Î ′0 = b†i n̂ib

†
j + bin̂jbj, (2.8)

a i i j predstav	aju najbli�e susede. U aproksimaciji sred�eg po	a bikvadratni

qlan se svodi na

(
Si · Sj

)2

∣∣∣∣∣
MF

=−
[
2S3 − 2S2(1 + 5(n+ a)) + S

(
18(n+ a)2 + 8(n+ a) + 1

)
− 12(n+ a)3 − 9(n+ a)2 − 2(n+ a)

]
·
(
n̂i + n̂j + Î0

)
+ const. (2.9)

Zanemariva�em svih konstantnih qlanova, hamiltonijan sred�eg po	a je

HMF =

{
J(S − α) + Jbq

[
2S3 − 2S2(1 + 5α) + S

(
18α2 + 8α + 1

)
− 12α3 − 9α2 − 2α

]}∑
⟨i,j⟩

(
n̂i + n̂j + Î0

)
= J̃(α)(S − α)

∑
⟨i,j⟩

(
n̂i + n̂j + Î0

)
, (2.10)

gde je

J̃(α) = J + Jbq
2S3 − 2S2(1 + 5α) + S(18α2 + 8α + 1)− 12α3 − 9α2 − 2α

S − α
, (2.11)

a novi parametar α = n + a je uveden radi pogodnosti. Konstantni qlanovi koji

su zanemareni predstav	aju klasiqnu energiju osnovnog sta�a za dvodimenzionalnu

rexetku. Nax naredni zadatak je da dijagonalizujemo hamiltonijan. Sumu po na-
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jbli�im susedima mo�emo pogodnije napisati kao

HMF =
1

2
J̃(α)(S − α)

∑
i,δ

(
n̂i + n̂i+δ + b†ib

†
i+δ + bibi+δ

)
, (2.12)

gde je δ ∈ {(±1, 0), (0 ± 1)} vektor izme�u najbli�ih qvorova kvadratne rexetke.

Sada mo�emo primeniti Furijeovu transformaciju na kreacione i anihilacione

operatore

HMF =
1

2
J̃(α)(S − α)

1

N

∑
i,δ,k,k′

[
e−iri(k−k′)b†kbk′ + e−iri(k−k′)e−iδ(k−k′)b†kbk′

+ e−iri(k+k′)e−iδk′b†kb
†
k′ + e−iri(−k−k′)eiδk

′
bkbk′

]

=
1

2
J̃(α)(S − α)

∑
δ,k

[
2b†kbk + e−iδkb†kb

†
−k + eiδkbkb−k

]
= J̃(α)(S − α)

∑
k

[
4b†kbk + (cos ka + cos kb)

(
b†kb

†
−k + bkb−k

)]

= 4J̃(α)(S − α)
∑
k>0

[
b†kbk + b†−kb−k + γk

(
b†kb

†
−k + bkb−k

)]
, (2.13)

gde je suma po qetiri najbli�a suseda

4γk =
∑
δ

e±iδk = 2(cos ka + cos kb). (2.14)

Sada transformixemo hamiltonijan Bogo	ubov	evom transformacijom

HMF = 4J̃(α)(S − α)
∑
k>0

(
[cosh 2θk + γk sinh 2θk]

(
β†
kβk + β†

−kβ−k

)
[sinh 2θk + γk cosh 2θk]

(
β†
kβ

†
−k + βkβ−k

)
(2.15)

+ 2 sinh θk
2 + γk sinh 2θk]

)
.

Ovaj hamiltonijan je izra�en pomo�u novih bozonskih kreacionih i anihilacionih

operatora β†
k i βk. Kako nam je ci	 da dijagonalizujemo hamiltonijan, prefaktor
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ispred nedijagonalnih operatora mora nestati. Zbog toga moramo fiksirati ugao θk

cosh 2θk + γk sinh 2θk = 0,

tanh θk = −γk. (2.16)

Koriste�i trigonometrijske transformacije imamo

sinh2 2θk =
γ2
k

1− γ2
k

,

sinh 2θk = ± γ2
k√

1− γ2
k

. (2.17)

Konstantan qlan predstav	a energiju sred�eg po	a

EMF =
∑
k

( ω
2
− 2J̃(α)(S − α)

)
= 2J̃(α)(S − α)

∑
k

(√
1− γ2

k − 1
)
. (2.18)

Konaqno, dijagonalizovani hamiltonijan je

HMF =
∑
k

ωkβ
†
kβk + EMF . (2.19)

Kao xto se i oqekuje, jav	aju se dve Goldstonove mode jer je doxlo do spontanog

naruxe�a simetrije: ekscitacija bez procepa za vektor k = (1, 1) koja predstav	a

Nelovo sta�e i ekscitacija za k = (0, 0).

2.2 Samosaglasnost

Potrebno je da odredimo vrednost α = n − a samosaglasno. Stoga �emo izraqunati

popravku energije osnovnog sta�a hamiltonijana za jedan qvor rexetke u prvom redu

teorije perturbacije, gde α tretiramo kao malu perturbaciju. Hamiltonijan HMF

mo�emo razdvojiti na dva dela H = H0+χHχ gde je χ mala perturbacija. Popravka
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energije osnovnog sta�a po spinu je data sa

1

N

∂EMF

∂χ
=

1

N

∂

∂χ
⟨0|HMF |0⟩ = ⟨0|Hχ|0⟩. (2.20)

Ako izrazimo po parametru α, dobijamo

1

N

∂EMF

∂α
=

1

N
⟨0| ∂

∂α
HMF |0⟩ = 1

2

∑
δ

⟨0|n̂i + n̂j + b†ib
†
j + bibj|0⟩ ·

∂(J̃(α)(S − α))

∂α

=
∑
δ

α · ∂(J̃(α)(S − α))

∂α
. (2.21)

Dakle, α je odre�eno jednaqinom

1

N

∂EMF

∂α
= 4α

∂(J̃(α)(S − α))

∂α
. (2.22)

Koriste�i izraz za energiju sred�eg po	a po qvoru u termodinamiqkom limesu

1

N
EMF =

1

(2π)2
2J̃(α)(S − α)

∫∫
BZ

d2k
(√

1− γ2
k − 1

)
=

1

(2π)2
2J̃(α)(S − α)

∫∫
BZ

d2k

√
1 +

1

4
(cos ka + cos kb)2 − 2J̃(α)(S − α),

(2.23)

izvodimo jednaqinu za α

α =
1

2

1

(2π)2

∫∫
BZ

d2k

√
1 +

1

4
(cos ka + cos kb)2 −

1

2
, (2.24)

gde se integarcija vrxi po prvoj Briluenovoj zoni.

2.3 Numeriqki rezultati

Da bi se α odredilo numeriqki mo�e se zapisati kao

α =

∫ 1

0

dγρ(γ)
√
1− γ2 − 1

2
=

2

π2

∫ 1

0

dγK
(√

1− γ2
)√

1− γ2 − 1

2
, (2.25)
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gde ρ(γ) predstav	a gustinu sta�a, a K(x) potpuni eliptiqki integral prve vrste.

Integracija je ura�ena pomo�u programaMathematica i odre�ena je vrednost za S = 1

[15]

α = −0.0789737105. (2.26)

Odnos diperzija sa bikvadratnom izmenskom interakcijom i bez �e je pogodna veliqina

koja je data sa

J̃(α)

J
= 1 + ν

2S3 − 2S2(1 + 5α) + S(18α2 + 8α + 1)− 12α3 − 9α2 − 2α

S − α

= 1 + 1.277081189 · ν, (2.27)

gde je ν = Jbq/J . Dobijena je linearna zavisnost za koeficijentom 1.277081189.

Sada mo�emo uporediti dobijeni rezultat sa rezultatima dobijenim sa druge dve

metode: egzaktnom dijagonalizacijom (4× 4) i razvojem u red [11]. U obe ove metode

je raqunata energija ekscitacija kao funkcija od impulsa k za razliqite vrednosti

ν. Maksimumi ekscitacionih energija su prona�eni za k = (0.5, 0.5). Vrednosti koje

su dobijene su: za egzaktnu dijagonalizaciju ν = 1.24505; za razvoj u red ν = 1.13423.

Vidimo da se rezultat dobijen u okviru reprezentacije Dajson-Ma	ejeva dobro

poklapa sa rezulatom dobijenim egzaktnom dijagonalizacijom. Odstupa�e izme�u

rezulata dobijenog razvojem u red i pomo�u reprezentacije Dajson-Ma	ejeva je ve�e,

ali ipak prihvat	ivo. U tri dimenzije bi se dobila bo	a aproksimacija sred�eg

po	a.
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Glava 3

Trodimenzionalna kolinearna

faza

Frustrirani Hajzenbergov model u dvodimenzionalnoj kolinearnoj fazi na apso-

lutnoj nuli proxiri�emo na tri dimenzije. U eksperimentima sa raseja�em neu-

trona, a na osnovu postoja�a brzine i disperzije spinskih talasa koje su merene u

sva tri pravca a, b i c, otkriven je trodimenzionalni karakter pniktida gvo��a

[1, 18, 10]. Parametar izmenske interakcije Jc izme�u ravni je antiferomagnetni

i ma�i od parametara J1 i J2 (slika 3.1). Tako�e, izmenska interakcija izme�u

slojeva ograniqena je na najbli�e susede.

Stoga, prouqava�emo hamiltonijan

H = J1
∑
⟨i,j⟩

Si · Sj + J2
∑
⟨⟨i,j⟩⟩

Si · Sj + Jc
∑
[i,j]

Si · Sj, (3.1)

pri qemu su J1, J2, Jc > 0. Zagradama [i, j] je predstav	ena interakcija izme�u

najbli�ih suseda koji pripadaju razliqitim ravnima.

U pravcu b, paralelno sa spinskim trakama, prisutna je feromagnetna izmenska

interakcija. Potrebno je u aproksimaciji sred�eg po	a odrediti feromagnetnu

bilinearnu izmenu. Potom �emo dijagonalizovati hamiltonijan, numeriqki rexiti

samousaglaxene jednaqine i izraqunati posrtaju�u magnetizaciju.
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Slika 3.1: Trodimenzionalna kolinearna faza sa antiferomagnetnom izmenom
izme�u slojeva

3.1 Model

U ovom modelu prisutna su qetiri tipa interakcije (veza). Po jedna veza za svaki

od pravaca a, b i c i jedna za slede�e najbli�e susede. Sve interakcije su antifero-

magnetne, osim one u b-pravcu koja je feromagnetna. Definixemo slede�e oqekivane

vrednosti:

1. sred�i broj popu�enosti po qvoru rexetke

n = ⟨b†ibi⟩ = ⟨b†jbj⟩, (3.2)

2. antiferomagnetna interakcija u pravcu a

a1 = ⟨b†ib
†
j⟩ = ⟨bibj⟩, (3.3)

3. antiferomagnetna interakcija u pravcu c

ac = ⟨b†ib
†
j⟩ = ⟨bibj⟩, (3.4)

4. antiferomagnetna interakcija u ravni izme�u slede�ih najbli�ih suseda

a2 = ⟨b†ib
†
j⟩ = ⟨bibj⟩, (3.5)
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5. feromagnetna interakcija u pravcu b

f = ⟨b†ibj⟩ = ⟨b†jbi⟩. (3.6)

Pretpostav	amo da su sve vrednosti realne. Sve ostale oqekivane vrednosti su

jednake nuli. Skalarni proizvod spinskih operatora u reprezentaciji Dajson-

Ma	ejeva za feromagnetnu vezu je

Si · Sj = S2 − S
(
n̂i + n̂j − b†ibj − b†jbi

)
+ n̂in̂j −

1

2

(
b†i n̂ibj + b†jn̂jbi

)
. (3.7)

Za Vikovo dekuplova�e qlanova qetvrtog stepena se dobija

n̂in̂j = b†ibib
†
jbj ≈ n

(
n̂i + n̂j

)
+ f
(
b†ibj + b†jbi

)
− n2 − f 2, (3.8a)

b†i n̂ibj = b†ib
†
ibibj ≈ 2nb†ibj + 2fb†ibi − 2nf, (3.8b)

b†jn̂jbi = b†jb
†
jbjbi ≈ 2nb†jbi + 2fb†jbj − 2nf. (3.8v)

U aproksimaciji sred�eg po	a feromagnetni bilinearni izmenski qlan je

Si · Sj

∣∣∣∣∣
MF

= −
(
S − (n− f)

)(
n̂i + n̂j − b†ibj − b†jbi

)
+ const. (3.9)

Izostav	a�em konstantnih qlanova dobijamo hamiltonijan sred�eg po	a

HMF =
J1
2
(S − α1)

∑
i,δa

(
n̂i + n̂i+δa + b†ib

†
i+δa

+ bibi+δa

)
− J1

2
(S − β)

∑
i,δb

(
n̂i + n̂i+δb − b†ibi+δb − b†i+δb

bi

)
(3.10)

+
Jc
2
(S − αc)

∑
i,δc

(
n̂i + n̂i+δc + b†ib

†
i+δc

+ bibi+δc

)
+

J2
2
(S − α2)

∑
i,∆

(
n̂i + n̂i+∆ + b†ib

†
i+∆ + bibi+∆

)
,

za trodimenzionalnu kolinearnu fazu. Definisani su novi parametri:

α1 = n+ a1, αc = n+ ac, α2 = n+ a2, β = n− f. (3.11)
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Vektori δα, δβ i δγ povezuju najbli�e susedne qvorove du� odgovaraju�ih pravaca,

dok vektor ∆ povezuje slede�e najbli�e susede unutar ravni. Pogodno je odrediti

Furijeov transform hamiltonijana. U k-prostoru on glasi

HMF =
J1
2
(S − α1)

∑
k,δa

(
2b†kbk + e−iδakb†kb

†
−k + eiδakbkb−k

)
− J1

2
(S − β)

∑
k,δb

(
2− e−iδbk − eiδbk

)
b†kbk (3.12)

+
Jc
2
(S − αc)

∑
k,δc

(
2b†kbk + e−iδckb†kb

†
−k + eiδckbkb−k

)
+

J2
2
(S − α2)

∑
k,∆

(
2b†kbk + e−ib†kb

†
−k + eibkb−k

)
.

Sumira�em po vektorima δi i ∆ dolazimo do izraza

∑
δi

e−iδik = 2 cos ki ,
∑
∆

e−i∆k = 4 cos ka cos kb. (3.13)

Radi pojednostav	e�a uvodimo oznake Ak i Bk definisane kao

Ak = 2J2(S − α2) + J1(S − α1) + Jc(S − αc) + J1(S − β)(cos kb − 1), (3.14a)

Bk = J1(S − α1) cos ka + Jc(S − αc) cos kc + 2J2(S − α2) cos ka cos kb. (3.14b)

Sada mo�emo napisati hamiltonijan

HMF =
∑
k>0

2Ak

(
b†kbk + b†−kb−k

)
+
∑
k>0

2Bk

(
b†kb

†
−k + bkb−k

)
. (3.15)

Korix�e�em Bogo	ubov	eve transformacije dolazi se do oblika

HMF =
∑
k>0

2[Ak cosh 2θk +Bk sinh 2θk]
(
β†
kβk + β†

−kβ−k

)
+
∑
k>0

2[Ak sinh 2θk +Bk cosh 2θk]
(
β†
kβ

†
−k + βkβ−k

)
(3.16)

+
∑
k>0

2[Ak sinh θk
2 +Bk sinh 2θk].
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Da bi se eliminisali vandijagonalni qlanovi, pogodno je fiksirati parametar θk

tanh 2θk = −Bk

Ak

. (3.17)

Disperziona relacija ima oblik

ωk = 2
[
Ak cosh 2θk +Bk sinh 2θk

]
= 2
√

A2
k −B2

k, (3.18)

gde su iskorix�ene transformacije

sinh 2θk = − Bk√
A2

k −B2
k

, cosh 2θk =
Ak√

A2
k −B2

k

. (3.19)

Qlan koji je konstantan smatra se energijom sred�eg po	a

EMF =
∑
k

(√
A2

k −B2
k − Ak

)
. (3.20)

Energija sred�eg po	a po spinu u termalnom limesu je

1

N
EMF =

1

(2π)3

∫∫∫
BZ

d3k
(√

A2
k −B2

k − Ak

)
. (3.21)

Dijagonalni hamiltonijan sred�eg po	a je sveden na

HMF =
∑
k

ωkβ
†
kβk + EMF . (3.22)

Pogodno je uvesti nove parametre koji �e pojednostaviti numeriqke proraqune

x =
J1
J2

, (3.23a)

µ =
Jc
J1

. (3.23b)

Disperzija u jedinicama J2 glasi

ω̄k = 2
√

Āk − B̄k, (3.24)
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gde su

Āk = 2(S − α2) + x(S − α1) + xµ(S − αc) + x(S − β)(cos kb − 1), (3.25a)

B̄k = x(S − α1) cos ka + xµ(S − αc) cos kc + 2(S − α2) cos ka cos kb. (3.25b)

3.2 Brzine spinskih talasa

Razvoj disperzione relacije za male impulse ima oblik

ω2
k = v2ak

2
a + v2bk

2
b + v2ck

2
c . (3.26)

Brzine spinskih talasa su

va = 2

√[
2J2(S − α2) + J1(S − α1) + Jc(S − αc)

][
2J2(S − α2) + J1(S − α1)

]
, (3.27a)

vb = 2

√[
2J2(S − α2) + J1(S − α1) + Jc(S − αc)

][
2J2(S − α2)− J1(S − β)

]
, (3.27b)

vc = 2

√[
2J2(S − α2) + J1(S − α1) + Jc(S − αc)

]
Jc(S − αc). (3.27v)

Odnos brzina u odnosu na va

vb
va

=

√
2(S − α2)− x(S − β)

2(S − α2) + x(S − α1)
, (3.28a)

vc
va

=

√
xµ(S − αc)

2(S − α2) + x(S − α1)
. (3.28b)

Odnosi brzina spinskih talasa su va�ne veliqine za fitova�e modela.

3.3 Samosaglasne jednaqine

Samosaglasne jednaqine za parametre α1, α2, αc i β su date kao

1

N

∂EMF

∂α1

= −2J1α1, (3.29a)
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1

N

∂EMF

∂α2

= −4J2α2, (3.29b)

1

N

∂EMF

∂αc

= −2Jcαc, (3.29v)

1

N

∂EMF

∂β
= 2J1β. (3.29g)

Diferencira�em energije sred�eg po	a po spinu, po parametrima, dobija se skup

samosaglasnih jednaqina

α1 =
1

2

1

(2π)3

∫∫∫
BZ

d3k
Āk − B̄k cos ka√

Ā2
k − B̄2

k

− 1

2
, (3.30a)

β = −1

2

1

(2π)3

∫∫∫
BZ

d3k
Āk(cos kb − 1)√

Ā2
k − B̄2

k

− 1

2
, (3.30b)

αc =
1

2

1

(2π)3

∫∫∫
BZ

d3k
Āk − B̄k cos kc√

Ā2
k − B̄2

k

− 1

2
, (3.30v)

α2 =
1

2

1

(2π)3

∫∫∫
BZ

d3k
Āk − B̄k cos ka cos kb√

Ā2
k − B̄2

k

− 1

2
. (3.30g)

Brojioci su jednaki nuli kada dispezija ne sadr�i procep.

3.4 Posrtaju�a magnetizacija

Posrtaju�a magnetizacija je definisana kao oqekivana vrednost spinskog operatora

Sz
i

mst = ⟨Sz
i ⟩(−1)σ, (3.31)

gde je σ = 0 za i ∈ A, a σ = 1 za i ∈ B. Poxto spinove iz podrexetke B zarotiramo

za ugao π oko x-ose mo�emo pisati

mst = S − ⟨n̂i⟩. (3.32)

Oqekivana vrednost za n = ⟨n̂i⟩ je data kao

n =
1

N

∑
i

⟨b†ibi⟩ =
1

N

∑
k

⟨b†kbk⟩
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=
1

N

∑
k

〈
(β†

k cosh θk + β−k sinh θk)(βk cosh θk + β†
−k sinh θk)

〉
. (3.33)

Na apsolutnoj nuli, izraz koji se jav	a u uglastim zagradama je oqekivana vrednost

osnovnog sta�a, pa se izraz pojednostav	uje

n =
1

N

∑
k

sinh2 θk =
1

2N

∑
k

(
sinh2 θk + cosh2 θk + sinh2 θk − cosh2 θk

)
=

1

2N

∑
k

(cosh 2θk − 1). (3.34)

Posrtaju�a magnetizacija u termodinamiqkom limesu ima oblik

mst = S +
1

2
− 1

2

1

(2π)3

∫∫∫
BZ

d3k
Āk√

Ā2
k − B̄2

k

. (3.35)

Podintegralna veliqina divergira u taqkama k = (0, 0, 0) i k = (1, 0, 1).

3.5 Numeriqki rezultati

Skup samosaglasnih jednaqina kao i jednaqina za posrtaju�u magnetizaciju se moraju

rexiti numeriqki. Vixedimenzioni integrali su rastav	eni na ponov	ene jednodi-

menzione integrale. Iz razloga simetrije, integracija po Briluenovoj zoni je re-

dukovana na kocku 0 ≤ ka ≤ 1, 0 ≤ kb ≤ 1 i 0 ≤ kc ≤ 1. Tako�e, B2
k ima taqkastu

simetriju oko (0.5, kb, 0.5) u ravni ka − kc tako da integracija po kc mo�e biti

ograniqena na 0 ≤ kc ≤ (1 − ka). Oblast integracije je prikazana na slici 3.2.

Za rexava�e sistema nelinearnih jednaqina korix�en je Brojdenov metod.

Program zapoqi�e integraciju koja je redukovana na dve dimenzije. Uzima vred-

nost x = 0 u dvodimenzionalnoj kolinearnoj fazi, gde je α1 = αc = β = n. Poxto

je veliqina koji se integrali proporcionalna sa (cos ka · cos kb)2, integraciju po

ka i kb je dovo	no izvrxiti od 0 do 0.5. Integral za parametar α2 konvergira,

dok za ostale parametre i za posrtaju�u magnetizaciju divergira u taqki (0, 0), pa

je potrebno razviti i integrisati analitiqki oko te taqke. Deta	an postupak se

nalazi u Dodatku A.1.
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Slika 3.2: Oblast integracije

Nakon ovog postupka, frustracija x se sukcesivno pove�ava za vrednost 10−3.

Prvo se odre�uju parametri α1, α2, αc i β Brojdenovim metodom. Integrali u

samosaglasnim jednaqinama ne divergiraju i mogu se izraqunati. Posrtaju�a magne-

tizacija se mora izraqunati numeriqkom integracijom. Za razliku od integracije

u dve dimenzije, ovde se i integracija razvoja mora uraditi numeriqki. Postupak

se nalazi u Dodatku A.2.

Izraqunava�a se zavrxavaju u nekoliko sluqajeva: kada magnetizacija vixe ne

mo�e biti izraqunata, kada program prekoraqi unapred definisani broj koraka,

kada do�e do unapred definisane maksimalne vrednosti za frustraciju ili kada

brzina spinskog talasa vb opadne do nule.

Za vrednost parametra µ = 0, rezultati moraju biti isti kao oni koju su dobijeni

u kolinearnoj fazi u dve dimenzije. Rezultati za Nelovu fazu u dve i tri dimenzije

su dobijeni u sluqaju bez frustracije i kada su sve izmenske konstante jednake. To

implicira i da dvodimenzionalni rezultat ne sme zavisiti od izbora ravni.

3.6 Rezultati i diskusija

U ovom ode	ku �e biti predstav	eni rezultati za S = 1 i razliqite vrednosti

parametra µ. Potrebno je definisati kritiqnu taqku kao taqku u kojoj teorija

spinskih talasa prestaje da va�i. Kao xto je poznato, vrlo je texko do�i u
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neposrednu blizinu kritiqne taqke. U toj taqki trodimenzionalna kolinearna

faza do�iv	ava kolaps, a uzrok su dva razliqita scenarija.

Po prvom scenariju brzine spinskih talasa zadr�avaju konaqne vrednosti, dok

posrtaju�a magnetizacija nestaje. Taj scenario �emo nazivati scenario vo�en mag-

netizacijom (na graficima predstav	en punim linijama). Po drugom scenariju

brzina spinskih talasa vb prvo nestaje, dok posrtaju�a magnetizacija uvek zadr�ava

konaqne vrednosti. Taj scenario �emo zvati scenario vo�en brzinom (na graficima

predstav	en isprekidanim linijama). U zavisnosti od vrednosti konstante spreza�a

µ i vrednosti spina S dolazi se do jednog ili drugog scenarija.

Na slici 3.3 vidi se da je posrtaju�a magnetizacija uglavnom konstantna. Kada

se parametar frustracije x pribli�ava kritiqnoj vrednosti, posrtaju�a magneti-

zacija je jako renormalizovana.

Odnosi vb/va i vc/va su prikazani na slici 3.4. Odnos vb/va opada skoro linearno.

Kao xto se oqekuje na osnovu jednaqine (3.28b) odnos vc/va je srazmeran kvadratnom

korenu parametara x i µ. Sa grafika se vidi da se prelaz izme�u scenarija vo�enog

magnetizacijom i scenarija vo�enog brzinom doga�a za vrednost µ ≈ 0.01.

Na slikama 3.5 i 3.6 prikazani su grafici renormalizacije izmenskih konstanti

od parametra frustracije x. Izmenska konstanta ortogonalna na spinske trake

monotono raste i vrlo je stabilna, dok je izmenska konstanta paralelna sa spin-

skim trakama renormalizovana xto se vidi po tome da brzina spinskih talasa vb

opada na nulu u scenariju vo�enom brzinom. Konstanta izmene izme�u slojeva je

renormalizovana za male vrednosti µ, dok za ve�e vrednosti tog parametra postaje

sve bli�a konstantnoj funkciji. Izmenska interakcija izme�u slede�ih najbli�ih

suseda je tako�e vrlo renormalizovana sa porastom vrednosti x kao xto se i oqekuje.
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Slika 3.3: Posrtaju�a magnetizacija za vrednost spina S = 1.
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(a) Odnos brzina spinskih talasa vb/va u zavisnosti od x

(b) Odnos brzina spinskih talasa vc/va u zavisnosti od x

Slika 3.4: Odnos brzina spinskih talasa za vrednost spina S = 1.
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(a) Renormalizacija izmenske konstante ortogonalno na spinske trake

(b) Renormalizacija izmenske konstante paralelno sa spinskim trakama

Slika 3.5: Renormalizacija izmenskih konstanti za vrednost spina S = 1.
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(a) Renormalizacija izmenske konstante izme�u slojeva

(b) Renormalizacija izmenske konstante izme�u slede�ih najbli�ih

suseda

Slika 3.6: Renormalizacija izmenskih konstanti za vrednost spina S = 1.

38



Glava 4

Trodimenzionalna kolinearna

faza sa bikvadratnom izmenom

U ovom poglav	u �emo hamiltonijanu (3.1) koji smo prouqavali u prethodnom poglav	u

dodati jox jedan qlan - bikvadratni. Ovaj qlan u Hajzenbergovom modelu za sisteme

sa spinom S ≥ 1 zajedno sa bilinearnim qlanovima uvodi anizotropiju u efektivnu

izmensku konstantu [15]. Pniktidi gvo��a podle�u strukturnom faznom prelazu

ka ortorombiqnoj strukturi. U eksperimentima je pokazano da je taj uticaj na ani-

zotropiju mali. Mo�e se pretpostaviti da je anizotropija uzrokovana bikvadrat-

nom izmenom.

Prouqavamo hamiltonijan oblika

H = J1
∑
⟨i,j⟩

Si · Sj + J2
∑
⟨⟨i,j⟩⟩

Si · Sj + Jc
∑
[i,j]

Si · Sj − Jbq
∑
⟨i,j⟩

(
Si · Sj

)2
, (4.1)

gde je Jbq parametar bikvadratne izmenske interakcije u ravni. Poxto smo bik-

vadratnu izmenu ve� prouqavali u Glavi 2 za Nelovu fazu, preostaje nam da deku-

plujemo feromagnetnu izmensku interakciju paralelnu sa spinskim trakama.
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4.1 Model

Na osnovu dekuplova�a bikvadratne izmenske interakcije u reprezantaciji Dajson-

Ma	ejeva u Glavi 2, hamiltonijan sred�eg po	a za najbli�e susedne qvorove ortog-

onalan na spinske trake je

HMF
⊥ = J1a(α1)(S − α1)

∑
⟨i,j⟩

(
n̂i + n̂j + b†ibj†+ bibj

)
, (4.2)

Oznaka J1a predstav	a

J1a = J1 + Jbq
2S3 − 2S2(1 + 5α1) + S(18α2

1 + 8α1 + 1)− 12α3
1 − 9α2

1 − 2α1

S − α1

. (4.3)

Uvodimo dekuplova�e feromagnetne interakcije paralelne sa spinskim trakama.

Bikvadratni qlan ima oblik

(
Si · Sj

)2

∣∣∣∣∣
||

=S4 − 2S3
(
n̂i + n̂j − F̂0

)
+ S2

[
n̂2
i + n̂2

j + 4n̂in̂j + F̂ 2
0 −

(
n̂i + n̂j

)
F̂0 − F̂0

(
n̂i + n̂j

)
− F̂ ′

0

]
+ S

[
− 2
(
n̂in̂

2
j + n̂2

i n̂j

)
+ n̂in̂jF̂0 + F̂0n̂in̂j (4.4)

+
1

2

(
− F̂0F̂

′
0 − F̂ ′

0F̂0 +
(
n̂i + n̂j

)
F̂ ′
0 + F̂ ′

0

(
n̂i + n̂j

))]
+ n̂2

i n̂
2
j +

1

4
F̂ ′
0
2 − 1

2

(
n̂in̂jF̂

′
0 + F̂ ′

0n̂in̂j

)
,

gde su

F̂0 = b†ibj + b†jbi i F̂ ′
0 = b†i n̂ibj + b†jn̂jbi. (4.5)

Prime�ujemo Vikovu teoremu na sve qlanove reda S2 i ni�e. Bikvadratna izmena

se dekupluje kao

(
Si · Sj

)2

∣∣∣∣∣
MF

=−
[
2S3 − 2S2(1 + 5β) + S(18β2 + 8β)− 12β3 − 9β2 − β

]
·
(
n̂i + n̂j − F̂0

)
+ const. (4.6)
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Dekuplovani qlanovi antiferomagnetne i feromagnetne interakcije su vrlo

sliqni. U sluqaju feromagneta, u qlanu S(18β2 + 8β) u zagradi nedostaje qlan +1,

dok posled�i qlan u zagradi nema koeficijent 2.

Za bilinearnu i bikvadratnu izmenu, reprezentacija Dajson-Ma	ejeva daje egza-

ktan rezultat

∆E = JS + Jbq(2S
3 − 2S2), (4.7)

za vezu sa jednom ekscitacijom. Zamenom dekuplovane bilinearne i bikvadratne

izmenske interakcije, dobija se hamiltonijan sred�eg po	a za feromagnetnu izmenu

paralelnu sa spinskim trakama

HMF
∥ = J1b(β)(S − β)

∑
⟨i,j⟩

(
n̂i + n̂j + b†ibj − b†jbi

)
, (4.8)

gde je J1b

J1b(β) = J1 + Jbq
2S3 − 2S2(1 + 5β) + S(18β2 + 8β)− 12β3 − 9β2 − β

S − β
. (4.9)

Sada mo�emo napisati dijagonalizovani hamiltonijan

HMF =
∑
k

ωkβ
†
kβk + EMF , (4.10)

gde su

ωk = 2
√
A2

k −B2
k, (4.11)

disperziona relacija i

EMF =
∑
k

(√
A2

k −B2
k − Ak

)
(4.12)

energija sred�eg po	a, a parametri Ak i Bk dati kao

Ak = 2J2(S − α2) + J1a(α1)(S − α1) + Jc(S − αc) + J1b(β)(S − β)(cos kb − 1), (4.13a)

Bk = J1a(α1)(S − α1) cos ka + Jc(αc)(S − αc) cos kc + 2J2(S − α2) cos ka cos kb. (4.13b)
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Goldstonove mode se nalaze u (0,0,0) i (1,0,1). Pogodno je izraziti sve veliqine u

jedinicama J2. Nove izmenske konstante imaju oblik

x1a(α1) = x+ xν
2S3 − 2S2(1 + 5α1) + S(18α2

1 + 8α1 + 1)− 12α3
1 − 9α2

1 − 2α1

S − α1

, (4.14a)

x1b(β) = x+ xν
2S3 − 2S2(1 + 5β) + S(18β2 + 8β)− 12β3 − 9β2 − β

S − β
, (4.14b)

gde je uvedeno

ν =
Jbq
J1

. (4.15)

Parametri Ak i Bk su zame�eni sa

Āk = 2(S − α2) + x1a(α1)(S − α1) + xµ(S − αc) + x1b(β)(S − β)(cos kb − 1), (4.16a)

B̄k = x1a(α1)(S − α1) cos ka + xµ(αc)(S − αc) cos kc + 2(S − α2) cos ka cos kb. (4.16b)

Brzine spinskih talasa dobijene su zamenom izmenske konstante J1 u jednaqinama

(3.27) efektivnim konstantama J1a(α) i J1b(β)

va = 2

√[
2J2(S − α2) + J1α(α1)(S − α1) + Jc(S − αc)

][
2J2(S − α2) + J1a(α1)(S − α1)

]
,

(4.17)

vb = 2

√[
2J2(S − α2) + J1a(α1)(S − α1) + Jc(S − αc)

][
2J2(S − α2)− J1b(β)(S − β)

]
,

(4.18)

vc = 2

√[
2J2(S − α2) + J1a(α1)(S − α1) + Jc(S − αc)

]
Jc(S − αc). (4.19)

Odnos brzina u odnosu na va

vb
va

=

√
2(S − α2)− x1b(β)(S − β)

2(S − α2) + x1a(α1)(S − α1)
, (4.20a)

vc
va

=

√
xµ(S − αc)

2(S − α2) + x1a(α1)(S − α1)
. (4.20b)
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4.2 Samosaglasne jednaqine i posrtaju�a magneti-

zacija

Samosaglasne jednaqine su neprome�ene, samo su sada efektivne izmenske konstante

funkcije parametara. Samosaglasne jednaqine za α1 i β1 su

1

N

∂EMF

∂α1

= −2α1
∂

∂α1

(J1a(α1)(S − α1)), (4.21a)

1

N

∂EMF

∂α1

= 2J1β
∂

∂α1

(
J1b(β)(S − β)

)
, (4.21b)

dok su jednaqine za ostala dva parametra neprome�ene. Potpun skup samosaglasnih

jednaqina glasi

α1 =
1

2

1

(2π)3

∫∫∫
BZ

d3k
Āk − B̄k cos ka√

Ā2
k − B̄2

k

− 1

2
, (4.22a)

β = −1

2

1

(2π)3

∫∫∫
BZ

d3k
Āk(cos kb − 1)√

Ā2
k − B̄2

k

− 1

2
, (4.22b)

αc =
1

2

1

(2π)3

∫∫∫
BZ

d3k
Āk − B̄k cos kc√

Ā2
k − B̄2

k

− 1

2
, (4.22v)

α2 =
1

2

1

(2π)3

∫∫∫
BZ

d3k
Āk − B̄k cos ka cos kb√

Ā2
k − B̄2

k

− 1

2
. (4.22g)

Posrtaju�a magnetizacija za model sa bikvadratnom izmenom je

mst = S +
1

2
− 1

2

1

(2π)3

∫∫∫
BZ

d3k
Āk√

Ā2
k − B̄2

k

. (4.23)

Naznaqeno je da se integracija vrxi po prvoj Briluenovoj zoni.

4.3 Numeriqki rezultati

U numeriqkim proraqunima uzete su vrednosti S = 1 i µ = 0.25. Na slici 4.1,

prikazan je grafik zavisnosti posrtaju�e magnetizacije od parametra x. Tokom

izvo�e�a numeriqkih proraquna parametre µ i ν fiksiramo, a frustraciju x pove�avamo,
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odnosno sma�ujemo poqevxi od nule. Uticaj bikvadratne izmenske interakcije

destabilizuje kolinearnu fazu, pa je kritiqna taqka pomerena ka ma�im vrednos-

tima x. Postoji i vrlo mali uticaj na maksimalnu vrednost posrtaju�e magneti-

zacije.

Uticaj bikvadratne interakcije na izmenske konstante prikazan je na slici 4.2.

Na osnovu grafika, prime�uje se sna�an uticaj na izmensku interakciju ortogo-

nalnu na spinske trake, dok je uticaj na izmensku interakciju paralelnu spinskim

trakama praktiqno zanemar	iv. Na graficima na slici 4.3 vidi se da bikvadratna

interakcija utiqe na interakciju izme�u slojeva i na interakciju izme�u slede�ih

najbli�ih suseda samo tako xto se vrednost kritiqne temperature pomera ka ma�im

vrednostima x. To je i oqekivano jer je bikvadratna interakcija u hamiltonijanu

uvedena samo za najbli�e susede u istoj ravni.

Efektivne izmenske konstante za trodimenzionalnu kolinearnu fazu sa bik-

vadratnom izmenom imaju oblik

J̃1a = J1a(α1)(S − α1), (4.24a)

J̃1b = J1b(β)(S − β), (4.24b)

J̃c = Jc(S − αc), (4.24v)

J̃2 = J2(S − α2). (4.24g)

Na slici 4.4, prikazana je zavisnost efektivnih izmenskih konstanti u pravicma a

i b. Zbog postoja�a bikvadratnog qlana interakcija ortogonalno na spinske trake

je pojaqana, dok je interakcija paralelno sa spinskim trakama samo blago pomerena.

Odnos brzina spinskih talasa je vrlo sliqan onom bez bikvadratne izmenske

interakcije (slika 4.5). Prime�uje se blagi pad vrednosti kao posledica pove�a�a

brzine va usled jaqa�a izmenske interakcije ortogonalno na spinske trake.

Na slici 4.6 prikazna je disperzija spinskih talasa. Du� pravaca a i c maksi-

malne vrednosti disperzije rastu sa porastom bikvadratne izmenske interakcije.

Oblik funkcija ostaje neprome�en. Ako posmatramo disperziju du� pravca b,
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Slika 4.1: Posrtaju�a magnetizacija u zavisnosti od parametra x za S = 1 i
µ = 0.25.

nalazimo da se lokalni minimum za k = (0, 1, 0) pomerio navixe. Komponenta Ak

ima svoj maksimum u k = (0, 1, 0) i za J̃1b < 0, xto odgovara feromagnetnoj iz-

meni. Efektivna feromagnetna izmena paralelna sa spinskim trakama implicira

nefrustrirani magnetizam.
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(a) Renormalizacija izmene ortogonalne na spinske trake

(b) Renormalizacija izmene paralelne sa spinskim trakama

Slika 4.2: Renormalizacija zbog kvantnih fluktuacija u zavisnosti od parametra
x za S = 1 i µ = 0.25.
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(a) Renormalizacija izmene izme�u slojeva

(b) Renormalizacija izmene izme�u slede�ih najbli�ih suseda

Slika 4.3: Renormalizacija zbog kvantnih fluktuacija u zavisnosti od parametra
x za S = 1 i µ = 0.25.

47



(a) Ortogonalno na spinske trake

(b) Paralelne sa spinskim trakama

Slika 4.4: Efektivne izmenske konstante u ravni u jedinicama J2 u zavisnosti od
parametra x za S = 1 i µ = 0.25.

48



(a) Odnos brzina vb/va

(b) Odnos brzina vb/va

Slika 4.5: Odnos brzina spinskih talasa u zavisnosti od parametra x za S = 1 i
µ = 0.25.
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(a) Ortogonalno na spinske trake i izme�u slojeva

(b) Paralelno sa spinskim trakama

Slika 4.6: Disperzija u jedinicama J2 za x = 1, S = 1 i µ = 0.25.
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Glava 5

Pniktidi gvo��a

U ovom poglav	u se daje pregled i pore�e�e eksperimentalnih rezultata i teori-

jskih modela koji opisuju pniktide gvo��a. Diskutova�emo razliqite eksperi-

mentalne rezultate za pniktide tipa 122 i fitovati nax model sa bikvadratnom

izmenom i bez �e na brzine spinskih talasa merene pomo�u neelastiqnog raseja�a

neutrona.

5.1 Rezultati za trodimenzionalnu kolinearnu fazu

bez bikvadratne izmene

Prvo �emo razmotriti model bez bikvadratne izmenske interakcije. U prvim eksper-

imentima raseja�a neutrona za jedi�e�a SrFe2As2 [19] i BaFe2As2 [3] nije bilo

mogu�e izmeriti brzinu spinskog talasa vb. Za brzine ortogonalne na spinske trake

i izme�u slojeva dobijene su vrednosti

va ≈ 205meV,

vc ≈ 45meV .

U nedostatku eksperimentalnih rezultata, Ong i dr. [12] predlo�ili su vrednost

za vb

vb ≈ (10− 30)meV .
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Za odnose brzina spinskih talasa dobijeno je

vb
va

= 0.049− 0.0146,

vc
va

= 0.220.

U naxoj analizi ograniqi�emo se na vrednost vb = 20 meV, tj. vb/va = 0.098. Sa

ovim vrednostima numeriqkim proraqunima dobijeni su rezultati

x = 1.974,

µ = 0.114.

Pniktidi gvo��a se nalaze u blizini kvantnog faznog prelaza za vrednosti brzine

spinskog talasa vb odre�ene od strane Onga. Vrednost odre�ena za x je u saglasnosti

sa rezultatima za dvodimenzionalnu kolinearnu fazu [16]. �ao [18] i Dialo [1] su

va vb vc vb/va vc/va
�ao 181 127 44 0.704 0.246
Dialo 187 135 42 0.722 0.222
Ong 205 10-30 45 0.049-0.146 0.220

Tabela 5.1: Brzine spinskih talasa

izveli eksperimente raseja�a neutrona na pniktidu gvo��a CaFe2As2 . U tabeli 5.1

dati su eksperimentalni rezultati dobijeni u tim eksperimentima. Prikazane su

brojne vrednosti brzina spinskih talasa u meV. Rezultati dobijeni u oba eksperi-

menta se dobro sla�u. U pore�e�u sa brzinom spinskog talasa vb koju je predlo�io

Ong izmerene su mnogo ve�e vrednosti. Parametri x i µ odre�eni su numeriqki.

Rezultati su prikazani u tabeli 5.2. Oba rezultata ukazuju da se pniktidi nalaze

u kolinearnoj fazi. Ovo je u saglasnosti sa dosadax�im razmatra�ima da se za

visok odnos vb/va sistem ne mo�e nalaziti u blizini kvantnog faznog prelaza. Da

bismo odredili koje vrednosti brzina spinskih talasa da nada	e koristimo, raz-

motri�emo disperziju spinskih talasa. Potrebno je da odredimo vrednost izmenske

konstante J2. Za vrednosti brzine vb mo�emo izraqunati vrednosti parametara
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x µ
�ao 0.760 0.245
Dialo 0.716 0.211
Ong 1.974 0.114

Tabela 5.2: Dobijeni parametri modela za trodimenzionalnu kolinearnu fazu

J1 Jc J2 J̃1a J̃1b J̃c J̃2
Ong 50.8 5.8 25.7 59.0 40.2 4.8 20.6
�ao 23.2 5.7 30.5 22.4 21.4 4.5 34.6
Dialo 23.1 4.9 32.3 22.4 21.4 4.5 34.6

Tabela 5.3: Vrednosti izmenskih i efektivnih izmenskih konstanti u meV

x = J1/J2 i µ = Jc/J1. Izraquna�emo i efektivne izmenske konstante

J̃1a = J1(S − α1), (5.1a)

J̃1b = J1(S − β), (5.1b)

J̃c = Jc(S − αc), (5.1v)

J̃2 = J2(S − α2). (5.1g)

Rezultati su dati u tabeli 5.3. Disperzija trodimenzionalne kolinearne faze je

data na slici 5.1.

Du� pravaca ka i kc vidimo dobro slaga�e rezultata, dok u pravcu kb vidimo

velika odstupa�a. Ta odstupa�a su oqekivana imaju�u u vidu da je brzina spinskog

talasa vb koju je predlo�io Ong mnogo ma�a od one koju su izmerili �ao i Dialo.

Eksperimenti sa raseja�em neutrona se izvode na visokim energijama, pa je mogu�e

da su neke mode niske energije zanemarene.

Parametre koje su eksperimentalno odredili�ao i Dialo disperziona relacija

koju smo dobili dobro reprodukuje za male vrednosti impulsa, ali za visoke eneregije

dolazi do velike razlike. Naxa disperzija ima minimum u taqki k = (0, 1, 0), dok

eksperimenti u toj taqki pokazuju maksimum. To je mogu�e u sluqaju da efektivna

izmenska interakcija paralelna sa spinskim trakama postane negativna, zapravo

da imamo feromagnetnu izmenu.
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(a) Ortogonalno na spinske trake i izme�u slojeva

(b) Paralelno sa spinskim trakama

Slika 5.1: Disperzija spinskih talasa za model trodimenzionalne kolinearne
faze bez bikvadratne izmene. Crvene taqke su dobijene u eksperimentima �aoa

[15].
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5.2 Rezultati za trodimenzionalnu kolinearnu fazu

sa bikvadratnom izmenom

Razmotri�emo rezultate za brzine spinksih talasa u CaFe2As2 izmerene u eksperi-

mentima �aoa i Dialoa. Vrednosti za parametar ν odabrane su u opsegu od 0.3-0.6

na osnovu proraquna [17]. Uticaj bikvadratne izmenske interakcije pojaqava uticaj

anizotropije paralelno i ortogonalno na spinske trake. Eksperimentalni podaci

dobijeni u oba eksperimenta su vrlo sliqni, a tako�e postoji slaga�e izme�u rezul-

tata dobijenih raseja�em neutrona i naxeg modela.

Disperzija u pravcu kb nije mnogo pobo	xana xto je predstav	eno na graficima

(slike 5.2 i 5.3). Podudara�e sa eksperimentalnim podacima je i da	e dobro za male

vrednosti impulsa dok za impulse u blizini k = (0, 1, 0) postoje znatna odstupa�a.

Izraqunate su i vrednosti parametara za priliqno veliku, ali praktiqno malo

verovatnu bikvadratnu izmensku interakciju sa vrednox�u ν = 3.0. Na graficima

se prime�uje da je promena ove interakcije uticala samo na disperziju du� pravca

b. Minimum koji je postojao za male vrednosti parametra ν je praktiqno nestao, a

dobijen je plato za vrednosti k = (0, 1, 0) ali i da	e postoji odstupa�e od eksperi-

mentalnih vrednosti.

Objax�e�e za ovakvo ponaxa�e modela mo�emo objasniti na slede�i naqin.

Odnos x = J1/J2 opada sa pove�a�em ν. Sa pove�a�em bikvadratne izmene raste i

brzina spinskog talasa va. Da bi odnos vb/va ostao konstantan, x se mora pove�ati.

Tako�e, kuplova�e izme�u slojeva µ = Jc/J1 se mora pove�ati da bi odnos brzina

vc/va ostao isti. Izraqunata vrednost za x ukazuje da se sistem nalazi na pla-

tou posrtaju�e magnetizacije. Stoga, drugi efekti su odgovorni za male statiqke

lokalne momente merene u eksperimentu.

U modelu sa bikvadratnom interakcijom videli smo da je doxlo do pobo	xa�a

poklapa�a eksperimentalnih rezultata za disperziju paralelnu sa spinskim trakama.

Prime�eno je i jaqa�e anizotropije efektivnih izmenskih konstanti izme�u na-

jbli�ih suseda u okviru iste ravni. Za male vrednosti momenata i energija dobi-
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jene su vrednosti koje se dobro sla�u sa eksperimentom. Me�utim, nije bilo mogu�e

reprodukovati dovo	no dobre rezultate za velike vrednosti energija i momenata.
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(a) Ortogonalno na spinske trake i izme�u slojeva

(b) Paralelno sa spinskim trakama

Slika 5.2: Disperzija spinskih talasa za model trodimenzionalne kolinearne
faze sa bikvadratnom izmenom za razliqite vrednosti parametra ν. Crvene taqke

su dobijene u eksperimentima �aoa [15].
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(a) Ortogonalno na spinske trake i izme�u slojeva

(b) Paralelno sa spinskim trakama

Slika 5.3: Disperzija spinskih talasa za model trodimenzionalne kolinearne
faze sa bikvadratnom izmenom za razliqite vrednosti parametra ν. Crvene taqke

su dobijene u eksperimentima Dialoa [15].
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Glava 6

Zak	uqak

U ovom radu ci	 nam je bio da frustrirani Hajzenbergov model u kolinearnoj fazi

u tri dimenzije primenimo na pniktide gvo��a. Poxli smo od Hajzenbergovog mod-

ela za dvodimenzionalnu Nelovu fazu sa bikvadratnom izmenom. Primenili smo

dekuplova�e bilinearnih i bikvadratnih qlanova u aproksimaciji sred�eg po	a

u reprezentaciji Dajson-Ma	ejeva. Rezultate smo uporedili sa rezultatima dobi-

jenim egzaktnom dijagonalizacijom i razvojem u red gde smo uoqili dobro pokla-

pa�e. Model smo prouqavali u okviru samosaglasne teorije spinskih talasa.

Nada	e smo razmatrali Hajzenbergov J1 − J2 − Jc model bez bikvadratne izmene

i sa �om u trodimenzionalnoj fazi gde je interakcija izme�u slojeva (u pravcu

c) antiferomagnetna. Ci	 nam je bio da do�emo do disperzionih relacija i en-

ergije osnovnog sta�a. Hamiltonijan sred�eg po	a smo dijagonalizovali pomo�u

transformacije Bogo	ubova. Sistem samosaglasnih jednaqina za uvedene parametre

rexavan je numeriqki primenom metode Brojdena.

Razlog za prouqava�e trodimenzionalnog modela su eksperimenti raseja�a neu-

trona u kojima je prepoznata trodimenzionalna priroda pniktida gvo��a. Kolin-

earna faza je stabilizovana izmenskom interakcijom izme�u slojeva. Me�utim, u

blizini kritiqne taqke trodimenzionalna kolinearna faza je destabilizovana zbog

dva mogu�a scenarija. Po prvom scenariju koji smo nazvali scenario vo�en magne-

tizacijom, magnetizacija nestaje, dok brzine spinskih talasa ostaju konaqne. Po

drugom scenariju (scenario vo�en brzinom) magnetizacija zadr�ava konaqne vred-
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nosti, a brzina spinskih talasa vb opada na nulu. Prelaz izme�u ova dva scenarija

zavisi od vrednosti spina S i parametra µ = Jc/J1. Za male vrednosti spina i

parametra µ odvija se prvi scenario, dok se za ve�e vrednosti odvija drugi sce-

nario.

Primetili smo da uvo�e�em bikvadratne izmene imamo pojaqa�e izmenske inter-

akcije i paralelno i ortogonalno na spinske trake. Uticaji bikvadratne izmene u

ta dva smera nisu jednaki, pa se jav	a anizotropija izme�u konstanti J̃1 i J̃2. Time

je praktiqno uvedena anizotropija u modelu. Du� pravca kb jav	a se minimum u

taqki k = (0, 1, 0) koji se ne mo�e eliminisati jer je uticaj bikvadratne izmene

suvixe mali.

Eksperimentalno izmerene vrednosti brzina spinskih talasa u pniktidima gvo��a

iskorix�ene su za fitova�e naxeg modela i odre�iva�e parametara. Nax model

trodimenzionalne kolinearne faze mo�e vrlo dobro opisati eksperimentalne rezul-

tate za pniktid CaFe2As2 u pravcu ortogonalnom na spinske trake i u pravcu izme�u

slojeva, dok u pravcu paralelnom sa spinskim trakama poklapa�a nisu tako dobra.

U pravcu paralelnom sa spinskim trakama reprodukovani su dobri rezultati za

ma�e vrednosti energije. Za ve�e vrednosti energije prime�ena su znaqajna odstu-

pa�a. Nax model dosti�e minimum u k = (0, 1, 0) dok eksperimenti �aoa u toj

taqki daju maksimum. Za takav opis, model mora posedovati feromagnetnu izmenu

paralelnu sa spinskim trakama, xto nije mogu�e uvesti bikvadratnom izmenom. Za

bo	e razumeva�e procesa potrebno je vixe eksperimentalnih rezultata na visokim

energijama.

Uoqeno je neslaga�e u istra�iva�ima razliqitih grupa nauqnika. Za pniktide

SrFe2As2 i BaFe2As2 Ong je predlo�io vrednost brzine spinskog talasa u intervalu

vb = (10 − 30) meV . Za te vrednosti vb dobija se da se sistem nalazi u blizini

kvantnog faznog prelaza, xto je povezano sa sna�nom renormalizacijom lokalnog

magnetnog momenta usled kvantnih fluktuacija. Sa druge strane u radovima �aoa

i Dialoa izmerene brzine spinskog talasa vb za pniktid CaFe2As2 su mnogo ve�e od

one koju je predlo�io Ong. Na osnovu tih rezultata zak	uqujemo da se pniktidi
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nalaze u kolinearnoj fazi. �ao i Dialo su vrxili eksperimente sa raseja�em

neutrona za visoke energije. Potrebno je izvesti eksperimente i za ma�e vrednosti

energije da bismo mogli bo	e da sagledamo osobine pniktida.

U ovom radu korix�en je lokalizovan model. Pojedini eksperimentalni rezul-

tati sugerixu da bi mo�da trebalo primeniti nelokalizovan model ili kombi-

naciju lokalizovanog i nelokalizovanog modela.
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Dodatak A

A.1 Dvodimenzionalni integral

Dvodimenzionalna kolinearna faza se dobija kada je x = 0. Integracija se vrxi

po ka i kb. Samosaglasne jednaqine tada glase

α1 = αc = β =
2

π2

∫ 1/2

0

dka

∫ 1/2

0

dkb
1√

1− (cos ka · cos kb)2
− 1

2
,

=
2

π2

∫ 1/2

0

dka

∫ 1/2

0

dkbf(ka, kb)−
1

2
(A.1a)

α2 =
2

π2

∫ 1/2

0

dka

∫ 1/2

0

dkb
√

1− (cos ka · cos kb)2 −
1

2
, (A.1b)

gde smo iskoristili simetriju funkcije cosx oko nule. Podintegralna veliqina za

α2 ne divergira. Podintegralna veliqina za ostale parametre kao i za posrtaju�u

magnetizaciju divergira u taqki (0,0)

mst = S +
1

2
− 2

π2

∫ 1/2

0

dka

∫ 1/2

0

dkb
1√

1− (cos ka · cos kb)2

= S +
1

2
− 2

π2

∫ 1/2

0

dka

∫ 1/2

0

dkbf(ka, kb). (A.2)

Da bismo eliminisali divergenciju, razvijamo podintegralni izraz za male vred-

nosti k

f(ka, kb) → f̃(ka, kb) ≈
1√

k2
a + k2

b

. (A.3)
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Slika A.1: Rastav	a�e domena integracije u dve dimenzije

Ovu veliqinu sada mo�emo integraliti analitiqki u pravougaoniku du�ina k̃a i

k̃b

F̃
(
k̃a, k̃b

)
=

∫ k̃a

0

dk̃a

∫ k̃b

0

dk̃bf̃(ka, kb) = k̃aarsinh
k̃b

k̃a
+ k̃barsinh

k̃a

k̃b
. (A.4)

Za vrednost k̃a i k̃b uzimamo k̃a = k̃b = ∆k = 10−3, xto daje F (k̃a, k̃b) ≈ 0.0017627.

Integral za posrtaju�u magnetizaciju i parametre (osim α2) mo�emo razdvojiti na

tri dela qije su oblasti integracije prikazane na slici A.1.

I =

∫ 1/2

0

dka

∫ 1/2

0

dkb
1

f
(ka, kb)

= F (∆k,∆k)︸ ︷︷ ︸
I

+

∫ 1/2

∆k

dka

∫ ∆k

0

dkbf(ka, kb)︸ ︷︷ ︸
II

+

∫ 1/2

0

dka

∫ 1/2

∆k

dkbf(ka, kb)︸ ︷︷ ︸
III

. (A.5)

A.2 Trodimenzionalni integral

Divergencija se u sluqaju integrala u tri dimenzije jav	a samo u sluqaju posrtaju�e

magnetizacije

mst = S +
1

2
− 1

π3

∫ 1

0

dka

∫ 1

0

dkb

∫ 1−ka

0

dkc
Āk√

Ā2
k − B̄2

k

= S +
1

2
− 1

π3

∫ 1

0

dka

∫ 1

0

dkb

∫ 1−ka

0

dkcg(ka, kb, kc). (A.6)
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Slika A.2: Rastav	a�e domena integracije za integral u posrtaju�oj magnetizaciji

Kao i u sluqaju integrala u dve dimenzije ci	 nam je da rastavimo domen inte-

gracije i da podintegralnu veliqinu razvijemo u red za male vrednosti k. Oblast

integracije rastav	amo na pet delova kao xto je prikazano na slici 7.2. Integral

koji se jav	a mo�emo zapisati na slede�i naqin

∫ 1

0

dka

∫ 1

0

dkb

∫ 1−ka

0

dkcg(ka, kb, kc) =

∫ ∆k

0

dka

∫ ∆k

0

dkb

∫ ∆k

0

dkcg̃(ka, kb, kc)︸ ︷︷ ︸
I

+

∫ 1−∆k

0

dka

∫ 1

0

dkb

∫ 1−ka

∆k

dkcg(ka, kb, kc)︸ ︷︷ ︸
II

+

∫ 1

1−∆k

dka

∫ 1

0

dkb

∫ 1−ka

0

dkcg(ka, kb, kc)︸ ︷︷ ︸
III

(A.7)

+

∫ 1−∆k

∆k

dka

∫ 1

0

dkb

∫ ∆k

0

dkcg(ka, kb, kc)︸ ︷︷ ︸
IV

+

∫ ∆k

0

dka

∫ 1

∆k

dkb

∫ ∆k

0

dkcg(ka, kb, kc)︸ ︷︷ ︸
V

,
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gde je razvoj u red za male vrednosti impulsa.

g̃(ka, kb, kc) ≈
2J2(S − α2) + J1(S − α1) + Jc(S − αc)√

v2ak
2
a + v2bk

2
b + v2ck

2
c

. (A.8)

Da bismo izbegli divergenciju integrala u taqki (0,0,0) zameni�emo vektore re-

ciproqne rexetke �ihovim kvadratima

I →
∫ √

∆k

0

dka

∫ √
∆k

0

dkb

∫ √
∆k

0

dkc
2J2(S − α2) + J1(S − α1) + Jc(S − αc)√

v2ak
4
a + v2bk

4
b + v2ck

4
c

6kakbkc.

(A.9)

Podintegralna veliqina je sada glatka u k = (0, 0, 0) i integral se mo�e izraqunati

numeriqki.
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Member: dr Slobodan Radošević, Associate Professor 

Faculty of Science, Novi Sad 

Member: dr Milan Pantić, Full professor 
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