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1 Uvod

Pri razmatranju sistema u kvantnoj mehanici jedan od nac¢ina za uspostavlja-
nje veze izmedu teorije i eksperimenta je preko odredenih Grinovih funkcija same
teorije. Jedna od mnogih opservabilnih veli¢ina koje se odreduju na ovaj nacin jeste
energija elementarnih ekscitacija sistema putem polova Grinove funkcije. Medutim,
ovaj nacin odredivanja energije elementarnih ekscitacija za odredene sisteme moze
naizgled dati negativne energije ukazujuci na nestabilnost teorija za koje je poznato
da su stabilne. Uzrok ovih negativnih energija je obi¢no u nepravilnoj interpretaciji
rezultata dobijenih metodom Grinovih funkcija, a ne u postojanju negativnih svoj-
stvenih vrednosti hamiltonijana teorije. Ovaj rad je posvecen problemu interpreta-
cije negativnih energija elementarnih ekscitacija koje se javljaju prilikom koriséenja
metode Grinovih funkcija u slucaju Hajzenbergovog modela kvazi-dvodimenzionih
magneta sa meduslojnom feromagnetnom interakcijom i spinskom anizotropijom.
U odeljku 2 su predstavljene osnove teorije Grinovih funkcija i linernog odziva
a zatim na primerima slobodne skalarne teorije polja i Hajzenbergovog antife-
romagneta je demonstriran problem interpretacije negativnih frekvencija koje se
javljaju kao polovi Grinove funkcije. U odeljku 3 je razmotren Hajzenbergov mo-
del kvazi-dvodimenzionih magneta na heksagonalnoj resetki kao jos jedan primer u
kom se javlja problem negativnih frekvencija sa dodatkom postojanja meduslojne
interakcije zbog koje u ovom slucaju postoje dve energetske grane, akusticka i
opticka, te nepravilna interpretacija energija elementarnih ekscitacija moze rezul-
tovati nepravilnim odredivanjem energetskog procepa izmedu grana. Odredene su
jednacine kretanja spinskih operatora u linearnoj aproksimaciji kao i same energi-
je elementarnih ekscitacija, a nakon toga je ustanovljen i dijagonalni hamiltonijan
koji sadrzi isklju¢ivo pozitivne energije sugerisuc¢i na stabilnost teorije. U odeljku
4 je razmotren toplotni kapacitet kvazi-dvodimenzionog modela kao jos jedan pri-
mer opservable koju je mogucée nepravilno izrac¢unati nepravilnom interpretacijom
energija elementarnih ekscitacija.



2 Elementarne ekscitacije i Grinove funkcije

2.1 Elementarne ekscitacije

Zarad razumevanja raznih formi materije vrse se eksperimentalna i teoretska
istrazivanja koja na kraju moraju da produkuju saglasne rezultate. U fizici konden-
zovane materije eksprementalna istrazivanja se vrse dovodenjem spoljasnje pertur-
bacije sistemu i posmatranjem reakcije sistema na tu perturbaciju. Perturbacija
koja se dovodi je obi¢no slaba zbog odredivanja svojstava sistema kada ona nije
prisutna, te se smatra da slaba perturbacija moze da pobudi samo niskoenergetska
pobudenja sistema koja se jo§ nazivaju i elementarna pobudenja ili elementarne
ekscitacije, videti [1].

Elementarne ekscitacije se uobicajeno razmatraju na slican nacin na koji se
razmatraju ekscitacije kvantnog linearnog harmonijskog oscilatora u algebarskom
pristupu, videti [2]. Naime, posmatra se osnovno stanje koje ne poseduje nika-
kve ekscitacije te se delovanjem odredenog operatora kreacije na osnovno sta-
nje stvaraju pobudena stanja. Dakle, govore¢i o sistemu na nacin da poseduje
osnovno stanje koje ne sadrzi nikakve ekscitacije i zatim stvaranjem ekscitacija
na njemu odredenim operatorom, govori se o stvaranju elementarnih ekscitacija.
Korisnost elementarnih ekscitacija proizilazi iz jednostavne osobine koju poseduju
mnogocesticni sistemi. Ukoliko sistem poseduje dva niskoenergetska stanja |1) i |2)
sa energijama F; i Ey, respektivno, uglavnom postoji i tre¢e stanje |3) sa energijom
Ej5 koja je bliska energetskoj vrednosti £ + Fs. U ovom slucaju ukoliko ne postoje
stanja ¢iji bi zbir energija dao energiju blisku FE; ili Es moze se reé¢i da su stanja
|1) i |2) stanja sa po jednom elementarnom ekscitacijom te da je stanje |3) stanje
sa obe elementarne eskcitacije pri cemu razlika u energijama AFE = E; + Fy — Fs
potice od medusobne interakcije izmedu njih. Ukoliko je interakcija izmedu spome-
nutih elementarnih ekscitacija mala, ve¢ina pobudenih stanja se moze razmatrati
kao kolekcija interagujucih elementarnih ekscitacija.

Elementarne ekscitacije koje se pojavljuju u sistemima kondenzovane materije
moguce je kategorizovati u dve klase poznate kao kvazicesti¢ne ekscitacije i kolek-
tivne ekscitacije, pri ¢emu se glavne razlike mogu najlakse uociti posmatranjem
primera.

U slucaju gasa neinteragujucih ¢estica moguce je dovesti energiju jednoj cestici,
bez uticaja na druge. Ukoliko je gas prvobitno u svom osnovnom stanju, ovakav
proces, dovodenja energije jednoj cestici nezavisno od ostalih, moze se posmatrati
kao proces stvaranja elementarne ekscitacije. Ukoliko se energija dovede i nekoj
drugoj cestici nezavisno od ostalih dobijeno stanje ¢e imati energiju jednaku zbiru
dovedenih energija prvoj i drugoj Cestici te se ovo stanje moze smatrati stanjem
sa dve elementarne ekscitacije. Elementarne ekscitacije ovakvog karaktera se uo-
bicajeno nazivaju Cesti¢nim ekscitacijama.



Pri razmatranju i interakcije izmedu Cestica gasa, opisane cesticne ekscitaci-
je imaju konacéno vreme zivota jer tada pobudena cestica moze da se raseje na
nepobudenim i raspodeli energiju. Medutim, ako bi cestice podlegale Paulijevom
principu iskljucenja i energija ekscitacija bila veoma niska, bilo bi veoma malo
praznih stanja koje bi rasejana cCestica mogla da popuni. Ovakva ekscitacija bi
imala dovoljno dugo vreme zivota da se posmatra kao Cestica. Energije ovakvih
ekscitacija ¢e se razlikovati od cesticnih ekscitacija neineragujuceg gasa bas zbog
interakcija. Ekscitacije ovakvog karaktera, sa kona¢nim vremenom zivota, nazivaju
se kvaziCesticama, videti [3].

Jednostavan primer druge klase ekscitacija je zvuéni talas u ¢vrstim telima.
Zbog toga sto su meduatomske sile u ¢vrstim telima izuzetno jake, postoji malo
razloga za razmatranje kretanja atoma u kristalu u vidu cesticnog kretanja. Uko-
liko se atomu doda proizvoljan impuls taj impuls se brzo raspodeli po ¢itavom
kristalu na nacin da je tesko reci koji atom je inicijalno pomeren. S druge strane,
poznato je da ¢e zvucni talas ostati mnogo duze, pre nego sto je atenuiran pa je
kao takav, mnogo korisnija slika pobudenja kristala. Kako je zvucni talas specifi-
ciran koordinatama svih atoma u kristalu ovakvo kretanje se naziva kolektivnim
kretanjem. Amplituda ovakvog kretanja je kvantovana, pri ¢emu je kvantna jedi-
nica putujuceg zvucnog talasa poznata kao fonon. Fonon je prema tome primer
kolektivne ekscitacije, videti [3].

2.2 Linearni odziv i eksperimenti

Teorija kondenzovane materije je u sustini kvantna interaguju¢a mnogocesticna
teorija, pa se prema tome najceS¢e u formalizmu druge kvantizacije ili kvantne
teorije polja definise hamiltonijan H sistema kao integral gustine hamiltonijana H
po citavom prostoru

H= /dd:cH(w), (2.1)

i zadatak se svodi na odredivanje njegovih svojstvenih vrednosti kao operatora koji
deluje na odgovarajuc¢em Hilbertovom prostoru teorije. Spoljasnja perturbacija na
sistem se u teoriju potom uvrstava kao

Hp = / dlcF!(x,t) X (x, 1), (2.2)

gde je F! generalisana sila, a X operator u teoriji kroz koji ona deluje, videti [1].
Na primer sila bi mogla biti elektricni potencijal, a operator kroz koji ona deluje
gustina naelektrisanja.

Efekat koji uvodenje perturbacije ima na sistem je promena ocekivanih vredno-
sti opservabli teorije. U prethodnom primeru oc¢ekivana vrednost gustine struje bi



se promenila. U opstem slucaju, kada perturbacija nije mala, ocekivane vrednosti
mogu da se menjaju na proizvoljan nacin, medutim ako je perturbacija dovoljno
slaba moze se pretpostaviti da je promena ocekivane vrednosti linearna sa prome-
nom generalisane sile, u slede¢em smislu

Xi(w,t) = / dly’ / Aty (.t 2 ) FL ! ) + O[F?), (2.3)

sto sledi iz posmatranja ocekivane vrednosti X; kao funkcionala generalisane sile F/
i razvoja u funkcionalni Tejlorov red, te zadrzavanja na linearnom c¢lanu. Iz izraza
(2.3) se uocava da integralno jezgro y;; odreduje o kakvom sistemu govorimo,
odnosno ono odreduje na koji na¢in su povezane ocekivana vrednost opservable X;
i generalisana sila F koja deluje na sistem. Prema tome, cilj teorijskog razmatranja
jeste da odredi ova integralna jezgra x;; koja nose u sebi informaciju o intrinzi¢nim
osobinama sistema, kao Sto su elementarna pobudenja. Ova integralna jezgra se
drugacije nazivaju i generalisane susceptibilnosti ili funkcije odziva.

Sada je neophodno odrediti kako su funkcije odziva predstavljene u teoriji. U
te svrhe pretopstavlja se da su stanja sistema sa perturbacijama u Sredingerovoj
slici data sa [1,,), tada, prema Sredingerovoj jednacini vazi

10, |4n(t)) = (H + Hr) [¢n(t)) - (2.4)

Medutim, ispostavlja se da je pogodnije raditi u interakcionoj slici, koja je defini-
sana slede¢om transformacijom

[n(t)) = e g (1)) (2.5)

Moze se pokazati da u interakcionoj slici ket stanja |1, (t)),; zadovoljava sledecu
diferencijalnu jednac¢inu

10 [ () = W (L) [n(t)) (2.6)
pri cemu je
W(t) = e (t=t0) [y p o —iH (t=t0) (2.7)

operator perturbacije u interakcionoj slici i da je tada reSenje diferencijalne jed-
nacine (2.6) dato sa

[Yult)); = Urltsto) [Ualte)), = (Te ™) to)),, (28)

gde je U operator evolucije u interakcionoj slici, videti [2], [4]. Prilikom razmatra-
nja statistickih osobina sistema, kao Sto su oc¢ekivane vrednosti opservabli, pogodno
je koristiti operator gustine koji je u Sredingerovoj slici dat sa

p(t) =D we [a(D)) (n(D)], (2.9)
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videti [2], i pomocu kojeg se, pri prelasku na interakcionu sliku, moze dobiti sledeéa
relacija za o¢ekavanu vrednost opservable X

(X (@) = Tr{X({t)p(t)}

— U7X (U, (2.10)

pri cemu je X; = e*Xe ! operator opservable X u interakcionoj slici i gde

indeks 0 oznacava ocekivanu vrednost po ravnoteznom operatoru gustine p, =
p(to). Razvojem relacije (2.10) u red po stepenima interakcije i zadrzavanjem na
linearnom ¢lanu dobija se

<X@»:g&u»v+<4T/}wmp¢wxxmquO . (2.11)

to

Iz jednacine (2.11) se vidi da je linearni odziv sistema na perturbaciju mogudée
izraziti preko retardovane Grinove funkcije G* date sa

Gz, t;x" 1) =0t — ") ([ X1(z,t), X' (2", t)])o, (2.12)

kao
(X (z,t)) — (Xi(x,1)) / dt’ /ddx’F’ ' Gt (x, t; 2’ 1). (2.13)

S druge strane, u formalizmu funkcionalne integracije, videti [1], ocekivana
vrednost opservable X = %" chaa/ca je data sa

X(7) = S0l Xawtir(0)) = 5 [ DU OB S G (0) Xt (7). (219

a,a’ a,a’

pri cemu je odgovarajace dejstvo

St #.F) = sulv) + [ arF's (1) 3 Xt
+ [arp(e Zwa )Xot (7).

gde su ¢ odgovarajuce promenljive (Grasmanove promenljive u sluc¢aju fermiona) i
F' dodatna sila koja deluje na posmatranu opservablu X uvedena radi pogodnosti

(2.15)

)
SF(T)

X(r) = — In Z[F, F). (2.16)

F=0




Posmatranjem ove ocekivane vrednosti kao funkcionala generalisane sile F’ i ra-
zvijanjem u Tejlorov red, zadrzavajuéi se na prvom clanu, predstavljen je ponovo
linearni odziv teorije na spoljasnju perturbaciju

X[F] ~ X[0] - / dr’ (M(wamzm Fq) F(),  (217)

gde se identifikuje generalizovana susceptibilnost
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T = SR )

Z[F, F), (2.18)

F=F"=0

koja se nakon primenjivanja izvoda moze napisati kao korelaciona funkcija

X(7,7) = =(X(1)X'(7)) = =D balr) Xasthp(7) Y P () Xipythr (7). (2:19)

lbl

S obzirom da bi izrazi (2.13) i (2.17) trebalo da opisuju linearni odziv jed-
nako dobro, postavlja se pitanje njihove povezanosti. Sa tim ciljem, definiSe se
vremenski-uredena korelaciona funkcija u imaginarnom vremenu

O — 1) = (T, (1) Xa(m)) = — 4 el 2y o)
(x(Xo(r2)Xi(m)), m>7

gde je X (1) = e (H=nl) X e=m(H=nN) onerator X u Hajzenbergovoj slici za sluéaj
imaginarnog vremena, (x = 1 za bozonske i (x = —1 za fermionske operatore. C”
predstavlja funkcionalnu reprezentaciju relacije (2.19) zbog toga Sto je operator
T, suvisan u slucaju kada deluje na par funkcija X; i X, koje komutiraju kao i
u slucaju kada antikomutiraju zbog parnog broj antikomutiraju¢ih promenljvih ¢
i ¢ ili aia'. Ukoliko je bazis teorije dat skupom {|¥,)} funkciju C7 je moguce
predstaviti na slede¢i nacin

C7(t) = —% ZXlaﬁXgaﬁeTEaﬁ (@(7’)6_65“ + CXG(—T)e_ﬁEB) ) (2.21)
ap

pri cemu je =, = E, — Ny, Eap = 24 — Zp. Tada se nakon Furije transformacije
dobija
B ,
C"(iw,) = / drC™(1)e“n"
2.22)
Xla XZa _B= (
zz 2 [e PR — (e P

an ._ag



gde su w,, Macubara frekvencije koje dolaze iz predstavljanja promenljivih 1) preko
Furijeovog reda

= % Z Ype T (2.23)

videti [1], i koje uzimaju vrednosti

n € Z. (2.24)

Wn

2nnT, bozoni
(2n + )T fermioni’

Identi¢na procedura za retradovanu Grinovu funkciju G daje

Gt (w) = / N dtGT ()™=l

_ XlaﬂXmB —BZa —B=
= Zw—km-l—uaﬁ e (xe 73],

(2.25)

odakle se vidi da se dobija slican izraz, sto navodi na definiciju master funkcije C'
kompleksne promenljive z

X1a5X2a,8 5 —BZg
= 2.26
Z Z Z+ ~—4a,6’ CXe } ’ ( )

koja pri evaluaciji u tackama iw,, wt predstavlja funkcije C7 i G respektivno.
Ukoliko je C7 izracunato za sve pozitivne Macubara frekvencije w, i pronadeno
analiticko produzenje ove funkcije na ¢itavu gornju polovinu kompleksne ravni,
evaluacija ovog produzenja u tackama w* daje funkciju G*.

Poznavanje Grinove funkcije G u sustini reSava ¢itav problem, jer njenim
poznavanjem moguce je pronac¢i ocekivane vrednosti opservabli u slucaju linear-
nog odziva pomocu jednacine (2.13), a isto tako polovi ove funkcije u Furije slici
predstavljaju energije elementarnih ekscitacija teorije, $to se jasno vidi iz (2.25).
Medutim u odredenim situacijama postoji mogucénost zabune oko odredivanja ener-
gija elementarnih ekscitatcija posmatranjem samo polova Grinove funkcije G1(w).

2.3 Slobodna skalarna teorija polja

Slobodna skalarna teorija polja je relativisticka teorija ¢ija je promenljiva polje
¢ koje uzima vrednosti u prostoru Minkovskog i Cija je gustina lagranzijana data

sa
1

( 0ud)” — 5m*¢”, (2.27)



U slucaju slobodne skalarne teorije polja particiona funkcija Z se u realnom vre-
menu moze predstaviti kao

Z[F, F'] = / DpetSer (2.28)
gde je
S, F, F'] = / dPx E(ﬁugb)z — %ngbQ +FX + F'X'|. (2.29)

Pri odabiru X = X’ = ¢, sila F' postaje suvisna pa se odbacuje. Sa pogodnom
smenom promenljivih, videti [5], particiona funkcija se moze dovesti u slede¢i oblik

Z[F/] _ Z[O]e—% de:L"dexF’(x)G(:r:—x’)F(x)’ (230)

gde je x = (t,z)T vektor poloZzaja u prostoru Minkovskog i G Grinova funkcija
koja zadovoljava slede¢u jednacinu

(0* +m*)G(x —2') = 6(z — o). (2.31)

Da je G(x — 2’) trazena Grinova funkcija proverava se primenom funkcionalnog
izvoda dva puta na particionu funkciju dobijajuéi
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G(r) —13) = ~ Z[0] 0F (21)0F (22) F=0

Z[F). (2.32)

Primenom Furijeove transformacije na jednacinu (2.31) dobija se oblik Grinove
funkcije u impulsnom prostoru

1 1
G(p) = — = — 2.33
() p% — m? pi —p?> —m? ( )

gde je p = (po, p)T relativisticki impuls. Iz jednacine (2.33) se jasno vidi da G(p)
poseduje polove u tackama

po = £/ p? +m2 (2.34)

Ukoliko se sada energije elementarnih ekscitacija direktno odreduju iz polova Gri-
nove funkcije moze se zakljuciti postojanje i ekscitacija sa negativnom energijom,
Sto bi zbog oblika funkcije znacilo da teorija nema osnovno stanje, odnosno da je
nestabilna. Medutim, dobro je poznato da su energije ekscitacija ove teorije date
sa relacijom za energiju relativisticke cestice, koja je pozitivna, ¢ineéi ovu teoriju
stabilnom. Za pravilnu interpretaciju negativnih frekvencija krec¢e se od jednacine
kretanja polja ¢

(07 + m?) ¢(z) = F(x), (2.35)



koja se dobija preko Hajzenbergovih jednacina kretanja za polje ¢ i njemu kanonski
konjugovano polje 7. U impulsnom prostoru ova jednacina je data sa

o(p) = G(p)F(p), (2.36)

gde je F'(p) Furije transformacija generalisane sile. S obzirom da se radi o slobodnoj
teoriji, od interesa je slucaj F'(p) — 0

¢(p) = lim G(p)F(p)

= fim ) (2.37)

Poslednja relacija sledi iz ¢injenice da je funkcija G(p)F(p) jednaka nuli pri ¥ — 0
samo u slucaju kada p? # m?, a pri p?> = m?, odnosno u polovima Grinove funkcije,
G(p)F(p) — oo, pa se moze opisati delta funkcijom. Do istog zakljucka se takode
moze do¢i polazeéi od jednacine

(Pt —wp) 6(p) =0, (2.38)
Cije je reSenje
o(p) = A(p)d (p§ — w2) , (2.39)

zbog identiteta koji zadovoljava delta funkcija
xd(z) = 0. (2.40)

Medutim, iz prvog pristupa se jasno vidi da delta funkcija nosi informaciju o
polovima Grinove funkcije. Sada je moguce izraziti polje ¢(z) na poznat nacin kao

o00) = [ ot

- / —<§:fDA<p>6 (2 — w2) élp)e
qp (2.41)
- / Gy AP) (600 = ) + 800 + 7)) 9p)e ™

27)P2w,,

_ ddp A —twt+ip-x A(— iwt—ip-x
—/W((P)e ) + A(=p)e ),
odakle je jasno Sta predstavljaju negative frekvencije: one predstavljaju drugi deo
opsteg resenja jednacina kretanja. Zarad potvrde da su energije elementarnih ek-
scitacija slobodne skalarne teorije polja pozitivne potrebno je pokazati da su svoj-
stvene vrednosti hamiltonijana kvante teorije upravo frekvencije w sa pozitivnim

9



predznakom. U tom cilju je neophodno prvo kvantnovati klasi¢ni hamiltonijan dat
sa

H= %/ddm [7%(x) + (Vo(x))* + m*¢*(z)] (2.42)
o 9 _, 2.43
Rlx) = a5 = 9o (2.43)

konjugovani impuls polja ¢.
U kvantnoj teoriji, polje ¢ i konjugovani impuls 7 postaju operatori zadovolja-
vaju slede¢e komutacione relacije

[6(, 1), 7(y, to)] = id(x — y) (2.44)

(6(x), 6(y)] = 0 (2.45)
[7(2), #(y)] = 0, (2.46)

pa jednacina (2.41) postaje
dx) = / —(2:) d];wp (a(p)e ™TPe) 4 gfeit=Pe) (2.47)

gde su amplitude A(k) zamenjene odgovarajuéim operatorima a(k) koji zadovo-
ljavaju
[a(k),al (K')] = 2w(k)d®(k — K'). (2.48)
Raspisivanjem kvantnog hamiltonijana koji se dobija zamenom ¢ — qg im—,
uzimanjem u obzir (2.43), videti [5], [6], dobija se dijagonalni hamiltonijan iz kog
se jasno uvida da su energije pobudenja iskljuc¢ivo pozitivne

H= /wpaijap, (2.49)
p
gde je
wp = +/P? + m?. (2.50)
Situacija je sasvim drugacija ukoliko se posmatra Klajn-Gordonova jednacina u

smislu relativisticke kvantne mehanike jedne cestice, tada se dobijaju negativne
svojstvene vrednosti hamiltonijana sto ukazuje na nestabilnost teorije, videti [2].

2.4 Hajzenbergov antiferomagnet

Identican problem negativnih frekvencija se javlja i u slu¢aju nekih nerelati-
vistickih sistema, kao $to je Hajzenbergov antiferomagnet. Hajzenbergov antifero-
magnet sa spinskom anizotropijom je opisan hamiltonijanom

H=J3 8080 x+7g) 55080 (2.51)
n,A n,A
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gde S§(®) predstavljaju vektore spinskih operatora na podresetki o € {a,b}, J > 0
je konstanta kuplovanja najblizih suseda resetke i g je konstanta kuplovanja spinske
anizotropije, pri ¢emu za S@ vaze slede¢e komutacione relacije

[Sf‘b(i), an(j)} = ieag,ny(i)A(n —m)é; ;. (2.52)
Zarad pogodnosti prelazi se na operatore Srf @ koji su definisani izrazima
S — gol@) 4 jgule) (2.53)

i sa kojima hamiltonijan postaje
J z (1
H:§Z(S+ S+ 5, n+A)+J ZS S2O = (1+g). (2.54)
n,A

Takode, zarad pogodnosti, primenjuje se sledec¢a unitarna transformacija

- U(0)SzUT(0) 1 0 0 Se
Sy | = |UB)SLUNO)| = |0 cosf sinf| |SY|, (2.55)
Sz U(0)S:UT(0) 0 —sinf cosf| |SE

pri kojoj
SEB) — gF®) - G2) — _ gz(0) (2.56)
i nakon koje je transformisani hamiltonijan
g/ +() g+ ®) (@) g2(6)
H:§Z<S S 4 g >—nZS S (2.57)
n,A

Zarad odredivanja energije elementarnih ekscitacija kao i predstvaljanja pro-
blema negativnih frekvencija posmatra se Grinova funkcija

Gay = 0(t = t)([S7 (1), S, ()]), (2.58)

y
¢ija je jednacina kretanja

.d . / a —(a . S+ (a —(a) (4

i Gy = i6(t = ){([S5 (1), S5 (O]) + 0t — )([S7 (1), Sy ®)]). (2.59)

S;r(a)

Jednacina kretanja operatora je data Hajzenbergovom jednacinom

iSH@ =[S H]

€T

— JZ (S Sm+>\+775+ Sw(f:)}\) (2.60)
A

11



Vracajuéi (2.60) u (2.59) dobija se

i G 2t — )(ay SE@)

dt
+J0(t = 1) D (S50, 50, 5, ) (2.61)
+ 0t — )Y ([SFDSIEN (1), S, @)
A

Uvodenjem aproksimacije haoti¢nih faza! kao

(5295, B (1), 8, @ (#)]) = (SZNN([S, 1), S, @ (1)) (2.62)
([Sx @820\ (1), Sy @ ()]) ~ (SZUN(SFD (), S @ (), (2.63)

zajedno sa aproksimacijom da srednja vrednost z operatora spina ne zavisi od
podresetke kao ni od polozaja na resetki

(S2) = (2 =S, (2.64)

T+
jednacina kretanja Grinove funkcije postaje
d . /
i—Glpy =20S0(t — )0z

d (2.65)

+ S Coiny + JSZ1Gay,
A

gde je Cpyny = 0(t — t’)([S;(f})\(t), Sy (1)) takode Grinova funkcija razli¢ita od
G,y Prelaskom u Furije prostor po vremenu

Gey(t) = /OO dwe’i“’tGw,y(w), (2.66)
1 po prostoru
oy = % 2,,: GpeP @), (2.67)
dobija se slede¢a jednacina
(w—JnZ18)Gp = g + JZ15Cpp, (2.68)

gde je vp = Z% >y P geometrijski faktor posmatrane resetke. Za odredivanje
oblika Grinove funkcije Cp, krece se od njene jednacine kretanja u direktnom pro-
storu

4 Cuy = 0t — ()50, ;1)) (2:69)

leng. random phase approximation
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i na slican nacin se odreduje veza izmedu G i C. Prvo se odreduje jednacina
kretanja operatora S; ®) kao Hajzenbergova jednacina kretanja

Sy W =15, H)
a z zla - 270
= _JZSZJ:()\)SL ©— JnZSlf)ESl (b)7 ( )
A A

zatim, vracajuéi ovaj rezultat u (2.69) i prelaskom u Furije prostor dobija se

Kombinujuéi (2.68) i (2.71) odreduje se oblik Grinove funkcije G, u impulsnom
prostoru

iS W+ InZ,S

T w?— J2S2720? + J2S2ZE |, |

wi2(p) = £ISZi\/1m? — [pl? (2.73)

Polovi Grinove funkcije G, dati jednac¢inom (2.73), sugerisu postojanje i negativ-
nih energija, medutim, kao i u slucaju slobodnog skalarnog polja negativne fre-
kvencije samo daju drugi deo opSteg reSenja jednacina kretanja. U cilju pravilne
interpretacije negativnih frekvencija, te dokazivanja da su energije elementarnih
pobudenja u antiferomagnetu pozitivne, posmatraju se jednacine (2.60) i (2.70)
pri aproksimaciji

Gp = (2.72)

¢iji su polovi

S#a) = g — g, (2.74)

u impulsnom prostoru
iS5 = ISy + InSZ1 S5 (2.75)
1S~ = —JSyESHD — s z,87Y. (2.76)

Uzimanjem drugih izvoda ovih jednacina i reSavanjem dobijenog sistema jednacina
odreduje se jednacina kretanja operatora S; (@)

Sy () = —w*(p)S5 (1), (2.77)
koja je analogna jednacini (2.38) i ¢ije je resenje
a _ w(p)t —w(p)t
Sy@(t) = A(p)e™®" + B(p)e @) (2.78)

Daljom dijagonalizacijom koristeéi transformaciju Bogoljubova, videti [7], dobija
se dijagonalni hamiltonijan

H =" w(p) [ahap + blbp) . (2.79)

13



Slika 1: Zavisnost frekvencije w od talasnog vektora k pri parametrima J = 1.2 i
g=0.

gde su energije elementarnih pobudenja ocigledno pozitivne. Na Slici 1 je predsta-
vljena zavisnost frekvencije w od talasnog vektora k za slucaj heksagonalne resetke
gde se jasno uocava da pri k — 0, w(k) — 0 ukazujuéi na postojanje Goldstonovog
moda u spektru elementarnih ekscitatcija, videti [1].
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3 Hajzenbergov model kvazi-dvodimenzionih mag-
neta na heksagonalnoj resetki

Ukoliko se zanemari problem nestabilnosti teorije koji daje problemati¢na inter-
pretacija negativnih frekvencija, postoji i drugi problem sa takvom interpretacijom.
Naime, ukoliko sistem poseduje dve energetske grane, recimo wy i wo od eksprimen-
talnog znacaja je energetski procep izmedu njih Aw, te nepravilna interpretacija
negativnih frekvencija moze dovesti do nepravilnog odredivanja energetskog proce-
pa. Zarad opisivanja ovog problema posmatrace se slucaj Hajzenbergovog modela
kvazi-dvodimenzionih magneta na heksagonalnoj resetki, Slika 2

Modelni hamiltonijan je

H=—2J, Z S@. 8" — 2D, Z 520 520,

nea,\ nea,\

_‘]ZS n+6 D ZS’ZG n+6 (31)
—JZS(” —DbZSz S,

gde je Jy konstanta kuplovanja spinova unutar jednog sloja, J, i .J, konstante
kuplovanja spinova podresetki a i b izmedu slojeva, respektivno, Dy, D, 1 D,
konstante spinske anizotropije za svaku interakciju, A vektori najblizih suseda
unutar sloja, & vektor najblizih suseda izmedu slojeva.

Slika 2: Prikaz kvazi-dvodimenzionog Hajzenbergovog modela na heksagonalnoj
resetki.
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Slika 3: Frekvencije dobijene metodom Grinovih funkcija, videti [8].

Metodom Grinovih funkcija se moze doé¢i do identi¢nog problema negativnih
frekvencija, videti Sliku 3, koji potom dovodi i do nepravilno odredenog ener-
getskog procepa izmedu energetskih grana, predstavljeno na Slici 4. Isti problem
negativnih frekvencija se javlja i u drugim slicnim problemima kao sto su [9] i [10].
Za razreSenje ovog problema primenjuje se isti metod jednacina kretanja koji je
prikazan i za slucajeve slobodnog skalarnog polja u odeljku 2.3 i Hajzenbergovog
antiferomagneta u odeljku 2.4.

3.1 Jednacine kretanja i energije elementarnih ekscitacija

Pre nego sto se odrede Hajzenbergove jednacine kretanja, zarad pogodnosti,
hamiltonijan (3.1) se predstavlja pomoc¢u operatora (2.53) na slican nacin kao i za
slucaj Hajzenbergovog antiferomagneta

H=- abZ(SJr )\+S @ S:+b§\)_277abzsza "+>‘

S (5595, + 5, n+5) RO S:4% (3.2)
_ % (5505, + 80550 ) = m Z S Sms.
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Slika 4: Energetski procep dobijen metodom Grinovih funkcija, videti [8].

Medutim, ispostavlja se da je pogodnije ne primenjivati unitarnu transformaciju
(2.55), te se nastavlja sa odredivanjem jednacine kretanja operatora S+ kao
Hajzenbergove jednacine kretanja

i5HO = [S7@ H] = — 2, Z 52D + 24 Z SE@sz0\
—J, (s+ 2 g 4 gl S;fg) (3.3)
10 (2355 + 55 @570

S obzirom da se u jednacini kretanja za operator Sa (@) javlja i operator SJ (b),
odreduje se i njegova Hajzenbergova jendacina kretanja

iSO = [0 H] = — 2., Z SHOS0 1oy, Z 521 g4
—h <S+(b Sy + 55 Sy+6> (3.4)
rn (5,055 + 5505,0%).

Sistem jednacina (3.3) i (3.4) je kuplovan sistem jednacina koji u opstem slucaju
nije moguce analiticki resiti te se pribegava odredenim aproksimacijama. U ovom
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slu¢ju se primenjuje linearna aproksimacija spinskih talasa koja podrazumeva za-
menu z komponente operatora spina S na svakom évoru sa konstantnom vred-
noséu s, odnosno

S x5 ac {a,b}, (3.5)
Primenom aproksimacije spinskih talasa, zajedno sa Furije transformacijom
1 ,
gE@) §E) ik
v VN, zk: k (3.6)

sistem jednacina (3.3) i (3.4) postaje

iS,':(a) = —23JabykS;r(b) + 28 (Napz1 + N — Jacos(k - 6)) Sz(a) (3.7)
iSO — —23Jab7*5+(a) + 28 (Napz1 + My — Jpcos(k - SO 3.8
k k- E Ui n k

Uvodenjem relacija

k
J(k) = Jabf)/k (310)
Ko (k) = Napz1 + 1o — Jacos(k - 9), « € {a,b}, (3.11)

pri cemu je z; broj najblizih suseda heksagonalne resetke, sistem jednacina (3.7)
se dalje svodi na

S @ = 2157 (k)SY — 2isK, (k) S (3.12)
SO = 255 (k) S — 2is K, (k)S; ). (3.13)

Primenom jo$ jednog izvoda po vremenu i sredivanjem moguce je svesti sistem
jednacina (3.12) na matri¢nu jedna¢inu

G+l g+
[S’if—(b) =M S”-Z—(b) ) (3.14)
gde je
M = |i _|J(k>|2 - Ks(k) J(k)(Ka(k)) + Kb<k)):| (315)
J*(k)(Ka(k)) + K(k)) — —|J(k)]* — K (k)
Dalji postupak predstavja resavanje svojstvenog problema matrice M
M |a) = A\, |a), (3.16)
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zarad odredivanja unitarne transformacije U = ) |a) (eq| koja dijagonalizuje
matricu M

UMU =3 Jea) (o] M 18) (e

’ (3.17)
= Z /\a |€a> <ea| )
¢ime matricna jednacina (3.14) prelazi u jednostavniji oblik
5+(a) | +(a
Uf k k| =UMUUT % kb )]
S Sk
- ~ (3.18)
S,j(“ C[ao0] ]S
SEOL L0 A [ S0
gde su uvedeni transformisani operatori
Sy S
X = Ut (3.19)
b (b
[ S;r() S+ )

pri kojima sistem jednacina (3.14) postaje znatno jednostavniji sistem dve neza-
visne diferencijalne jednacine drugog reda koje su analogne jednac¢inama (2.38) i

(2.77)

SHO — )\ (k)S@ (3.20)
ST — 2\ (k) S (3.21)

Svojstvene vrednosti matrice M su date sa
A = =25 (9 (k) + (k) + ¢4|s<k>|2 T (k) — (k) (3.22)
Ao = — 282 (Q (k) + Qu(k) — VAR + (k) — Qb(k))2) (3.23)

pri cemu su uvedene sledece relacije

Qu(k) = |J(k)|* + KZ2(k) (3.24)
(k) = |J(K)]* + K3 () (3.25)
{(k) = J(k)(Ka(k) + Ki(k)). (3.26)

Da bi jednacine (3.20) bile istog oblika kao i jednacine (2.38) i (2.77) neophodno
je da svojstvene vrednosti A; i Ay budu negativne, ¢ime bi se moglo pisati

Se@ = = (k)| S5 (3.27)
S ® = —o(k)|S ), (3.28)
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odnosono

Sp = —wl (k) S5 (3.29)
SE0 =~ k)55, (3.30)

gde je
wi(k) = |Ni(k)|, i€{1,2}. (3.31)

Prva svojstvena vrednost A; prema (3.22) je oc¢igledno manja od nule, dok isti
zakljucak za drugu svojstvenu vrednost As sledi iz

952 <Q (k) + Qy(k ¢4|5 ( ) — Qb(k))2> <0
Qu(k) + (K \/4|€ Qu (k) — Qu(K))? > 0 (3.32)
(u< >\2 — K,(k) K, (K))* > 0.

Sa svojstvenim vrednostima A; i Ay manjim od nule resenja sistema (3.20) su data
sa

S,l—:(a) _ A(k)eiw1(k)t + B(k)G_iwl(k)t (333)
S,,;i-(b) _ C(k)eiwz(k)t + D(k)e—iWZ(k)t’ (334)

gde su frekvencije sistema

r(h) = 1252 (0 (k) + ) + VIERIF - R~ BT (335

) = 1252 (0 (k) + (k) VIR + R~ BT). (330

pozitivne. S obzirom da se pokuSava resiti sistem (3.14) neophodno je odrediti i

unitarnu transformaciju U kojom je odredena veza izmedu operatora g;r(a) i S,':(O‘)
Svojstveni vektori matrice M su dati sa

| > 1 _ 2 48(25)( ) (k) ( )
1) = — | %20tk 3.37
i |
=Ll A (339
= —= 452¢* (k) ’ .
VH | T 320 (k)AL (R)
gde je
165*|¢(k)|?
=1+ (3.39)

(45°Qa (k) + A1 (k)
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pomocu kojih je unitarna transformacija U potom odredena kao

1 [ e 1
Ut — L | Tk L (3.40)
£(k)
Vi 1 TR OES (Y

Vracajuci se na originalne operatore S,':(a) i S,': ®) ynitarnom transformacijom U
dobijaju se resenja pocetnog sistema (3.14) kao

+(a) _ 1 GHa) _ &)
SH@ = — (ﬁ(k)Sk s ) (3.41)
oY 5H(@) | o SHO)
SO = (sk + B (k)S;! ) , (3.42)
gde je ,
Bk) = 15E(k) (3.43)

4820, (k) + M (k)

Po analogiji sa Hajzenbergovim antiferomagnetom, dalji postupak koji podrazu-
meva primenu transformacije Bogoljubova i odredivanje koeficijenata transforma-
cije na slican nac¢in onim predstavljenim u [12], direktno dovodi do dijagonalnog
hamiltonijana u linearnoj aproksimaciji spinskih talasa

H=Ey+ Y wi(k)(afa + biar) + wa(k)(cher + dids), (3.44)
k

koji je odreden do na konstantu Ej i gde su frekvenecije wy i wo, date relacijama
(3.35) 1 (3.36), pozitivne, ¢inedi ovu teoriju stabilnom. Prema iznesenom, negativne
frekvencije koje se dobijaju kao polovi Grinove funkcije u teoriji Hajzenbergovog
modela kvazi-dvodimenzionih magneta na heksagonalnoj resetki je moguce inter-
pretirati kao drugi deo opsteg resenja diferencijalne jednacine drugog reda koja je
ekvivalentna diferencijalnoj jednacini linearnog harmonijskog oscilatora, identi¢no
kao u slucajevima slobodne skalarne teorije polje opisane u odeljku 2.3 i Haj-
zenbergovog antiferomagneta opisanog u odeljku 2.4. Razmatranjem dijagonalnog
hamiltonijana (3.44) jasno je da je broj elementarnih ekscitacija ocuvan u line-
arnoj aproksimaciji spinskih talasa. Medutim, ¢ak i u komplikovanijim prikazima
sa razlicitim geometrijama resetke dolazi se do identi¢nih osobina elementarnih
ekscitacija, videti [11], [13] i [14].

Zavisnost frekvencija w; i we od talasnog vektora k u slucaju kada je samo

interakcija J,;, = —1.2 prisutna je prikazana na Slici 5, dok je na Slici 6 pred-
stavljena zavisnost frekvencija od z komponente talasnog vektora k. za vrednosti
parametara J,, = —1.2 1 J, = 1 pri ostalim parametrima jednakim nuli i u oba
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Slika 5: Zavisnost frekvencija wy i wy od talasnog vektora k pri J,;, = —1.2 i svim
ostalim parametrima jednakim nuli.

Slika 6: Zavisnost frekvencija w; i wy od z komponente talasnog vektora pri para-
metrima J,;, = —1.2, J, = 1, i svim ostalim parametrima jednakim nuli.

slucaja se jasno vidi postojanje Goldstonovog moda kao i u slu¢aju Hajzenbergo-
vog antiferomagneta opisanog hamiltonijanom (2.79), sa energijama elementarnih
ekscitatcija predstavljenim na Slici 1.
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Slika 7: Zavisnost frekvencija wy i wy od talasnog vektora k pri parametrima J,;, =
1.2, J, =08, J, = 0.6, D,y = 0.4, D, = 0.2, Dy = 0.2.

Slika 8: Zavisnost frekvencija w; i wy od z komponente talasnog vektora pri para-
metrima J,, = —1.2, J, =0.8, J, =0.6, Dy, = 0.4, D, = 0.2, D, = 0.2.

U ostalim sluc¢ajevima, kada su svi parametri hamiltonijana (3.1) razliciti od
nule, zavisnosti frekvencija w; i wy od talasnog vektora k su predstavljene na
slikama 71 8, gde pri k — 0 frekvencija ws uzima malu ali kona¢nu vrednost.
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Slika 9: Zavisnost frekvencija wy i wy od z komponente talasnog vektora pri para-
metrima J,, = —0.6, J, = 1.1, J, = 1 i ostalim parametrima jednakim nuli.

Slika 10: Zavisnost frekvencija wy i we od z komponente talasnog vektora pri pa-
rametrima J,, = —0.8, J, = 1.1, J, = 1 i ostalim parametrima jednakim nuli.

U slucaju kada je feromagnetna meduslojna interakcija jaca od antiferomag-
netne interakcije unutar sloja linearna aproksimacija predvida preklapanje ener-
getskih zona u odredenim tackama recipro¢nog prostora sto je prikazano na Slici
9. Medutim, to ne mora uvek biti slucaj, na Slici 10 je moguée uociti postojanje
energetskog procepa izmedu zona iako je feromagnetna interakcija jaca od antife-
romagnetne
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4 Toplotni kapacitet

Jedna od termodinamickih veli¢ina koja direktno zavisi od energija elementar-
nih ekscitacija je toplotni kapacitet. Kao i energetski procep Aw nepravilna inter-
pretacija negativnih frekvencija moze dovesti i do greske pri racunanju toplotnog
kapaciteta. Toplotni kapacitet se moze izracunati ukoliko je poznata unutrasnja
energija sistema koja je u slucaju Hajzenbergovog antiferomagneta data relacijom

Usp = Ey+ Y w(k) ((a;;ak> + <b;bk>) . (4.1)

gde je uzet u obzir dijagonalni hamiltonijan (2.79) kao i frekvencije w data relacijom
(2.73). U slucaju kvazi-dvodimenzionog magneta opisanog hamiltonijanom (3.44)
unutrasnja energija je data sa

U= B+ wi(k) ((afar) + (0fba)) + +unl) ((chew) + (dhdn)) . (42)

gde su wy 1 we date relacijama (3.35) i (3.36). S obzirom da se i u oba slucaja
radi o bozonima srednje vrednosti operatora broja cestica zadovoljavaju Boze-

Ajnstajnovu raspodelu
1

(k) = —m——> (4.3)
erT —1
pa unutrasnja energija Hajzenbergovog antiferomagneta (4.1) postaje
2w(k
Usp = Eo+ Y % (4.4)
r €T — 1
dok unutrasnja energija (4.2) postaje
2&)1(’{3) 2&)2(’{7)
U:EO+Z w1 (k) T am (4.5)
r €1 —1 e 1T —

Na Slici 11 je predstavljena zavisnost unutrasnje energije Usp od temperature za
razli¢ite vrednosti parametara J i g koji figurisu u hamiltonijanu (2.51), dok je na
Slici 12 predstavljena zavisnost unutrasnje energije U od temperature za razlicite
vrednosti parametara datih u Tabeli 1, pri ¢emu je u oba slucaja uzeto Ey = 0.

Toplotni kapacitet predstavlja promenu unutrasnje energije sa temperaturom
te se moze izracunati na slede¢i nacin

AE) 1 = 202(k)eT
Cp(T) = L = N =200 4.6
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Slika 11: Zavisnost unutrasnje energije Usp od temperature 7', pri cemu unutrasnjoj
energiji U; odgovaraju parametri J = 1.2 i ¢ = 0 dok unutrasnjoj energiji U,
odgovaraju parametri J =1.21 g = 0.4.
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Slika 12: Zavisnost unutrasnje energije U od temperature 7T'.

u slucéaju Hajzenbergovog antiferomagneta opisanog hamiltonijanom (2.79), a u
slucaju kvazi-dvodimenzionog magneta opisanog sa (3.44) toplotni kapacitet je

dat sa

wi(k) wa (k)

1 2wi(k)e T 2wi(k)e T
Cv(T) = T2 Z w1 (k) R : (4.7)
e e 1 —1 e T —
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Slika 13: Zavisnost toplotnog kapaciteta C'y, od temperature 7', pri ¢emu unu-
trasnjoj energiji U; odgovaraju parametri J = 1.2 1 ¢ = 0 dok unutrasnjoj energiji
U, odgovaraju parametri J =1.21 g = 0.4.

Na Slici 13 su predstavljene zavisnosti toplotnog kapaciteta od temperature za
razli¢ite vrednosti parametara J i g dok su na Slici 14 i predstavljene zavisnosti
toplotnog kapaciteta od temperature za razlicite vrednosti parametara datih u
Tabeli 1.

Cvi1,Up | Cya,Us | Cys,Us | Cyy, Uy
Jo | —12 | —12 | —12 | —12
T, 0 1 1 1
A 0 0 0.7 0.7
Do 0 0 0 0.4
D, 0 0 0 0.2
Dy 0 0 0 0.3

Tabela 1: Parametri koris¢eni za predstavljanje zavisnosti toplotnog kapaciteta od
temperature na Slikama 12 i 14.
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Slika 14: Zavisnost toplotnog kapaciteta Cy od temperature 7.

Poredenjem Slika 11 i 12 kao i Slika 13 i 14 moze se zakljuciti da se unutrasnja
energija Hajzenbergovog modela kvazi-dvodimenzionog magneta u linearnoj aprok-
simaciji spinskih talasa pri niskim temperaturama ponasa slicno kao i unutrasnja
energija Hajzenbergovog antiferomagneta u istoj aproksimaciji, pri ¢emu bi razlika
bila u konstanti Fy do na koju su unutrasnje energije odredene, dok se toplotni
kapacitet kvazi-dvodimenzionog sistema razlikuje znatno razlikuje od Hajzenber-
govog antiferomagneta zbog prisustva meduslojne feromagnetne interakcije.
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5 Zakljucak

U ovom radu je ispitana interpretacija negativnih frekvencija koje se javljaju
pri razmatranju sistema metodom Grinovih funkcija za sisteme slobodne skalarne
teorije polja u odeljku 2.3, Hajzenbergovog antiferomagneta u odeljku 2.4, kao i za
sistem kvazi-dvodimenzionog magneta na heksagonalnoj reseki u odeljku 3 i disku-
tovan je nacin pravilne interpretacije. U sluc¢aju kvazi-dvodimenzionog magneta na
heksagonalnoj resetki resavanjem jednacina kretanja spinskih operatora odredene
su energije elementarnih ekscitacija opticke i akusticke grane i ustanovljeno posto-
janje Goldstonovog moda pri odsustvu spinske anizotropije. Energije elementarnih
ekscitacija kvazi-dvodimenzionog sistema su poredene sa energijama elementarnih
ekscitacija Hajzenbergovog antiferomagneta i ustanovljeno je o¢uvanje osobina ele-
mentarnih ekscitacija izemdu modela. Za svaki od navedenih sistema je ustanovlje-
no da negativne frekvencije, koje se dobijaju kao polovi Grinove funkcije sistema,
predstavljaju drugi deo opsteg resenja diferencijalne jednacine drugog reda koja
je ekvivalentna diferencijalnoj jednacini linearnog harmonijskog oscilatora i koja
se javlja kao jednacina kretanja operatora teorije u svakom od ispitanih slucajeva.
U odeljku 4 prikazana je zavisnost unutrasnje energije kao i toplotnog kapacite-
ta Hajzenbergovog antiferomagneta i kvazi-dvodimenzionog sistema za razlicite
vrednosti parametara.
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