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1 Uwvod

Za modernu nauku o materijalima [1,2] danas je najznacajnije precizno strukturiranje ma-
terijala do dimenzija reda veli¢cine nanometara, posebno na polju elektronike, optoelektronike i
visoktemperaturske superprovodnosti. Teorijska i eksperimentalna istrazivanja osobina niskodi-
menzionih sistema (superresetke!, tanki filmovi, kvantne Zice i kvautne tacke), postala su u
poslednjoj deceniji veoma intenzivna pa bi se moglo re¢i da predstavljaju jedan od udarnih
pravaca istrazivanja u savremenoj fizici kondezovane materije [2-4]. Razlozi interesovanja za
ovakve sisteme, kao realnije strukture od neograni¢enih, su mnogobrojni. Fenomeni povezani
sa tako malim dimenzijama dovode do pojave novih i druga¢ijih, odnosno izmenjenih osobina
materijala i specificnih pojava [1-5] $to je interesantno ne samo sa fundamentalnog fizickog
stanovista, ve¢ su takve strukture od sireg prakticnog znacaja.

Poseban interes za proucavanjem superresetki pojavio se nakon otkrica da su visokotempe-
raturski keramicki superprovodnici izrazito slojevite strukture u kojima je dominantna pojava
periodicui raspored C'uQOy ravni [5]. Zbog periodic¢nog ponavljanja osnovnog motiva duz privile-
govanog pravca javljaju se podzone u elektronskom spektru superresetke [4]. Naglim razvojem
tehnike njihovog sintetizovanja danas se bez teskoéa mogu napraviti superresetke nanometarskih
dimenzija. Novije eksperimentalne tehnike kao $to su epitaksija molekulskim snopom i napa-
ravanje iz metal organskih jedinjenja, izvanredno su usavrsene tako da se parametri strukture
mogu menjati po volji [1,4,5].

Od velikog znacaja za teoriju ¢vrstog stanja je ispitivanje udela i uticaja elektronskog pod-
sistema na fizicke karakteristike materijala, jer su upravo elektroni nosioci svih transportnih i
drugih fizicki interesantnih procesa [6-8]. U ovom radu analizirani su elektronski spektri u kristal-
nim superreSetkama. Istrazeni su uticaji parametara superresetke (odnos elektronskih transfera.
broj slojeva i z/y komponente talasnog vektora) na energetski spektar i moguéa stanja elektrona
(promene u zakonu disperzije).

Pomenuta analiza vriena je koriséenjem metoda dvovremenskih temperaturskih Grinovih
funkcija? koji se danas veoma ¢esto koristi u kvantnoj teoriji cvrstog stanja. Zahvaljujuéi ugra-
djenoj statistici, taj metod se uspesno primenjuje kod izraéunavanja kako mikroskopskih tako
i makroskopskih, ravnoteznih i neravnoteznih svojstava kristala [8,9]. Primenjeni metod je
odabran zbog pogodnosti koje nam nudi definicija polova Grinovih funkcija®.

Da bi se izucile posebnosti karakteristika elektrona u superresetkama, moraju se prethodno
spomenuti te iste karakteristike u neogranic¢enim kristalnim strukturama i tankim filinovima?
(5to je ucinjeno u glavi 2 ovog rada) i na osnovu toga izvriiti poredjenje ovih struktura.

'Ultratanke slojevite strukture tipa (AC),, (BC),, koje sadrze naizmeniéno m slojeva dvokomponentnog jedi-
njenja AC'i n slojeva jedinjenja BC' duz specifitnog pravca rasta su tipi¢an primer superresetki [3].

“Postoje i drugi metodi pomoéu kojih se ovaj problem moze tretirati: metod Hajzenbergovih jednaéina kre-
tanja, metod malih perturbacija, metod talasnih funkcija i sl. [7,8].

*Realni delovi polova (rinovih funkcija su proporcionalni energijama elementarnih eksicitacija (pobudjenja)
koje se javljaju u sistemu (odakle dobijamo njihov zakon disperzije), a imaginarni - reciproc¢nim vrednostima
vremena zivota tih ekscitacija.

*Analiza je sprovedena u ranijim radovima [10-13] metodom Grinovih funkcija.
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2 Elektroni u kristalima

Translaciona invarijantnost idealnih kristalnih struktura [1,7] namede periodi¢an (sa peri-
odom kristalne resetke) oblik mnogim fizickim veli¢inama koje ih opisuju (na primer, periodiéna
raspodela polja i potencijalna energija elektrona).

Jedan od glavnih zadataka teorije ¢vrstog stanja je proucavanje promena diskretnog energet-
skog spektra elektrona izolovanog atoma - pri priblizavanju atoma i obrazovanju kristalne struk-
ture. U ovom procesu periodi¢no polje kristala i interakcija medju atomima dovodi do cepanja
energetskih nivoa elektrona slobodnih atoma. Posto se kristal moze tretirati kao gigantski
molekul, to kvantna stanja elektrona u tom molekulu, zbog Paulijevog principa iskljucenja.
moraju biti okarakterisana razli¢itim kvantnim brojevima $to ima za posledicu formiranje ¢itavog
spektra energetskih nivoa na mestu jednog nivoa u izolovanom atomu [4,6,7]. Umesto jednog
energetskog nivoa, jednakog za svih N izolovanih atoma, u évrstom telu se pojavljuje N blisko
rasporedjenih nivoa, koji obrazuju energetsku zonu. Cepanje energetskih nivoa je najizrazitije
za spoljasnje (valentne) nivoe, jer se talasne funkcije spoljasnjih valentnih elektrona susednih
atoma medjusobno veoma preklapaju, dovodeéi do kolektiviziranosti ovih stanja, kojima se na
taj nacin atomi povezuju u kristal - gigantski molekul.

Ovi kolektivizirani elektroni, kojima se inace opisuju najkarakteristi¢nija svojstva metala,
nisu vezani sa atomima kristalne resetke i mogu da se premestaju po celoj zapremini meta-
la. Medjutim, ¢ak i kada elektron napusti atom u kristalu, on se pod dejstvom primenjenog
elektri¢nog polja ne krece slobodno ve¢ je podvrgnut uticaju kristalnog polja. Ovaj uticaj se
moze usrednjeno uzeti u obzir uvodjenjem efektivne mase kvazislobodnih nosilaca naelektrisanja
[1.6.7]. Takodje, zbog specifi¢nosti kretanja elektrona u kristalnom polju, anomalnog ponasanja
kvazislobodnih elektrona na krajevima valentne zone, uvodi se pojam kvazislobodnih nosilaca
naelektrisanja - supljina.

2.1 Model kvazislobodnih elektrona

Veliki broj vaznih fizickih osobina mogu se razumeti polazeéi od modela slobodnih elektrona
po kome se najslabije vezani elektroni atoma kreéu slobodno po zapremini metala. Valentni
elektroni postaju provodnici elektriciteta i nazivaju se provodni elektroni. Sile izmedju provod-
nih elektrona i jona se zanemaruju, tj. smatra se da se provodni elektroni mogu kretati svuda
u unutrasnjosti uzorka. Ukupna energija je jednaka kinetickoj, sto znaéi da se potencijalna ne
uzima u obzir [1,6,7). Klasi¢na teorija je imala nekoliko uspeha, ali i nedostataka. U uspehe
spadaju izvodjenje Omovog zakona (] = oF) i izvodjenje veze izmedju elektricne i toplotne
provodnosti. Medjutim, totalni neuspeh je dozivela u objasnjenju toplotnog kapaciteta i para-
magnetne susceptibilnosti provodnih elektrona. Zatim, pomocu klasi¢ne teorije ne moze da
se objasni postojanje dugog slobodnog puta elektrona. Pomenute pojave uspesno se opisuju
pomoc¢u modela kvazislobodnih elektrona.

2.1.1 Energetske zone

NalaZenje egzaktne kvantitativne teorije predstavlja vazan, ali do sada neresen problem
teorije cvrstog stanja. Zato se pribegava odredjenim aproksimacijama, od kojih je jedna aproksi-
macija kvazislobodnih elektrona u kristalu. Tu se u nultoj aproksimaciji elektron posmatra kao
slobodan dok se periodi¢no kristalno polje tretira kao perturbacija (odnosno kao malo narugenje
nulte energije).

Dozvoljene vrednosti energije slobodnog elektrona se protezu neprekidno od nula do besko-
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nacno: ‘ L
pZ h2L2

2
2m, 2me,

, p=hk, k= , (2.1)
A
gde je k intezitet talasnog vektora slobodnog elektrona. Izraz pokazuje paraboli¢nu zavisnost
izmedju energije i talasnog vektora slobodnog elektrona.
Elektroni ne mogu posedovati sve vrednosti energije u kristalu, tako da iz paraboli¢ne krive
E(k) moraju biti iskljuceni delovi koji odgovaraju zabranjenim zonama. Granice dozvoljenih
zona moguée je formalno odrediti posmatranjem difrakcije elektronskih talasa na kristalnim

ravnima, koja se ostvaruje shodno Bragovom zakonu: n\ = 2dsinf. Posmatranjem upadnog
elektronskog talasa sa pravcem prostiranja normalnim na pomenute kristalne ravni, za slucaj
kubne resetke (d = a, gde je a - parametar reietke) dobija se iz Bragovog zakona A = 2 0vo
je talasna duzina elektronskih talasa koji bivaju reflektovani od kristalnih ravni, odnoslno koji
se ne mogu prostirati kroz kristal. Ona odredjuje i vrednosti talasnog vektora koje elektron ne
moze imati u kristalu:

2 T
R L T (2.2)
A a
. o . T 2 . ..
U okolini zabranjenih vrednosti A = £—, £— , ... zavisnost energije od talasnog vektora

E(k) odstupa od parabolicnog oblika i do]gzi do ?ormiranja zabranjenih zona AE; , AF, . ...

Oblasti vrednosti talasnog vektora &k pri kojima se energija elektrona £ menja neprekidno,
a na granicama dozivljava prekid, nazivaju se Briluenovim zonama.

Oblast u k-prostoru izmedju I i +E se naziva prvom Briluenovom zonom. Zbhog peri-
odi¢nosti kristala fizicki su neekviv(ftxlentng samo tacke recipro¢nog k-prostora koje pripadaju
prvoj Briluenovoj zoni, dok su fizicki ekvivalentne sve vrednosti talasnog vektora ik koje se
razlikuju za vektor translacije reciprocne resetke K: kK =k+ K, gde k pripada prvoj Brilue-
novoj zoni. U jednodimenzionom slu¢aju intenzitet vektora A" je celobrojni umnozak intenziteta
primitivnog vektora recipro¢ne resetke [1,7,8], pa se stanja elektrona sa vrednostima talasnog
vektora inteziteta k i talasnih vektora inteziteta &’ (l-c" =k+ n-z—[ , n=0,%+1,%+2,...) fizicki ne
razlikuju. To daje moguénost da se sve Briluenove zone svedu 1(1[’3. prvu zonu.

Za kristal kona¢nih dimenzija Born-Karmanovi cikli¢ni uslovi [1,7,8] daju diskretne® vred-
nosti kvazitalasnog vektora unutar prve Briluenove zone:

ki:ﬂ&, 1=1,2,3, (2.3)
a; N.l‘
gde je n; ceo broj. U svakoj dozvoljenoj zoni postoji N energetskih nivoa (N-broj atoma u
kristalu) koji odgovaraju vrednostima kvazitalasnog vektora u prvoj Briluenovoj zoni:

2T n; . N .
b= —— =0, &1, 2, ...+ —, (2.4)
a; Ni 2
o . : 27 .
rasporedjenih ravnomerno sa medjusobnim razmakom Ak = Vo Na svakom od N nivoa mogu
a

se nalaziti po 2 elektrona sa suprotno orijentisanim spinovima - u zoni kristala moze biti najvise
2N elektrona.
Sirina dozvoljene zone se moze proceniti pomoéu Hajzenbergove relacije neodredjenosti:

AEAt ~ I . (2.5)

U slucaju kristala dovoljno velikih razmera moze se smatrati da je k; kvazineprekidno [1].
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U izolovanom atomu srednje vreme Zivota elektrona u pobudjenom stanju je 7 ~ 10735 $to za
Sirinu energetskih nivoa daje AE ~ 10~7 eV.

U toku obrazovanja ¢vrstog tela elektroni se kolektiviziraju prolazéi kroz potencijalne barijere
tunel efektom. Prozracnost pravougaone barijere® se procenjuje kao [1]:

2d
D = exp (—7—\/2171(,,(U0 - E)) , (2.6)
2

gde su: Uy — E - visina barijere koja je za valentne elektrone reda veli¢ine energije jonizacije
atoma (~ 10 eV), d - Sirina barijere koja je srazmerna periodu kristalne resetke (~ 107'% m).
Ako se brzina elektrona u atomu proceni kao

. . .. _ " .. .
to za jednu sekundu elektron udari 7 puta u barijeru ({ ~ 107! m - Sirina potencijalne jame).

pa je ucestanost prolaska kroz barijeru:

v v 2d
= E[) = Eexp (—? 2me(Uy — E)) . (2.8)

Srednje vreme pripadanja elektrona datom atomu je

T = l = iexp (ﬁ\/ZZmE(UO - E)) ~ 1071, (2.9)
f v h

tako da se za Sirinu dozvoljenih zona dobija

h
AE ~ 2~ leV . (2.10)
T

Sirina unutrasnjih dozvoljenih zona je manja od Sirine spoljasnjih dozvoljenih zona zhog
naglog skoka visine potencijalne barijere. Na osnovu Sirine dozvoljene zone moze se proceniti
rastojanje izmedju susednih energetskih nivoa u njoj. U svakoj zoni postoji N nivoa (N =
10%2cm™?) tako da je rastojanje izmedju susednih energetskih nivoa u dozvoljenoj zoni reda
velicine 10722 eV po cm® materijala.

Sirina zabranjenih zona je reda velicine dozvoljenih zona. Posto vise energetske zone imaju
veéu Sirinu od niZih, rastojanje izmedju njih je manje dok je za nize zone situacija obrnuta.
Energija koju elektroni sticu pod dejstvom spoljasnjeg izvora struje je reda velicine 1071 eV
tako da oni veoma lako mogu ostvariti unatarzonske prelaze. Potrebne energije za medjuzonske
prelaze su reda velicine nekoliko eV, koje se mogu ostvariti tek pri izuzetno velikoj razlici po-
tencijala (U &~ 10 kV). Dakle, pri dejstvu spoljasnjih ¢inilaca premestaju se elektroni unutar
dozvoljene zone ili oni koji steknu dovoljno energije za medjuzonske prelaze iz valentne u dozvo-
ljenu provodnu zonu.

Prema veli¢ini energetskog procepa materijali se dele na provodne i na neprovodne [1.5].

Provodni materijali imaju nezauzete energetske nivoe koji leze neposredno iznad zauzetih
valentnih nivoa. Postoje dve vrste provodnika:

e Provodnici prve vrste - kod kojih je valentna zona do pola popunjena.

o Provodnici druge vrste - kod kojih dolazi do prekrivanja valentne i provodne zone.

Neprovodni materijali su oni kod kojih je valentna zona u potpunosti popunjena. Premna

velicini energetskog procepa oni se dele na:
e Dielektrike - kod kojih je Sirina energetskog procepa veéa od 3.5 eV.

¢ Poluprovodnike - kod kojih je irina energetskog procepa manja od 3.5 eV.

®Relativni odnos propustenog i upadnog elektronskog fluksa.
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2.1.2 Brzina, ubrzanje i efektivna masa

Kako kvazislobodni elektroni u metalu ¢ine degenerisan gas, odnosno, podvrgavaju se kvant-
noj Fermi-Dirakovoj statistici, potrebuno je napustiti klasi¢nu predstavu elektrona kao cestice i
posmatrati njegovu dualnu (Cesti¢no-talasnu) kvantnomehanicku prirodu [1,5-8].

Pogodan nacin prikazivanja elektrona je u vidu talasnog paketa gde je cesticni aspekt elek-
trona izraZen njegovom lokalizacijom u intervalu gde je rezultujuca amplituda talasnog paketa
razlicita od nule. Srednja brzina elektrona je odredjena grupnom brzinom talasnog paketa:

dv dw l -
)= —— = — == 0= =-VE(k). 2.11
UTaayny T dk vERvER) (=1
Sa druge strane, brzina prirastaja energije elektrona, pod dejstvom neke spoljasnje sile £, u
kristalu je jednaka:

dFE —— 1.
W—F'U, (2.12)

pa se na osnovu toga dobija izraz za ubrzanje elektrona:

—

dv  d (19BN 1 *E(k) » _ F ,
i=—=—|-—=)|=5——=F= s 2.1:
ST a (TL [)k) h? Lok m* (213)
1
gde velicina — predstavlja tenzor reciprocne efektivne mase:
m
1 1 2E(k
(—) :—7.,—(_.); a3 =xy.z. (2.14)
m* aff h ()ka()kﬁ

Posebno je interesantna primitivna kubna resetka kod koje se uslov da vektor k& pripada
redukovanom podruéju svodi na

e e -
——<ke<— a=u,y,z. (2.15)
«

Za ovakvu redetku tenzor reciprocne efektivne mase je simetrican i ima medjusobno jednake
dijagonalne komponente. Ukoliko se ta osobina tenzora primeni na izraz (2.13), odnosno (2.1).
dobija se zakon disperzije istog oblika kao i kod slobodnog elektrona, ali sa efektivhom masom

*

m*:
h?k?
2m*
Smisao uvodjenja efektivne mase sastoji se u tome da se slozeni zakoni kretanja u kristalu mogu
formalno svesti na zakone klasi¢ne fizike. Znaci, posredstvom efektivne mase je ura¢unato rezul-
tujuce dejstvo perioditnog elektri¢nog polja kristalne resetke na jedan kvazislobodan elektron.

Zavisno od zakrivljenosti energetske povriine, efektivna masa moze da bude negativna ili po-
zitivna (3to odgovara elektronima ili Supljinama, respektivno). Ubrzanje nosioca naelektrisanja
u kristalnoj resetki odredjeno je, ne slobodnom elektronskom masom, veé¢ skupom velicina (2.14)
koje se menjaju pomeranjem elektronskog stanja u prostoru talasnog vektora. Efektivna masa
elementarnih nosioca naelektrisanja je pozitivna oko sredine, a negativna pri kraju redukovanog
podruéja.

Ove anomalne oblasti (m* < 0) mogu da se objasne posmatrajuéi kretanje elektrona pod dej-
stvom konstantnog spoljasnjeg elektricnog polja E. Ako je pre ukljucenja polja E njegova ener-
gija bila jednaka nuli (tj. nalazi se u centru Briluenove zone), posle prikljucenja E. na elektron
pocinje da deluje konstantna sila —¢E, pa kvaziimpuls elektrona linearno raste sa vremenom.

E(k) =

(2.16)
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Svaki put kada elektron dostigne granicu Briluenove zone k = +7/a njegov kvaziimpuls se
skokovito menja u suprotni (k = —7/a). Takvu skokovitu promenu dozivljava i brzina elektrona:
pozitivnim vrednostima brzine odgovara kretanje elektrona u praveu delovanja sile, a negativnim
nasuprot delovanju te sile. Dakle, kretanje elektrona u kristalu imma oscilatorni karakter. Oblasti
negativne mase odgovaraju situaciji da se elektron usporava iako na njega deluje spoljasnja sila
sa teznjom da mu poveca brzinu (A’ < k < 7/a), odnosno ubrzava iako spoljasnja sila tezi da
mu smanji brzinu (-7/a < k < —k’). Medjutim, u toj oblasti faznog k-prostora negativno
naelektrisani elektron negativne mase, moze da se tretira kao pozitivno naelektrisana cestica
pozitivne mase - Supljina koja se krece u skladu sa delovanjem polja +¢£. Prema tome, vidi se da
se stanje u zoni mozZe opisati prisustvom kvazicestice koja poseduje istu kolicinu naelektrisanja
kao i elektron, samo suprotnog predznaka. Tim kvazicesticama pripisani su talasni vektori
nezauzetih kvantnih stanja, pa se nazivaju Supljinama. Njihov smer kretanja u spoljasnjem
polju je suprotan od smera kretanja elektrona. Promena predznaka naelektrisanja ne utice na
izraz za ubrzanje ako se istovremeno promeni i predznak efektivne mase. Kako je masa elektrona
pri vrhu zone negativna, efektivna masa Supljina je pozitivna. Znaéi, Supljine su kvazicestice
pozitivnog naelektrisanja i pozitivne mase. Dakle, kretanje elektrona na krajevima zona moze
da se posmatra i kao kretanje pozitivno naelektrisanih §upljina [1].

2.1.3 Statistika kvazislobodnih nosilaca

Raspodela elektrona u kristalu po energijama, pri nekoj temperaturi 7', pokorava se Fermi-

Dirakovoj statistici [1,6]:

1
f(E) = =7, (2.17)
e xT + ]

gde fo(F)- predstavlja verovatnocu da je energetski nivo sa energijom £ zauzet. Popunjavanje
nivoa vrsi se prema Paulijevom principu. Kao posledica toga pri nultoj temeperaturi svi nivoi do
nekog odredjenog su popunjeni sa po 2 elektrona, a svi nivoi iznad pomenutog su prazni. Najvisi
popunjen nivo pri T = 0 se naziva Fermijev nivo, a energija koja odgovara tom nivou naziva
se Fermijeva energija Er. Svi nivoi vi§i od Fermijevog su prazni, tako da funkcija raspodele na

apsolutnoj nuli, ima vrednost: L(E) ?
e

1 E < EF ' kgT l

IE)=10  E>Er

Slika 2.1: Fermijeva funkcija
priT=0iT #0

Temperatura pridruzena Fermijevoj energiji naziva se temperatura degeneracije. Elektronski
gas je degenerisan u podrucju gde vazi : T < Tr. Sa porastom temperature jedan deo elektrona
se pobudi i prelazi na viSe energetske nivoe. Verovatnoca nalazenja elektrona na nizim nivoima
E < Ep se smanji, ali se za isto toliko poveéa verovatnoéa nalazenja elektrona na visim nivoima
E > Ep. Granica popunjenosti se rasplinjava za veli¢inu k,T (slika 2.1). Za sve temperature

iznad apsolutne nule uvek vazi f(Ep) = 3"

Verovatnoca nalaZenja Supljina na nekom energetskom nivou jednaka je verovatnodi ne-
nalazenja elektrona na tom nivou: f, =1 - f..

Pri vrlo visokoj temperaturi Fermi-Dirakova statistika prelazi u Bolemanovu, i elektronski
(Supljinski) gas se ponasa kao klasican gas.
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2.2 Spektri i stanja elektrona u neograniéenim kristalima

Ovde su razmotrena neka svojstva elektronskog podsistema idealnog beskonaénog kubnog
kristala polaze¢i od hamiltonijana kvazisloboduih elektrona [7,8] koji u konfiguracionom prostoru
1 harmonijskoj aproksimaciji ima oblik:

H = ZA,; a:;an EI’I ot (L Sy, (2.18)

—-
n 7L m

gde su af i aj - kreacioni i anihilacioni operatori elektrona na évoru i reSetke. Velicina \;
pledstavlja energiju elektrona lokalizovanog na ¢voru 7, a velicine Wy 5 - su matriéni elementi
elektronskog transfera sa ¢vora 7 na ¢vor . Ovde je pretpostavljeno da je broj elektrona po
atomu relativno mali (jedan elektron po atomu) tako da se Kulonova interakcija elektrona moze
zanemariti. U tom slucaju, lako se pokazuje da je hamiltonijan (2.18) ekvivalentan hamiltonijanu
elektronskog gasa u aproksimaciji efektivne mase [6.7):

hAk?

2.1¢
2 m* (2.19)

— P -
H = ZEk azday , Er =
E
Translaciona invarijantnost posmatranog idealnog kristala namece periodi¢nost hamiltonijana
(2.18) koja ima za posledicu da su:
Ap=A, Wia=Wgzz=W: V (i, m) (2.20)
Na osnovu toga, u aproksimaciji najblizih suseda, elektronski hamiltonijan postaje:

— E + §
H = A anznynzanznyn- w nt“y”' Qul-}-l TiyTz + Apy -1 My Nz +

NgNyng NgMNyNz

+ anzny+l,nz + anzny—l,nz + anxnyn;+] + (I’7LI7Ly7€;—l) . (221)

Svojstva posmatranog elektronskog sistema analiziraju se pomocéu antikomutatorske Grinove
funkcije [9,10]

Gan(t) = 0(1) ({an(v), a0} (222
koja zadovoljava jednalinu kretanja:
l A . ~ . + Ny
g p Gam(t) =1h o5 6(t) + O(1) ({[aﬁ, H], (Lm}) _ (2.23)

Za izratunavanje komutatora [az, H] koriste se standardne fermionske komutatorske relacije:

{ans a7+n} O » {a'fia a??x} = {(L;’t’ “’1?1} =0. (2.24)

Tako da jednacina kretanja dobija sledeéi oblik:

th % (-;ﬁ,m(t) =1h it é(i) + A(J'»,'{,ﬁ‘;(t) -

- W (»'7'n~,+1,nyn;;7ﬁ(1') + (;711—],?zy713;7ﬁ(t) + (-;nrny-}-],n;;ﬁ'z(t) + (225)

+ (-;nfny—l,n;;m(t) + (-.’vnlnyn;-'kl;;'?z(t) + ("n‘,;nyn;-—l;??z(t)]
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Posto se radi o beskona¢noj translaciono invarijantnoj strukturi, moguce je izvrsiti potpuni
vremensko-prostorni Furije transform Grinovih funkcija, Kronekerovih simbola i delta funkcije:

, 1 e . R ) =it 5 e
(_Tr,'{ﬂﬁ(t) = W Z/ (l(JJ (I,‘:(UJ) e R (22())
i:; — 00
1 - 1
57‘i7ﬁ - 7\7— EE: eik’(?’i—ﬁi) : 6(” - ;r_ / dw e—iwt , (227)

gde je N = N NyN.. Njihovom zamenom u jednacinu kretanja, dobija se:

, ¥
[hw — A + 2W (cos aky + cos aky + cos ak. )] Gp(w) = Z—L ,
s
, ' 1 T |
odakle dalje sledi G/p(w) = 2% ;J——:—w—z = % E——EL:’ gde
Er= h wp = A = 2W (cos ak, + cos ak, + cos ak:) (2.2%8)

predstavlja zakon disperzije vezanih elektrona [10]. Zakon disperzije slabo vezanih elektrona
(degenerisan elektronski gas), A = 6W je:

gake yaky oy aks
odnosno:
Er .
&r = W o Fhoky + Yk s (2.30)
Fiok, = sin® a‘_ +sin® %ﬁ ; G, = sin® (12 .

2.3 Elektroni u tankim filmovima

Istim pristupom kao kod neogranic¢enih kristalnih sistema moze se doéi do zakona disperzije

u film strukturama’.

2.3.1 Modelni hamiltonijan

Hamiltonijan vezanih elektrona u tankim kristalnim filmovima moze se formirati polazedi
od ,balkovskog” hamiltonijana (2.18), odnosno (2.21). Posto su grani¢ne povrsine filma uzete
normalno na z - pravac, indeks sloja n, - uzima vrednosti n, = 0,1,2, ..., N, , gde je
N. € [2, 20] kod ultratankih filmova. Indeksi n, i n,, koji odredjuju polozaj atoma u svakom
sloju mogu imati proizvoljne celobrojne vrednosti (prakti¢no, od —oo, do +00).

Zarazliku od idealnih beskonaé¢nih struktura, realni kristali ne poseduju osobinu translacione
invarijantnosti. Postojanje izvesnih granié¢nih uslova, jedan je od uzroka narusenja simetrije
[11-13]. Posmatra se idealni tanki film kubne kristalne strukture, nacinjen na substratu nekim
tehni¢ko-tehnologkim postupkom (naparavanjem, spaterovanjem i sl.). Pojam idealni film koristi
se u smislu nenaru$enja kristalne strukture (bez prisustva defekata, primesa i sl.), a ne u smislu
prostorne neogranicenosti [10-13]. Dimenzije filma su takve da je on u XY ravnima beskonacan.

"Filmovi predstavljaju beskonaéne strukture u svim kristalnim ravnima paralelnim dvema grani¢nim povrsima.
koje su normalne na jedan prioritetan pravac u prostoru, duz koga je posmatrani sistem ogranicen.
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a u z pravcima ima konaénu debljinu (L). Znaci da ovaj film poseduje dve beskonaéne granicne
povriine paralelne XY ravnimaitoza: z =012 = L.
Zbog izmenjenih uslova na granicama filma [10-13], uzima se da je:

Ao _g; AGSSN
Anznyo =A (1 +€1) ; Any@]\/} =A (i + 52) 5 (251)

gde je A energija elektrona na ¢voru kod beskonacnog kristala. Povrsinski parametri ¢q i ¢,
(koji mogu biti > 0 i/ili < 0 ) izrazavaju relativnu promenu ove energije na granicama filma.
Matricni elementi elektronskog preskoka sa sloja na sloj [10-13], mogu se izraziti kao:

(0<n-<N;) o (0<n=<Nz;) _ (0<nz<N.-1) _ (1<n-<N:) =W
nznynzgnzil,nyn; - nznynzingnytlm, T NgNyNziManynz+1 NapNyNzingliynz—1 =
Wnrny();nxnyl = W(l + wl) ) WnInyN:—l;nInyN; = W(l + ’1172) (252)
7 (nz<0) _ (n=>N:) =0
NapNyNziNgNynz—1 - NNyl ngnynz+1 = i

gde je W konstanta elektronskog transfera idealnog kristala. Povrinski parametri wy. w,
(mogu biti > 0i/ili < 0) opisuju relativnu promenu matri¢nog elementa elektronskog transfera
(W) izmedju granicnih i njima susednih slojeva filma.

Elektronski hamiltonijan tankih kristalnih filmova moze se napisati u obliku:

H=H.+H,,

N;~2
_ +
HZ - Z Z am,mym; [ A (L77LJ;7”y7n: - W ((Lm;+].mym; + “'mx—l,mymz‘f‘

MMy my=2

+ amwmy+1,m: + “mxmy—l,mz + (memym:+l + (I/Hl_,;'llly’lll_:—]) ] N

H, = Z {a:umyo [(14¢1)A Umgmyo — W(1 + wy )am_rmﬂ] +
Maniy
+ aj'n“nyl [A @mym,1 = W1+ wr Y gmyo = W 2] +
+ aj‘n_rmyNz-—l [A UmgmyNz~1 — W(l + wy )“mxmyN; - W“nmnyN;—z] +
+ @t N, (L4 62) A apmy N, = WL+ w02)a 0, N.<1] — (2.33)

+
- WamzmyO (amx+1,my0 + amx—l,myo “+' amxmy+1,0 + (Lm‘;my—l,()) -

+
- a’mlmyl (am$+1,my1 + Qrnyp—1,myl + U pmy+1,1 + “mxmy—l,l) -

+ .
- a'”la:"”yN:"l ((Lm;+1,myNz—1 + Umy—1,myN:z—1 + Upzmy+1,N:~1 + “numy—l,f\‘:—l) -

aj—nxmyN; (amI-H,myN: + amr——],myN; + am1my+l,N; + (Lm_rmy—l,N;)}

Pomodéu tako definisanog hamiltonijana, mogu se izra¢unati jednocesti¢ne antikomutatorske
Grinove funkcije® (2.22) sliénom mikroteorijskom procedurom kao kod neogranicenih kristala.
Razlika je u tome $to se ovde vrsi vremenska i delimi¢na prostorna Furije transformacija. Pros-
torna Furije-transformacija mora biti delimi¢na (nynyn.) — (ky, ky.n.) jer je posmatrani sistem
ograni¢en duz z-pravca:

00
1 - k L N -
s : —mg)+h —my)] g—iwt b
(-7712713,71;;771 (t) = W dw 61[ wtz(ne—maz)thyay(ny—my)] e W (_1712;7711(/wxq ky,w) s
Ty kfk!!——oo
i ) . 1 1o _, . _ X .
07l17711071y771yb”z7”; — ____T ez[kmtm(nx ma)+hyay(ny—my)] bn;m: , (254)
N,

Y kyky

#Grinove funkcije odredjuju ravnotezina svojstva elektrona u tankim kristalnim filmovima [9].
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(gde je: n; = 0,1,2,..N. i a = ay = a), te zamenom gornjih transformacija u jednacinu
kretanja (2.23) dobija se sistem jednacina :

A ) g .
(0— —=e1)Go+(1+wy) G7 = Ay

W
(I4+w) GotoGr+Gy = K,
Gir+oGr+ Gy = Ky
(—;nz—-l + Y ("n; + (;7l;+1 = 1\:71; (253)
GNn,-3+0GN.—2+Gn.o1 = Kn.—2
(—;Nz—'l +Q(;N:_1 —+—(1+’w2)(1']\-': = KTN;—I
, A , .
(1 +w2) G, -1+ (0 - sz) Gn. = K.
Gde su uvedene oznake:
A
o= ﬁ—;{/— W + 2(cosak, + cosak,) ; (2.36)
th

(;713;7715(kw7ky;w) = (7’7L; 3 ;\tn; - an;,m:

(indeks m. je ,parazitski” [9], pa je ovde izbagen).
Ovaj sistem diferencnih algebarskih jednacina sadrzi N. 4 | nepoznatih Grinovih funkcija:

(o, (1, Gy, ..., Gn,. Na osnovu opstih algebarskih stavova, jasno je da se nepoznate mogu
izraziti kao:
. D,.
(TTLZ = )
DN, +1

gde D, predstavlja odgovarajuéu ,zamensku” determinantu, a Dpn._41 - determinantu sistema.
U cilju odredjivanja elektronskih energija, potrebni su nam polovi Grinovih funkcija [9]. koji
se dobijaju kada iste teze beskonacnosti, $to znaci da mora biti:

Dn.41=0, (2.37)

Determinanta sistema (2.35) moze da se napise u razvijenom obliku:

A A . A
Dn,41(0) = (Q - W51> (Q - —W-62> Pn.-1 — [(1 + wy)? (Q - Wé‘z) + (2.38)

+ (14 wy)? (Q - Wfl)] PNe—z + (14 w1)? (14 wy)* Py._s,

gde je Py, karakteristicni Cebisevljev polinom druge vrste (10].

2.3.2 Zakon disperzije

Uslov (2.37), u opstem slucaju, moze da se resi numericki za zadate parametre E1/2: W1 )
N: [10,13], ali i analiticki kada je: e/, = wy; = 0.
Drugi pomenuti slucaj odgovara film-strukturi ,ise¢enoj” iz beskonaéne [11,12]. Tada je:

sin( N, + 2)¢

- i 0=2cos(. (2.39)
sin

Dn.+1(0) = Pn,4+1(¢) =
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T

Iz uslova (2.37), tj. za Pn,+1 = 0, dobija se: Cu = o132 oo =123, ...,N.+1. Na
osnovu ovoga i jednacine (2.36) sledi: i
hw,=A4—=2W (cos ak, 4 cos ak, — cos(,) , (2.40)
gde je cos(, = —cosak,(v), v=N,+2—-pu, a
12
k(v == ——— 7 v=1,23,....N.+1. 2.41
=(v) Nz Y . -+ (2.41)

Zamenom ovih relacija u (2.38) i uzimajuéi u obzir da je Er(v) = hw, i A = 6W, sledi:

Ex(V) = Frpry + Gr(v) (2.42)
E: , ak, , ak 5 ak.
Ep(v) = ;‘E;) ; hoky = sin® a—z—— + sin? “Ty i Gr.(v) = sin? ¢ fz(l/)

Izraz (2.42) predstavlja zakon disperzije slabo vezanih elektrona u filmu i imna istu formu kao izraz

(2.30) dobijen za idealne neogranicene strukture, s razlikom $to je tamo k. prakticno kontinualno

promenljivo (u intervalu [0, 7/a])? kao $to su k; i ky, a ovde je diskretno - dato izrazom (2.41).
Pored toga, uocava se da je:

. . . T 1

k?zl’l'll, - A:77L17L - 0 . k'i?l'l?t - - > 0 s 2.‘“1’3
¥ Y ' “ a N.+2 ( )

posto je u pitanju tanak film, odnosno: N. < (N, Ny) i:

.o T N.+1 =

k?zl(tl’ —_ k??L(Ll _— k'i?l(l.’l,‘ - — “ < — 2'44
v Y a'’ z a N.+2 "« ( )
[zmedju minimalne i maksimalne vrednosti za k,, pa prema tome i za &z, postoji jo§ N, — l-a

diskretna vrednost.
U skladu sa gore pomenutim, dolazi se do zaklju¢ka da elektronski spektar u tankom filmu
poseduje dva energetska gepa, donji g i gornji h:

s

N.+2

- : 1 2 - I
g= g}nm _ ggnm . ( > — "Zn(u _ g}zuu =h (243)

4
(indeks f oznacava film, a b beskonaénu strukturu). Vidi se da veli¢ine gepova naglo opadaju
sa debljinom filma (kvadratna zavisnost). To znadi da je njihova prakti¢na egzistencija vezana
samo za ultratanke (nano) strukture [2,10-12].
Osnovna posledica postojanja energetskih gepova je ,suzenje” zone dozvoljenih energija elek-
trona:

—_ l m 2 K o
AE:(Ac‘Tf)—(Ac‘Tb)—(g-l-h)_1—;2-<N:+2> . (2.46)

Vidi se da se Sirina energetske zone elektrona kristalnog filma veoma brzo (parabolicki)
priblizava balkovskoj vrednosti, kada se debljina filma poveéava (kada raste NV,).

Rezultati numericke analize [10,13] pokazali su da za neke vrednosti energetskih parametara!
spektar mogucih energetskih podnivoa moze da ,napusti” balkovske granice, kada se javljaju
tzv. lokalizovana energetska stanja elektrona.

Posmatramo samo ,desnu” polovinu spektra (k; > 0, j = z,y, z) znajudi da je on ogledalski simetrican.

%Poveéanjem parametara €12 ceo spektar se pomera ka visim vrednostima energija, pa ¢ak moze da izadje
van najviSe balkovske granice. Poveéanjem parametara w,/, energetski spektar se siri, prema ili van granica
energetske zone idealnog kristala.
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3 Elektroni u superresSetkama

Poslednjih godina sve Siru primenu u nanoelektronici i optoelektronici nalaze viseslojne
poluprovodnicke nanostrukture (nanometarskih karakteristi¢nih dimenzija), tzv. superresetke.
kvantne Zice, kvantne tacke. Razvoj moderne tehnike kristalnog rasta, kao 3to su epitaksija
molekulskim snopom i naparavanje iz metal organskih jedinjenja [2,4] izazvao je moguénost
izrade ovakvih struktura.

Poseban interes za proucavanje superresetki pojavio se nakon otkri¢a da su visokotempera-
turski keramicki superprovodnici izrazito slojevite strukture u kojima je dominantna pojava
periodi¢ni raspored C'uO;y ravni [1,5]. Efekti na kvantnom nivou modifikuju kvazidvodimenzionu
strukturu kristalnog filma [1,2,4] u 3D neograni¢enu strukturu superresetke.

Superreetke su vestacki formirane strukture, periodicne u jednom pravcu, sa periodom koji
dvadesetak puta prevazilazi konstantu kristalne resetke. Postoje dva osnovna tipa superresetke:
dopirane i kompozicione.

Dopirane superresetke dobijaju se periodiénim naizmeni¢nim dopiranjem poluprovodnickog
materijala akceptorskim i donorskim primesama. Usled toga dolazi do krivljenja energetskih
zona i formiranja jednodimenzionog periodi¢nog potencijala. Kompozicione superresetke dobi-
jaju se naizmeni¢nom izradom tankih monokristalnih slojeva dve vrste poluprovodni¢kih mate-
rijala.

U odnosu na kompozicione dopirane superresetke poseduju prednost, jer ne zahtevaju usa-
glasenost resetkinih konstanti. Pored toga one poseduju jos jednu inteteresantnu osobinu: in-
direktni energetski procep u realnom prostoru (elektroni i Supljine su prostorno razdvojeni).
Iz tehnoloskih razloga kod ovih superresetki ne mogu se ostvariti periodi manji od nekoliko
desetina nanometara, dok je to kod kompozicionih moguce. Da bi se dobile dovoljno duboke
jame potrebno je izvrsiti dopiranje vrlo visokom koncentracijom primesa. Kod kompozicionih
superresetki jame se ostvaruju diskontinuitetima provodne (valentne zone), a potrebno dopiranje
je znatno manje. Zbog toga se kompozicione superresetke ceiée primenjuju od dopiranih.

Kod superreSetke, pored trodimenzione zavisnosti potencijalne energije koja se intezivno
menja u okviru konstante resetke, postoji dodatna periodi¢na jednodimenziona zavisnost po-
tencijalne energije koja se vrlo sporo menja na domenu konstante reietke. Ova dodatna sporo
promenjiva zavisnost je uzrok da se dno (vrh) provodne (valentne) zone cepa na niz dozvoljenih
podzona [1,2,4]. Ovako drasti¢no odstupanje strukture provodne (valentne) zone od balkovske
uzrok je da se i makroskopski parametri superresetki bitno razlikuju od balkovskih. Sporo-
promenljiva zavisnost potencijalne energije kod superresetke se moze relativno jednostavno me-
njati, na primer promenom debljine polaznih materijala, a samim tim i makroskopske osobine.
Na ovaj nacin superreSetke predstavljaju nove materijale, ¢ije se osobine, bar u principu, mogu
podesavati u Zeljenom opsegu. Ovo je osnovni razlog proucavanja superresetki (a i ostalih nano-
struktura).

Superresetke se danas primenjuju za izradu:

¢ poluprovodnickih laserskih dioda i lasera,

o detektora infracrvenog zracenja,

e tranizistora sa efektom polja.

Potencijalne primene ovih struktura koje se mogu uskoro ocekivati su:

e infracrveni detektori na bazi unutarzonskih prelaza,

e izvori mikrotalasnog zracenja,

o diode sa rezonantnim tunelovanjem,

e unipolarni poluprovodnicki laseri (sa unutarzonskim prelazima),
elektroopticki modulatori [1,2].
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3.1 Model superresetke

Ultratanke slojevite strukture tipa (AC),,( BC'),,, koje sadrze naizmeniéno m slojeva dvokom-
ponentnog jedinjenja AC i n slojeva jedinjenja BC', duz specificnog pravca rasta, su tipican
primer superresetki [3].

U ovom radu posmatrana je kristalna superresetka formirana od naizmeniéno rasporedjenih
n, slojeva jedne i ny, slojeva druge vrste atoma duz Z pravca, koja je duz X i Y pravaca
neogranicena [14] (na slici 3.1 prikazan je raspored atoma superresetke duz Z-pravca). Da bi bio
moguc spoj slojeva sacinjenih od razli¢itih atoma moraju konstante resetke duz X i Y pravaca,
respektivno, biti jednake, tj. a? = a® = a, i a® = a® = ay, dok duz Z pravca mogu biti razlicite
(a® =a" # ab =abia*?

-
z

y y

= a).

Slika 3.1: Raspored atoma u superresetki

Analizu elektronskog podsistema superresetke zapotinjemo standardnim hamiltonijanom
modelne strukture koji u aproksimaciji najblizih suseda ima oblik [14]:

Nl/yll/2 ng—1
— E § [
i = A a’mﬂnym:m,“'m,,mymzml+
Myfy)z=— z/y/z/2 my=0
Na+np—1 :
b+
+ A amzm mzm amxmymzm: -
Yy ]
my=ngq
nNag—2
a,+
- Z W aynl'ynynlzn“ ((I/mxmymzm;—] + (memym;m;-f-l) -
my=1
Na+np—2
b+ -
- Z W amxmymzml (a777«x7?ly7?l;’nl[—1 + amxmymzm[+l) - (51)
mi=naq+1
+ a
- a'f”x"”y”l:,o (Wamxmymz—l,na-}-n&—l + w Ovmrmymz,l) -

. (we w )
a777/_1;777/y77lz‘71a"‘1 amxmym:,nu—‘z + amrmym;.nu

+ b
- amzmym;,na Wam,mymz‘na-—l + W Qmgmymz,ng+1

+ b
- a’77u77zy7nzﬂza+nb-l (W amxmym;,na+nb—2 + Wamzmymz+1,0> -

- afb +
- Wz/ am,mym;nzl (amx—-],mym;nu + am;-{-],mym;m[) -
afb +
- Wy/ a’mx'rny'm,zn” (a’"l_z?”-y'—l,?nz??l{ + amxmy-l—l,m;mz)] )
.. . . . . . . a/b a/b .
gde su A%* energije elektrona lokalizovanih na kristalnim ¢vorovima, dok su ng/ , Wy/ i Wwerb

energije elektronskog transfera izmedju istih atoma duz X, Y i Z pravaca respektivno; W je
energija elektronskog transfera izmedju razli¢itih atoma duz Z pravea; Mgy, broja¢ atomskog
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¢vora po X, tj. Y pravcu; m, broja¢ polozaja pocetka osnovnog lanca superresetke (duz Z
pravca), a my € [0,n, + 1, — 1] je broja¢ poloZaja évora u osnovnom lancu. Zbog pogodnosti,
hamiltonijan iz gornje relacije pisa¢emo u obliku zbira:

10
H=H+H,~> H, (3.2)
v=3
Pri ¢emu je:
Nayyy=/2 na—1
Hl = Z Z Aaa’j_n:cmym:m,amz’”lym:ml bl
Majy)z=—Nzjys:/21m4=0
Nz/y/z/2 na+np—1
Hy, = Z Z Ab“j_n.,mym:m,amxmym:m; )
My fy)z=— I/y/z/z Mi=MNgq
Napyy=/2 M—2
HB = Z Z Wua;;xmymzmz (a"lx"ly"l:ml—l + (Lmﬂnym;nu«}-l) )
Mayy)z=—Nayys/2m=1
Nl‘/y/l/2 Na+np—2
H4 = Z Z Wbajl-lwmymzml ((1’771.:7715:7?1:”11—1 + (L’numymgml-}—l) .
Mapy)z=—Nyjysa/2m=nat1
Nujyyzl?
H5 = Z a‘jv-LImymz,O (Wa’mxmym:—1.7lu+7£b—1 + I/[/7("am1mym:,1) )
Mafy/z==Nejy/z/2
Nayyy=/2
He = Z aj‘nﬂnwn;,vm-l (Wu“m_rmym;.u(,—'Z + Wv“'rnﬂnymz,u“) .
Mafye="Najy):/2
Najyy=/?
H7 - Z a’j-nxmym:,na (Wa'mxmym;,na—] + Wb(l'mﬂnymz,na-}-l) s
Mafy)z==Nayy/s/2
Nayyy=/2
H8 = Z ajw'm?7ly7n;,n(.+nb_] (Wb(L“L_“nym;,n“+m,~2 + Wa??l;p771y7713+1,0) .
Maty/z="Nrjy)z/2
Niyyi=2
H9 = Z W.’li’l/baj;lx?ny‘[n:'[nl (a?yix—l,mym:m[ + “ml-+1.mymzml) s
Mafy)z==Nasy)=/2
Najyy:/?
Hio = Z Wz;l/ba:L;'rrzwnyn; (Gmxmy—l,m;m; + “mzmy-i-l,mzm[)

Mafy)z==Najy/z/2

Za proizvoljnu funkciju polozaja vaze uslovi ciklicnosti po 2 i y indeksima pomoéu kojih se
dobijaju dozvoljene vrednosti z i y komponente talasnog vektora:

fmzmymzml+N1]y = fmzmym:m[ ) (*33)

na osnovu Cega sledi:
ezNJ‘/yk:z/y‘la:/y - e27ru$/yz. (-5.4)

Na analogan nacin se moZe napisati i cikli¢ni uslov po z koordinati:

fmxmymznq+(na+nb)N: = fmxmym:m; 9 (3-3))
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odakle se dobija:

ei(na—{—nb)N;k;d — e27r1/:i . (j())

Prebrojavanje dozvoljenih vrednosti z komponente talasnog vektora, tj. k, vrsi se brojacem
v, €0,x1,£2,...,£N./2 ¢ime se definidu granice I Briluenove zone duz Z pravca.

N ] (3.7)
: (ng +np)a’  (ng +np)al ’ .

gde je uvedena oznaka @ za srednju vrednost konstante resetke duz Z pravca:

(ng — )a* + (np — l)ab + 2a

3.8
g + 1 ( )

a=

3.2 Jednacine kretanja

Zakon disperzije elektrona moze se naéi standardnim metodom Grinovih funkcija [9]. Ratuna se
jednoéesticna antikomutatorska Grinova funkcija pomocéu predhodno definisanog Hamiltonijana
sistema:

M _ + .
(]”I”y”z”l;’”lz"ly’”l:ml - G(t)({anxny”z"l?(tmxmym;ml}) : (3.9)

U daljem tekstu uzima se da je 7 = (nynyn.n) i m = (mgymymzmy). Jednacina kretanja za
Grinovu funkciju je:

d

lldt

Grn(t) = ihé ()65 + O(1) ({[uﬁ(t), H],afﬁ(O)}) . (3.10)

Drugi deo izraza na desnoj strani jednacine kretanja (3.10) oznaéi¢emo kao:

o) ({lan, H], at})=F. (3.11)
a komutator:
~ A A IU ~
C=Cz=laz, Hl=C1 + ) — Z c,, (3.12)
na osnovu Cega dobijamo:
) 10
F=Fra=00{C ath=R+R-Y F. (3.13)
v=3

Za izratunavanje komutatora [az, H|] koristicemo standardne fermionske komutatorske relacije:
+{ = — + + 4 :
{a'fiv am} = 571’;7?1 ’ {”'7'{7 “:«?’t} = {aﬁv (L,;'l} =0. (3.14)

Dalje se vrsi racunanje komutatora (',:

(= [az, Hi] = A”Z [u.,;“ a}lam] = (3.15)
m

— E + + +
= A [a’m (a, am — amag) + (aﬁ“,;'l - am“ﬁ) (Lm}
m
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Iz 1'9]3“("1.]9 ('5'14) sledi da Je bppnynan Cmemymem; = ~Aymgmymm;Cnngn.n, odnosno
+ - ; _ + o
mamymzmy nanynzng = énlml6nymybn:m;6mn[ a'nznynzn[amlmym:m‘, pa je:

2] - a + ¢
(-‘1 = A Qo vmiymam za'nzn n-ng&mym mzmg+
My zmy Yy Yy

Mgy Mz

‘ + —
+ (2anl-nyn;n¢ (L’”Ll.7”,y7nz7n,l - 6nwm1-5nymyén:m:(snlmg) aml-mym;ml} —

a . . . . . +
A E [2 (bn;vvnl671y?¥ty67bz77lzb”l7nl - (L'IL;?LyR;?l[anLI’nLy’/n;'UL[) +

Mg MyMzmy

¢ + _
+ (Zanzﬂy?l:ma’mzmymzml - 671,77%6nymy671,771:6711711;)] amxmymzml -

_ a § : S S
= A aml-mymzmlbnwmw 6ny1ny6n;m;(‘)mm[ .

Mg My MMy
Poznato je da 0y nyn.nymamymem, »Skida” sumu po mg,my,m.,my isvako m; —n;, (j =
z,y,2,0), te se konac¢no dobija: (] = A%y ynyn,n-  Analognim ra¢unom za ostale vrednosti

komutatora (', se dobija:

(f"Z - Abanznyn;nl s (f’v.’} = Wu(an,nyn;n[—] + “n;xnynzm-%l) .
(:'4 - Wb((l/nznynznl—l + (lfnznyn:nl+]) )

(:v5 = Wan,_-nyn,——l,nu+n¢,+l 6711 o+ Wﬂ(’ﬂgﬂwn;,l 6?14,0 5

CA"G = Waan_rnyn:,na—26n1,na—1 + W(’/nxn!,n;n“bn;,na—I s

(jv7 = [’V“nrnyn:,na-—lénlmu + VVbanxnyn;.nu+1bnl.n“ 5

6'8 = Wbanznyn;‘na+7Lb—26m,na+nb—1 + W“nlnynz-l-l,Oénl,nu—f-nb—l )
CA"Q = W;/b(anz—l,nynznl + anl+l,nyn;nl)bm,ml s

(re’vl() - W;/b(anlny—l,n;n, + (Lnlny+1,n;nl )bnl,m[ .

Pomocu izra¢unatih komutatora mogu se napisati izrazi za svako F, iz jednacine (3.11)

Fl = @(t) ({Cvl’a;t;xvnyvnznu}> = A" e(t)<{anxny"z7tn aj‘n;nwm;nu}) = A" an”y”znmﬁ(t) :
Analogno se dobijaju i ostale vrednosti za F),:
B, = Ab (»;nxnynzn,;ﬁi(t) ’
;o= we (;7L17Ly7137l[-1;7ﬁ(t) + we (;?l;;?Ly7L;7ll+]:7rl(t) s
F4 = Wb (;7zx71y71z711—];77’t(t) + Wb («'ynxnyngu-l-l:ﬁ'z(t) )
F5 = Wém,o(»;n,;nyn:—l,na+71b—-1;77i(t) + we bn[,O (-."nlnyn:,l;?ﬁ(t) i
FG = W* 67”,71“—1 annynz,na-—z;ﬁi(f') + W bnl.n(.—-l (-"ni.nyn:,nu;ﬁ‘z(t) )
F7 = W‘Sm,na Gn,nyn;,n(,—l;m(t) + Wbbm,na (~"n‘l»nyn:,n“+1:17:(1(') )

_ b v .
FS = W 6mma+7lb—l(-771171ynz,na+nb—‘2;ﬁ'z(z) + Wén[»na-l-ng,—l(’n_rnynz+1,0;171(t) )
afb y afb ’
FQ = Wa,»/ 67;[,771,1 (-7n1—],nyn;.m;7?1(t) + Wg,'/ 6111,1711 (~'nx+1nyn;,n[;7ﬁ(t) )
_ a/bge v alb ¢ f
FlO = Wy/ ‘sm,m, (-771_1.,ny--],n;,n,;?ﬁ(t) + Wy/ b’llumz (’7u7ly+1,7l;s"1;’l7l(t) .

Zamenom dobijenih vrednosti u jednacinu kretanja za Grinovu funkciju, dobija se:

Lod
’Lﬁ Ef“ (,17-;'7;1(”

th 67'{77’7, 6(” + Aﬁ(;fi,7ﬁ(t) - W; [(»7'nx+l,nyn:;ﬁ'z(t) + (;7Lx—1,1Ly1Lz:7ﬁ(t)

VV{? [(-;n,tny—{—l,n:;?ﬁ(t) + (7’71_r71y—1,n;;’/7‘1(“] - (516)

v ’
" ﬁ;n_rnyn;np-l(-7nxnyn;m—1;7?z - W?'i;'nxnyn:nl-}-]Gniyzyw.:n[-}-l;m 5

|
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gde su uvedene oznake:

An = A 0< n <my —1
o Ab e < np <ng+ny— 1
Wi = sy 0% Sl (3.17)
z/y W;’ y ne < ny < ng +mny — 1 '
Wwe 1<y <m,—1
Wﬁ';n,;nyn;nl—l = wt ne+ 1< g <ng+mny—1
|94 n; = 0,0 = n,
Wwe 0< ny <my =2
Wﬁ;nl»n nan+1 = I/Vb N S ng < ng+ny — 2
y {
|74 ng=1n,— bt =mn,+mnp —1

Nakon izvrsene vremenske Furije transformacije:

| +00 " 1 t ,
Giam(t) = / dw 7" Gan(w), o) = — / dw o7t (3.18)
o 27
-G
dobija se jednacina kretanja u sledeéem obliku:
1 ih ot .
hw{—’ﬁ;ﬁi = E;éﬁ:ﬁi + Afi(J?‘iwﬁ - (3.19)

i 77l ! 1
- Wg, ((777,1——1 Ny 23700 + (7nz+1 Nynzng; m) - ”/y ((’n;ny—l,n:n[;ﬁi + (—’nl-ny-i—l,n;n,;ﬁi) -

W. W. 1
7"7:;7L1nynznl—-l C’n;nynzn[—l;ﬁ'z ﬁ;nl-nyn;m+] (-'n_;nynzn[+1 RN

Zbog narusenja translacione invarijantnosti posmatranog sistema uvodi se delimi¢na pros-
torna Furije transformacija po indeksima 2,y i z (jer je po indeksu [ translaciona simetrija

narusena)
fﬁ;? N A%v 7 Z fnlm” vi[axk‘x(nw——mz)+ayky(ny—my)+&(n“+n¢,)k:(nz—m;)+J] . (3.20)
% kg kyk.
gde je
1. a%k.(n; — my) , np =y < ng
J = 2. “k' (ng = 1) + ak, , M — My = N, (3.21)
T 3. atki(ng — )+ aks + abk(ng—my —ng) L ne < ng—my < ng + oy -
4. a%k-(ng — 1)+ a’k. gy — 1) + 2ak, N — My = N+ ony,

Tako za n; = 0 jednacina kretanja, nakon izvrsenih transformacija postaje:

ei[a,k—x(vzx —mg)tayk—y(ny—my)t+a(natny)hz(nz—mz)] X

X {[hw — A + W;L ( eial-k_r + e—iuxk,r) + "V”( tayky + (3_““ yky )] (;0;7711_}_ (522)
+ W eik‘;[—(na—l)n“-—(nb—l)ab-20+u“(na——l)+a+ub(nt,~1)](;n +rp=1ymy +
th

+ we za“k,,(” my 2—‘50 m[} =0,
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odnosno (indeks m je ,parazitski” pa se moze izostaviti):

[hw — A" 4 2W0 cos agk, + 2W cos ayky] Go (3.23)

L Cay . th
+ W e_mA:(J'na+nb-1 + W e k:(T’l = 2—60 .
™

Ponavljajuéi isti postupak izracunavanja za svaki sloj, dobija se sistem od n, + n; neho-
mogenih algebarsko-diferencnih jednacina, sa isto toliko nepoznatih Grinovih funkcija:

[hw

[hw

[hw

[hw

[hw

[hw

[hw

[hw

+

A 42 (W;} cos azk, + W,/ cos ayky)] Go +
W(J'n“-f-ng,—le-—Mk: + W“(J’]G‘m ke _ ;—L(S()

T
A+ 2 (W/;L cos agky, + W cos ayky)] Gh +
th

we (Goe-i““kz n Gzei“%z) = b

*
*
*
A 42 (W;f cos azky, + VV{,‘ cos (Lyky)} G2 +
. NpEE ¢ N . NP N 'r
we (("7La—139_2a ke + (717ia—lelll k:) = :;_l“éna-—'l
T
A 42 (WJ” cos apky + W;,‘ cos (Lyky>] Gog—1+
h
z‘ié?e(.—l
2w
Ab 42 (W;’ cos agphy + W,f cos (Lyky)] G, + (3.24)
th
2 e
Al +2 (Wf; cos azk, + W; cos a!,ky)] Ghgt+1 +
th

b - —iabk. ialk.
w (Gnae B o Y ) = z—ﬂéuwl

—1a%k. - Ttk
W(L(J'na—-ze 1a%k + Wz(’vuupmk, —

. ik . b
W (-7’7L(,,—1P' 1k + Wb(,;nu*.](?m k- —

*
*
*
Al 12 <W£ cos agk, + W; cos (Lyky)] Glhatng—2 +
b - — bk~ o ; bk~ Ifl
w ((_7,1“.1.7”,_39 tRs + (17“‘.““,_]9“ “) = ;ﬂ:(ﬁnd{-nb—‘l
Ab 4+ 2 (Wﬁ cos azk, + Wyb cos ayky)] Glgng—1 +

th

by —iabk, v taky
%% ('1”u+7lb"2e teRs + W + (,1()('7‘“l = :Z‘;bna-}-nb—l .

kako indeks [ prebrojava n, + n; neekvivalentnih kristalnih ¢vorova unutar osnoviog lanca
superredetke, postoji samo n, + n; razlicitih transforma Grinovih funkcija. Stoga je pri pisanju
navedenog sistema jednacina iskori§éena relacija:

(3.25)

Bl — 1
Gn,tnynzm+(na+nb) = (-7nlnyn:n[ .
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Uvodeéi sledede smene i pojednostavljenjem modela:

(L“:(Lb:(]:a:a: .
a/b a/b model proste kubne resetke
a;’ =ay =a,=a

A=A, A°=cA,

a a 7b ;
et . War e 3. (3.26)
W W ’ 7% w

F = 2(cos ak, + cosaky) € [-4,4] ,

determinanta sistema se moze napisati u sledecoj formi:

- pav o eiak: 0 ‘ 0 0 | 0 0 e—iak;
o eTiks Pa @ el | 0 0 | 0 0 0
0 aeTith: 5| 0 0 | 0 0 0
— — — ] - - | _ - -
0 0 0 | eiths 0 | 0 0 0
0 0 0 S elehz | 0 0 0
0 0 0 | e—lu.k: PQ | 0 0 0
0 0 0 | 0 3 etk | 0 0 0
_ — — | — — l — — —
0 0 0 | 0 0 | P 3 eltk: 0
0 0 0 | 0 0 l H P—mk; P //j emk‘:
taks —ak,
L e 0 0 | 0 0 | 0 ge ps L,
(3.27)
hw— A hw —eA
gde su p, = ——MW +aF, pg= zw_W__e_ +BF 1 Nip=(ng+ np) X (g + 1)
Nepoznatih n, + ny Grinovih funkcija odredjuju se formulom
. Dy .
G, = DL' . (3.28)

gde je D,,. determinanta promenljive, a ) determinanta sistema. Polovi Grinovih funkcija
pomoéu kojih se odredjuje zakon disperzije elektrona dobijaju se iz uslova da je determinanta
sistema (3.24) jednaka nuli [13].

3.3 Zakon disperzije elektrona

Kako je uslov D = 0 analiti¢ki neresiv, ovde su izvisene numericke analize za neke konkretne
slu¢ajeve. Posmatraju se razli¢ite kombinacije n, i nj, promena odnosa energije trausfera
izinedju i unutar filmova, kao i razlicite vrednosti komponenata talasnih vektora duz = iy
pravaca.

Prilikom dalje analize posmatrane su superresetke izgradjene od filmova (sa n, odnosno n
slojeva) istih atoma gde su A® = AP = A i W = Wb = W, dok je energija transfera elektrona
izmedju filmova razli¢ita od energije transfera unutar filma, tj. W # w.

Na slikama 3.2a-f 1 3.3a-f prikazani su zakouni disperzije elektrona u superresetkama sa fil-
movima razlicitih debljina. Ovde je razmatran samo centar I Briluenove zone gde je I' = 4. jer
je ky =k, =0.
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Ao ho
WA WA

3.5 —’/) 3.5

3.0Ff ; 3.0
25 25 :>

201 20t

1.0t 1.0

0.5 ] 05

| . 1

02 04 06 08 10 02z 04 06 08 10
a) (3,3) kz[/6a] b) (4,4) kz[m/8a]
35[ _ 35
30— 30}
250 T 2.5{——:
2ol 20t
15—\_ S
10} /— 10-_\’_?
05 | 05
02 04 06 08 10 02 04 06 08 10
¢) (5.4) kz[/9a] d) (6,4) kz(m/10a]
35 3 35 g
3.0F -— 3.0;____—__"_________;
25| 25}
2.0< 2.0>{
15} 15F ?
oL 10}
0.5F 0.5 =
02 04 06 08 10 02 04 06 08 10
e) (5.3) kz[n/8a] £ (13) kz[n/10a]

Slika 3.2: Zakon disperzije elektrona za W = 0.5W
(pojava donjeg i gornjeg energetskog gepa i zabranjenih energetskih zona)



Iren Junger: FElektroni u superresetkama, diplomski rad 24

. T2
. S

3

»
' o

02 04 06 08 1.0

ko [n/8a]
b) (4,4)
A
0 1 | 1 l; O | L 1 L ] n l;
02 04 06 08 1.0 02 04 06 08 1.0
kz[n/9a] kz[n/10a]
¢) (5:4) d) (6,4)
ha ko
Wﬂ ﬁ'/ﬂ
4t ; 4t
3t i 3t
2< 2::>
1/ 1
0 L I n 1 A | N |> 0—:—-—:— n ! A 1 . ?;
02 04 06 08 10 02 04 06 08 1.0
kz[T[/8a] kz[ﬂ/loa]
e) (5,3) N @3.3)

Slika 3.3: Zakon disperzije elektrona za W = 1.5W (pojava lokalizovanih stanja)
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Analizom prikazanih grafika uocene su sledece karakteristike zakona disperzije elktrona u
11

superresetkama’".
e U slucaju kada je transfer elektrona izmedju filmova slabiji od transfera unutar filma
(slika 3.2a-f) javljaju se zabranjene energetske zone od kojilh se najniZza i najvisa mogu
(po analogiji sa modelom kristalnog filma [11,12]) nazvati donji i gornji energetski gep.

, hw
Celokupna disperziona kriva lezi unutar balkovske energetske zone (W € [0,4]), tj. dolazi

do suzavanja energetske zone elektrona u superredetki. To je direktna posledica smanjenja
energije elektronskog transfera (5to je pokazano u slucaju kristalnog filma [13}).

e Pri intenzivnijem transferu elektrona izmedju filmova (W > W) dolazi do sirenja ener-
getske zone ([13]) van balkovskih granica i do pojave lokalizovanih stanja (slika 3.2a-f). Za
razliku od modela kristalnog filma [11-13] gde se javljaju diskretna stanja, kod superresetke
egzistiraju kvazikontinualne disperzione podgrane lokalizovanih stanja (ispod domnje i iznad
gornje granice balkovske energetske zone), $to je posledica neograniéenosti sistema i duz
7 pravca. Takodje je uo¢ena pojava zabranjenih energetskih zona.

o U slucaju simetri¢ne superresetke (n, = n, sa istim atomima a = b, slike 3.2a/b i 3.3a/b)

disperzione podgrane se medjusobno spajaju na granici [ Briluenove zone (k. = 5 ). tj.
' ' 2n,a

promenom samo elektronskog transfera izmedju identi¢nih kristalnih filimova ne dolazi do

pojave zabranjenih zona na granici prve Briluenove zone (A" = ————). Osnovni

(ng + ny)i

motiv koji se ponavlja periodi¢no duz z pravca nije vise dvostruki film duzine n,+n, = 2n,.

jer su filmovi medjusobno jednaki. Konstanta periodi¢nosti duz z pravca je duplo kraca
Ng + Ny

2
), graficki prikaz zakona disperzije bi pokazao da se zabranjene

u odnosu na opsti slucaj ( = n,). Redefinisanjem granice prve Briluenove zone

kr;nmzr _
. =

superresetke (

N, Q
zone javljaju za k. = 0 kao i za k. = EI™*, dok bi broj disperzionih grana bio duplo
manji.

e Ukoliko je zbir slojeva filmova n, + 1y neparan (slike 3.2c i 3.3¢ ) dolazi do pojave simetrije
T hw . I .
disperzionih grana u odnosu na tacku (k, = ——— , — = 2), a ukoliko je paran (slike
i 2a(n, + 1) W
h
3.2a,b,d-f 1 3.3a,b,d-f) javlja se simetrija u odnosu na pravu tTw =2.
%7
e Za superresetku sa neparnim brojevima n, i n; dobija se spajanje centralnih disperzionih
grana u tacki (k, = 0, % = 2) ukoliko je ?—I”—j—ll—b parno (slike 3.2e i 3.3e), odnosno
T hw _ . Ngtn o -
spajanje u tacki (k, = ———, = = 2) ako je Po £ neparno (slike 3.2a.f 3.3a.f).
a(ng + np) W 2

Kod superresetke sa parnim brojevima n, i n, pri ¢emu je n, # n;, ne dolazi do spajanja
disperzionih grana kako u centru tako ni na granicama prve Briluenove zone.

"WPored prikazanih ispitani su jos neki slucajevi radi egzaktnije analize.
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Analizom zakona disperzije za k. = k, > 0 nije uocena promena forme i medjusobnog
polozaja disperzionih krivih, ve¢ samo translatorno pomeranje spektra ka visim energijama (iako

su analize izvriene za veéi broj slucajeva graficki je prikazana samo superreSetka n, = n, = 3).

I3 h
U slucaju ky = &k, = T dobija se it € [4,8] (slika 3.4a), dok je za k, = ky = (it € [8.12
v 2(L W v a W/’

(slika 3.4b).

50} 9.0+
kz[nl6a] r kz[ml6a]
4.0 PR R E R S T R 8.0 PN BT U EETR N R RS
02 04 06 08 10 02 04 06 08 1.0
Slika 3.4: Zakon disperzije pri W = 0.5W (a: k, = ky = é—r—, b: ky=ky = E)
a a

3.4 Energetski gepovi i zabranjene zone

Pojava energetskih gepova i zabranjenih zona analizirana je na najprostijemn primeru su-
perresetke (sastavljena od troslojnih filmova istih atoma). Sledeca tabela 3.1 i slike 3.5 1 3.6
daju zavisnost §irina zabranjenih zona i energetskih gepova od odnosa elektronskih transfera
W/W:

KY— 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

W
g || 0.314 1 0.254 | 0.193 | 0.130 | 0.066 | -0.067 | -0.136 | - 0.206 | -0.278 -0.351
fzp || 0.686 | 0.546 | 0.407 | 0.270 | 0.134 | 0.133 | 0.246 | 0.394 | 0.522 0.649

Tabela 3.1: Promena sirine zabranjenih zona za k, = 0 sa promenom odnosa W[W .



Iren Junger: Flektroni u superresetkama, diplomski rad 27

gt/b_
03]
0.2
0.1,

0.0

0.2

0.3

-04.

04 06 08 10 12 L4 WW

Slika 3.5: Zabranjene energetske zone Slika 3.6: Energetski gepovi

Sa ovih slika se vidi da, za posmatranu superresetku, sirine zabranjenih zona linearno zavise
od odnosa W/W. Moze se reéi da je i za energetske gepove ta zavisnost prakticno linearna.



Iren Junger: Elektroni u superreSetkama, diplomski rad 28

4

Zakljucéak

U radu su analizirani energetski spektri elektrona u superresetkama izgradjenim naizmeni¢nim
ponavljanjem tankih filmova istog materijala. IstraZeni su uticaji parametara superresetke

(odnos transfera elektrona i broj slojeva filimova) na energetski spektar elektrona. Na osnovu
ovih analiza doslo se do sledeéih rezultata.

11.

Kao posledica narusenja translacione invarijantnosti duz z-pravca dolazi do cepanja ener-
getske zone (koja je kao i kod neograni¢enih kristala kontinualna) na podzone razdvojene
zabranjenim energetskim zonama.

Kako je duzina motiva koji se ponavlja duz z pravca superresetke veca od medjuatomskih
rastojanja, mora se redefinisati z komponenta talasnog vektora elektrona.

Pri slabijem transferu elektrona izmedju filmova dolazi do suzavanja energetske zone elek-
trona i pojave donjeg i gornjeg energetskog gepa. Sve disperzione grane se nalaze unutar
balkovske energetske zone.

Intenzivniji transfer elektrona izmedju filmova dovodi do Sirenja energetske zone elektrona
u superresetki, van balkovskih granica i pojave lokalizovanih stanja. Disperzione grane
ovih stanja su kvazikontinualne.

U slu¢aju simetri¢ne superresetke (n, = n;) sa istim atomima disperzione grane se medju-
sobno spajaju na granici prve Briluenove zone. Redefinisanjem granice prve Briluenove
zone, ona se povecava dva puta, dok je broj disperzionih grana duplo manji.

Pri neparnim brojevima n, i ny dolazi do spajanja centralnih disperzionih grana u tacki
k., = 0, odnosno k, = k,,0z.

Kod superresetki sa parnim brojevima n, i n, ne dolazi do spajanja disperzionih grana.

Za paran zbir n, + 1, javlja se osna simetrija disperzionih grana u odnosu na sredinu cele
energetske zone.

Pri neparnom zbiru n, + n dolazi do pojave centralne simetrije disperzionih grana.

Pri poveéanju k; i ky dolazi do translatornog pomeranja spektra ka visim energijama. dok
se forma zakona disperzije ne menja.

Sirine zabranjenih energetskih zona i velicine energetskih gepova prakticno linearno zavise
od odnosa elektronskog transfera W/W.
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