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1 U V o d 

Za modernu nauku o mater i ja l ima [1,2] danas je najznacajnije precizno struktnriranje nia-

teri jala do dimenzi ja reda velicine nanometara, ])osel)no na polju elektronike, optoelektronike i 

visokteniperaturske sn])erprovodnosti. Teori jska i eksperiiuentalna ist.razivanja osobina niskodi-

menzionih sistema (snperresetke^ tanki f i lmovi, kvantne zice i kvantne tacke), postala su u 

poslednjoj deceniji veoma intenzivna pa bi se moglo reci da predstavljaju jedan od udarnih 

pravaca istrazivanja i i savremenoj fizici kondezovane materije [2-4]. Razlozi interesovanja za 

ovakve sisteme, kao realnije strnktnre od neogranicenih, sn mnogobrojni. Fenomeni povezani 

sa tako mal im dimenzi jama dovode do pojave novih i drngacij ih, odnosno izmenjenih osobina 

mater i ja la i specificnili pojava [1-5] sto je interesantno ne samo sa fnndamentalnog fizickog 

stanovista, vec sn takve strnktnre od sireg prakticnog znacaja. 

Poseban interes za proucavanjem superresetki pojavio se nakon otkr ica da sn visokotempe-

raturski keramicki snperprovodnici izrazito slojevite strnktnre u koj ima je dominantna pojava 

periodicni raspored CuO-i ravni [5]. Zbog peri(3dicnog yionavljanja osnovnog motiva duz privile-

govanog pravca jav l ja ju se podzone u elektronskom spektru snperresetke [4]. Naglim razvojem 

tehnike njihovog sintetizovanja danas se bez teskoca mogu napravit i snperresetke nanometarskih 

dimenzija. Novije eksperimentalne tehnike kao sto su epitaksija molekulskim snopom i napa-

ravanje iz metal organskih jedinjenja, izvanredno su usavrsene tako da se parametri struktnre 

mogu menjati po voiji [1,4,5]. 

Od velikog znacaja za teoriju cvrstog stanja je ispitivanje udela i ut icaja elektronskog pod­

sistema na fizicke karakterist ike materi jala, jer sn upravo elektroni nosioci svih transportnil i i 

drugih f izicki interesantnih procesa [6-8]. U ovom radu anal izirani su elektronski spektri u kristal­

n im superresetkama. Istrazeni su ut icaj i parametara su])erresetke (odnos elektronskih transfera. 

broj slojeva i x jy kom])onente talasnog vektora) na energetski s])ektar i moguca stanja elektrona 

(promene u zakonu disperzije). 

Pomenuta anal iza vrsena je koriscenjem metoda dvovremenskih temperaturskih Grinovih 

funkcija^ koji se danas veoma cesto koristi u kvantnoj teoriji cvrstog stanja. Zahvaljujuci ugra-

djenoj statistic!, taj metod se uspesno primenjnje kod izracunavanja kako mikroskopskih tako 

i makroskopskih, ravnoteznih i neravnoteznih svojstava kr is ta la [8,9]. Primenjeni metod je 

odabran zbog pogodnosti koje nam nudi definicija polova Gr inovih funkc i ja^ 

D a bi se izncile posebnosti karakter ist ika elektrona u superresetkama, moraju se ])rethodno 

spomennti te iste kara.kteristike u neogranicenim kr ista ln im s t rnktnrama i tankim filmovima"' 

(sto je ucinjeno u glavi 2 ovog rada) i na osnovu toga izvr.siti poredjenje ovih struktura. 

'Ultratanke slojevite strukture tipa (/1C'),„(£(C')„, koje sadrze naizmenicno m slojeva dvokoniponentnog jedi­
njenja AC i n slojeva jedinjenja BC duz specificnog pravca lasta sn tipican jji imer superresetki [3]. 

^Postoje i drugi metodi pomocu kojili se ovaj problem moze tretirati: metod Hajzenbergovih jednacina kre­
tanja, metod malih perturbacija, metod talasnili funkcija i si. [7,S]. 

'Rea ln i delovi polova Grinovih funkcija su proporcionalni energijama elementarnili eksicitacija (pobudjenja) 
koje se javl ja ju u sistemu (odakle dobijamo njihov zakon disperzije), a iniaginarni - reciprocnim vrednostima 
vremena zivota tih ekscitacija. 

' 'Anal iza je sprovedena u ranijim radovima [U)-13] metodom (Irinovih funkcija. 
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2 E l e k t r o n i u k r i s t a l i m a 

Trai is laciona invarijantnost idealnih kristalni l i struktura [1,7] naniece periodican (sa peri-

odom kristalne resetke) oblik mnogini f izickim vel ic inama koje il l opisuju (na primer, periodicna 

raspodela polja i potencijalna energija elektrona). 

,Jedan od glavnih zadataka teorije cvrstog stanja je proucavanje promena diskretnog energet-

skog spektra elektrona izolovanog atoma - pri ])riblizavanjn atoma i obrazovanju kristalne struk­

ture. U ovom i^rocesu periodicno i)olje kr is ta la i interakci ja medjn atomima dovodi do cepanja 

energetskih nivoa elektrona slobodiiih atoma. Posto se kr istal moze tretirati kao gigantski 

molekul, to kvantna stanja elektrona u tom molekulu, zbog P'aulijevog pr incipa iskljucenja. 

moraju bit i okarakter isana razl ic i t im kvantnim brojevima sto ima za posledicu formiranje citavog 

S])ektra energetskih nivoa na mestu jednog nivoa n izolovanom atomu [4,6,7]. Umesto jednog 

energetskog nivoa, jednakog za svih N izolovanih atoma, u cvrstom telu se pojavljuje l \o 

rasporedjenih nivoa, koji obraznju energetsku zonu. Cei)anje energetskih nivoa je najizrazit i je 

za spoljasnje (valentne) nivoe, jer se talasne funkcije spoljasnjih valentnih elektrona snsednih 

atoma medjusobno veoma preklapaju, dovodeci do kolektiviziranosti ovih stanja, kojima se na 

taj nacin atomi povezuju n kr istal - gigantski molekul. 

Ov i kolekt iv iz i rani elektroni, ko j ima se inace opisuju najkarakter ist icni ja svojstva metala, 

nisu vezaii i sa atomima kristalne re.setke i mogu da se jiremestajn po celoj zapreiuini meta­

la. Medjut im, cak i kada elektron napusti atom n kr istalu, on se pod dejstvom priinenjenog 

elektricnog pol ja ne krece slobodno vec je podvrgnut ut icajn kristalnog polja. Ovaj uticaj se 

moze usrednjeno uzeti u obzir nvodjenjem efektivne mase kvazislobodnih nosilaca naelektrisanja 

[1,6.7]. Takodje, zbog specificnosti kretanja elektrona u kristalnom polju, anomalnog ponasanja 

kvazislobodnih elektrona na kra jev ima valentne zone, uvodi se pojam kvazislobodnih nosilaca 

naelektr isanja - .snpljina. 

2.1 Model kvazislobodnih elektrona 

Vel ik i broj vaznih f lzickih osobina mogu se razumeti polazeci od modela sloliodnih elektrona 

po kome se najslabije vezaii i elektroni atoma krecn slobodno po zapremini metala. Valentni 

elektroni postaju provodnici elektr ici teta i nazivaju se provodni elektroni. Sile izmedju provod-

nih elektrona i jona se zanemaruju, t j . smatra se da se provodni elektroni mogu kretati svuda 

u unntrasnjosti uzorka. Ukupna energija je jednaka kinet ickoj, .sto znaci da se potencijalna ne 

uzima u obzir [1,6,7]. K las icna teorija je imala nekohko uspeha, ali i nedostataka. V us])ehe 

spadaju izvodjenje Omovog zakona (j = aE) i izvodjeiije veze izmedju elektricne i toplotne 

provodnosti. Medjut im, totalni neuspeh je dozivela u objasiijenju toplotnog kapaciteta i para-

magnetiie susceptibilnosti provodnih elektrona. Zat im, jjomocn klasicne teorije ne moze da 

se objasni postojanje dugog slobodnog puta elektrona. Pomennte pojave uspesno se opisuju 

pomocu modela kvazislobodnih elektrona. 

2.1.1 Energetske zone 

Nalazenje egzaktne kvant i tat ivne teorije predstavlja vazan, ah do sada neresen problem 

teorije cvrstog stanja. Zato se pribegava odredjenim a])roksimacijama, od kojih je jedna aproksi-

i i iac i ja kvazislobodnih elektrona u kr is ta lu. T u se n nultoj aproksii i iaci j i elektron ])osinatra kao 

Slobodan dok se periodicno kristahio polje tret i ra kao perturbacija (odnosno kao malo narusenje 

unite energije). 

Dozvoljene vrednosti energije .slobodnog elektrona se protezn neprekidno od nula do besko-
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nacno: 

E = f - = - , p = hk, k= — , (2.1) 

gde je k intezitet talasnog vektora slobodnog elektrona. Izraz pokazuje parabolicnu zavisnost 

izmedju energije i talasnog vektora slobodnog elektrona. 

Elekt roni ne mogu posedovati sve vrednosti energije n kr is ta lu, tako da iz parabolicne krive 

E { k ) moraju bit i iskl juceni delovi koji odgovarajn zabranjenim zonama. Granice dozvoljenih 

zona moguce je formalno odrediti posmatranjem difrakcije elektronskih talasa na kristalnim 

ravnima, koja se ostvaruje shodno Bragovom zakonu: iiX = 'IdsinO. Posmatranjem upadnog 

elektronskog talasa sa pravcem prostiranja normalnim na yiomenute kristalne ravni . za slucaj 

kubne resetke [d = a, gde je a - parametar re.setke) dobija se iz Bragovog zakona A — — . Ovo 
n 

je talasna duzina elektronskih talasa koji bivaju reflektovani od kr istalnih ravni , odnosno koji 

se ne mogu prostirat i kroz kr is ta l . Ona odredjuje i vrednosti talasnog vektora koje elektron ne 

moze imat i u kr is ta lu: 
27r n-K 

k= — = — , 7i = ± l , ± 2 , . . . (2.2) 
A a 

U okolini zabranjenih vrednosti k = ±— , ± — , . . . zavisnost energije od talasnog vektora 
a a 

E ( k ) odstnpa od parabohcnog oblika i dolazi do forndranja zabranjenih zona AEq , AE2 . . . . 

Oblast i vrednosti talasnog vektora k pri ko j ima se energija elektrona E menja neprekidno, 

a na granicama dozivl java prekid, nazivaju se Br i luenovim zonama. 
Oblast n ^--prostoru izmedju i H— se naziva prvom Bri luenovom zonom. Zbog peri-

odicnosti k r is ta la fizicki su neekvivalentne samo tacke reciprocnog /j-prostora koje pripadaju 

prvoj Bri luenovoj zoni, dok su fizicki ekvivalentne sve vrednosti talasnog vektora k' i k koje se 

razl ikuju za vektor translacije reciprocne resetke A': k' = k + A ' , gde k pri j iada prvoj Bri lue­

novoj zoni. U jednodimenzionom slucaju intenzitet vektora A' je celobrojni umnozak intenziteta 

pr imit ivnog vektora reciprocne re.setke [1,7,8], pa se stanja elektrona sa vrednostima talasnog 

vektora inteziteta k i talasnih vektora inteziteta k' (k' = k + ii— , 11 = 0 , ± 1 , ± 2 . . . . ) fizicki ne 
a 

razl ikuju. To daje mogucnost da se sve Bri luenove zone svedu na prvu zonu. 

Za kr is ta l konacnih dimenzi ja Born-Karmanov i cikl icni uslovi [1,7,8] daju diskretne'^ vred­

nosti kvazitalasnog vektora unutar prve Bri luenove zone: 

27r 77, 
k = — - r f , i = 1 , 2 , 3 , (2.3) 

gde je Hi ceo broj . U svakoj dozvoljenoj zoni postoji N energetskih nivoa (A'-broj atoma u 

kr is ta lu) koj i odgovarajn vrednostima kvazitalasnog vektora u prvoj Bri luenovoj zoni: 

^ • = - ^ ,77, = 0, ± 1 , ± 2 , . . . ± ^ , (2.4) 

rasporedjenih ravnomerno sa medjnsobnim razmakom A A; = — - . Na svakom od N nivoa mogu 
. . . . . . A a _ , 

se nalazi t i po 2 elektrona sa suprotno orijentisanim spinovima - u zoni kr is ta la moze bit i najvise 

2A^ elektrona. 

S i r ina dozvoljene zone se moze proceniti pomocn Hajzenbergove relacije neodredjenosti: 

AEAt'-^h. (2.-5) 

' U slucaju kristala dovoljno velikih razmera moze se siiiatrati daje k, kvazineprekidno [1]. 
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U izolovanom atomn srednje vreme zivota elektrona n pobndjenom stanjn je r ~ 10~'^s sto za 

sirinu energetskih nivoa daje AE ~ 10~^ eV. 

I ' tokn obrazovanja cvrstog tela elektroni se kolekt ivizirajn prohazci kroz potencijalne barijere 

tnnel efektom. Prozracnost pravongaone barijere'" se procenjnje kao [1]: 

D ^ exp (-^J'lm^iUo - E)) , (2.6) 

gde sn: UQ — E - v is ina barijere koja je za valentne elektrone reda velicine energije jonizacije 

atoma ( ~ 10 e V ) , d - s i r ina barijere koja je srazmerna periodn kristalne resetke ( ~ 10"^*^ m) . 

Ako se brz ina elektrona u atomn proceni kao 

2E r?n^l-^ . m 
v = J — ^ J — ^ i O ' ' - , (2.7 

V V 711^ s 

to za jednu sekimdu elektron ndari — ])nta n barijern (/ ~ 10"̂ * '̂ m - .sirina potencijalne jame) . 

pa je ncestanost prolaska kroz bari jern: 

/ 2d 
/ = y / ; = y e x p - — / 2 m e ( f / o - ^ ) • (2.8) 

Srednje vreme pripadanja elektrona datom atomn je 

T = 7 = - exp ('^j2m,{Vo - E) 

tako da se za sirinn dozvoljenih zona dobija 

lO-'-'^s , (2.9) 

A £ ~ - ~ l e V . (2.10) 
r 

S i r ina unntrasnj ih dozvoljenih zona je manja od sirine spoljasnjih dozvoljenih zona zbog 

naglog skoka visine potencijalne barijere. Na osnovn sirine dozvoljene zone moze se proceniti 

rastojanje izmedjn snsednih energetskih nivoa n njoj. U svakoj zoni postoji N nivoa (:V « 

lO^^cm""'^) tako da je rastojanje izmedjn snsednih energetskih nivoa u dozvoljenoj zoni reda 

velicine 10~^^ eV po cm'^ materi jala. 

S i r ina zabranjenih zona je reda vehcine dozvoljenih zona. Posto vi.se energetske zone imajn 

vecn sir inu od n iz ih , rastojanje izmedju njih je manje dok je za nize zone situaci ja obrnuta. 

Energi ja koju elektroni sticu pod dejstvom spoljasnjeg izvora strnje je reda vehcine 10"^'* eV 

tako da oni veoma Iako mogu ostvarit i unatarzonske jjrelaze. P'otrebne energije za medjuzonske 

prelaze su reda velicine nekoliko eV , koje se mogu ostvarit i tek ])ri iznzetno velikoj razlici po­

tencijala {U K 10 k V ) . Dakle, pri dejstvu spoljasnjih cini laca premcstaju se elektroni unutar 

dozvoljene zone i l i oni koj i steknu dovoljno energije za medjuzonske prelaze iz valentne u dozvo-

Ijenu provodnu zonu. 

Prema vehcini energetskog procepa materi jal i se dele na provodne i na neprovodne [1..5]. 

Provodni materi jah imaju nezauzete energetske nivoe koji leze neposredno iznad zauzetih 

valentnih nivoa. Postoje dve vrste provodnika: 

• Provodnici prve vrste - kod kojih je valentna zona do pola ])0 ] ) nn jena . 

• Provodnici druge vrste - kod kojih dolazi do prekrivanja valentne i provodne zone. 

Neprovodni materi jah su oni kod kojih je valentna zona u potpunosti popunjena. Prema 

velicini energetskog procepa oni se dele na: 

• Dielektr ike - kod koj ih je s i r ina energetskog procepa veca od 3.5 eV . 

• Polnprovodnike - kod koj ih je s i r ina energetskog procepa manja od 3.5 eV. 

' 'Relat ivni odnos propustenog i upadnog elektron.skog fluksa. 
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2.1.2 Brzina, ubrzanje i efektivna masa 

Kako kvazislobodni elektroni n nietaln cine degenerisan gas, odnosno, podvrgavaju se kvant­

noj Fermi-Dirakovoj stat ist ic i , potrebno je napnstiti kkasicnn predstavn elektrona kao cestice i 

posmatrat i njegovu dualnu (cesticno-talasnn) kvantnornelianickn prirodn [1,5-8]. 

Pogodan nacin pr ikazivanja elektrona je u vidn talasnog paketa gde je cesticni aspekt elek­

trona izrazen njegovom lokalizacijom n intervalu gde je rezidtnjnca ampl i tnda talasnog paketa 

razl ic i ta od nide. Srednja brz ina elektrona je odredjena grnjinom brzinom talasnog ])aketa: 

diy du} 1 „ r 

Sa drnge strane, brz ina prira.staja energije elektrona, pod dejstvom neke spolja.snje sile F, u 

kr ista lu je jednaka: 
dE 
- - = F-v, (2.1-2) 
dt 

pa se na osnovn toga dobija izraz za nbrzanje elektrona: 

a = 
dv d / I dE\ 0'^E{k) E 

dt dt \h dkJ ti^ dkdk m. 
^ E = — , (2.13) 

gde vel ic ina - i — predstavl ja tenzor reciprocne efektivne mase: 

f \ d'^Eik) 
- y )J ; a,ii = x.y,z. (2.14) 

Posebno je interesantna pr imi t ivna kubna re.setka kod koje se uislov da vektor k pripada 

redukovanom podrucjn svodi na 

- - < A'a < - a = :; ; , ( / .2 . (2.15) 
a a 

Z a ovakvu resetku tenzor reciprocne efektivne mase je simetrican i ima medjusobno jednake 

dijagonalne komponente. Ukoliko se ta osobina tenzora primeni na izraz (2 .13) , odnosno (2 .1 ) , 

dobija se zakon disperzije istog oblika kao i kod slobodnog elektrona, ali sa efektivnom masom 

7/1*: 

2777* 

Smisao uvodjenja efektivne mase sastoji se u tome da se slozeni zakoni kretanja u kr istalu mogu 

formalno svesti na zakone klasicne fizike. Znaci , posredstvom efektivne ma.se je uracunato rezul-

tujuce dejstvo periodicnog elektricnog polja kristalne resetke na jedan kvazislobodan elektron. 

Zavisno od zakrivl jenosti energetske povrsine, efektivna masa moze da bude negativna ili po-

z i t ivna (sto odgovara elektronima i l i supl j inama, respektivno). Ubrzanje nosioca naelektrisanja 

u kr istalnoj resetki odredjeno je , ne slobodnom elektronskom masom, vec skupom velicina ( 2 . 1 4 ) 

koje se menjaju pomeranjem elektronskog stanja u ])rostorn talasnog vektora. Efek t ivna masa 

elementarnil i nosioca naelektr isanja je pozi t ivna oko sredine, a negativna pri kra ju redukovanog 

podrncja. 

Ove anomalne oblasti (?7i* < 0) mogu da ,se objasne posmatrajuci kretanje elektrona pod dej­

stvom konstantnog spoljasnjeg elektricnog polja E . Ako je pre nkl jucenja polja E njegova ener­

gija bi la jednaka null ( t j . nalazi se u centrn Bri luenove zone), posle prikl jucenja E , na elektron 

pocinje da deluje konstantna si la -eE, pa kvazi impnls elektrona l inearno raste sa vremenom. 
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Svaki put kada elektron dostigne granicn Bri luenove zone A,' = +n/a njegov kvazi impnls se 

skokovito menja u suprotni (k = - 7 r / a ) . Takvu skokovitu promenn dozivl java i brzina elektrona: 

pozi t ivnim vrednost ima brzine odgovara kretanje elektrona u pravcu delovanja sile, a negativnim 

nasuprot delovanju te sile. Dakle, kretanje elektrona u kr istalu ima oscilatorni karakter. Oblasti 

negativne mase odgovarajn sitnacij i da se elektron usporava iako na njega deluje spoljasnja si la 

sa teznjom da mu poveca brzinu {k' < k < IT/a), odnosno ubrzava iako spoljasnja si la tezi da 

mn smanji brzinu ( — ir/a < k < — k ' ) . Medjut im, u toj oblasti faznog A;-prostora negativno 

naelektrisani elektron negativne mase, moze da se tret ira kao pozit ivno naelektrisana cestica 

pozit ivne mase - .supljina koja se krece u skladu sa delovanjem polja +cE. Prema tome, vidi se da 

se stanje u zoni moze opisati prisustvom kvazicestice koja poseduje istu kolicinn naelektrisanja 

kao i elektron, samo suprotnog predznaka. T i m kvazicesticama pripisani su talasni vektori 

nezauzetih kvantni l i stanja, pa se nazivaju su])l j inama. Njihov smer kretanja u spoljasnjem 

polju je suprotan od smera kretanja elektrona. Promena predznaka naelektrisanja ne utice na 

izraz za ubrzanje ako se istovremeno promeni i predznak efektivne mase. Kako je masa elektrona 

pri vrhu zone negativna, efektivna masa suplj ina je pozi t ivna. Znaci , .snpljine su kvazicestice 

pozit ivnog naelektr isanja i pozit ivne mase. Dakle, kretanje elektrona na kra jev ima zona moze 

da se posmatra i kao kretanje pozit ivno naelektrisanih .snjiljina [1]. 

2.1.3 Statistika kvazislobodnih nosilaca 

Raspodela elektrona u kr istalu po energijama, ])ri nekoj tem])eraturi T, pokorava se Fermi-

Dirakovoj stat ist ici [1,6]: 
1 

ME)=-T^^ , (2.1 
e '.T + 1 

gde f e [ E ) - predstavl ja verovatnocn da je energetski nivo sa energijom E zauzet. Popunjavanje 

nivoa vrsi se prema Paul i jevom ])r incipn. Kao i)osledica toga ])ri nultoj temeperaturi svi nivoi do 

nekog odredjenog sn popunjeni sa po 2 elektrona, a svi nivoi iznad pomenutog su prazni. Najvisi 

popunjen nivo pri T = 0 se naziva Ferndjev nivo, a energija koja odgovara tom nivou naziva 

se Fermijeva energija E p . Sv i nivoi visi od Fermijevog su prazni, tako da funkcija raspodele na 

apsolutnoj nul l , ima vrednost: f ( E ) 

fe{E) = 
E < Ep 

E> Ep 
r = O K 

Slika 2.1: Fermijeva funkcija Ep E 

pri T = 0 i T / 0 

Temperatura pr idrnzena Fermijevoj energiji naziva se temperatura degeneracije. Elektronski 

gas je degenerisan u podrucjn gde vazi : T < Tp. Sa porastom temperature jedan deo elektrona 

se pobndi i prelazi na vise energetske nivoe. Verovatnoca nalazenja elektrona na nizim nivoima 

E < Ep se smanj i , al i se za isto toliko poveca verovatnoca nalazenja elektrona na visim nivoima 

E > E p . Gran ica popunjenosti se raspl i i i java za velicinu k^T (s l ika 2.1). Z a sve temperature 

iznad apsohitne nule uvek vazi f ( E p ) = -. 

Verovatnoca nalazenja supl j ina na nekom energetskom nivou jednaka je verovatnoci ne-

nala ienja elektrona na torn nivou: /p = 1 - f ^ . 

P r i vr lo visokoj temperatnri Fermi-Dirakova stat ist ika prelazi u Bolcmanovn, i elektronski 

(.supljinski) gas se ponasa kao klasican gas. 
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2.2 Spektri i stanja elektrona u neogranicenim kristalima 

Ovde su razmotrena iieka svojstva elektronskog podsistema idealnog beskonacnog kubnog 

kr is ta la ])olazeci od hamil toni jana kvazislobodnih elektrona. [7,<S] koji u konfiguracionom prostoru 

i harmonijskoj aproksimacij i ima oblik: 

n n,m 

gde SU at i a,-^ - kreacioni i anihilacioni operatori elektrona na cvoru n resetke. Vehcina 

predstavl ja energiju elektrona lokalizovanog na cvoru ft, a velicine M v̂t.vn " sn matr icni elementi 

elektronskog transfera sa cvora it na cvor m. Ovde je pretpostavljeno da je broj elektrona po 

atomu relat ivno mal i (jedan elektron po atomu) tako da se Knlonova interakci ja elektrona moze 

zanemari t i . U tom slucaju, Iako se pokazuje daje hamiltonijan (2.1.S) ekvivalentan hamiltonijanu 

elektronskog gasa u aproksimacij i efektivne mase [ 6 , 7 ] : 

k 

Translaciona invari jantnost posmatranog idealnog kr is ta la namece peiiodicuost hamiltoni jana 

( 2 . 1 8 ) koja ima za posledicu da su: 

A , , = A , Wr,,n = W,^,n = ^ • V (n, m) ( 2 . 2 0 ) 

Na osnovu toga, n aproksimacij i najbl iz ih suseda. elektronski hamiltoni jan ])ostaje: 

ILx lt.y ft.; 'tlx '̂-T/̂ ^C 

+ 0'n-cny + \,n: -\- 0'n^ny-\,nz '^nxnyii. + l -\- (hixnyii.-l) • ( 2 . 2 1 ) 

.Svojstva posmatranog elektronskog sistema anal iz iraju se pomocu antikomutatorske (ir inove 

funkcije [ 9 , 1 0 ] 

GnAt) = ( { « n ( ^ ) , 4 ( 0 ) } ) ' ( ^ - 2 2 ) 

koja zadovoljava jednacinu kretanja: 

^ GnAi) = ^s™ m + 0 ( 0 ({[«,T, H], a + } ) . ( 2 . 2 . 3 ) 

Za izracunavanje komutatora [a,t, H] koriste se standardne fermionske komutatorske relacije: 

{ a , t , a t } = Sii.n , (hti) = { a t , a t } = 0 . 

Tako da jednacina kretanja dobija sledeci oblik: 

- w Gn,^ + l,ny7i.;m{t) + ^^Ai,: - 1,7ij;«z ;TO (^ ) + n^ny + \{t) + ( 2 . 2 . ' ) ) 

+ (- ( 0 
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Posto se radi o beskonacnoj translaciono invari jantnoj s t rnktnr i , moguce je izvrsi t i potpuni 

vremensko-prostorni Furi je transform Grinovih funkcija, Kronekerovih simbola i delta funkcije: 

+ 0 0 

k - t X ; 

gde je yV = NxNyN,. Njihovom zamenom n jednacinu kretanja, dobija se: 

[hu! — A + 2W (cos ak^ + cos aky -(- cos akz)] = — , 

odakle dalje sledi G V ( t c ' ) = — = , gde 
' 2TT UJ-LO^ 2TT E - E ^ ^ 

Ej: = h ijj: = A - 2W (cos aAv -|- cos aky + cos ak^) (2.28) 

predstavl ja zakon disperzije vezanih elektrona [10]. Zakon disperzije slabo vezanih elektrona 

(degenerisan elektronski gas), A = 6W je: 

E. = AW f.sin^ ^ + sin^ ^ + sin'^ -
V 2 2 2 

odnosno: 

(2.29) 

•^/.•^/l-y = sm — + s in ; (^k, = sm — , 

2.3 E l e k t r o n i u t a n k i m filmovima 

Is t im pristupom kao kod neogranicenih kr istalnih sistema moze se doci do zakona disperzije 

u fi lm strukturama^. 

2.3.1 Modelni hamiltonijan 

Hamil toni jan vezanih elektrona n tankim kr ista ln im filmovima moze se formirati polazeci 

od „ba lkovskog" hamil toni jana (2 .18) , odnosno (2.21). Po,sto su granicne povrsine filma uzete 

normalno na z - pravac, indeks sloja - uz ima vrednosti 7 i , = 0 , 1,2, . . . , A ; , gde je 

N~ e [2, 20] kod ul t ratankih filmova. Indeksi i iiy, koji odredjuju polozaj atoma u svakom 

sloju mogu imat i proizvoljne celobrojne vrednosti (prakt icno, od - 0 0 , do + 0 0 ) . 

Za raz l iku od idealnih beskonacnih struktura, realni kr istal i ne poseduju osobiiiu transiacione 

invari jantnosti . Postojanje izvesnih granicnih uslova, jedan je od uzroka narusenja simetrije 

[11-13]. Posmatra se idealni tanki film kubne kristalne strukture, nacinjen na substratu nekim 

tehnicko-tehnoloskim postupkom (naparavanjem, spaterovanjem i s i . ) . Pojam idealni film koristi 

se u smislu nenarusenja kristalne strnktnre (bez prisustva defekata, primesa i s i . ) , a ne n smislu 

prostorne neogranicenosti [10-13]. Dimenzije filma su takve da je on u XY ravn ima beskoiiacan. 

' 'Fi lmovi predstavljaju beskonacne strukture u svim kristalnim ravnima paralelnim dvema granicnim povr.sima. 
koje su normalne na jedan prioritetan pravac u prostoru, duz koga je posmatrani sistem ogranicen. 
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a 11 z pravcima ima konaciiu debljinu (L). Znaci da ovaj film ])osednje dve ijeskonacne granicne 

povrsine paralelne XY ravn ima i to za: z = 0 i z = L . 

Zbog izmenjenih nslova na granicama filma [10-13], nz ima se da je : 

An,,nyO = A (1 + £ i ) ; An^UyN, = A ( 1 + 5-2) , (2.31) 

gde je A energija elektrona na cvorn kod beskonacnog kr ista la. Povivsinski parametri £\ 82 

(koj i mogn i i i t i > 0 i / i h < 0 ) izrazavajn relativnn promenn ove energije na granicama filma. 

Matr icni elementi elektronskog preskoka sa sloja na sloj [10-13], mogn se izrazi t i kao: 

( 0 < n . < A f . ) ^ ^ (0<n. .<yV,) ^ (0<n,<N,-\) ^ ^ (1<7».<A'.) ^ 
Jii;ij,n.;7i,T±l,7ij,jj; nxnynz;nxny±.\,nz nxnynz\nxnyn:\\ — \

l ' ^ n . n , 0 ; n , „ , l = VK( 1 + W l ) ; Wn^UyNz-lva^UyNz = H^( 1 + ' " 2 ) (2.32) 
w ( » . < 0 ) ^ ( » . > N . - ) ^ n 

) i x « ! / " j ; n i ' l ! / " ; - l ' i j . " j , ' " i : ' / i : i , ) i i , » i r + l ' 

gde je W konstanta elektronskog transfera idealnog kr ista la. Povrsinski parametri w\. w-2 

(mogn bit i > 0 i / i h < 0) opisujn relat ivnn promenn matricnog elementa elektronskog transfera 

{W) izmedju granicnih i n j ima snsednih slojeva filma. 

Elektronski hamiltoni jan tankih kr istalnih filmova moze se napisati u obl iku: 

H = H, + Hy , 

Nz-2 

^ 2 = XI E ^'•tixmyniz [ « ' H i m ; , m . - - ( « , „ ; , - H ,m^7,i; + «7n.,-1 .m^ju., + 
mx'iny 7(i. = 2 

"I" (''inxmy + \,mz "I" ('•mxiny — \,7)i~ "1" (^inxmymz + \" ̂ hiixiny-inz — '^) ] ' 

E {^tixinyO [(1 + £ l ) ^ «7U,7U,0 - M (̂ 1 + W l )«7u , „ . , , l ] + 

7111,2 + <.7Uj, i a7,7,7n„i - 14^(H- wi)a,„^,„j^o - Wa.^x 

+ «7t,7„„7V,-l [ ' ^ «7,i,7n,yV.—1 -W(\+ W2)a,„^,„^iy^ - Wa,„^,„^Nz-2] + 

+ « m . „ i „ N . [ ( i + ^ i ) ^ « m , . m , N , - 14^(1 + U '2 )a ,u ,7u ,A ' , - l ] " (2.33) 

IxI'lyJ^z-

''itixtnyNz 

~ ^^'^"•rnxViyO («7»: , + l , 7 n j ; 0 + a,nx-\,myO + (hnxniy + lfl + a,nxmy-l,o) " 

~ ^^''nixmyl {(imx + l,7ny-i + a 7 n i - l , 7 7 i j , l + a 7 7 i i . 7 n ^ - | - l , l + « 7 ; i ^ ' m s , - 1 , 1 ) -

~ ^^tixniyNz-X {('"inx + l,myNz-'l + a 7 H ^ ^ . - l , 7 n ^ A ' , . - l + « 7 M ^ 7 / I 1 , A , , - 1 + "-nix my-l ,Nz-\) " 

~ ^•^''"7t^77ij,Af., {(''mx + l,myNz + <^mx-\,myNz + ^^mxmy + \,Nz + «7, i , ,7n j , - 1 , J } • 

Pomocn tako definisanog hamil toni jana, mogn se izracunati jednocesticne antikomutatorske 

Grinove funkcije^ (2.22) slicnom mikroteorijskom procedurom kao kod neogranicenih kr istala. 

Raz l i ka je u tome sto se ovde vrsi vremenska i delimicna prostorna Furi je transfori i iacija. Pros-

torna Furi je-transformaci ja mora bit i del imicna [n^-iiyn,) (A.^., ky, n~) jer je posmatrani sistem 

ogranicen duz ^-pravca: 

oo 

OnxUynzMi) = TfKrT. I f/ĉ  e'[^-^^"^("-"'^)+'^^"^<"^-"'«)l e- ' - 'GV,; „ , . , ( fc , , A : , : - . • ) , 
I . 1. J 
'^x'^y^O^i 

S S S - — ^ pi[kxax(nx-mx) + kyay{ny-my)] c f 2 34 i 
"7ll-7li^<'7lj,77lj, 071^771- — AT AT 2^ ^ <'7ir7H- , [^-J^) 

^^^^^y kxky 

'Grinove funkcije odredjuju ravnotezna svojstva elektrona u tankim kristalnim filmovima [9]. 
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(gde je: 7i~ = 0,1,2, ...N~ i = Uy = a), te zamenom gornjih transformacija n jednacinu 

]\retanja (2.23) dobija se sistem jednacina : 

A 

(e - ) Go + (1 + ^ " 1 ) G ' l = AJo 

(1 + u ' l ) Go + e G\ G2 = ' ^ ' i 

G\ Q G2 + G:] = K.2 

Gnz-\ 0 Gn. + Ga.-\-\ l^n-_ (2.3.5) 

GNZ-2 + Q GNZ-1 + (1 + « ' 2 ) GN,_ = A . ' A ' , - ! 

A 
( 1 + W2) (TNZ-\ ( C - 777-2) G'A ' . = A..:v. 

Gde su uvedene oznake: 

u; A 
£» = / i — - — + 2 {cosak,. + cosaky) ; 

2x14 

(2.36) 

(indeks je „pa raz i t sk i " [9], pa je ovde izbacen). 

Ovaj sistem diferencnih algebarskih jednacina sadrzi + 1 nepoznatih Gr inovih funkcija: 

G 'o , G-[, G ' 2 , • • • , G'A? , . Na osnovn opstih algeljarskih stavova, jasno je da se nepoznate mogu 

izrazi t i kao: 

'•-'uz - ::f, . 

gde Dn, predstavl ja odgovarajncu „ zamensku" determinantu, a Djw,+t - determinantu sistema. 

U cil ju odredjivanja elektronskih energija, j jotrebni su nam polovi Cirinovih funkcija [9], kcjji 

se dobijaju kada iste teze beskonacnosti, sto znaci da mora biti: 

VNZ+I = 0 , 

Determinanta sistema (2.35) moze da se napise u razvijenom obl iku: 

(2.3^ 

/ A \ A \ 0 f A \ 
[^+w,]- [Q- —62]+ ( 2 . 3 S ) 

V W J 

f A \ 

/ J 
TNZ-2 + (1 + t / ' l ) ' (1 + W2f VNZ-3 , 

gde je V N . karakter ist icni Cebisevljev polinom druge vrste [10]. 

2.3.2 Zakon disperzije 

Uslov (2.37) , u opstem slucaju, moze da se resi numericki za zadate parametre ^ | / 2 , w ' i / 2 i 

iV, [10,13], ali i anal i t icki kada je: £ 1 / 2 = ' " ' 1 / 2 = 0-

Drugi pomenuti slucaj odgovara f i lm-strukturi ,,isecenoj" iz beskonacne [11,12]. Tada je: 

(2.39) 
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Iz uslova (2.37) , t j . za VN,+I = 0, dobija se: (// = ' ] ^ ~ ^ - = 1,2,3, . . . ,N, + 1. Na 

osnovu ovoga i jednacine (2.36) sledi: 

h u!f^ = A - 'IW (cos aA-v + cos aky - cos ) , (2.40) 

gde je cos = — cos ak,(i/) , i/ = + 2 - /.i, a 

''^^("^ = I jr+2 ' . . . , y V . + l . (2.41) 

Zamenom ovih relaci ja u (2.38) i uzimajuci u obzir da je Ej:(i^) = hui^, i A = 614', sledi: 

^ , , ( / y ) = J - , ^ , ^ + a,J/ . ) , (2.42) 

Izraz (2.42) predstavl ja zakon disperzije slabo vezanih elektrona u hlmn i ima istu formu kao izraz 

(2.30) dobijen za idealne neogranicene strnktnre, s razlikom sto je tamo A', prakt icno kontinnalno 

promenljivo (u intervalu [0,7r/a])'^ kao sto su A'̂ , i ky, a ovde je diskretno - dato izrazom (2.41). 
Pored toga, uocava se da je: 

A'""" = A'""" = 0 ; A™"' = - —^— > 0 . (2.43) 
" •• a A . -)- 2 

postoje u pitanju tanak film, odnosno: A^ <C {Nx,Ny) i : 

l,iiiax i,inax ^ . ijnax TT A 1 TT / .> i i \ 

- a ' ~ - a A : T 2 < a - ' ^ ' ^^^ 

Izmedju minimalne i maksimalne vrednosti za A',, pa prema tome i za Ej:, postoji jos A'- - 1-a 

diskretna vrednost. 

U skladu sa gore pomenutim, dolazi se do zakl jucka da elektronski spektar u tankom filmu 

poseduje dva energetska gepa, donji g i gornji h: 

g = ^f -t-k - ^ \ J ^ ^ ) -^f =h (2.4.)) 

(indeks / oznacava film, a b beskonacnn st rukturn) . V id i se da velicine gepova naglo opadaju 

sa debljinom filma (kvadratna zavisnost). To znaci da je njihova prakt icna egzistencija vezana 

samo za ultratanke (nano) strukture [2,10-12]. 

Osnovna posledica postojanja energetskih gepova je „snzenje" zone dozvoljenih energija elek­

trona: ^ 

A ^ = {ASj) = ( A ^ , ) - (r/ + /^) = 1 - ^ ( A : T 2 ) ' ' '̂ '̂ ^̂  
V id i se da se s i r ina energetske zone elektrona kristalnog filma veoma brzo (paral)ol icki) 

pr ibl izava balkovskoj vrednosti, kada se deblj ina filma povecava (kada raste A j ) . 

Rezul tat i numericke analize [10,13] pokazah su da za neke vrednosti energetskih parametara^" 

spektar mogucih energetskih podnivoa moze da „napus t i " balkovske granice, kada se jav l ja ju 

tzv. lokahzovana energetska stanja elektrona. 

^ Posmatramo samo „desnu" polovinu spektra {kj > 0, j = x,y,z) zriajuci daje on ogledalski simetrican. 
'^Povecanjem parametara £1/2 ceo spektar se pomera ka vi.sim vrednostima energija, pa cak moze da izadje 

van najvise balkovske granice. Povecanjem parametara uh 12 energetski spektar se sir i , prema ili van granica 
energetske zone idealnog kristala. 
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3 E l e k t r o n i u s u p e r r e s e t k a m a 

Poslednjih godina sve s in i primeiui u naiioelektronici i optoelektronici i ialaze viseslojiie 

pohiprovodnicke nanostnikture (nanometarskih karakterist icnih dimenzi ja), tzv. snperre,setke, 

kvantne zice, kvantne tacke. Razvoj moderne tehnike kristalnog rasta, kao sto sn epitaksija 

molekidskim snopom i naparavanje iz metal organskih jedinjenja [2,4] izazvao je mogncnost 

izrade ovakvih s t rnktnra. 

Poseban interes za proncavanje snperresetki pojavio se nakon otkr ica da su visokotempera-

turski keramicki snperprovodnici izrazito slojevite strnktnre n koj ima je dominantna pojava 

periodicni raspored duOz ravni [1,5]. Efekt i na kvantnom nivon modihknjn kvazidvodimenzionu 

strnktnrn kr istalnog f i lma [1,2,4] n 3£) neogranicenn strnktnrn snperresetke. 

Snperresetke sn vestacki formirane struktnre, periodicne u jednom pravcu, sa periodom koji 

dvadesetak puta prevazilazi konstantu kristalne re.setke. Postoje dva osnovna t ipa snperresetke: 

dopirane i kompozicione. 

Dopirane snperresetke dobijaju se periodicnim naizmenicnim dopiranjem poluprovodnickog 

mater i ja la akceptorskim i donorskim primesama. Usled toga dolazi do kr iv l jenja energetskih 

zona i formiranja jednodimenzionog periodicnog potencijala. Kompozicione superre,setke dobi­

j a j u se naizmenicnom izradom tankih monokristalnih slojeva dve vrste poluprovodnickih mate­

r i ja la. 

U odnosu na kompozicione dopirane snperresetke poseduju prednost, jer ne zahtevaju usa-

glasenost resetkinih konstanti . Pored toga one ])oseduju jos jednu inteteresantnu osobinu: in-

direktni energetski procep u realnom prostoru (elektroni i snpljine su prostorno razdvojeni). 

Iz tehnoloskih razloga kod ovih snperresetki ne mogu se ostvarit i periodi manji od nekohko 

desetina nanometara, dok je to kod kompozicionih moguce. D a bi se dobile dovoljno duboke 

jame potrebno je izvrs i t i dopiranje vrlo visokom koncentracijom primesa. Kod kompozicionih 

superresetki jame se ostvaruju diskontinuitet ima jsrovodne (valentne zone), a ])otrebno dopiranje 

je znatno manje. Zbog toga se kompozicione snperresetke cesce primenjuju od dopiranih. 

K o d snperresetke, pored trodimenzione zavisnosti potencijalne energije koja se intezivno 

menja u okv i rn konstante resetke, postoji dodatna periodicna jednodimenziona zavisnost po­

tencijalne energije koja se vrlo sporo menja na domenu konstante resetke. Ova dodatna sporo 

promenjiva zavisnost je uzrok da se dno (v rh ) provodne (valentne) zone cepa na niz dozvoljenih 

podzona [1,2,4]. Ovako drasticno odstupanje strukture provodne (valentne) zone od balkovske 

uzrok je da se i makroskopski parametri snperresetki bitno razhkujn od balkovskih. Sporo-

promenlj iva zavisnost potencijalne energije kod snperresetke se moze relativno jednostavno me­

njat i , na primer promenom debljine polaznih materi jala, a samim t im i makroskopske osobine. 

Na ovaj nacin snperresetke predstavljaju nove materijale, cije se osobine, bar u principu, mogu 

podesavati u zeljenom opsegu. Ovo je osnovni razlog proncavanja superresetki (a i ostalih nano-

st ruktura) . 

Snperresetke se danas primenjuju za izradu: 

• poluprovodnickih laserskih dioda i lasera, 

• detektora infracrvenog zracenja, 

• t raniz istora sa efektom polja. 

Potencijalne primene ovih s t ruktura koje se mogu uskoro ocekivati su: 

• infracrveni detektori na bazi unntarzonskih prelaza, 

• izvori mikrotalasnog zracenja, 

• diode sa rezonantnim tnnelovanjem, 

• nnipolarni poluprovodnicki laseri (sa unntarzonskim prelazima), 

• elektroopticki modulatori [1,2]. 
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3.1 M o d e l superresetke 

Ultratanke slojevite strnktnre t ipa (AC)m{BC)n, koje sadrze naizmenicno m slojeva dvokom-

ponentnog jedinjenja AC i n slojeva jedinjenja BC, duz specificnog pravca rasta, su tipican 

primer superresetki [3]. 

U ovom radu posmatrana je kr is ta lna superresetka formirana od naizmenicno rasporedjenih 

7ia slojeva jedne i 7^, slojeva druge vrste atoma duz Z pravca, koja je duz X i Y pravaca 

neogranicena [14] (na slici 3.1 prikazan je raspored atoma snperresetke duz Z-pravca) . D a bi bio 

moguc spoj slojeva sacinjenih od razhcit ih atoma moraju konstante resetke duz X i Y pravaca, 

respektivno, bi t i jednake, t j . a'^ = = i = = Uy, dok duz Z pravca mogu bit i razlicite 

(a^ = a" ^ a\ a'' i a ^ ' ' = a ) . 

^ W W w 

n„ - « ^ 1 « + 2 n + n , - \

Slika 3.1: Raspored atoma u superresetki 

Ana l i zu elektronskog podsistema snperresetke zapocinjemo standardnim hamiltonijanom 

modelne strukture koj i u aproksimacij i najbhzih suseda ima oblik [14]: 

mx/y/z = -Nx/ylJ2 L m(=0 

7 i a - ( - 7 l j , - l 

7 i a — 1 

X/ ^ ^mj;mymzmi^^mxinyinzmi-\-

mxinynizmi (hnxinytuzmi 
771 ( = n a 

71 a — 2 

( 3 . r 

E ^ '^m,r7/ij7?i,7ni ((Inixmynizmi-l + dnixmymzini + l) 

77l( = l 

" a + " 6 - 2 

"~ ^ ^nixmymzini i'^inxiuymzmi-} " f d^m^mymzmt + l) ~ 
77l;=7Ja + l 

~ "'tixmyuizfl i^"'mxmymz-l,na+nt,-\ am^myViz,l) -

~ ^mj:niymz,na-l '^mxinxj-mz,na-2 + W^f'7)ii7/jj,7(i-,7i„) — 

~ ^mxinymz,na '^mxViyniz,7ia-l + W''(Ijuxmymz,na + x') ~ 

~ ^mxmymz,na+ni,-\„j^„jj^,„,_„^+„j^_2 - f 07/1x7(1̂ 7712 + 1,0) — 

— Omj:7)ij,7»i.7?ii (a7)ij,-l,77ij,7)i;77ii 4" (I'mx+ \,my7nzini) ~ 

— Wy^ (^iixmyvizini ifinixmy-lyinzmi '\' (l'mxmy + \,inzmi) , 

gde su A"/*" energije elektrona lokalizovanih na kr istalnim cvorovima, dok sn Wx^^, Wy^^ i W"-!'' 

energije elektronskog transfera izmedju istih atoma duz X, Y \ pravaca respektivno; W je 

energija elektronskog transfera izmedjn razl ic i t ih atoma duz Z pravca; mx/y brojac atomskog 
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cvora po X, t j . Y pravcu; 7 ; i , brojac polozaja pocetka o.suovuog lanca superresetke (duz Z 

pravca), a mi e [ 0 , 7 i „ + 77^ - 1] je brojac polozaja cvora u osnovnom lancu. Zbog pogodnosti, 

hamil toni jan iz gornje relacije pisacemo u obliku zbira: 

10 

H = + (.3.2) 

Pr i cemu je : 

Nx/y/z/2 ua+llb-l 

^2 — ^ (linxmymzmi^'-inxmyvizirn 5 
^nxiy/z = -Nxiyizl2 

~ 2Z ^ (Imxmymzini {(linxmymznn-\ 1 

m x / » / z = - A ' : r / W - ' / ^ " ' ' = ^ 

Nx/y/zl2 n^-\-ni,-2 

-^4 — ^ '-''mxinyinzmi {('•riixniyinz'titi-\ + l) • 
"Kv/y/z = -!^'x/y/z/2mi=n,, + \ 

H5 = E " ( t i ^ m y m ^ . O ( ^ " • n J . T ' " y m 2 - l , " a + 7 i b - l + W ' ^ " f^niT» n j , m , , l ) , 

•'nx/y/z = -l^x/y/z/2 

N./y/zl2 

n^x/y/z = -Nx/y/z/2 

H~ — Yl '^mxmymz.na ( ^ ' ^ » " i ' " y » " i > " f . - l + M' f7 j ( i , j ; j ) i j ,m, ,7 ia + l ) ' 

mx/y/z = -Nx/y/z/2 

N./y/z/2 

HS = E 4l.i-7nj,7)l;,7i,„ + » l , , - l ( ^ ' ' a7» l , r 77 i „7 / l - , 7 l u + 7 i , , - 2 + W â„î .̂ „ „ i , _)_ 1 _0 

Nx/y/z/-2 

H9 — X/ ^tixniymzmi [C-mx-l ,myViz7tii + "7(1,1-1-1,7(i i ,7)i,77i,) , 

•'nx/y/z = -!^x/y/z/2 

N./y/z/2 

HW — ^ ^ J / Omi7(lj,77lj7n| ( " ( ( ( l 7 ( ( ! ; - l , 7 7 l ; 7 ; i ( + a „ i j . „ i j ^ ^ - l „ i , „ l j ) . 

Za proizvoljnu funkciju polozaja vaze uslovi cikhcnosti po x i y indeksima pomocu kojih se 

dobijaju dozvoljene vrednosti x i y komponente talasnog vektora: 

fitixinyinzmi+Nx/y ~ frnxmy-iiizmi i ('^•'^) 

na osnovn cega sledi: 
^iNxlykxIyilxly _ ^2Tll^x/y\) 

Na analogan nacin se moze napisati i ciklicni uslov po z koordinati: 

,f 771 y 711; 7(1 j- | - (71a-)-7i( ,) A ; 
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odakle se dobija: 

(3.6) 

Prebrojavanje dozvoljenih vrednosti z komponente talasnog vektora, t j . A;, vrs i se brojacem 

Uz G 0, ± 1 , ± 2 , i A ^ j / ' i cime se definhsn granice I Bri lnenove zone duz Z pravca. 

(n,i + nb)d' {Ua + 7i[,)d\ 

gde je uvedena oznaka d za srednju vrednost konstante resetke duz Z pravca: 

{jia - i)a" + {lib - l)a^ + -2a 

(3.< 

a = 
'll-a + Ub 

(3.8) 

3.2 J e d n a c i n e k r e t a n j a 

Zakon disperzije elektrona moze se naci standardnim metodom Grinovih funkcija [9]. Racuna se 

jednocesticna antlkomutatorska Gr inova funkcija pomocu predhodno definisanog Hannltoni jana 

sistema: 

a. 11 xiiyii ~ni;m xiiiym (3.9) 

U daljem tekstn uz ima se da je n = {nxiiyiizHi) i m = (mxinymzini). .Jednacina kretanja za 

Gr inovu funkciju je: 

•irijGiiAt) = iriS{t)6n;,% + Q{t) {{[ardt),H],a+{0)}) . 

Drugi deo izraza na desnoj strani jednacine kretanja (3.10) oznacicemo kao: 

e{t) {{[an, H], a+}) = E. 

a komutator: 

m 

C = C,-t = [a,-t, H] = Ch + ('2 - E 

na osnovu cega dobijamo: 
1^=3 

(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 

10 

E = E,-,,^ = e{t){{c, a+}) = F, + F2-Y.F, . (3.13) 

u=3 

Z a izracunavanje komutatora [aji, H] koristicemo standardne fermionske komutatorske relacije: 

{a ,T , o t } = ^,T;,ri , {«,!, a,n} = { " , t , a t } = 0 . (3.14) 

Dalje se vrs i racunanje komutatora C^: 

a,s, aZa.,n C\ [an, 7 / i ] = 

= A E O'ti - a,na7l) + (a7iat - a t a,t) a,r, 

(3.1.5) 
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Iz relacije (3.14) sledi da je : fV^„^„^„,a,„^^,„,^„,_.„„ = - r t „ , . ^ . , H j , , u , m , a „ , „ j , „ _ , „ , , odnosno 

a + a 

C'l = A " 

ninix'-'nymy'-'nzmz^nini "•ninyJizniUrnxHiym ^mi 

. 71 . . 7 1 - 7 1 . (I'm , 7 I J . , 71 ) . 7 ? ? , - f 

+ , pa je: 

(linxmyvizini ''^dnxnyUznidrnxniymzini' 
nixniym-nii 

+ 
= A " 

(^'^Clnxnynznt C'mx'mymzmi ^nxiiix^'iiyyu y^Uzmz^nimi j (Imx-niyrnzmi 

tnxmyiiizvii 

+ (2«,i , 

= A " 

i^^nxinx^ny-iny^-iizinz^nimi duxnynznid'nix 

) 

'inyniz'ini + 

7ij,7i;7i(a„ij„i;,7Uz7(i, ^nxmx^nymy^'iizmz^iiimi iiixinyin z''^i( 

yjixynyin zfiii 
Umxinynizmi ^iixmx ^nyTiiyl^-az'inzl^ni'ini • 

Poznato je da ^„^„j^„_.„,.„,^,„j^„^^„i, „sk ida" sumn po mx,my,iiiz,mi i svako m.^ ^ Uj, [j = 

x,y,z,l), te se konacno dobija: C\ ^"'a^i^nynznr -A-nalognim racnnom za ostale vrednosti 

-V se dobija: 

('2 '^''"'!.l-71,,7l.7l( , ('3 = '•4"'(tt7i,c7i„7t;/l,-l + « H 7i „ .1; 71 ( + 1 ) • 

CA = ^ (a7i,j7ij^7i,7i|-l "l~ (Inxnyiizni + 'i ) i 

6 5 ^a7lj..7lj,71--l,7l„ + 71,, + 1^7l,,0 + M^"«7i,r?lj,7l-,1^7l,,0 , 

Q = ^ "»l.T71y71z,7iu—2*^?l(,7la-l ~l~ ^ HyH zVca^lH ,11,, — I ' 

Ci I'^a7ix7i^7i..,7i<,-1^7ij,7i„ + W^'anx,iy'az,na + 1^n,,n,, , 

Cs ^^"7li71y7l-,7i„+7lb-2^71i,71<,+71,,-l + 7̂1,1 71 j,71; +1 ,0 ^71, ,7iu+71 (, - 1 

69 = ('^7ii-l,7ij,7ij7i( '\' (lnx + 1,nynzni)^-iii,ini i 

Cw (a)i^.7lj^-l,71,7l, 4" ft71j,71j, + l,7lz7i( )'''7i|,))l( • 

Pomocn izracnnat ih komutatora mogn se napisati izrazi za svako F^ iz jednacine (3.11) 

+ 
mx''nyin zfni 

= A " a •iixnyHzUi Fi = e(t) ( { C i , a + ^ , „ , ^ „ , _ , „ J ) = A " 0(O({v.7i,7i.7i,, (I 

.Analogno se dobijaju i ostale vrednosti za F^: 

^ Gyix'rlyyizlLi^lTli^') ^ 

^ Gjixny7izni — 1;m{t)'^ ^ Gnxnyiizni + lvmi^) • 

Gnx7iynz7ii-\;mit) + C!nx7iy7iz7il + 1:7n(^) ' 

^^n,,oGnx7iynz-1,7ia+nb-l?n{'t) + ^7i,,0 G ' „ ^ „ j ^ „ . , 7 ^ ( i ) , 

^7i,,7i<,-l Gj^^,iy7iz,7ia-2;77iit) + W n „ - l G ' „ ^ , „ ^ „ , ^ „ ^ . , 7 i ( ^ ) , 

VV^l,,71a <^Au-71^7l,,7l„-l;,ri(0 + (^nt.Jla ' 7 1 . 1 71y7l3,7la + l ;7ri 

^''^7i,,7ia + 7ii,-lGn^nynz,7ia + 7ib-2;7n{'f') + 14̂ 7̂1, ,7i„ + 7i(,-l Gn^jj^^n. + i ^ O i i n (0 ' 
^1-^ ^711,7)11 G,j^_]_,(j^,j.jjj;,fi(0 4" VV^^ ^711,7)11 G„_^,.^J,ij^„, , j j j , 7 j ( i ) , 

14̂ 2/'̂  •̂ 7lj,7ll( G„^,^,jj^_l^,(,^,tjj,7i(^) -)- 14̂ ^ ''' ^7l(,71l( G,ĵ .,iĵ _|_l_,î ^,jj;.,7i(0 . 

Zamenom dobijenili vrednosti u jednacinu kretanja za Cirinovu funkci ju, dobija se: 

^ (^',1,7-1(0 = iri Sn,n Ht) + A,t6',t,,ri(0 - V l f [G'„^,+,,„^„,;,ri(0 + G'„^-i,7i,7i.;7ri(0 

;7ri(^) • 

F2 = 

î 3 = 

F 4 = 

= 

Fe = 

F7 = 

F9 = 

Elo = 

- 14 ;̂' ,1-71̂  + 1,7iz;7ri(0 + ''Ai.r 71^-1,n;;7ri(0 (3.16) 

14'7l;7l,i.71j/7l-7l[ — 1 G,i^,,j,j^,i,,ij_ Jjjfj H^7'i;7l,i.7ly7l;71| + 1 Ŵ c 71̂  71̂  71 ( + 1 ;7n : 
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gde su uvedene oznake: 

' * n;7ix'fiyfiz7i( + l 

0 < 111 < " a - 1 

" a < " / < " a + "b - i 

0< ni < 7 i „ - 1 

Ha < Ui < 7 t „ - f 77b " 1 

1 < 77/ < 7/,„ - 1 

7 7 „ + 1 < 77; < 7 7 „ + 7 7 6 - 1 

m - 0,77, = 7 7 „ 

0 < 77, < 7 7 „ - 2 

77,, < 77, < 77„ + lib - 2 

7 ( , = 7 7 „ - 1, 77, = Ua + 7((, - 1 

Nakon izvrsene vremenske Furi je transformacije: 

f + OO 

du e - ' " ' 6 ' m = : 
1 

27r 
doj e 

(3.17) 

(3.18) 

dobija se jednacina kretanja u sledecem obl iku: 

ih 

27r 

~ ^n;7Lx7iynz7i-l — lGiixnynz7ii — 'i\in ^ 7T;7ij;»ij^n-7i( + l ^')i,c)ij,?iz7i( +1 ;7U • 

Zbog narusenja transiacione invari jantnosti ])osmatranog sistema uvodi se delimicna ])ros-

torna Furi je transformacija po indeksima x,y i z (jer je ])o indeksn / translaciona simetrija 

narusena) 

fn;rn 
1 -i[n.xkx(iix-mx)-\-iiyky{7iy-my)^-a[iici-\-ni,)kz(7iz-mz)-\-J] 

gde je: 

J = < 

1. a^kz{ni - mi) 

2. a"-kz{na - 1) + ak^ 

3. a"-kz{na - 1) + ak- + a''k,{iii - rin - 7 7 „ ) 

4. a " A%(77„ - 1) + a''k,{nb - 1) + 2fiA,', 

7 ( , - 7/7, < 7 7 „ 

77, — nil = 11(1 

7 7 „ < 77, - 777, < 7 7 „ + 77^ 

77( - 7/7, = 77„, + 77/, 

Tako za 7 1 , = 0 jednacina kretanja, nakon izvr.senih transformacija postaje: 

1 

^^^^^^^ kxkykz 

^i[axk-x(7ix-mx] + ayk-y(7iy-my)-\-a(na+7i.b)kz(7iz-mz}] ^ 

G'o;7/i, + 

_L W p « A . - - ' [ - ( n a - l ) ( i " - ( " 6 - l ) < » ' ' - 2 a + a " ( 7 i a - l ) + a + a ' ' ( 7 i , , - l ) ] ^ . , 

+ *-^7l„+7l(,-l;7(l( 

+ l / F " e - " ^ ' - 6 ' i ; , , , - ^ V . , } = 0 , 

(3.20) 

(3.21 

(3.22) 



Irea Jiinger: Elektroni u superresetkamci, diplomski rad 21 

odnosno (indeks je „paraz i t sk i " pa se moze izostavi t i ) : 

[hio - A " + 2 cos (ixkx + 2 M / ; cos Uyky 

+ W e - ' " ^ - -6 ' „ , + „ , - i + e"'"^--Y/, = . 

Go 

ih 

2^' 

(3.23) 

Ponavl ja jnci isti postnpak izracnnavanja za svaki sloj, dobija se sistem od 7 i „ + rib neho-

mogenih algebarsko-diferencnih jednacina, sa isto toliko nepoznatih Gr inov ih fnnkcija: 

[hu - A " + 2 (W^ cos axkx + W'^ cos Uyky Go + 

+ VFG'„„+„„_ie-" '^-- + V K " G i e 
ih 

2TT 

[hu - A" + 2 [W.^ cos Uxkx + W:; cos Uyky) G\

ih , 

[hoj - A " + 2 ( l y^ ! COS ax kx + W;^ cos a,; Ay ) ] G'„ „ _ 2 + 

+ W (G„,_3e-'"''^-^ + G„ ,_ ie" ' " ' ' - - ) = 

[hu; - A " + 2 ( V F ; COS Uxkx + V U ; cos Uyky 

th 

27r 

G'„„ - i 

27r 

[hu - A^ + 2 ( ly ,^ cos Uxkx + cos Uyk, 

+ l'VG'„„_ie-'"^-^ + i yV , ' „ „+ ie 

7f7 

27r 

[hu - A^ + 2 [W^ cos axkx + cos ttyt^ G' 

7^7 

[hio - A^ + 2 (W^ COS axkx + cos A^ ) ] G„„+„,,_2 + 

+ H^'' (G„„+„„_3e-"""^-^ + G'„„+„„_ie'"'^---) = — o„„+„,_2 

[hij - A ^ + 2( iy^^cosa,:A-^.+ iyy^cos(iyA-

7;r7 
= — 0 , : 

27r 

G 7ia+n(,-l - 1 + 

27r 

Kako indeks / prebrojava 77,1 + 775 neekvivalentnih ki ' istalnih cvorova unntar osnovnog lanca 

snperresetke, postoji samo 7 7 „ + 77^ razl ic i t ih transforma Gr inovih fnnkcija. Stoga je pri pisanjn 

navedenog sistema jednacina iskoriscena relaci ja: 

ih 

(3.24) 

(3.25) 
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Uvodeci sledece smeiie i pojednostavljenjeiii modela: 

model proste kubne resetke 
J 

A " = A , = eA . 

a" = o'' = d = a = a~ 
a/b a/6 

ax = «y z= = a 

W", rb 
'•Iv 

rb 

W W ' ' W W 

E = 2{cosakx + cosaky) E [ - 4 ,4 ] 

determinanta sistema se moze napisati u sledecoj formi: 

a e 

Pa 
— iak~ 

a e' 

0 a e 

Pa 
— iakz 

a e 

Pa 

0 
iak~ 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

gde su p^ = 
hu - A 

W 
+ aE, p0 = 

huj - sA 

W 

-^ — lakz 

0 

0 

0 0 0 1 « e'"'''̂  0 1 0 0 0 

0 0 0 1 Pa 0 0 0 

0 0 0 ^-iak: 
Pli 1 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 Pli 0 

0 0 0 1 0 0 1 
0 0 0 0 0 Pa 

(3.26) 

(3.27) 

4- P F i Mil = (».„ + X i'lia + ni,] 
Nepoznatih 7i„ + Gr inovih funkcija odredjuju se formulom 

D,n. 
G'„,_ — 

D 
( 3 . 2 S ) 

gde je D„i. determinanta promenljive, a D determinanta sistema. Polovi Cirinovih funkcija 

pomocu koj ih se odredjuje zakon disperzije elektrona dobijaju se iz uslova da je determinanta 

sistema (3.24) jednaka null [13]. 

3.3 Zakon disperzije elektrona 

Kako je uslov D = 0 anal i t icki neresiv, ovde su izvrsene numericke analize za neke konkretne 

slucajeve. Posmatraju se razl icite kombinacije n,, i i/b, promena odnosa energije transfera 

izmedju i unutar f i lmova, kao i razUcite vrednosti komponenata talasnih vektora duz x i y 

pravaca. 

Pr i l ikom dalje analize posmatrane sn snperresetke izgradjene od filmova (sa n„ odnosno iii, 

slojeva) istih atoma gde su A " = A*" = A i W" = = 14'', dok je energija transfera elektrona 

izmedjn filmova raz l ic i ta od energije transfera unutar filma, t j . W ^ W. 

Na sl ikama 3.2a-f i 3.3a-f prikazani su zakoni disperzije elektrona u superresetkama sa fil­

movima razl ic i t ih deblj ina. Ovde je razmatran samo centar I Bri lnenove zone gde je F = 4. jer 

je kx = ky = 0. 
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W i-
3.5 

0.4 0.6 

a) (3,3) 

0.2 0.4 0.6 

c) (5,4) 

0.2 0.4 0.6 

e) (5,3) 

0.8 1.0 
kz[Ttl6a] 

0.8 1.0 

0.8 1.0 

kz[%l8a] 

0.2 

0.2 

0.2 

0.4 0.6 

b) (4,4) 

0.4 0.6 

d) (6,4) 

0.4 0.6 

.0 (7,3) 

0.8 1,0 
kz[nl8a] 

0.8 1.0 
kzfnIlOa] 

0.8 1.0 

kzfn/JOaJ 

Slika 3.2: Zakon disperzije elektrona zaW = O.bW 

(pojava donjeg i gornjeg energetskog gepa i zabranjenili energetskih zona) 
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0 . 2 0.4 0.6 0.8 1.0 

kz[nl6a] 

a) (3,3) 

0 . 2 0.4 0.6 0.8 1.0 

kz[nl9a] 

0 . 2 0.4 0.6 0.8 1.0 

kz[nl8a] 

e)(5,3) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

kz[nl8a] 

b) (4,4) 

0.4 0.6 

d){6,4) 

0.8 1.0 

kzfn/IOaJ 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

kz[nllOa] 

f) (7,3) 

Slika 3.3: Zakon disperzije elektrona za W = 1.514' (pojava lokalizovanih stanja) 
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Anal izom prikazanih grafika nocene sn sledece karakterist ike zakona disperzije elktrona n 

superresetkama^^. 

• U slucaju kada je transfer elektrona izmedju filmova slabiji od transfera unutar filma 

(shka 3.2a-f) jav l ja ju se zabranjene energetske zone od kojih se najniza i najvisa mogu 

(po analogiji sa modelom kristalnog filma [11,12]) nazvati donji i gornji energetski gep. 

Celoknpna disperziona kr iva lezi unutar balkovske energetske zone ( - ^ G [0 ,4 ] ) . t j . dolazi 

do suzavanja energetske zone elektrona n superresetki. To je direktna posledica smanjenja 

energije elektronskog tran.sfera (,sto je pokazano u slucaju kristalnog filma [13]). 

• P r i intenzivni jem transferu elektrona izmedjn filmova {VV > W) dolazi do sirenja ener­

getske zone ([13]) van balkovskih granica i do pojave lokalizovanih stanja (sl ika 3.2a-f). Za 

razUku od modela kristalnog filma [11-13] gde se jav l ja ju diskretna stanja, kod superresetke 

egzistiraju kvazikontinualne disperzione ])odgrane lokalizovanih stanja (ispod donje i iznad 

gornje granice balkovske energetske zone), .sto je posledica neogranicenosti sistema i duz 

Z pravca. Takodje je nocena pojava zabranjenih energetskih zona. 

• U slucaju simetricne superresetke (iia = Uh sa ist im atomima a = 6, slike 3.2a/b i 3.3a/b) 

disperzione podgrane se medjusobno spajaju na granici I Bri luenove zone (A;, = ) . t j . 
27t„rt 

promenom samo elektronskog transfera izmedju identicnih kr istalnih filmova ne dolazi do 
pojave zabranjenih zona na granici prve Briluenove zone (A'" '" ' ' = ) . Osnovni 

(? i „ -h '» , / , )« 

motiv koji se ponavl ja periodicno duz z pravca nije vise dvostrnki film duzine iia + iib = 2r7n-

jer su filmovi medjusobno jednaki . Konstanta periodicnosti duz z pravca je duplo kraca 

u odnosu na opsti slucaj ( " — - = 7 i „ ) . R.edefinisanjem granice prve Briluenove zone 

superresetke (A ' ! ' " " " ' = ) , graficki ])rikaz zakona dis]7erzije bi pokazao da se zabi-anjene 
n, a 

zone jav l ja ju za = 0 kao i za k^ = A'!'"'"^', dok bi broj disperzlonih grana bio duplo 

manj i . 

• Ukohko je zbir slojeva filmova 7 7 „ 4- nt, ne])aran (slike 3.2c i 3.3c ) dolazi do pojave simetrije 

disperzlonih grana u odnosu na tacku (k- = , = 2 ) , a ukoliko je paran (slike 
2 o(?7„ - f 7 7 ( , ) 14'-

3.2a,b,d-f i 3.3a,b,d-f) j av l ja se simetri ja u odnosu na pravu = 2. 

• Z a superre.setku sa neparnim brojevima 7 7 „ i 77;, dobija se spajanje centralnih disperzlonih 

grana u tacki (k~ = 0, = 2) ukohko je " ^ — - ])arno (slike 3.2e i 3.3e), odnosno 

spajanje u tacki (A', — — x ) " ^ = "^) ^.ko je " — - neparno (slike 3.2a,f 3.3a.f). 
(i{na + fH) W 2 

K o d superresetke sa parnim brojevima 77,, i 77,,, pri cemu je 77,, ^ 77,, ne dolazi do s]7ajanja 
disperzlonih grana kako u centrn tako ni na granicama prve Bri luenove zone. 

Pored prikazanih Lspitani su jos neki slucajevi radi egzaktnije analize. 
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Anal izom zakona disperzije za = ky > Q nije nocena promena forme i medjusobnog 

polozaja disperzlonih k r i v ih , vec samo translatorno pomeranje spektra ka vis im energijama (iako 

su anahze izvrsene za veci broj slucajeva graficki je pr ikazana samo superresetka n„ = = -i). 
TT hu) TT hu> 

U slucaju kx = ky = Y~ dobija se £ [4,8] (s l ika 3.4a), dok je za k^. = A,',̂  = — G [8.12] 

(s l ika 3.4b). 

14̂  a W 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

9.0 • 

8.5 -

8.0 

-

1 1 1 1 
kz[nl6a] 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

Slika 3.4: Zakon disperzije pri W = 0.514^ (a: k^ = ky = ~ , b: k^ ~ ky = —) 

3.4 E n e r g e t s k i gepovi i zabranjene zone 

Pojava energetskih gepova i zabranjenih zona anal iz i rana je na najprostijem primeru su­

perresetke (sastavl jena od troslojnih fi lmova istih atoma). Sledeca tabela 3.1 i slike 3.5 i 3.6 

daju zavisnost s i r ina zabranjenih zona i energetskih gepova od odnosa elektronskih t iansfera 

M714'': 

w 

w 
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 

9t/b 0.314 0.254 0.193 0.130 0.066 -0.067 -0.136 - 0.206 -0.278 -0.351 

0.686 0.546 0.407 0.270 0.1.34 0.133 0.246 0.394 0.522 0.649 

Tabela 3.1: Promena sirine zabranjenih zona za k^ - 0 .sa promenom odnosa W/W. 
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Slika 3.5: Zabranjene energetske zone Slika 3.6: Energetski gepovi 

Sa ovih sl ika se vidi da, za posmatranu superresetkn, sirine zabranjenih zona hnearno zavise 

od odnosa W/W. Moze se reci da je i za energetske gepove ta zavisnost prakticno l inearna. 
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4 Z a k l j u c a k 

U rachi sn ai iaJizirani energetski spektri eJektronan snperresetkania izgradjenini naizmenirnini 

ponavljanjem tanki l i fiJmova istog materi jala. Jstraieni sn nt icaj i parametara superresetke 

(odnos transfera elektrona i broj slojeva filmova) na energetski spektar elektrona. Na osnovu 

ovih anal iza doslo se do sledecih rezultata. 

1. K a o posledica narusenja transiacione invari jantnosti duz 2-pravca dolazi do ce])anja ener­

getske zone (ko ja je kao i kod neogranicenih kr is ta la kontinnalna) na podzone razdvojene 

zabranjenim energetskim zonama. 

2. Kako je duzina mot iva koji se ponavl ja duz z j i ravca superresetke veca od medjuatomskih 

rastojanja, mora se redefinisati z komponenta talasnog vektora elektrona. 

3. P r i slabijem transferu elektrona izmedju filmova dolazi do suzavanja energetske zone elek­

trona i pojave donjeg i gornjeg energetskog gepa. .Sve disperzione grane se nalaze unutar 

balkovske energetske zone. 

4. Intenzivni j i transfer elektrona izmedju filmova dovodi do sirenja energetske zone elektrona 

u superresetki, van balkovskih granica i pojave lokalizovanih stanja. Disperzione grane 

ovih stanja sn kvazikontinualne. 

.5. U slucaju simetricne superre.setke (?;.„ = Ub) sa ist im atomima disperzione grane se medju­

sobno spajaju na granici prve Brilnenove zone. Redefinisanjem granice prve Briluenove 

zone, ona se povecava dva puta, dok je broj disperzlonih grana duplo manj i . 

6. P r i neparnim brojevima i Jib dolazi do spajanja centralnih disperzlonih grana u tacki 

A,-, = 0, odnosno = A:,„aa--

7. Kod superresetki sa parnim brojevima ii,, i Ub ne dolazi do s])ajanja disperzlonih grana. 

(S. Z a paran zbir 7 i „ 4- Ub j av l j a se osna simetri ja disperzlonih grana u odnosu na sredinu cele 

energetske zone. 

9. P r i neparnom zbirn iia + Hb dolazi do pojave centralne simetrije disperzlonih grana. 

10. P r i povecanju i ky dolazi do translatornog pomeranja spektra ka vis im energijama, dok 

se forma zakona disperzije ne menja. 

11. Sir ine zabranjenih energetskih zona i vehcine energetskih gepova prakt icno linearno zavise 

od odnosa elektronskog transfera 14^/14^. 
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