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Увод

У овом мастер раду биће анализиран дводимензионални антиферомагнетни фрустрирани
анизотропни Хаjзенбергов модел са Ђалошински-Мориjа интеракциjом методом двовременских
температурских Гринових функциjа у оквиру тjабликовске апроксимациjе. За оваj модел одре-
дићемо спектар елементарних ексцитациjа, магнетизациjу и температуру на коjоj се дешава
фазни прелаз. Значаj самог модела jе у томе што се може искористити за групу jедињења
коjа прелазе у суперпроводно стање на релативно високим температурама (нпр. за керамички
оксид бакра и лантана La2CuO4 допиран бариjумом, температура преласка у суперпроводно
стање износи T ≈ 30K). Oва jедињења позната су као високотемпературски суперпроводници
[1]. Магнетне решетке ових jедињења могу се са задовољаваjућом тачношћу апроксимирати
дводимензионалним моделом, с обзиром да jе интеракциja спинова у равни много већа од
међураванске интеракциjе. Ако бисмо узели у обзир све интеракциjе између спинова у равни, то
би веома закомпликовало анализу модела и зато се уводи апроксимациjа где посматрамо само
интеракциjе између првих и других наjближих суседа. С обзиром да су посматранe интеракциjе
антиферомагнетне долази до фрустрациjе. Спонтана магнетизациjа за оваj модел последица
jе постоjања спинске анизотропиjе и Ђалошински-Мориjа интеракциjе захваљуjући коjоj су
спинови закренути за мали угао ван равни што доводи до тога да поред антиферомагнетног
постоjи и слабо феромагнетно уређење.

Као што jе речено, метода коjа се користи за одређивање величина као што су спектар
елементарних ексцитациjа, магнетизациjа и критична температура jе метода двовременских
температурских Гринових функциjа. Метода Гринових функциjа има веома широку примену
у физици. На пример, у квантноj статистичкоj физици користи се за опис неравнотежних
средњих вредности и одзивa система на спољашњу пертурбациjу. У теориjи кондензоване
материjе oва метода jе веома добра за описивање комплексних интереагуjућих система. Помоћу
ње могу се добити спектар елементарних ексцитациjа система, његова магнетизациjа, критична
температура, сусцептибилност и друге величине. Jош jедна предност Гринових функциjа jе у
томе што даjу задовољаваjуће слагање са експерименталним подацима у широком температу-
рском интервалу.

Мастер рад jе конципиран на следећи начин: У првоj глави дате су уводне поставке о
Хаjзенберговом моделу и Гриновим функциjама. Oписaна jе дводимензионална магнетна реше-
тка у Хаjзенберговом моделу, односно, дат jе одговараjући хамилтониjан у антиферомагнетном
случаjу. Затим jе дата дефинициjа Гринових функциjа и показано jе како се одређуjу jедначине
кретања Гринове функциjе. Дата jе такође дефинициjа корелационе функциjе коjа jе потребна
за израчунавање магнетизациjе. Уjедно jе приказано и тjабликовско декупловање Гринових
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функциjа.

У другоj глави jе наjпре дат опис модела коjи користимо, односно дводимензионални ани-
зотропни фрустрирани Хаjзенбергов антиферомагнет са Ђалошински-Мориjа интеракциjом.
Затим су изведени експлицитни изрази за спектар елементарних ексцитациjа, магнетизациjу и
температуру фазног прелаза.

У трећоj глави jе на основу добиjених израза извршена детаљна анализа зависности изра-
чунатих величина од фрустрациjе, спинске анизотропиjе и Ђалошински-Мориjа интеракциjе.
Уjедно jе обjашњено шта се из тих зависности може закључити у вези са понашањем модела.

Да бисмо испитали применљивост овог модела упоредићемо резултате коjе он даjе са досту-
пним експерименталним резултатима, што jе урађено у четвртоj глави. Jедињење коjе ћемо
искористити jе родитељско jедињење високотемпературских суперпроводника La2CuO4 коjи
већ децениjама заокупља пажњу физичара коjи се баве теориjском физиком кондензованог
стања материjе, на коме су спроведена броjна мерења и за коjи у литератури постоjе броjни
експериментални подаци.

Добиjени закључци сажето су наведени у петоj глави.

На краjу, у прилогу А, дате су неке опште напомене о првоj Брилуеновоj зони, директноj
и инверзноj решетки и представљен jе начин преласка са суме на интеграл, што jе потребно
приликом нумеричке интеграциjе спектра елементарних побуђења и магнетизациjе.
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1 Уводна теориjска разматрања

1.1 Хаjзенбергов модел

Jедан од модела коjим се често описуjу магнетна своjства система локализованих спинова,
а коjи ће бити коришћен и у овом раду, jесте Хаjзенбергов модел код коjег у чворове решетке
постављамо спинове коjе посматрамо као операторе. У складу са тим, посматраjмо кристалну
решетку са N чворова са спинским оператором Ŝi на i-том чвору [2, 3]. Одговараjући хами-
лтониjан jе дефинисан као

Ĥ =
1

2

∑
i,j

i ̸=j

JijŜi · Ŝj. (1.1)

У изразу (1.2) Jij jе интеракциjа измене између спинова на чворовима i и j. Фактор 1
2

je убачен
да би се избегло двоструко броjање спинова. За Jij < 0 имамо феромагнетно, а за Jij > 0

антиферомагнено уређење спинова. За операторе Ŝi и Ŝj, са компонентама Ŝx
i/j, Ŝ

y
i/j, Ŝ

z
i/j, важе

комутационе релациjе

[Ŝx
i , Ŝ

y
j ] = iℏŜz

i δij,

[Ŝy
i , Ŝ

z
j ] = iℏŜx

i δij,

[Ŝz
i , Ŝ

x
j ] = iℏŜy

i δij,

(1.2)

или сажетиjе

[Ŝa
i , Ŝ

b
j ] = iℏ

∑
c

εabcŜ
c
i δij, (1.3)

где jе εabc Леви-Чивита симбол дефинисан као
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εabc =


+1, ако jе abc парна пермутациjа x, y и z,

−1, ако jе abc непарна пермутациjа x, y и z,

0, у осталим случаjевима.
(1.4)

Често уместо Ŝa
j (a = x, y, z) користимо операторе Ŝ+

j и Ŝ−
j дефинисане као

Ŝ±
j = Ŝx

j ± iŜy
j . (1.5)

Комутационе релациjе за ове операторе су

[Ŝ+
i , Ŝ

−
j ] = 2ℏŜz

i δij,

[Ŝz
i , Ŝ

±
j ] = ±ℏŜ±

i δij.
(1.6)

Хамилтониjан (1.1) изражен помоћу оператора Ŝ± гласи

Ĥ =
∑
i,j

Jij

(
Ŝ+
i Ŝ

−
j + Ŝ−

i Ŝ
+
j

2
+ Ŝz

i Ŝ
z
j

)
. (1.7)

Ако посматрамо антиферомагнетни модел, тj. хамилтониjан (1.7) за Jij > 0, магнетну
решетку, као што jе приказано са Слици 1.1, чине две подрешетке, A и B, са антипаралелним
спиновима (ради jедноставности, на Слици 1.1 представљена jе дводимензионална решетка).
Посматрамо стање у коjем jе поларизациjа максимална, то jест, имамо спинове усмерене ка
горе (са m = S) и спинове усмерене ка доле (m = −S). Ово стање jе Нелово стање |Ψ⟩ коjе jе
дато као

|Ψ⟩ =
∏
i∈A

∏
j∈B

|S⟩i| − S⟩j. (1.8)
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∈ A

∈ B

Слика 1.1: Антиферомагнетна фаза. Подрешетку A чине спинови са m = S, а подрешетку B
са m = −S.

У (1.8) смо игнорисали ознаку за спин S и узели у обзир само ознаку за m = S и m = −S,
oдносно |S,m⟩ ≡ |m⟩. Када делуjемо хамилтониjаном (1.7) на Нелово стање (1.8), добиjамо

H|Ψ⟩ =
∑
i,j

Jij

(
1

2

(
S+
i S

−
j |Ψ⟩+ S−

i S
+
j |Ψ⟩

)
+ Sz

i S
z
j |Ψ⟩

)
=
∑
i,j

Jij

(
1

2
([S(S + 1)− S(S − 1)] ...|S − 1⟩i...| − S + 1⟩j)− S2|Ψ⟩

)
.

(1.9)

Примећуjемо да Нелово стање ниjе своjствено стање квантног хамилтониjана. Основно стање
|Ψ⟩ антиферомагнета je синглет укупног спина Stot|Ψ⟩ = 0 (Stot =

∑
k Sk). Ово jе детаљниjе

описано у [4]. У хамилтониjану (1.1), као што jе речено, Jij представља интеракциjу измене
између спинова на чворовима i и j. У зависности од природе интеракциjе, у систему може
доћи до фрустрациjе. Фрустрациja се jавља када jедан спин (или више спинова) не може наћи
ориjентациjу у коjоj су потпуно задовољене све интеракциjе тог спина са своjим суседима [4, 5].

Наjзад, модел коjи ћемо посматрати у овом раду, тj. дводимензионални фрустрирани Ха-
jзенбергов модел са анизотропиjом и Ђалошински-Мориjа интеракциjом, трпи класични фазни
прелаз друге врсте, али у раду ће бити разматран и квантни фазни прелаз до коjег долази
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мењањем параметра фрустрациjе. Под фазним прелазом се подразумева прелаз система из
jедне фазе у другу при чему долази до промене одређених величина система. Фазне прелазе
можемо поделити на фазне прелазе првог и другог реда (дисконтинуалне и континуалне, ре-
спективно). Фазе система можемо описати параметром уређености коjи jе изабран тако да jе
различит од нуле само у уређеноj фази [6]. Као пример може се узети прелаз парамагнет-
антиферомагнет (фазни прелаз другог реда). Параметар уређености jе тада спонтана магнети-
зациjа σ.
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1.2 Гринове функциjе

Jедна од наjчешће коришћених метода за одређивање енергиjе елементарних ексцитациjа и
магнетизациjе у широком температурском интервалу (од апсолутне нуле до температуре фазног
прелаза) jесте метода Гринових функциjа (ГФ)[7]. Гринова функциjа се дефинише као

G(x− x′, t− t′) = ⟨⟨Â(x, t)|B̂(x′, t′)⟩⟩ = θ(t− t′)⟨[Â(x, t), B̂(x′, t′)]⟩. (1.10)

У (1.10) Â(x, t) и B̂(x′, t′) представљаjу операторе коjи зависе од просторних (x, x′) и временских
(t, t′) координата, θ(t− t′) je Хевисаjдова степ функциjа

θ(t− t′) =

{
1, t > t′

0, t ≤ t′
, (1.11)

⟨. . . ⟩ представља средњу вредност по канонском ансамблу коja jе дефинисана као ⟨. . . ⟩ =

Z−1Tr

(
. . . e

− Ĥ
kBT

)
(где jе Z = Tr

(
e
− Ĥ

kBT

)
статистичка сума, Ĥ jе хамилтониjан система, T

jе температура система, a kB je Болцманова константа), док jе [Â(x, t), B̂(x′, t′)] комутатор
дефинисан као [Â(x, t), B̂(x′, t′)] = Â(x, t)B̂(x′, t′) − B̂(x′, t′)Â(x, t). На основу (1.10) видимо да
Гринова функциjа зависи од разлике просторних x− x′ и временских t− t′ координата. Наиме,
ако посматрамо просторно хомогену средину, онда Гринова функциjа не зависи од просторних
координата x и x′ поjединачно, већ само од њихове разлике. Овде се мора водити рачуна о
томе да средина буде просторно довољно велика да бисмо могли да занемаримо утицаj граница
средине (у супротном, ГФ зависи од x и x′ поjединачно jер на границама средине важе другачиjи
услови него у унутрашњости). С обзиром да су оператори Â(x, t) и B̂(x′, t′) дати у такозваноj
Хаjзенберговоj слици, односно,

Â(x, t) = eiĤtÂ(x)e−iĤt,

B̂(x′, t′) = eiĤt′B̂(x′)e−iĤt′ ,
(1.12)

уколико оператори A(x) и B(x′) не зависе експлицитно од времена (што jе и претпостављено у
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(1.12)), тj. ∂A(x)
∂t

= ∂B(x′)
∂t

= 0, ГФ ће зависити од разлике временских координата (t − t′). Ово
можемо видети ако потражимо величину F (t, t′) = ⟨Â(x, t)B̂(x′, t′)⟩:

⟨Â(x, t)B̂(x′, t′)⟩ = Z−1Tr

(
eiĤtÂ(x)e−iĤteiĤt′B̂(x′)e−iĤt′e

− Ĥ
kBT

)
= Z−1Tr

(
e
− Ĥ

kBT eiĤtÂ(x)e−iĤteiĤt′B̂(x′)e−iĤt′
)

= Z−1Tr

(
e−iĤt′e

− Ĥ
kBT eiĤtÂ(x)e−iĤteiĤt′B̂(x′)

)
= Z−1Tr

(
e
− Ĥ

kBT eiĤ(t−t′)Â(x)e−iĤ(t−t′)B̂(x′)

)
= F (t− t′),

(1.13)

где смо искористили чињеницу да величине e
− Ĥ

kBT и e−iĤt′ комутираjу. Аналогно важи и за
⟨B̂(x′, t′)Â(x, t)⟩, на основу чега закључуjемо да Гринова функциjа зависи од разлике времена t
и t′. Као што jе речено на почетку ове главе, уз помоћ Гринових функциjа можемо одредити
енергиjу елементарних ексцитациjа и магнетизациjу. Да бисмо то урадили, потребно jе наjпре
одредити Гринову функциjу. То можемо урадити полазећи од jедначине кретања за Гринову
функциjу коjа jе дата као (узето jе да jе ℏ = 1)

i
dG(x− x′, t− t′)

dt
= i

d

dt

[
θ(t− t′)⟨[Â(x, t), B̂(x′, t′)]⟩

]
= i

dθ(t− t′)

dt
⟨[Â(x, t), B̂(x′, t′)]⟩+ θ(t− t′)⟨[idÂ(x, t)

dt
, B̂(x′, t′)]⟩.

(1.14)

У наставку користимо чињеницу да jе извод Хевисаjдове степ функциjе jеднак Дираковоj делта
функциjи, тj. dθ(t−t′)

dt
= δ(t − t′) [7]. С обзиром да операторе пишемо у Хаjзенберговоj слици

(1.12), извод оператора Â(x, t) по времену можемо записати као

i
dÂ(x, t)

dt
= i2ĤeiĤtÂ(x)e−iĤt + ieiĤtÂ(x)(−iĤ)e−iĤt = −ĤÂ(x, t) + Â(x, t)Ĥ

= [Â(x, t), Ĥ].

(1.15)
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Тиме смо добили Хаjзенбергову jедначину кретања. Након тога израз (1.10) можемо записати
као

i
dG(x− x′, t− t′)

dt
= iδ(t− t′)⟨[Â(x, t), B̂(x′, t′)]⟩+ θ(t− t′)⟨[Â(x, t), Ĥ], B̂(x′, t′)⟩

= iδ(t− t′)⟨[Â(x, t), B̂(x′, t)]⟩+ ⟨⟨[Â(x, t), Ĥ]|B̂(x′, t′)⟩⟩
= iδ(t− t′)Q(x− x′) +G1(x− x′, t− t′),

(1.16)

где због присуства Диракове делта функциjе (коjа jе различита од нуле за t = t′) комутатор
оператора Â(x, t) и B̂(x′, t′) рачунамо у истом временском тренутку, тj.

δ(t− t′)⟨[Â(x, t), B̂(x′, t′)]⟩ = δ(t− t′)⟨[Â(x, t), B̂(x′, t)]⟩ ≡ δ(t− t′)Q(x− x′). (1.17)

Из (1.16) може се видети да jе величина G1(x − x′, t − t′) ≡ ⟨⟨[Â(x, t), Ĥ]|B̂(x′, t′)⟩⟩ задата у
аналогном облику као и почетна Гринова функциjа G и назива се виша Гринова функциjа. Да
бисмо из израза (1.16) нашли G(x−x′, t− t′) пожељно jе да са координата (x, x′) и времена (t, t′)
пређемо на импулс k и фреквенциjу ω користећи Фуриjе трансформациjе

G(x− x′, t− t′) =
1

N

∑
k

∫ ∞

−∞
dωG(k, ω)eik(x−x′)e−iω(t−t′),

δ(t− t′) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dωe−iω(t−t′),

Q(x− x′) =
1

N

∑
k

Q(k)eik(x−x′),

G1(x− x′, t− t′) =
1

N

∑
k

∫ ∞

−∞
dωG1(k, ω)e

ik(x−x′)e−iω(t−t′),

(1.18)

где jе N броj чворова посматране кристалне решетке. Jедначина (1.16) сада добиjа облик
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i
d

dt

(
1

N

∑
k

∫ ∞

−∞
dωG(k, ω)eik(x−x′)e−iω(t−t′)

)
= i

1

2π

∫ ∞

−∞
dωe−iω(t−t′) 1

N

∑
k

Q(k)eik(x−x′)

+
1

N

∑
k

∫ ∞

−∞
dωG1(k, ω)e

ik(x−x′)e−iω(t−t′).

(1.19)

У горњем изразу може се уочити да извод по времену делуjе само на e−iω(t−t′). Да би уклонили

интеграле и суме, потребно jе израз (1.19) помножити са
∑
x−x′

e−iq(x−x′)

∫ ∞

−∞
d(t− t′)eiω

′(t−t′), чиме

добиjамо Кронекеров симбол Nδk,q =
∑
x−x′

ei(k−q)(x−x′) и Диракову делта функциjу 2πδ(ω − ω′) =∫∞
−∞ d(t− t′)ei(ω−ω′)(t−t′). Након уклањања сума и интеграла и преласка q → k и ω′ → ω добиjамо

ωG(k, ω) =
i

2π
Q(k) +G1(k, ω). (1.20)

Као што видимо из (1.20), да бисмо одредили G(k, ω) морамо знати и G1(k, ω) што у општем
случаjу значи да морамо да одредимо jедначину кретања и за G1(k, ω). У том случаjу бисмо у
jедначини кретања за G1(k, ω) добили нову (вишу) Гринову функциjу G2(k, ω) за коjу би исто
требало тражити jедначину кретања, чиме бисмо поново добили вишу ГФ G3(k, ω). Оваквим
поступком добиjамо бесконачан низ jедначина кретања где се наредна Гринова функциjа изра-
чунава помоћу претходне. Да бисмо могли да одредимо Гринову функциjу потребно jе да се
оваj низ прекине на такав начин да вишу ГФ изразимо преко прве ниже. Ако претпоставимо
да вишу ГФ G1(k, ω) можемо апроксимирати помоћу G(k, ω) као G1(k, ω) = ωkG(k, ω), онда
коришћењем (1.20) добиjамо

G(k, ω) =
i

2π

Q(k)

ω − ωk

. (1.21)

Знаjући да реални део пола ГФ одређуjе енергиjу елементарних ексцитациjа у систему, закљу-
чуjемо да jе величина ωk дисперзиона релациjа, односно да она одређуjе зависност енергиjе
елементарних ексцитациjа од таласног вектора k [7].
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Главна примена Гринових функциjа се заснива на коришћењу спектралне теореме коjа
омогућава рачунање средњих вредности производа оператора [7]

JBA = ⟨B̂Â⟩k = lim
µ→0

∫ ∞

−∞
dω

⟨⟨Â|B̂⟩⟩ω+iµ − ⟨⟨Â|B̂⟩⟩ω−iµ

eβω − 1

= lim
µ→0

i

2π

∑
α

Aα

∫ ∞

−∞
dω

[
1

ω − ωα + iµ
− 1

ω − ωα − iµ

]
,

(1.22)

где ⟨. . . ⟩k означава да смо прешли у реципрочни k простор, β = 1
kBT

, a ⟨⟨A|B⟩⟩ω±iµ je Гринова
функциjа коjу смо, водећи се изразом (1.21), записали као

⟨⟨Â|B̂⟩⟩ω =
i

2π

∑
α

Aα

ω − ωα
(1.23)

Користећи релациjу [7]

1

x± iµ
= P

1

x
∓ iπδ(x), µ → 0 (1.24)

где P означава главну вредност одговараjућег интеграла, израз (1.22) постаjе

JB̂Â = ⟨B̂Â⟩k =
i

2π

∑
α

Aα

∫ ∞

−∞

dω

eβω − 1

[
P

1

ω − ωα

− iπδ(ω − ωα)− P
1

ω − ωα

− iπδ(ω − ωα)

]
=

i

2π

∑
α

Aα

∫ ∞

−∞

dω

eβω − 1
(−2iπδ(ω − ωα))

=
∑
α

Aα

eβωα − 1
.

(1.25)
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Корелационе функциjе JB̂Â и JÂB̂ су повезане као JÂB̂ = eβωαJB̂Â [7], на основу чега jе

JÂB̂ =
∑
α

Aα

1− eβωα
. (1.26)

Уз помоћ корелационе функциjе, сада jе могуће наћи магнетизациjу система. У случаjу Хаjзе-
нберговог антиферомагнета магнетизациjа за, на пример, подрешетку a дата (са спином S = 1

2
)

jе као [8]

σ̂ =
1

2
− 1

Na

∑
k

⟨Ŝ−Ŝ+⟩k, (1.27)

где jе Na броj чворова подрешетке. Када jе релациjа за магнетизациjу (1.27) експлицитно
позната, уз помоћ ње можемо наћи темепратуру фазног прелаза користећи услов да на тоj
температури магнетизациjа постаjе jеднака нули.
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2 Магнетна своjства дводимензионалног Хаjзенберговог
антиферомагнета са Ђалошински-Мориjа интеракциjом
у оквиру методе Гринових функциjа

У овоj глави анализираћемо магнетна своjства фрустрираног 2D антиферомагнета са спи-
нском анизотропиjом и Ђалошински-Мориjа интеракциjом [9]. Оно што желимо да одредимо
су дисперзиона релациjа и магнетизациjа у оквиру методе Гринових функциjа са тjабликовском
апроксимациjом.

2.1 Моделни хамилтониjан

Мермин-Вагнерова теорема [10] тврди да дводимензионални изотропни Хаjзенбергов модел
не поседуjе спонтану магнетизациjу на коначним температурама. Да би се поjавила спонтане
магнетизациjе уводимо спинску анизотропиjу између првих наjближих суседа и Ђалошински-
Мориjа интеракциjу. Поред ових анизотропиjа, у моделу узимамо у обзир и интеракциjу других
наjближих суседа чиме долази до фрустрациjе коjа утиче на понашање система. Хамилтониjан
овог модела, за спин S = 1

2
, дат jе као [9]

Ĥ = J1
∑
na,δ1

(
Ŝx(a)
na

Ŝ
x(b)
na+δ1

+ Ŝy(a)
na

Ŝ
y(b)
na+δ1

+ αŜz(a)
na

Ŝ
z(b)
na+δ1

)
−D

∑
na,δ1

(
Ŝy(a)
na

Ŝ
z(b)
na+δ1

− Ŝz(a)
na

Ŝ
y(b)
na+δ1

)
+

J2
2

∑
nν ,δ2
ν=a,b

(
Ŝx(ν)
nν

Ŝ
x(ν)
nν+δ2

+ Ŝy(ν)
nν

Ŝ
y(ν)
nν+δ2

+ Ŝz(ν)
nν

Ŝ
z(ν)
nν+δ2

)
,

(2.1)

где jе J1 интеракциjа првих наjближих суседа, J2 интеракциjа других наjближих суседа (у
трећем члану jе убачена 1

2
да би се избегло двоструко рачунање исте интеракциjе), D jе Ђа-

лошински-Мориjа интеракциjа, nν (ν = a, b) вектор положаjа спина у подрешетки ν, δ1 и δ2
повезуjу прве и друге наjближе суседе респективно, а α означава спинску анизотропиjу између
првих наjближих суседа. Ђалошински-Мориjа интеракциjа доводи до ротациjе спинова за мали
угао θ, у yz-равни спинова, што се може видети на Слици 2.1. На Слици 2.1 приказана jе и
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x y

z

θ

Sa

Sb

a0

b0

J1

J2

Слика 2.1: Приказ положаjа спинова на подрешеткама a и b у присуству интеракциjа J1, J2 и
D. Параметри решетке у правцу x-осе и y-осе су означени са a0 и b0 респективно [9]. Зеленом
линиjом jе представљена интеракциjа наjближих суседа, а наранџастом интеракциjа других
наjближих суседа.

интеракциjа првих и других суседа на основу чега можемо видети да постоjе z1 = 4 првих и
z2 = 4 других наjближих суседа. Испрекиданом линиjом приказан jе положаj спинова у одсуству
Ђалошински-Мориjа интеракциjе. Детаљниjи приказ положаjа спинова дат jе на Слици 2.2
а). На тоj слици уjедно примећуjемо да су y-компоненте спинова подрешетке a и b уређене
антипаралелно (антиферомагнетно), док су z-компоненте уређене паралелно (феромагнетно)
због чега други члан у хамилтониjану (2.1) има негативан предзнак.

Да бисмо одредили дисперзиону релациjу и магнетизациjу користићемо методу Гринових
функциjа са тjабликовском апроксимациjом. Пре него што се то уради потребно jе одредити
зависност између угла θ и редукованих параметара p = J2

J1
и d = D

J1
. То се може урадити

минимизациjом енергиjе основног стања H0 по углу θ. Да бисмо ово урадили заротираћемо
наjпре подрешетку b за 180◦ око z-осе као што jе приказано на Слици 2.2 б) [11, 12]. Компоненте
спина коjи припада подрешетки b након трансформациjе гласе
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y

z

θ θа)

б)

Слика 2.2: Приказ деjства Ђалошински-Мориjа интеракциjе. Под a) спинови су ротирани за
угао θ у yz равни у односу на xy раван. Под b) приказ магнетне решетке након ротациjе спинова
у подрешетки b за 180◦ oко z−osе.

Ŝ
x(b)

Ŝy(b)

Ŝz(b)

→

−Ŝx(b)

−Ŝy(b)

Ŝz(b)

 . (2.2)

Хамилтониjан (2.1) сада постаjе

Ĥ =J1
∑
na,δ1

(
−Ŝx(a)

na
Ŝ
x(b)
na+δ1

− Ŝy(a)
na

Ŝ
y(b)
na+δ1

+ αŜz(a)
na

Ŝ
z(b)
na+δ1

)
−D

∑
na,δ1

(
Ŝy(a)
na

Ŝ
z(b)
na+δ1

+ Ŝz(a)
na

Ŝ
y(b)
na+δ1

)
+

J2
2

∑
na,δ2

(
Ŝx(a)
na

Ŝ
x(a)
na+δ2

+ Ŝy(a)
na

S
y(a)
na+δ2

+ Ŝz(a)
na

Ŝ
z(a)
na+δ2

)
+

J2
2

∑
nb,δ2

(
Ŝx(b)
nb

Ŝ
x(b)
nb+δ2

+ Ŝy(b)
nb

Ŝ
y(b)
nb+δ2

+ Ŝz(b)
nb

Ŝ
z(b)
nb+δ2

)
.

(2.3)

Да бисмо одредили енергиjу основног стања морамо узети у обзир да jе у основном стању
Ŝy → S cos θ и Ŝz → S sin θ (где jе S проjекциjа спина). Тако jе
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H0 =
J1Nz1

2

(
−S2 sin2 θ + αS2 cos2 θ

)
− DNz1

2

(
S2 sin θ cos θ + S2 sin θ cos θ

)
+

J2Nz2
2

(
S2 sin2 θ + S2 cos2 θ

)
+

J2Nz2
2

(
S2 sin2 θ + S2 cos2 θ

)
,

(2.4)

где jе N броj чворова. Услов да енергиjа H0 има минимум гласи

∂H0

∂θ
=

J1Nz1
2

(
2S2 sin θ cos θ + 2αS2 sin θ cos θ

)
− 2DS2Nz1

2

(
cos2 θ − sin2 θ

)
= 0. (2.5)

Користећи тригенометриjске идентитете 2 sin θ cos θ = sin 2θ и cos2 θ − sin2 θ = cos 2θ добиjамо

J1
2
sin 2θ(1 + α)−D cos 2θ = 0, (2.6)

одакле следи да jе

tan 2θ =
D
J1

2

1 + α
=

2d

1 + α
, (2.7)

уз напомену да угао θ не зависи од J2. У наставку претпостављамо да се оваj угао неће мењати
ни када уведемо пуни квантни Хамилтониjан [13].

Дисперзиону релациjу и магнетизациjу одредићемо уз помоћ Гринових функциjа облика
⟨⟨Ŝ+|B̂⟩⟩ (подсећамо да jе B̂ произвољни оператор), услед чега хамилтониjан (2.1) треба изразити
користећи операторе подизања и спуштања Ŝ±. Пре него што то урадимо, заротираћемо
координатни систем тако да се његова z-oса поклапа са смером спина за сваку подрешетку
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поjединачно чиме добиjамо нове спинске операторе. Ротациjа подрешеткe a приказана jе на
Слици 2.3 [11, 12]. Примећуjемо да правац x-осe остаjе непромењен.

y

z

z′

y′

Ŝa

Слика 2.3: Приказ ротациjе координатног система за подрешетку a.

Овакву трансформациjу матрично записуjемо као

Ŝ
x(a)

Ŝy(a)

Ŝz(a)

 =


1 0 0

0 sin θ cos θ

0 − cos θ sin θ


σ̂

x(a)

σ̂y(a)

σ̂z(a)

 , (2.8)

тако да веза између компоненти старих (Ŝ) и нових (σ̂) спинова гласи

Ŝx(a) = σ̂x(a),

Ŝy(a) = sin θσ̂y(a) + cos θσ̂z(a),

Ŝz(a) = − cos θσ̂y(a) + sin θσ̂z(a).

(2.9)
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За подрешетку b ротациjу вршимо у супротном смеру. Ова трансформациjа jе приказана на
Слици 2.4.

y

z
y′′

z′′

Ŝb

Слика 2.4: Приказ ротациjе координатног система за подрешетку b.

Одговараjућу трансформациjу записуjемо као

Ŝ
x(b)

Ŝy(b)

Ŝz(b)

 =


1 0 0

0 sin θ − cos θ

0 cos θ sin θ


σ̂

x(b)

σ̂y(b)

σ̂z(b)

 , (2.10)

односно

Ŝx(b) = σ̂x(b),

Ŝy(b) = sin θσ̂y(b) − cos θσ̂z(b),

Ŝz(a) = cos θσ̂y(b) + sin θσ̂z(b).

(2.11)
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Хамилтониjан (2.1) изражен преко нових спинских оператора гласи

Ĥ =J1
∑
na,δ1

(
Ŝx(a)
na

Ŝ
x(b)
na+δ1

+ Ŝy(a)
na

Ŝ
y(b)
na+δ1

+ αŜz(a)
na

Ŝ
z(b)
na+δ1

)
−D

∑
na,δ1

(
Ŝy(a)
na

Ŝ
z(b)
na+δ1

+ Ŝz(a)
na

Ŝ
y(b)
na+δ1

)
+

J2
2

∑
nν ,δ2

(
Ŝx(ν)
nν

Ŝ
x(ν)
nν+δ2

+ Ŝy(ν)
nν

Ŝ
y(ν)
nν+δ2

+ Ŝz(ν)
nν

Ŝ
z(ν)
nν+δ2

)
=

J1
∑
na,δ1

[
σ̂x(a)
na

σ̂
x(b)
na+δ1

+
(
sin θσ̂y(a)

na
+ cos θσ̂z(a)

na

) (
sin θσ̂

y(b)
na+δ1

− cos θσ̂
z(b)
na+δ1

)
+ α

(
− cos θσ̂y(a)

na
+ sin θσ̂z(a)

na

) (
cos θσ̂

y(b)
na+δ1

+ sin θσ̂
z(b)
na+δ1

) ]
−D

∑
na,δ1

[ (
sin θσ̂y(a)

na
+ cos θσ̂z(a)

na

) (
cos θσ̂

y(b)
na+δ1

+ sin θσ̂
y(b)
na+δ1

)
−
(
− cos θσ̂y(a)

na
+ sin θσ̂z(a)

na

) (
sin θσ̂

y(b)
na+δ1

− cos θσ̂
z(b)
na+δ1

) ]
+

J2
2

∑
nν ,δ2

[
σ̂x(ν)
nν

σ̂
x(ν)
nν+δ2

+ sin2 θσ̂y(ν)
nν

σ̂
y(ν)
nν+δ2

± sin θ cos θσ̂y(ν)
nν

σ̂
z(ν)
nν+δ2

± sin θ cos θσ̂z(ν)
nν

σ̂
y(ν)
nν+δ2

+ cos2 θσ̂z(ν)
nν

σ̂
z(ν)
nν+δ2

+ cos2 θσ̂y(ν)
nν

σ̂
y(ν)
nν+δ2

∓ sin θ cos θσ̂y(ν)
nν

σ̂
z(ν)
nν+δ2

∓ sin θ cos θσ̂z(ν)
nν

σ̂
y(ν)
nν+δ2

+ sin2 θσ̂z(ν)
nν

σ̂
z(ν)
nν+δ2

]
.

(2.12)

Даље jе

Ĥ = J1
∑
na,δ1

[
σ̂x(a)
na

σ̂
x(b)
na+δ1

+ σ̂y(a)
na

σ̂
y(b)
na+δ1

(
sin2 θ − α cos2 θ

)
+ σ̂y(a)

na
σ̂
z(b)
na+δ1

(− sin θ cos θ(1 + α))

+σ̂z(a)
na

σ̂
y(b)
na+δ1

(sin θ cos θ(1 + α)) + σ̂z(a)
na

σ̂
z(b)
na+δ1

(
− cos2 θ + α sin2 θ

) ]
−D

∑
na,δ1

[
σ̂y(a)
na

σ̂
y(b)
na+δ1

2 sin θ cos θ + σ̂y(a)
na

σ̂
z(b)
na+δ1

(
sin2 θ − cos2 θ

)
+σ̂z(a)

na
σ̂
y(b)
na+δ1

(
cos2 θ − sin2θ

)
+ σ̂z(a)

na
σ̂
z(b)
na+δ1

2 sin θ cos θ
]

(2.13)
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+
J2
2

∑
nν ,δ2

[
σ̂x(ν)
nν

σ̂
x(ν)
nν+δ2

+ sin2 θσ̂y(ν)
nν

σ̂
y(ν)
nν+δ2

± sin θ cos θσ̂y(ν)
nν

σ̂
z(ν)
nν+δ2

± sin θ cos θσ̂z(ν)
nν

σ̂
y(ν)
nν+δ2

+ cos2 θσ̂z(ν)
nν

σ̂
z(ν)
nν+δ2

+ cos2 θσ̂y(ν)
nν

σ̂
y(ν)
nν+δ2

∓ sin θ cos θσ̂y(ν)
nν

σ̂
z(ν)
nν+δ2

∓ sin θ cos θσ̂z(ν)
nν

σ̂
y(ν)
nν+δ2

+ sin2 θσ̂z(ν)
nν

σ̂
z(ν)
nν+δ2

]
.

Након одговараjућег груписања чланова по спинским операторима добиjамо

Ĥ =
∑
na,δ1

[
J1σ̂

x(a)
na

σ̂
x(b)
na+δ1

+ σ̂y(a)
na

σ̂
y(b)
na+δ1

(
J1
(
sin2 θ − α cos2 θ

)
− 2D sin θ cos θ

)
+ σ̂z(a)

na
σ̂
z(b)
na+δ1

(
J1(α sin2 θ − cos2 θ)− 2D sin θ cos θ

)
+
(
σ̂z(a)
na

σ̂
y(b)
na+δ1

− σ̂y(a)
na

σ̂
z(b)
na+δ1

)(
J1 sin θ cos θ(1 + α)−D(cos2 θ − sin2 θ)

)]
+

J2
2

∑
nν ,δ2

[
σ̂x(ν)
nν

σ̂
x(ν)
nν+δ2

+ sin2 θσ̂y(ν)
nν

σ̂
y(ν)
nν+δ2

± sin θ cos θσ̂y(ν)
nν

σ̂
z(ν)
nν+δ2

± sin θ cos θσ̂z(ν)
nν

σ̂
y(ν)
nν+δ2

+ cos2 θσ̂z(ν)
nν

σ̂
z(ν)
nν+δ2

+ cos2 θσ̂y(ν)
nν

σ̂
y(ν)
nν+δ2

∓ sin θ cos θσ̂y(ν)
nν

σ̂
z(ν)
nν+δ2

∓ sin θ cos θσ̂z(ν)
nν

σ̂
y(ν)
nν+δ2

+ sin2 θσ̂z(ν)
nν

σ̂
z(ν)
nν+δ2

]
.

(2.14)

Примећуjе се да члан (J1 sin θ cos θ(1 + α)−D(cos2 θ − sin2 θ)) у (2.14) нестаjе ако се искористи
релациjа (2.7), тj. (2.6), те израз (2.14) постаjе

Ĥ =
∑
na,δ1

[
J1σ̂

x(a)
na

σ̂
x(b)
na+δ1

+ σ̂y(a)
na

σ̂
y(b)
na+δ1

(
J1
(
sin2 θ − α cos2 θ

)
− 2D sin θ cos θ

)
+ σ̂z(a)

na
σ̂
z(b)
na+δ1

(
J1(α sin2 θ − cos2 θ)− 2D sin θ cos θ

) ]
+

J2
2

∑
nν ,δ2

[
σ̂x(ν)
nν

σ̂
x(ν)
nν+δ2

+ sin2 θσ̂y(ν)
nν

σ̂
y(ν)
nν+δ2

± sin θ cos θσ̂y(ν)
nν

σ̂
z(ν)
nν+δ2

± sin θ cos θσ̂z(ν)
nν

σ̂
y(ν)
nν+δ2

+ cos2 θσ̂z(ν)
nν

σ̂
z(ν)
nν+δ2

+ cos2 θσ̂y(ν)
nν

σ̂
y(ν)
nν+δ2

∓ sin θ cos θσ̂y(ν)
nν

σ̂
z(ν)
nν+δ2

∓ sin θ cos θσ̂z(ν)
nν

σ̂
y(ν)
nν+δ2

+ sin2 θσ̂z(ν)
nν

σ̂
z(ν)
nν+δ2

]
.

(2.15)
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Као што смо већ рекли, да бисмо методом ГФ одредили величине као што су дисперзиона
релациjа и магнетизациjа, потребно jе да хамилтониjан запишемо користећи операторе подизања
и спуштања σ̂±. Ове операторе дефинишемо као

σ̂x =
σ̂+ + σ̂−

2
,

σ̂y =
σ̂+ − σ̂−

2i
,

(2.16)

где смо ради сажетости игнорисали ознаке коjе указуjу на подрешетку и чвор. Након прелажења
на операторе σ̂± израз (2.15) постаjе

Ĥ =
∑
na,δ1

[
J1
4

(
σ̂+(a)
na

+ σ̂−(a)
na

) (
σ̂
+(b)
na+δ1

+ σ̂
−(b)
na+δ1

)
− 1

4

(
σ̂+(a)
na

− σ̂−(a)
na

) (
σ̂
+(b)
na+δ1

− σ̂
−(b)
na+δ1

) (
J1
(
α sin2 θ − cos2 θ

)
−D sin 2θ

)
+ σ̂z(a)

na
σ̂
z(b)
na+δ1

(
J1(α sin2 θ − cos2 θ)−D sin 2θ

)
]

+
∑
nν ,δ2

[
1

2

(
σ̂+(ν)
nν

σ̂
−(ν)
nν+δ2

+ σ̂−(ν)
nν

σ̂
+(ν)
nν+δ2

)
+ σ̂z(ν)

nν
σ̂
z(ν)
nν+δ2

]
=

∑
na,δ1

[ (
σ̂+(a)
na

σ̂
−(b)
na+δ1

+ σ̂−(a)
na

σ̂
+(b)
na+δ1

)(J1
4

+
J1
4
(sin2 θ − α cos2 θ − d sin 2θ)

)
+
(
σ̂+(a)
na

σ̂
+(b)
na+δ1

+ σ−(a)
na

σ̂
−(b)
na+δ1

)(J1
4

− J1
4
(sin2 θ − α cos2 θ − d sin 2θ)

)
σ̂z(a)
na

σ̂
z(b)
na+δ1

(
J1(α sin2 θ − cos2 θ)−D sin 2θ

) ]
+

J2
2

∑
nν ,δ2

[
1

2

(
σ̂+(ν)
nν

σ̂
−(ν)
nν+δ2

+ σ̂−(ν)
nν

σ̂
+(ν)
nν+δ2

)
+ σ̂z(ν)

nν
σ̂
z(ν)
nν+δ2

]
.

(2.17)

Наjзад, хамилтониjан (2.17) може се сажетиjе записати као
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Ĥ =
∑
na,δ1

[
A′
(
σ̂+(a)
na

σ̂
−(b)
na+δ1

+ σ̂−(a)
na

σ̂
+(b)
na+δ1

)
+B′

(
σ̂+(a)
na

σ̂
+(b)
na+δ1

+ σ̂−(a)
na

σ̂
−(b)
na+δ1

)
+ C ′

(
σ̂z(a)
na

σ̂
z(b)
na+δ1

) ]
+

J2
2

∑
nν ,δ2

[
1

2

(
σ̂+(ν)
nν

σ̂
−(ν)
nν+δ2

+ σ̂−(ν)
nν

σ̂
+(ν)
nν+δ2

)
+ σ̂z(ν)

nν
σ̂
z(ν)
nν+δ2

]
,

(2.18)

гдe су коришћене ознаке

A′ =
J1
4

+
J

4

(
sin2 θ − α cos2 θ − d sin 2θ

)
,

B′ =
J1
4

− J1
4

(
sin2 θ − α cos2 θ − d sin 2θ

)
,

C ′ = J1
(
α sin2 θ − cos2 θ

)
−D sin 2θ.

(2.19)

Ако искористимо тригонометриjски идентитет sin2 θ = 1− cos2 θ, релациjе (2.19) постаjу

A′ =
J1
2

− J1
4
(1 + α) cos2 θ − dJ1

4
sin 2θ,

B′ =
J1
4
(1 + α) cos2 θ +

dJ1
4

sin 2θ,

C ′ = J1
[
α− (1 + α) cos2 θ − d sin 2θ

]
.

(2.20)

2.2 Одређивање спектра елементарних ексцитациjа

У прошлом одељку одредили смо зависност угла θ од Ђалошински-Мориjа интеракциjе D и
спинске анизотропиjе α и ротирањем координатног система тако да се z-оса поклапа са смером
спинова подрешетки a и b прешли са почетног хамилтониjана (2.1) на нови хамилтониjан (2.18).
Сада можемо методом Гринових функциjа одредити дисперзиону релациjу, односно, спектар
елементарних ексцитациjа, jер, као што смо видели у Глави 1, реални пол ГФ даjе спектар
елементарних ексцитациjа. У том циљу, наћи ћемо Гринову функциjу ⟨⟨σ̂±(a/b)|B̂⟩⟩k,ω ≡ G±(a/b)

(где ознака ⟨⟨. . . ⟩⟩k,ω говори да се ради о простору импулса k и фреквенциjе ω и у наставку ће
бити занемарена).
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Да бисмо нашли ГФ, наjпре морамо саставити jедначину кретања за оператор σ̂
+(a)
n′

a

i
dσ̂

+(a)
n′

a

dt
= [σ̂

+(a)
n′

a
, Ĥ] =

∑
na,δ1

[
A′
([

σ̂
+(a)
n′

a
, σ̂+(a)

na
σ̂
−(b)
na+δ1

+ σ̂−(a)
na

σ̂
+(b)
na+δ1

])

+ C ′
([

σ̂
+(a)
n′

a
, σ̂z(a)

na
σ̂
z(b)
na+δ1

])
+B′

([
σ̂
+(a)
n′

a
, σ̂+(a)

na
σ̂
+(b)
na+δ1

+ σ̂−(a)
na

σ̂
−(b)
na+δ1

])]

+
J2
2

∑
nν ,δ2

[
1

2

([
σ̂
+(a)
n′

a
, σ̂+(ν)

nν
σ̂
−(ν)
nν+δ2

+ σ̂−(ν)
nν

σ̂
+(ν)
nν+δ2

])
+
[
σ̂
+(a)
n′

a
, σ̂z(ν)

nν
σ̂
z(ν)
nν+δ2

] ]
.

(2.21)

Знаjући да спински оператори комутираjу када припадаjу различитим подрешеткама, као и
своjство комутатора [A,BC] = B [A,C] + [A,B]C и комутационе релациjе (1.6), добиjамо

i
dσ̂

+(a)
n′

a

dt
=
∑
na,δ1

A′
(
σ̂+(a)
na

[
σ̂
+(a)
n′

a
, σ̂

−(b)
na+δ1

]
+
[
σ̂
+(a)
n′

a
, σ̂+(a)

na

]
σ̂
−(b)
na+δ1

+ σ̂−(a)
na

[
σ̂
+(a)
n′

a
, σ̂

+(b)
na+δ1

]
[
σ̂
+(a)
n′

a
, σ̂−(a)

na

]
σ̂
+(b)
na+δ1

)
+
∑
na,δ1

B′
(
σ̂+(a)
na

[
σ̂
+(a)
n′

a
, σ̂

+(b)
na+δ1

]
+
[
σ̂
+(a)
n′

a
, σ̂+(a)

na

]
σ̂
+(b)
na+δ1

+ σ̂−(a)
na

[
σ̂
+(a)
n′

a
, σ̂

−(b)
na+δ1

]
+
[
σ̂
+(a)
n′

a
, σ̂−(a)

na

]
σ̂
−(b)
na+δ1

)
+
∑
na,δ1

C ′
(
σ̂z(a)
na

[
σ̂
+(a)
n′

a
, σ̂

z(b)
na+δ1

]
+
[
σ̂
+(a)
n′

a
, σ̂z(a)

na

]
σ̂
z(b)
na+δ1

)

+ J2
∑
na,δ2

[
1

2

(
σ̂+(a)
na

[
σ̂
+(a)
n′

a
, σ̂

−(a)
na+δ2

]
+
[
σ̂
+(a)
n′

a
, σ̂+(a)

na

]
σ̂
−(a)
na+δ2

+ σ̂−(a)
na

[
σ̂
+(a)
n′

a
, σ̂

+(a)
na+δ2

]
[
σ̂
+(a)
n′

a
, σ̂−(a)

na

]
σ̂
+(a)
na+δ2

)
+ σ̂z(a)

na

[
σ̂
+(a)
n′

a
, σ̂

z(a)
na+δ2

]
+
[
σ̂
+(a)
n′

a
, σ̂z(a)

na

]
σ̂
z(2)
na+δ2

)]
.

(2.22)
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Након одређивања комутационих релациjа и преласка са n′
a на na, jедначина кретања за

спински оператор σ̂
+(a)
na постаjе

i
dσ̂

+(a)
na

dt
= A′

∑
δ1

2σ̂z(a)
na

σ̂
+(b)
na+δ1

+B′
∑
δ1

2σ̂z(a)
na

σ̂
−(b)
na+δ1

− C ′
∑
δ1

σ̂+(a)
na

σ̂
z(b)
na+δ1

+ 2J2
∑
δ2

[
σ̂
+(a)
na+δ2

σ̂z(a)
na

− σ̂+(a)
na

σ̂
z(a)
na+δ2

]
.

(2.23)

Сада прелазимо на рачунање Гринове функциjе ⟨⟨σ̂+(a)
na |B̂⟩⟩ = G

+(a)
a . Jедначина кретања за ову

ГФ гласи

i
dG

+(a)
a

dt
= iδ(t− t′)⟨[σ̂+(a)

na
, B̂]⟩+ ⟨⟨[σ̂+(a)

na
, Ĥ]|B̂⟩⟩. (2.24)

Tрансформациjом датом изразом (1.18) прелазимо са времена на фреквенциjу (занемарена jе
експлицитна зависност од ω)

ωG+(a)
a =

i

2π

〈[
σ̂+(a)
na

, B̂
]〉

+
〈〈

[σ̂+(a)
na

, Ĥ]|B̂
〉〉

. (2.25)

Користећи jедначину (2.23), израз (2.25) постаjе

ωG+(a)
a =

i

2π

〈[
σ̂+(a)
na

, B̂
]〉

+
∑
δ1

[
2A′⟨⟨σ̂z(a)

na
σ̂
+(b)
na+δ1

|B̂⟩⟩ − C ′⟨⟨σ̂+(a)
na

σ̂
z(b)
na+δ1

|B̂⟩⟩

+ 2B′⟨⟨σ̂z(a)
na

σ̂
−(b)
na+δ1

|B̂⟩⟩

]
+ J2

∑
δ2

[
⟨⟨σ̂+(a)

na+δ2
σ̂z(a)
na

|B̂⟩⟩ − ⟨⟨σ̂+(a)
na

σ̂
z(a)
na+δ2

|B̂⟩⟩

]
.

(2.26)

Видимо да у (2.26) фигурише виша Гринова функциjа облика ⟨⟨σ̂z
g σ̂

+
g |B̂⟩⟩. Применом тjабликовске

апроксимациjе [7, 8], ове ГФ могу се декупловати на следећи начин (узимаjући у обзир да jе
f ̸= g)
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⟨⟨σ̂z
g σ̂

+
f |B̂⟩⟩ = ⟨σ̂z

g⟩⟨⟨σ̂+
f |B̂⟩⟩. (2.27)

Тjабликовска апроксимациjа се заснива на занемаривању корелациjе између лонгитудиналних и
трансверзалних компоненти спина на различитим чворовима решетке, при чему се z-компонента
спина замењуjе њеном средњом вредношћу ⟨Ŝz⟩ коjа не зависи од избора чвора (због транслато-
рне инвариjантности). Претпостављаjући да jе средња вредност z-компоненте спинског опера-
тора, σ̂z, jеднака за обе подрешетке, тj. ⟨σ̂z

g⟩ = ⟨σ̂z(a)
g ⟩ = ⟨σ̂z(b)

g ⟩ ≡ σ, израз (2.26) постаjе

ωG+(a)
a =

i

2π

〈[
σ̂+(a)
na

, B̂
]〉

+
∑
δ1

[
2A′σ⟨⟨σ̂+(b)

na+δ1
|B̂⟩⟩ − C ′σ⟨⟨σ̂+(a)

na
|B̂⟩⟩

+ 2B′σ⟨⟨σ̂−(b)
na+δ1

|B̂⟩⟩

]
+ J2

∑
δ2

[
σ⟨⟨σ̂+(a)

na+δ2
|B̂⟩⟩ − σ⟨⟨σ̂+(a)

na
|B̂⟩⟩

]
.

(2.28)

У наставку вршимо Фуриjе трансформациjу, коjом прелазимо у реципрочни простор, водећи
рачуна да постоjе два различита типа величина коjе трансформишемо: ⟨⟨σ̂na |B̂⟩⟩ и ⟨⟨σ̂na+δi|B̂⟩⟩
(где jе i = 1, 2), при чему узимамо у обзир да jе B̂ ≡ B̂n′

a
. Трансформациjа jе тада дата као

∑
δi

⟨⟨σ̂+(a)
na

|B̂n′
a
⟩⟩ = 1

Na

∑
δ1,k

⟨⟨σ̂+(a)|B̂⟩⟩keik·(na−n′
a) =

zi
Na

∑
k

⟨⟨σ̂+(a)|B̂⟩⟩keik·(na−n′
a),

∑
δi

⟨⟨σ̂+(a)
na+δi

|B̂n′
a
⟩⟩ = 1

Na

∑
δi,k

⟨⟨σ̂+(a)|B̂⟩⟩keik·(na+δi−n′
a) =

zi
Na

∑
k

γik⟨⟨σ̂+(a)|B̂⟩⟩keik·(na−n′
a),

(2.29)

где jе Na броj чворова подрешетке a, а γik су геометриjски фактори дефинисани као γik =
1
zi

∑
δi

eik·δi (i = 1, 2). Увођењем Фуриjе трансформациjе (2.29), израз (2.28) постаjе (у наставку

ћемо изоставити навођење експлицитне зависности од k, тj. ⟨⟨. . . ⟩⟩k ≡ ⟨⟨. . . ⟩⟩)
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ω

Na

∑
k

G+(a) =
i

2π

1

Na

∑
k

〈[
σ̂+(a), B̂

]〉
+

1

Na

∑
k

[
2A′σz1γ1k⟨⟨σ̂+(b)|B̂⟩⟩ − C ′σz1⟨⟨σ̂+(a)|B⟩⟩

+ 2B′σz1γ1k⟨⟨σ̂−(b)|B⟩⟩+ J2
(
σz2γ2k⟨⟨σ̂+(a)|B⟩⟩ − σz2⟨⟨σ̂+(a)|B⟩⟩

) ]
.

(2.30)

Уводећи нове Гринове функциjе G−(a) ≡ ⟨⟨σ̂−(a)|B̂⟩⟩, G+(b) ≡ ⟨⟨σ̂+(b)|B̂⟩⟩ и G−(b) ≡ ⟨⟨σ̂−(b)|B̂⟩⟩
добиjамо

(ω + C ′σz1 + J2z2σ(1− γ2k))G
+(a) =

i

2π

〈[
σ̂+(a), B̂

]〉
+ 2A′σz1γ1kG

+(b) + 2B′σz1γ1kG
−(b), (2.31)

што, ако укључимо jош и члан 0 ·G−(a), представља jедначину са четири непознате ГФ. Према
томе, потребне су нам jош три jедначине коjе добиjамо тражењем jедначина кретања за преостале
ГФ.

По аналогиjи са горњим поступком, наћи ћемо jедначине кретања за операторе σ̂
−(a)
na , као и

σ̂
±(b)
nb . Jедначина кретања за оператор σ̂

−(a)
n′

a
постаjе

i
dσ̂

−(a)
n′

a

dt
= [σ̂

−(a)
n′

a
, Ĥ] =

∑
na,δ1

[
A′
([

σ̂
−(a)
n′

a
, σ̂+(a)

na
σ̂
−(b)
na+δ1

+ σ̂−(a)
na

σ̂
+(b)
na+δ1

])

+ C ′
([

σ̂
−(a)
n′

a
, σ̂z(a)

na
σ̂
z(b)
na+δ1

])
+B′

([
σ̂
−(a)
n′

a
, σ̂+(a)

na
σ̂
+(b)
na+δ1

+ σ̂−(a)
na

σ̂
−(b)
na+δ1

])]

+
J2
2

∑
nν ,δ2

[
1

2

([
σ̂
−(a)
n′

a
, σ̂+(ν)

nν
σ̂
−(ν)
nν+δ2

+ σ̂−(ν)
nν

σ̂
+(ν)
nν+δ2

])
+
[
σ̂
−(a)
n′

a
, σ̂z(ν)

nν
σ̂
z(ν)
nν+δ2

] ]

= A′
∑
δ1

(
−2σ̂

z(a)
n′

a
σ̂
−(b)
n′

a+δ1

)
+B′

∑
δ1

(
− 2σ̂

z(a)
n′

a
σ̂
+(b)
n′

a+δ1

)
+ C ′

∑
δ1

(
σ̂
−(a)
n′

a
σ̂
z(b)
n′

a+δ1

)
+ 2J2

∑
δ2

[
σ̂
−(a)
n′

a
σ̂
z(a)
n′

a+δ2
− σ̂

−(a)
n′

a+δ2
σ̂
z(a)
n′

a

]
.

(2.32)

Користећи (2.32), jедначина кретања одговараjуће Гринове функциjе G
−(a)
a гласи
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ωG−(a)
a =

i

2π

〈[
σ̂−(a)
na

, B̂
]〉

+
〈〈[

σ̂−(a)
na

, Ĥ
]
|B̂
〉〉

=
i

2π

〈[
σ̂−(a)
na

, B̂
]〉

+
∑
δ1

[
− 2A′σ⟨⟨σ̂−(b)

na+δ1
|B̂⟩⟩+ C ′σ⟨⟨σ̂−(a)

na
|B̂⟩⟩

− 2B′σ⟨⟨σ̂+(b)
na+δ1

|B̂⟩⟩
]
+ J2

∑
δ2

[
σ⟨⟨σ̂−(a)

na
|B̂⟩⟩ − σ⟨⟨σ̂−(a)

na+δ2
|B̂⟩⟩

]
,

(2.33)

где смо искористили тjабликовску апроксимациjу. Затим вршимо Фуриjе трансформациjу (2.29)

ω

Na

∑
k

G−(a) =
i

2πNa

∑
k

〈[
σ̂−(a), B̂

]〉
+

1

Na

∑
k

[
− 2Aσz1γ1kG

−(b) + C ′zaσG
−(a)

− 2B′z1γ1kσG
+(b) + J2

(
σz2G

−(a) − σz2γ2kG
−(a)
) ]

,

(2.34)

и из (2.34) добиjамо jедначину

(ω − C ′zaσ − J2σz2 (1− γ2k))G
−(a) =

i

2π

〈[
σ̂−(a), B̂

]〉
− 2Aσz1γ1kG

−(b) − 2B′z1γ1kσG
+(b). (2.35)

Поступак израчунавања преостале две ГФ неће бити приказан детаљно, већ ће само бити
наведене одговараjуће jедначине кретања. Дакле, имаjући у виду да jе

i
dσ̂

+(b)
n′

a

dt
=
[
σ̂
+(b)
n′

a
, Ĥ
]
=
∑
δ1

[
− 2A′σ̂

+(a)
n′

a+δ1
σ̂
z(b)
n′

a
− C ′σ̂

z(a)
n′

a+δ1
σ̂
+(b)
n′

a
+ 2B′σ̂

−(a)
n′

a+δ1
σ̂
z(b)
n′

a

]
+ J2

∑
δ2

(
σ̂
+(b)

n′
b+δ2

σ̂
z(b)

n′
b
− σ̂

+(b)

n′
b
σ̂
z(b)

n′
b+δ2

)
,

(2.36)

након Фуриjе трансформациjе и тjабликовске апроксимациjе добиjамо трећу jедначину

31



(ω + C ′σz1 + J2σz2(1− γ2k))G
+(b) =

i

2π

〈[
σ̂+(b), B̂

]〉
+ 2A′σz1γ1kG

+(a) + 2B′σz1γ1kG
−(a). (2.37)

Последњу, четврту, jедначину добиjамо тражењем jедначине кретања за σ̂
−(b)
na

i
dσ̂

−(b)
na

dt
=
[
σ̂−(b)
na

, Ĥ
]
=
∑
δ1

[
− 2A′σ̂

−(a)
na+δ1

σ̂z(b)
na

+ C ′σ̂
z(a)
na+δ1

σ̂−(b)
na

− 2B′σ̂
+(a)
na+δ1

σ̂z(b)
na

]
+ J2

∑
δ2

(
σ̂−(b)
na

σ̂
z(b)
na+δ2

− σ̂
−(b)
na+δ2

σ̂z(b)
na

)
,

(2.38)

одакле jе

(ω − C ′σz1 − J2z2σ(1− γ2k))G
−(b) =

i

2π

〈[
σ̂−(b), B̂

]〉
− 2A′σz1γ1kG

−(a) − 2B′σz1γ1kG
+(a). (2.39)

Користећи ознаке

Q′
k = C ′σz1 + J2z2σ(1− γ2k),

P ′
k = 2A′σz1γ1k,

R′
k = 2B′σz1γ1k,

(2.40)

jедначине (2.31), (2.35), (2.37) и (2.39) могу се сажетиjе записати у облику

(ω +Q′
k)G

+(a) + 0 ·G−(a) − P ′
kG

+(b) −R′
kG

−(b) =
i

2π

〈[
σ̂+(a), B

]〉
,

0 ·G+(a) + (ω −Q′
k)G

−(a) +R′
kG

+(b) + P ′
kG

−(b) =
i

2π

〈[
σ̂−(a), B

]〉
,

−P ′
kG

+(a) −R′
kG

−(a) + (ω +Q′
k)G

+(b) + 0 ·G−(b) =
i

2π

〈[
σ̂+(b), B

]〉
,

R′
kG

+(a) + P ′
kG

−(a) + 0 ·G+(b) + (ω −Q′
k)G

−(b) =
i

2π

〈[
σ̂−(b), B

]〉
.

(2.41)
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Да бисмо одредили спектар елементарних ексцитациjа, потребно jе решити горњи систем jедн-
ачина. У том циљу, наћи ћемо наjпре детерминанту овог система DS, коjа гласи

DS =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω +Q′
k 0 −P ′

k −R′
k

0 ω −Q′
k R′

k P ′
k

−P ′
k −R′

k ω +Q′
k 0

R′
k P ′

k 0 ω −Q′
k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2.42)

Стандардним поступком за рачунање детерминанте, добиjамо да jе детерминанта система

DS = ω4 + 2ω2
(
R

′2
k − P

′2
k −Q

′2
k

)
+R

′4
k − 2R

′2
kQ

′2
k − 2R

′2
k P

′2
k +Q

′4
k − 2P

′2
k Q

′2
k + P

′4
k

=

((
Q

′

k − P
′

k

)2
−R

′2
k − ω2

)((
Q

′

k + P
′

k

)2
−R

′2
k − ω2

)
.

(2.43)

Полови ГФ одређени су нулама ове детерминанте [7]. Тако добиjамо четири величине за ωik

(i = 1, 2, 3, 4), од коjих су две негативне (ω3k = −ω1k и ω4k = −ω2k), а две позитивне (ω1k и
ω2k). С обзиром да нас интересуjу само енергиjе елементарних ексцитациjа, а оне мораjу бити
позитивне, посматрамо само позитивне величине

ω1k =

√(
Q

′
k − P

′
k

)2 −R
′2
k ,

ω2k =

√(
Q

′
k + P

′
k

)2 −R
′2
k .

(2.44)

Ако у (2.44) уврстимо експлицитне вредности за Q
′

k, P
′

k и R
′

k , тj. (2.40), добиjамо
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ω1k = σz1J1

√(
C + p(1− γ2k)− 2Aγ1k

)2

−
(
2Bγ1k

)2

,

ω2k = σz1J1

√(
C + p(1− γ2k) + 2Aγ1k

)2

−
(
2Bγ1k

)2

,

(2.45)

где смо узели у обзир да jе z1 = z2 = 4, p = J2
J1

и уведене су нове ознаке A, B и C

A =
A′

J1
=

1

2
− 1

4
(1 + α) cos2 θ − d

4
sin 2θ,

B =
B′

J1
=

1

4
(1 + α) cos2 θ +

d

4
sin 2θ,

C =
C ′

J1
= α− (1 + α) cos2 θ − d sin 2θ.

(2.46)

Примећуjемо да спектар елементарних побуђења зависи од магнетизациjе σ, интеракциjе измене
првих J1 и других J2 наjближих суседа (oдносно од њиховог односа p), Ђалошински-Мориjа
интеракциjе и спинске анизотропиjе као и од таласног вектора k коjи фигурише у γik (i = 1, 2).
Израчунаjмо сада геометриjскe факторe γik, (i = 1, 2) одређенe изразом

γik =
1

zi

∑
δi

eik·δi . (2.47)

То можемо урадити идентификовањем координата првих и других наjближих суседа. Ако
посматрамо Слику 2.5, на коjоj jе представљен уочени спин са своjим првим и другим наjближим
суседима, можемо лако одредити величине γik.

34



J1

J2
0 5

6

7

8

12

3 4
a0

b0

Слика 2.5: Приказ интеракциjе спина 0 са своjим првим (спинови 1, 2, 3, 4) и другим наjближим
суседима (спинови 5, 6, 7, 8).

Да бисмо одредили γ1k посматрамо прве наjближе суседе одабраном спину (видети Слику
2.5). Тако добиjамо

γ1k =
1

z1

∑
δ1

eik·δ1 =
1

4

(
eik·(

a0
2
ex+

b0
2
ey) + eik·(−

a0
2
ex+

b0
2
ey) + eik·(−

a0
2
ex− b0

2
ey) + eik·(

a0
2
ex− b0

2
ey)
)

=
1

4

(
ei

b0
2
ky + e−i

b0
2
ky
)(

ei
a0
2
kx + e−i

a0
2
kx
)
= cos

a0
2
kx cos

b0
2
ky.

(2.48)

Аналогно, посматраjући друге наjближе суседе посматраном спину (видети Слику 2.5) добиjа
се
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γ2k =
1

z2

∑
δ2

eik·δ2 =
1

4

(
eik·a0ex + e−ik·a0ex + eik·b0ey + e−ik·b0ey

)
=

1

2
(cos a0kx + cos b0ky) .

(2.49)

Као што видимо из (2.48) и (2.49), оба геометриjска фактора зависе од косинуса компонената
таласног вектора kx и ky. С обзиром да смо нашли експлицитну зависност γik (i = 1, 2) од
импулса, можемо добити спектар елементарних ексцитациjа када jе импулс jеднак нули, тj. у
центру Брилуенове зоне. У том случаjу jе γ1k=0 = γ2k=0 = 1. Према томе, енергиjа елементарних
ексцитациjа у центру Брилуенове зоне гласи

ω1k=0 = σz1J1

√(
C − 2A

)2

−
(
2B

)2

,

ω2k=0 = σz1J1

√(
C + 2A

)2

−
(
2B

)2

,

(2.50)

где смо игнорисали експлицитну зависност параметара A, B, C од импулса k = 0, тj. Ak=0 ≡
A, Bk=0 ≡ B, Ck=0 ≡ C. Испитаjмо сада граничне случаjеве релациjа (2.50). У случаjу
изотропног модела (α = 1) у присуству Ђалошински-Мориjа интеракциjе (d ̸= 0) имамо

tan 2θ = d,

A =
1

2
− 1

2
cos2 θ − d

4
sin 2θ,

B =
1

2
cos2 θ +

d

4
sin 2θ,

C = 1− 2 cos2 θ − d sin 2θ.

(2.51)

На основу (2.51) добиjамо
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ω1k=0

z1σJ1
=

√(
1− 2 cos2 θ − d sin 2θ − 1 + cos2 θ +

d

2
sin 2θ

)2

− 4

(
1

2
cos2 θ +

d

4
sin 2θ

)2

= 0,

(2.52)

ω2k=0

z1σJ1
=

√(
1− 2 cos2 θ − d sin 2θ + 1− cos2 θ − d

2
sin 2θ

)2

− 4

(
1

2
cos2 θ +

d

4
sin 2θ

)2

=
√
2
√
sin θ (2d cos 3θ + (1 + d2) sin θ + (d2 − 1) sin 3θ) ̸= 0,

(2.53)

oдакле се види да енергетски геп за дисперзиону релациjу ω1k=0 не постоjи, тj. долази до
поjаве Голдстоновог мода. У случаjу анизотропног модела (α < 1) без Ђалошински-Мориjа
интеракциjе (d = 0) имамо

tan 2θ = 0,

A =
1

2
− 1

4
(1 + α) cos2 θ,

B =
1

4
(1 + α) cos2 θ,

C = α− (1 + α) cos2 θ,

(2.54)

одакле jе

ω1k=0

z1σJ1
=
√

(1− α) (1− α + (1 + α) cos2 θ) =
√
2(1− α) ̸= 0, (2.55)

ω2k=0

z1σJ1
=
√

(1 + α) cos 2θ sin2 θ = 0. (2.56)

Видимо да магнонска грана ω2k=0 нема геп. Наjзад, у случаjу изотропног модела (α = 1) у
одсуству Ђалошински-Мориjа интеракциjе (d = 0) имамо
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tan 2θ = 0,

A =
1

2
− 1

2
cos2 θ = 0,

B =
1

2
cos2 θ =

1

2
,

C = −1.

(2.57)

Одавде се види да су гране ω1k=0 и ω2k=0 без гепа, тj.

ω1k=0

z1σJ1
=

ω2k=0

z1σJ1
=

√
C2 − 4B2 = 0. (2.58)

38



2.3 Магнетизациjа и температура фазног прелаза

Као што jе било речи на почетку oве главе, изотропни Хаjзенбергов дводимензионални
модел не поседуjе магнетизациjу на коначним температурама. Међутим, у присуству спинске
анизотропиjе (означене са α) и Ђалошински-Мориjа интеракциjе (означене са D), оваj модел
поседуjе магнетизациjу у температурском интервалу од нуле до неке максималне температуре,
коjу називамо Неловом температуром (TN), на коjоj магнетизациjа нестаjе. Магнетизациjу за
подрешетку a дефинишемо као (за спин S = 1

2
)

σ =
1

2
− 1

Na

∑
k

⟨σ̂−(a)σ̂+(a)⟩k. (2.59)

Да бисмо одредили магнетизациjу, морамо одредити корелациону функциjу ⟨σ̂−(a)σ̂+(a)⟩ (игно-
рисали смо експлицитну зависност од k). У одељку 2.1 показали смо да корелациону функциjу
можемо одредити ако нам jе познат експлицитни облик Гринове функциjе. Да бисмо одредили
корелациону функциjу ⟨σ̂−(a)σ̂+(a)⟩ потражићемо Гринову функциjу облика G+−

aa = ⟨⟨σ̂+(a)|σ̂−(a)⟩⟩.
Након што нађемо експлицитни облик ГФ G+−

aa , корелациону функцицjу ⟨σ̂+(a)σ̂−(a)⟩ тражићемо
као

⟨σ̂+(a)σ̂−(a)⟩ = lim
ϵ→0

∫ ∞

−∞
dω

⟨⟨σ̂+(a)|σ̂−(a)⟩⟩ω+iϵ − ⟨⟨σ̂+(a)|σ̂−(a)⟩⟩ω−iϵ

1− e−βω
, (2.60)

где смо игнорисали експлицитну зависност од k. Сада можемо наћи потребну корелациону
функциjу као ⟨σ̂−(a)σ̂+(a)⟩ = ⟨σ̂+(a)σ̂−(a)⟩ − 2σ.

Потребну Гринову функциjу тражимо из система jедначина (2.41), где узимамо да jе B̂ =
σ̂−(a). У том случаjу систем jедначина постаjе

39



(ω +Q′
k)G

+−
aa + 0 ·G−−

aa − P ′
kG

+−
ba −R′

kG
−−
ba =

i

π
σ,

0 ·G+−
aa + (ω −Q′

k)G
−−
aa +R′

kG
+−
ba + P ′

kG
−−
ba = 0,

−P ′
kG

+−
aa −R′

kG
−−
aa + (ω +Q′

k)G
+−
ba + 0 ·G−−

ba = 0,

R′
kG

+−
aa + P ′

kG
−−
aa + 0 ·G+−

ba + (ω −Q′
k)G

−−
ba = 0,

(2.61)

где су G+−
aa = ⟨⟨σ̂+(a)|σ̂−(a)⟩⟩, G−−

aa = ⟨⟨σ̂−(a)|σ̂−(a)⟩⟩, G+−
ba = ⟨⟨σ̂+(b)|σ̂−(a)⟩⟩, G−−

ba = ⟨⟨σ̂−(b)|σ̂−(a)⟩⟩.
У првоj jедначини система, са десне стране jеднакости имамо ⟨

[
σ̂+(a), σ̂−(a)

]
⟩ = 2⟨σ̂z(a)⟩ = 2σ,

док jе у свим осталим случаjевима таj комутатор jеднак нули. Оваj систем jедначина решавамо
Крамеровим правилом, према коjем jе

G+−
aa =

DG+−
aa

DS

, G+−
aa =

DG−−
aa

DS

,

G+−
aa =

DG+−
ba

DS

, G+−
aa =

DG−−
ba

DS

,

(2.62)

где jе детерминанта система DS дата са (2.42), а детерминанте DG+−
aa

, DG−−
aa

, DG+−
ba

, DG−−
ba

гласе

DG+−
aa

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i
π
σ 0 −P ′

k −R′
k

0 ω −Q′
k R′

k P ′
k

0 −R′
k ω +Q′

k 0

0 P ′
k 0 ω −Q′

k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (2.63)
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DG−−
aa

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω +Q′
k

i
π
σ −P ′

k −R′
k

0 0 R′
k P ′

k

−P ′
k 0 ω +Q′

k 0

R′
k 0 0 ω −Q′

k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (2.64)

DG+−
ba

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω +Q′
k 0 i

π
σ −R′

k

0 ω −Q′
k 0 P ′

k

−P ′
k −R′

k 0 0

R′
k P ′

k 0 ω −Q′
k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (2.65)

DG−−
ba

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω +Q′
k 0 −P ′

k
i
π
σ

0 ω −Q′
k R′

k 0

−P ′
k −R′

k ω +Q′
k 0

R′
k P ′

k 0 0

.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2.66)

С обизорм да jе за рачунање магнетизациjе потребна jедино ГФ G+−
aa , посматраћемо детерминанту

DG+−
aa

, дату изразом (2.63). Oдговараjућа Гринова функциjа jе тада

G+−
aa =

DG+−
aa

DS

. (2.67)

Након рачунања детерминанти добиjамо дa je Гриновa функциja G+−
aa
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G+−
aa =

iσ

π

ω3 − ω2Q′
k + ω

(
R

′2
k −Q

′2
k − P

′2
k

)
−Q

′

kR
′2
k −Q

′

kP
′2
k +Q

′3
k(

ω2 − ω2
1k

)(
ω2 − ω2

2k

) . (2.68)

На основу израза за корелациону функциjу (2.60) видимо да jе потребно да у ГФ уместо ω
убацимо ω±iϵ. С обзиром на облик ГФ (2.68), убацивање ω → ω±iϵ би дало веома компликован
резултат. Да би се олакшало даље рачунање, израз (2.68) ћемо свести на облик

G+−
aa =

∑
η

Aη

ω − ωη

. (2.69)

Да бисмо то урадили, потребно jе наjпре да детерминанту система DS сведемо на производ
величина првог степена по ω и ω1/2k као

DS =

(
ω2 − ω2

1k

)(
ω2 − ω2

2k

)
=
(
ω − ω1k

)(
ω + ω1k

)(
ω − ω2k

)(
ω + ω2k

)
. (2.70)

Тада jе

G+−
aa =

iσ

π

ω3 − ω2Q′
k + ω

(
R

′2
k −Q

′2
k − P

′2
k

)
−Q

′

kR
′2
k −Q

′

kP
′2
k +Q

′3
k(

ω2 − ω2
1k

)(
ω2 − ω2

2k

)
=

A1

ω − ω1k

+
A2

ω + ω1k

+
A3

ω − ω2k

+
A4

ω + ω2k

,

(2.71)

где jе потребно одредити величине A1, A2, A3, A4. Погодним трансформациjама десне стране
jедначине (2.71), a затим изjедначавањем коефициjената уз ω3, ω2, ω1, ω0 добиjамо систем
jедначина
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A1 + A2 + A3 + A4 = 1,

A1ω1k − A2ω1k + A3ω2k − A4ω2k = −Q
′

k,

−A1ω
2
2k − A2ω2k − A3ω

2
1k − A4ω

2
1k = R

′2
k −Q

′2
k − P

′2
k ,

−A1ω1kω
2
2k + A2ω1kω

2
2k − A3ω

2
1kω2k + A4ω

2
1kω2k = −Q

′

kR
′2
k +Q

′3
k − P

′2
k Q

′

k.

(2.72)

Решавањем овог система добиjамо

A1 =
P

′

k −Q
′

k + ω1k

4ω1k

, A2 =
−P

′

k +Q
′

k + ω1k

4ω1k

,

A3 =
−P

′

k −Q
′

k + ω2k

4ω2k

, A4 =
P

′

k +Q
′

k + ω2k

4ω2k

.

(2.73)

Када смо исписали Гринову функциjу у облику (2.71), можемо одредити корелациону функциjу
(2.60) користећи релациjу 1

x±iϵ
= P 1

x
∓ iπδ(x). Тада jе

⟨⟨σ̂+(a)|σ̂−(a)⟩⟩ω+iϵ =
iσ

π

[
P

A1

ω − ω1k

− iπδ(ω − ω1k)A1 + P
A2

ω + ω1k

− iπδ(ω + ω1k)A2

+ P
A3

ω − ω2k

− iπδ(ω − ω2k)A3 + P
A4

ω + ω2k

− iπδ(ω + ω2k)A4

]
,

(2.74)

⟨⟨σ̂+(a)|σ̂−(a)⟩⟩ω−iϵ =
iσ

π

[
P

A1

ω − ω1k

+ iπδ(ω − ω1k)A1 + P
A2

ω + ω1k

+ iπδ(ω + ω1k)A2

+ P
A3

ω − ω2k

+ iπδ(ω − ω2k)A3 + P
A4

ω + ω2k

+ iπδ(ω + ω2k)A4

]
.

(2.75)

Ако изразе (2.74) и (2.75) уврстимо у (2.60) и ослободимо се интеграла уз помоћ Диракових
делта функциjа добиjамо корелациону функциjу

43



⟨σ̂+(a)σ̂−(a)⟩ = 2σ
[ A1

1− e−βω1k
+

A2

1− eβω1k
+

A3

1− e−βω2k
+

A4

1− eβω2k

]
. (2.76)

Користећи релациjе

A1

1− e−βω1k
+

A2

1− eβω1k
=

A1

(
1− eβω1k

)
+ A2

(
1− e−βω1k

)
(
1− e−βω1k

)(
1− eβω1k

) ,

A3

1− e−βω2k
+

A4

1− eβω2k
=

A3

(
1− eβω2k

)
+ A4

(
1− e−βω2k

)
(
1− e−βω2k

)(
1− eβω2k

) ,

(2.77)

експлицитне изразе за A1, A2, A3, A4 дате у (2.73), као и тригонометриjске идентитете

2 coshx = ex + e−x,

2 sinhx = ex − e−x,

cothx =
ex + e−x

ex − e−x
,

(2.78)

долазимо до коначног облика корелационе функциjе ⟨σ̂+(a)σ̂−(a)⟩ коjи гласи

⟨σ̂+(a)σ̂−(a)⟩ = 2σ

[(
P

′

k −Q
′

k

)
coth βω1k

2

4ω1k

+
1

4
+

1

4
−
(
P

′

k +Q
′

k

)
coth βω2k

4

2ω2k

]

= σ

[
1 +

(
P

′

k −Q
′

k

)
coth βω1k

2

2ω1k

−
(
P

′

k +Q
′

k

)
coth βω2k

2

2ω2k

]
.

(2.79)
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С обзиром да магнетизациjа зависи од корелационе функциjе ⟨σ̂−(a)σ̂+(a)⟩, морамо са корелационе
функциjе дате изразом (2.79) прећи на тражену. Таj прелаз се врши уз помоћ комутационих
релациjа за спинске операторе, тj.

[
σ̂+(a), σ̂−(a)

]
= σ̂+(a)σ̂−(a) − σ̂−(a)σ̂+(a) = 2σ̂z(a). Када израз

(2.79) уврстимо у ⟨σ̂−(a)σ̂+(a)⟩ = ⟨σ̂+(a)σ̂−(a)⟩ − 2σ добиjамо

⟨σ̂−(a)σ̂+(a)⟩ = −σ + σ

[(
P

′

k −Q
′

k

)
coth βω1k

2

2ω1k

−
(
P

′

k +Q
′

k

)
coth βω2k

2

2ω2k

]
. (2.80)

Користећи ову корелациону функциjу добиjамо

σ =
1

2
− 1

Na

∑
k

(
− σ + σ

[(
P

′

k −Q
′

k

)
coth βω1k

2

2ω1k

−
(
P

′

k +Q
′

k

)
coth βω2k

2

2ω2k

])
, (2.81)

одакле добиjамо следећи израз за магнетизациjу дводимензионалног фрустрираног Хаjзенбе-
рговог модела са спинском анизотропиjом и Ђалошински-Мориjа интеракциjом

1

σ
=

1

Na

∑
k

((
P

′

k −Q
′

k

)
coth βω1k

2

ω1k

−
(
P

′

k +Q
′

k

)
coth βω2k

2

ω2k

)
, (2.82)

где су величине P
′

k и Q
′

k дате релациjама (2.40), а величине ω1k и ω2k релациjама (2.44).

Примећуjемо да магнетизациjа дата изразом (2.82), поред интеракциjа измене, спинске
анизотропиjе и Ђалошински-Мориjа интеракциjе, зависи и од температуре. Као што jе познато,
магнетизациjа има ненулту вредност све до температуре T = TN [6]. Ову температуру можемо
одредити из (2.82) користећи развоj за мале вредности аргумента (односно високе температуре)

coth
ω1/2k

2
≈ 2

βω1/2k

+
βω1/2k

6
. (2.83)
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Израз (2.82) постаjе

1

σ
=

1

NA

∑
k

(
P

′

k

ω1k

(
2

βω1k

+
βω1k

6

)
− Q

′

k

ω1k

(
2

βω1k

+
βω1k

6

)
− P

′

k

ω2k

(
2

βω2k

+
βω2k

6

)

− Q
′

k

ω2k

(
2

βω2k

+
βω2k

6

))
.

(2.84)

Када у изразу (2.84) групишемо исте чланове добиjамо

1

σ
=

1

NA

∑
k

(
2

β

(
P

′

k −Q
′

k

ω2
1k

− P
′

k +Q
′

k

ω2
2k

)
− Q

′

kβ

3

)
. (2.85)

Множењем израза (2.85) са βσ
2

добиjамо

β

2
=

1

NA

∑
k

(
σ

(
P

′

k −Q
′

k

ω2
1k

− P
′

k +Q
′

k

ω2
2k

)
− Q

′

kβ
2σ

6

)
. (2.86)

С обзиром да величине P
′

k, Q
′

k и ω1/2k (дате изразима (2.40)) и (2.45)) зависе од магнетизациjе
σ, користећи релациjе

P
′

k = Pkσ,

Q
′

k = Qkσ,

ω1/2k = Ω1/2kσ

(2.87)

и узимаjући да jе lim lim
T→TN

σ = 0 добиjамо Нелову температуру
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βN =
1

kBTN

=
2

NA

∑
k

(
Pk −Qk

Ω2
1k

− Pk +Qk

Ω2
2k

)
. (2.88)

Користећи изразе (2.82) и (2.88) можемо одредити критични експонент βcr. Када у (2.85)
уврстимо (2.87) добиjамо

1

σ
=

1

NA

∑
k

( 2

σβ

(
Pk −Qk

Ω2
1k

− Pk +Qk

Ω2
2k

)
− Qkσβ

3

)
. (2.89)

Користећи израз (2.88), онда (2.89) постаjе

1

σ
=

βN

βσ
− 2

NA

∑
k

Qkσβ

3
. (2.90)

Након сређивања, претходни израз постаjе

σ =

√√√√√ 1

− 2
NA

∑
k

Qkβ

3

(
1− βN

β

)
≈
√
1− θ

θN
,

(2.91)

где jе θ = kBT = 1
β
. Одавде се види да jе критични експонент βcr =

1
2
, што jе познати класични

резултат [7].
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3 Анализа резултата добиjених за спектар елементарних
ексцитациjа и магнетизациjу

У прошлоj глави извели смо експлицитне изразе за спектре елементарних ексцитациjа (2.45),
магнетизациjу (2.82) и Нелову температуру (2.88). Ове величине зависе од фрустрационог
параметра p, анизотропиjе α, Ђалошински-Мориjа интеракциjе d и температуре T . С обзиром
на то, сада можемо испитати како се дисперзиона релациjа, магнетизациjа и Нелова температура
понашаjу у зависности од ових параметара.

3.1 Анализа резултата за спектар елементарних ексцитациjа

Посматраjмо наjпре понашање спектра елементарних ексцитациjа у центру Брилуенове зоне
(k = 0) на температури T = 0. Тада изрази (2.50) постаjу

ω1k=0 = σ0z1J1

√(
C − 2A

)2

−
(
2B

)2

,

ω2k=0 = σ0z1J1

√(
C + 2A

)2

−
(
2B

)2

.

(3.1)

Магнетизациjу на апсолутноj нули σ0 одређуjемо користећи израз (2.82), у коме котангенс
хиперболични апроксимирамо jединицом, тj. coth

βω1/2k

2
≈ 1. Узимаjући ово у обзир могуће jе

испитати спектар елементарних ексцитациjа (2.50) при промени анизотропиjе α, Ђалошински-
Мориjа интеракциjе d и фрустрационог параметра p. Вредности коjе се користе за параметре
d и p у наставку су вредности коjе се често користе [14]. Наjпре ћемо приказати (Слика 3.1)
спектар елементарних ексцитациjа у центру Брилуенове зоне ω1k=0 у зависности од анизотропиjе
α, узимаjући у обзир да jе анизотропиjа мала, тj. да jе α блиско jединици. Са Слике 3.1
примећуjемо да геп ω1k=0 иде ка нули за дату вредност параметра p, али опада како расте p,
што указуjе да за изотропни модел (α = 1) долази до поjаве Голдстоновог мода. Уjедно jе
на тоj слици (као и на већини слика коjе следе) jедан део кривих приказан увећан да би се
лакше могле уочити мале промене гепа при промени параметра p. Ситуациjа jе аналогна и
при промени параметра d, али сада ω1k=0 расте са порастом d. Ово jе приказано на Слици 3.2.
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Слика 3.1: Горња слика представља зависност ω1 ≡ ω1k=0

J1
на T = 0K oд α од параметра p. Доња

слика представља увећан означен део горње слике.

Ситуациjа jе другачиjа када се посматра магнонска грана ω2k=0. На Слици 3.3 примећуjемо да
ω2k=0 слабо опада са порастом параметра α и опада са порастом параметра p. На Слици 3.4
jе приказана зависност магнонске гране ω2k=0 oд α и d. Закључуjемо да ω2k=0 практично не
зависи од параметра α и да расте са порастом парамета d.

Сада прелазимо на испитивање зависности спектра елементаних ексцитациjа у центру Бри-
луенове зоне од Ђалошински-Мориjа интеракциjе d. Посматраjући Слике 3.5 и 3.6 може се
уочити да магнонска грана ω1k=0 слабо расте са порастом параметра d, а опада како расту
параметари p и α. Магнонска грана ω2k=0, коjа jе приказана на Сликама 3.7 и 3.8, расте са
порастом параметра d, а опада како расту параметри p и α. У одсуству Ђалошински-Мориjа
интеракциjе, тj. када jе d = 0, магнонска грана тежи нули што указуjе да долази до поjаве
Голдстоновог мода.

На краjу, испитаjмо зависност магнонских енергиjа од параметра p.
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Слика 3.2: Горња слика представља зависност ω1 ≡ ω1k=0

J1
на T = 0K oд α од параметра d. Доња

слика представља увећан уоквирен део горње слике.

Слика 3.3: Зависност ω2 ≡ ω2k=0

J1
на T = 0K oд α од параметра p.
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Слика 3.4: Зависност ω2 ≡ ω2k=0

J1
на T = 0K oд α од параметра d.

Слика 3.5: Зависност ω1 ≡ ω1k=0

J1
на T = 0K oд d од параметра p.
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Слика 3.6: Зависност ω1 ≡ ω1k=0

J1
на T = 0K oд d од параметра α.

Слика 3.7: Горња слика представља зависност ω2 ≡ ω2k=0

J1
на T = 0K oд d од параметра p. Горња

слика представља увећан уоквирен део доње сликe.
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Слика 3.8: Горња слика представља зависност ω2 ≡ ω2k=0

J1
на T = 0K oд d од параметра α. Доња

слика представља увећан уоквирен део горње сликe.

Видимо да магнонска грана ω1k=0, коjа jе дата на Сликама 3.9 и 3.10, слабо опада са порастом
параметра p при промени параметара α и d. У случаjу гране ω2k=0, коjа jе приказана на
Сликама 3.11 и 3.12, закључуjемо да са порастом параметра p, магнонска енергиjа незнатно
опада. Овакво понашање магнонских енергиjа последица jе чињенице да са порастом параметра
p расте интеракциjа измене других наjближих суседа J2 коjа разуређуjе систем што доводи до
смањења енергетског гепа.
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Слика 3.9: Зависност ω1 ≡ ω1k=0

J1
на T = 0K oд p од параметра α.

Слика 3.10: Зависност ω1 ≡ ω1k=0

J1
на T = 0K oд p од параметра d.
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Слика 3.11: Зависност ω2 ≡ ω2k=0

J1
на T = 0K oд p од параметра α.

На краjу, погледаћемо зависност спектра елементарних ексцитациjа датог изразима (2.45)
од таласних вектора kx и ky, за одређен скуп вредности параметара p, α и d. Ово jе дато
на Сликама 3.13 и 3.14. Примећуjемо да за одређене вредности таласних вектора магнонска
енергиjа постаjе jеднака нули.

55



Слика 3.12: Зависност ω2 ≡ ω2k=0

J1
на T = 0K oд p од параметра d.

Слика 3.13: Зависност спектра ω1 ≡ ω1k

J1
од таласних вектора kx ∈ [−2π, 2π] и ky ∈ [−2π, 2π] за

p = 0.02, d = 0.02, α = 0.9990.
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Слика 3.14: Зависност спектра ω2 ≡ ω2k

J1
од таласних вектора kx ∈ [−2π, 2π] и ky ∈ [−2π, 2π] за

p = 0.02, d = 0.02 и α = 0.9990.

3.2 Анализа резултата за магнетизациjу

У овом одељку посматраћемо зависност спонтане магнетизациjе дате изразом (2.82) од
анизотропиjе α, Ђалошински-Мориjа интеракциjе d и фрустрационог параметра p на T = 0K
и за T ̸= 0. Посматраjмо магнетизациjу на T = 0K. У том случаjу се, као што jе већ речено,
котантенгс хиперболични може апроксимирати jединицом те (2.82) постаjе

1

σ0

=
1

Na

∑
k

((
P

′

k −Q
′

k

)
ω1k

−
(
P

′

k +Q
′

k

)
ω2k

)
, (3.2)

где су P
′

k и Q
′

k дати изразима (2.49), a ω1k и ω2k изразима (2.50), у коjима треба ставити да jе
σ = σ0.

Са Слика 3.15−3.20 види се да магнетизациjа на T = 0K слабо зависи од наведених параметара.
Такође, запажамо да пораст параметра d води ка повећавању σ0, док пораст параметара p и
α доводе до смањења σ0. Вредности фрустрационог параметра, коjе смо до сада посматрали,
лежале су у интервалу од 0 до 0.1. Ако сада посматрамо зависност магнетизациjе од p, где jе
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Слика 3.15: Зависност магнетизациjе σ0 на T = 0K од α oд параметра p.

Слика 3.16: Зависност магнетизациjе σ0 на T = 0K од α од параметра d.
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Слика 3.17: Зависност магнетизациjе σ0 на T = 0K од d од параметра p.

p ∈ [0, 1], што jе представљено на Сликама 3.21 и 3.22, примећуjемо да магнетизациjа постоjи
до p ≈ 0.5. Ово се обjашњава тиме да са порастом параметра p расте интеракциjе измене
других наjближих суседа J2 што доводи до разуређења спинова, услед чега долази до преласка
из антиферомагненог у неуређено (парамагнетно) стање.

Посматраjмо сада зависност спонтане магнетизациjе (2.82) од температуре, при промени
параметра α, d и p. С обзиром да jе магнетизациjа задата имплицитно, нумеричка интеграциjа
се ради итеративним поступком. Узимамо да jе вредност интеракциjе измене првих наjближих
суседа jеднака J1 = 100meV. На Слици 3.23 jе приказана зависност магнетизациjе од температу-
ре при промени анизотропиjе, где примећуjемо да Нелова температура опада како расте α, што
говори да се фазни прелаз дешава на све нижим температурама. У случаjу промене параметра
d видимо да Нелова температура расте како расте d, што jе приказано на Слици 3.24. Са Слике
3.25 видимо да Нелова температура опада са порастом параметра p.
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Слика 3.18: Зависност магнетизациjе σ0 на T = 0K од d од параметра α.

Слика 3.19: Зависност магнетизациjе σ0 на T = 0K од p од параметра α.
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Слика 3.20: Зависност магнетизациjе σ0 на T = 0K од p од параметра d.

Слика 3.21: Зависност магнетизациjе σ0 на T = 0K од p oд параметра α.
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Слика 3.22: Зависност магнетизациjе σ0 на T = 0K од p од параметра d.
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Слика 3.23: Зависност магнетизациjе σ од T [K] од параметра α.
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d = 0.02
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Слика 3.24: Зависност магнетизациjе σ од T [K] од параметра d.
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Слика 3.25: Зависност магнетизациjе σ од T [K] од параметра p.
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3.3 Анализа резултата за Нелову температуру

Аналогно горе наведеним поступцима, посматрамо зависност Нелове температуре (2.88) од
параметара α, d и p. На Сликама 3.26 и 3.27 дата jе зависност Нелове температуре од параметра
α при промени параметара p и d респективно. Примећуjемо да Нелова температура опада са
порастом p, а расте са порастом d (и практично не зависи од α). На Сликама 3.28 и 3.29 jе
приказана зависност Нелове температуре од параметра d при промени параметара α и p. На
обе слике примећуjемо да TN расте како расте d, али опада са порастом α и p. На краjу,
посматраjмо како се мења TN у зависности од параметра p, што jе приказано на Сликама 3.30 и
3.31. Примећуjемо да критична температура опада са порастом параметра p, опада са порастом
α, a расте са порастом d. У случаjу да посматрамо шири опсег фрустрационог параметра
(p ∈ [0, 1]), што jе приказано на Слици 3.32, закључуjемо да Нелова температура опада до
TN = 0K за фрустрациони параметар p ≈ 0.5. С обзиром да jе температура прелаза TN = 0K
то значи да тада постоjи квантни фазни прелаз [15]. За вредности фрустрационог параметра
p ≈ 0.5 систем престаjе да буде уређен и прелази у парамагнетно (неуређено) стање и с обзиром
да смо израз за критичну температуру (2.88) добили коришћењем хамилтониjана коjи описуjе
Нелову фазу, модел не може да израчуна критичну температуру за интервал фрустрационг
параметера 0.5 < p < 1.

p = 0.00
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p = 0.04
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p = 0.08
p = 0.10

d = 0.02
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Слика 3.26: Зависност Нелове температуре kBTN

J1
од α од параметра p.
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Слика 3.27: Зависност Нелове температуре kBTN

J1
од α од параметра d.

Слика 3.28: Зависност Нелове температуре kBTN

J1
од d од параметра α.
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Слика 3.29: Зависност Нелове температуре kBTN

J1
од d од параметра p.

Слика 3.30: Зависност Нелове температуре kBTN

J1
од p од параметра α.
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Слика 3.31: Зависност Нелове температуре kBTN

J1
од p од параметра d.

Слика 3.32: Зависност Нелове температуре kBTN

J1
од p.
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4 Примена резултата на родитељскo jедињењe
високотемпературских суперпроводника La2CuO4

У другоj глави описали смо дводимензионални фрустрирани Хаjзенбергов антиферомагнет
са Ђалошински-Мориjа интеракциjом, односно, добили смо изразе за спектре побуђења, магне-
тизациjу и критичну температуру модела, док смо у трећоj глави анализирали понашање ових
величина за различите вредности параметара фрустрациjе (p), Ђалошински-Мориjа интеракциjе
(d) и анизотропиjе (α). У овоj глави искористићемо оваj модел да опишемо jедињење La2CuO4

коjе представља родитељско jедињење високотемпературских суперпроводника, при чему ће
прво бити описана кристална структура овог jедињења и његова магнетна решетка, затим ће
резултати Главе 2 бити примењени на опис овог jедињења и одређивање релевантних параметара,
након чега ће добиjени резултати бити упоређени са експерименталним подацима доступним из
литературе.

4.1 Структура La2CuO4

Кристалну структуру jедињења La2CuO4 [16], дату на Слиици 4.1, чине CuO2 равни, коjе су
међусобно удаљене приближно 0.66 nm, и између коjих се налазе две LaO равни. Примећуjемо
да jони бакра у CuO2 равни образуjу правоугаону решетку и окружени су са шест jона кисеоника
коjи образуjу октаедарску структуру око сваког jона бакра. Кисеоник jе од бакра удаљен
приближно 0.19 nm у равни, а приближно 0.24 nm у правцу z-осе и због тога jе октаедар
издужен у правцу z-осе. Примећуjемо да ово jедињење има структуру перовскита [17], са
хемиjском формулом ABO3, чиjу идеалну структуру чине кубна кристална решетка код коjе
се око неметалног катjона B формира октaедарска структура од анjона кисеоника при чему
осам таквих октaедара окружуjу метални катjон A. На основу фазног диjаграма La2CuO4 коjи
jе приказан на Слици 4.2 видимо да лантан изнад температуре Tc ≈ 530K [18] кристалише
у тетрагоналном систему, док на нижим температурама кристалише у орторомбном систему.
У кристалу, лантан улази као La3+, кисеоник као O2−, а бакар као Cu2+. Самим тим, атоми
бакра отпуштаjу два електрона, jедан са 4s и jедан са 3d љуске, што доводи до тога да се у 3d
љусци налази jедна шупљина спина S = 1

2
. Спинови непопуњених 3d љуски образуjу магнетну

кристалну решетку у орторомбноj фази коjа jе приказана на Слици 4.3 [16]. У магнетноj
кристалноj решетки посматрамо само интеракциje у равни и то интеракциjе измене првих J1 и
других J2 наjближих суседа, док занемаруjемо интеракциjе измене између суседа у различитим
равнима решетке Jaa

⊥ и Jab
⊥ . То значи да, иако jе решетка тродимензионална са интеракциjама

измене у равни и између равни, ову решетку можемо описати дводимензионалним моделом,

68



тзв. квази-дводимензионалном решетком [14] [19].

Cu2+

La3+

O2−

Слика 4.1: Кристална елементарна ћелиjа La2CuO4 jедињења.
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Слика 4.2: Фазни диjаграм La2CuO4 у зависности од концентрациjе стронциjума Sr [18].

x y

z

J1

J2
J3

Jab
⊥ Jaa

⊥

Cu2+

Слика 4.3: Магнетна кристална решетка La2CuO4. Приказани су само Cu2+ атоми. Пуном
црном линиjом jе представљена интеракциjа измене првих J1, а испрекиданом линиjом
интеракциjа других J2 наjближих суседа. Зеленом и црвеном линиjом су представљене
интеракциjе измене између равни код коjих посматрамо интеракциjу између истих aa и
различитих ab подрешетки респективно. Стрелицама су приказани смерови спинова на датим
чворовима кристалне решетке.
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4.2 Анализа резултата и поређење са експерименталним подацима

Као што смо рекли у прошлом одељку, кристалну решетку La2CuO4 можемо описати дво-
димензионалним Хаjзенберговим моделом. У овом моделу морамо узети у обзир и Ђало-
шински-Мориjа интеракциjу, означену са D, коjа се jавља због ротациjе CuO6 октaедра при
преласку из тетрагоналног у орторомбни кристалографски систем. Тада долази до закретања
спинова ван равни што узрокуjе поjаву феромагнетизма унутар сваке CuO2 равни. Оваj модел
можемо описати хамилтониjаном (2.1), датим у Глави 2, и искористити добиjене изразе за
спектар елементарних ексцитациjа (2.45), магнетизациjу (2.82) и критичну температуру (2.88).
Да бисмо могли резултате нашег модела упоредити са доступним експерименталним подацима
неопходно jе одредити параметре J1, α, d и p, што се може урадити познаваjући експерименталне
вредности за геп елементарних ексцитациjа. На основу података из референце [20] гепови
побуђења на 100K су ω1k=0 = 2.3meV и ω2k=0 = 5meV. Знаjући ове вредности, можемо одредити
параметре J1 и α, док параметре p и d бирамо тако да добиjемо Нелову температуру што ближу
експериментално одређеноj (TN ≈ 325K [20]). Поступак одређивања параметара се своди на то
да познаваjући вредности ω1k=0 и ω2k=0 на 100K и узимаjући одређену вредност магнетизациjе на
тоj температури решавамо систем jедначина (2.50) и добиjамо вредности параметара J1 и α (за
фиксирану вредност параметра d). Са добиjеним параметрима J1 и α тражимо магнетизациjу
(2.82), а након тога уз помоћ ње тражимо нове вредности параметара J1 и α. Оваj поступак
се понавља све док се вредности за магнетизациjу у две узастопне итерациjе не подудараjу до
задовољаваjућег нивоа тачности. Након тога се рачуна угао скретања θ и Нелова температура
(узима се да jе параметар p = 0.09, [21]). Цео оваj поступак се понавља, али за другачиjу
вредност параметра d све док се не добиjе што ближа вредност Нелове температуре експериме-
нталноj вредности. На таj начин, добиjен jе следећи скуп параметара

J1 = 110.251meV, α = 0.99987, d = 0.035, p = 0.09. (4.1)

Користећи (4.1), аналогним поступком коjи jе примењен у Глави 3 можемо наћи зависност
магнетизациjе и енергетског гепа од температуре и то упоредити са експерименталним вредно-
стима. Експерименталне вредности за магнетизациjу и енергетски геп су преузете из референце
[20]. На Слици 4.4 приказана jе зависност квадрата односа магнетизациjе на температури T

и апсолутноj нули σ
′ ≡

(
σ
σ0

)2
oд температуре добиjена користећи параметре нашег модела,

заjедно са експерименталним подацима. На основу Слике 4.4, можемо закључити да имамо
довољно добро слагање са експериментом. Због нумеричке интеграциjе примећуjемо да, уместо
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[K]

Слика 4.4: Зависност квадрата односа магнетизациjе σ
′ ≡

(
σ
σ0

)2
oд температуре T [K]. Пуна

линиjа описуjе зависност добиjену на основу параметара нашег модела : J1 = 110.251meV, α =
0.99987, d = 0.035, p = 0.09. Тачке представљаjу експерименталне податке преузете из
референце [20].

наглог пада, крива глатко клизи. Добро слагање може се уочити и ако посматрамо зависност
гепова ω1k=0 и ω2k=0 од температуре у поређењу са експерименталним вредностима (Слика 4.5).
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Слика 4.5: Зависност гепа ω1 ≡ ω1k=0 (црвена линиjа) и ω2 ≡ ω2k=0 (зелена линиjа) oд
температуре T ≡ T [K] добиjене на основу параметара нашег модела : J1 = 110.251meV, α =
0.99987, d = 0.035, p = 0.09. Тачке представљаjу експерименталне податке преузете из
референце [20].
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5 Закључак

У овом раду испитивали смо дводимензионални фрустрирани Хаjзенбергов модел са спи-
нском анизотропиjом и Ђалошински-Мориjа интеракциjом применом методе Гринових функци-
jа у оквиру тjабликовске апроксимациjе. Анализирали смо спектар елементарних ексцитациjа,
магнетизациjу и критичну температуру модела при промени параметара модела, односно, ани-
зотропиjе α, фрустрациjе p = J2

J1
и Ђалошински-Мориjа интеракциjе d = D

J2
. Наjпре смо

испитивали магнонске енергиjе у центру Брилуенове зоне. На основу наших резултата можемо
закључити да магнонска енергиjа у центру Брилуенове зоне ω1k=0 испољава jаку зависност
од анизотропиjе (без обзира на вредност преостала два параметра), тj. опада како расте
параметар α и у случаjу изотропног модела (α = 1) постаjе jеднака нули. Уjедно испољава слабу
зависност од параметра p (са порастом тог параметра слабо опада) и параметра d (споро расте
са порастом d). С друге стране, магнонска енергиjа у центру Брилуенове зоне ω2k=0 слабо зависи
од анизотропиjе и фрустрациjе, тачниjе има веома благ пад (без обзира на вредности преостала
два параметра). Ова магнонска енергиjа уjедно показуjе jаку зависност од Ђалошински-Мориjа
интеракциjе, односно, расте са порастом параметра d, док за d = 0 нестаjе.

Анализа понашања магнетизациjе на T = 0K показуjе слаб пад магнетизациjе σ0 са порастом
параметра α. Зависност магнетизациjе σ0 од Ђалошински-Мориjа интеракциjе показуjе да са
порастом параметра d магнетизациjа благо расте. Ако се посматра зависност магнетизациjе
σ0 од фрустрациjе p, примећуjе се слаб пад магнетизациjе за мале вредности фрустрациjе,
док за фрустрациjу p ≈ 0.5 магнетизациjа ишчезава. Ово говори да са порастом интеракциjе
измене других наjближих суседа J2 (коjа jе антиферомагнетна) долази до разуређења система и
преласка у парамагнетну фазу. На краjу, посматрањем зависности магнетизациjе од температуре
закључуjемо да температура фазног прелаза опада са порастом параметра α и p, а расте са
порастом параметра d.

Испитивањем понашања температуре на коjоj долази до фазног прелаза (Нелова темпера-
тура) закључуjемо да она опада са порастом параметра α (без обзира на промену параметара
p и d). Закључили смо такође да Нелова температура расте са порастом Ђалошински-Мориjа
интеракциjе d (без обзира на промену параметара α и p). Наjзад, Нелова температура опада са
порастом фрустрациjе и за вредност p = 0.5 постаjе jеднака нули, што се очекивано подудара
са резултатима добиjеним приликом испитивања магнетизациjе.

Да бисмо проверили колико jе дводимензионални фрустрирани Хаjзенбергов антиферома-
гнет са спинском анизотропиjом и Ђалошински-Мориjа интеракциjом погодан за описивање
стварних jедињења, експерименталне податке за магнетизациjу и енергетски геп родитељског
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jедињења високотемпературских суперпроводника, оксида La2CuO4, упоредили смо са резулта-
тима коjе предвиђа наш модел. При томе смо закључили да модел даjе задовољаваjуће слагање
са експерименталним резултатима.
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A Прилог

Интеграциja у инверзном простору

За цртање графика коjи су приказани у овом раду коришћена jе нумеричка интеграциjа. У
том циљу у изразима за дисперзиону релациjу и магнетизациjу извршен jе прелаз са сума на
интеграле користећи релациjу [22, 23]

1

Nd

∑
k

F (k) =
V0

(2π)d

∫
VIBZ

ddkF (k), (A.1)

где Nd означава броj чворова решетке, V0 jе запремина подрешетке (у случаjу правоугаоне
решетке V0 = ab), a d означава димензиjу система (у случаjу правоугаоне решетке d = 2).
Интеграциjа се врши по запремини прве Брилуенове зоне VIBZ. Ова зона се може одредити
цртањем Вигнер-Заjцове елементарне ћелиjе у инверзном простору. Ако векторe транслациjе
инверзне решетке означимо са bi (i = 1, 2, 3), можемо их изразити преко вектора транслациjе
директне решетке ai као ai · bj = 2πδij [22]. У случаjу правоугаоне решетке параметра a и b
вектори директне решетке су

a1 = aex, a2 = bey. (A.2)

Тада су вектори реципрочне решетке

b1 =
2π

a
ex, b2 =

2π

b
ey, (A.3)

што jе приказано испрекиданим правоугаоником на Слици A.1.
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x

y

π
a

−π
a

π
b

−π
b

b2

b1

Слика A.1: Приказ реципрочне решетке и прве Брилуенове зоне.

Компоненте таласног вектора k узимаjу вредности kx ∈ [−π
a
, π
a
] и ky ∈ [−π

b
, π
b
]. Израз на десноj

страни у (A.1) можемо исписати као

V0

(2π)d

∫
VIBZ

ddkF (k) =
ab

(2π)2

∫ π
a

−π
a

∫ π
b

−π
b

dkxdkyF (akx, bky). (A.4)

У случаjу нумеричке интеграциjе пожељно jе да се смањи област интеграциjе што се може
урадити увођењем смене xi = aiki (i = 1, 2, x1 ≡ x, x2 ≡ y, a1 ≡ a, a2 ≡ b). У том случаjу,
интеграл (A.4) постаjе

V0

(2π)d

∫
VIBZ

ddkF (k) =
1

(2π)2

∫ π

−π

∫ π

−π

dxdyF (x, y). (A.5)
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[23] Jenö Sólyom, Fundamentals of the Physics of Solids: Volume 1: Structure and Dynamics,
volume 1. Springer Science & Business Media, (2007).

79



Биографиjа

Денис Муjо jе рођен 20.4.1998. године у Приштини. Основну школу завршио jе 2013. године
у Основноj школи „Жарко Зрењанин” у Кикинди. Средњу школу завршио jе 2017. године
такође у Кикинди, у Гимназиjи „Душан Васиљев”, смер природно-математички.

У школскоj 2017/2018. уписао je основне студиjе на Природно-математичком факултету у
Новом Саду, на Департману за физику, коjе jе завршио 2021. године. У школскоj 2021/2022.
на Природно-математичком факултету у Новом Саду уписао jе мастер студиjе на Департману
за Физику, ужа област Теориjска физика кондензоване материjе.

80



UNIVERZITET U NOVOM SADU

PRIRODNO-MATEMATIČKI FAKULTET


KLJUČNA DOKUMENTACIJSKA INFORMACIJA


Редни број:

РБР

Идентификационни број:

ИБР

Тип документације:

ТД

Монографска документација

Тип записа:

ТЗ

Текстуални штампани материјал

Врста рада:

ВР

Мастер рад

Autor:

АУ

Денис Мујо

Ментор:

МН

др Милица Рутоњски

Наслов рада:

НР

Утицај спинске анизотропије и Ђалошински-Морија 
интеракције на магнетне особине дводимензионалног 
фрустрираног Хајзенберговог антиферомагнета са спином 
S=1/2

Језик публикације:

ЈП

српски (ћирилица)

Језик извода:

ЈИ

српски (ћирилица) / engleski

Земља публиковања:

ЗП

Србија

Уже географско подручје

УГП

Војводина

Година:

ГО

2023

Издавай:

ИЗ

Ауторски репринт

Место и адреса:

МА

Природно-математички факултет, Трг Доситеjа Обрадовића 
4, Нови Сад

Физички опис рада:

ФО

(поглавља/страна/цитата/табела/графика/додатака)  
(5/81/19/0/45/1)

Научна област:

НО

Физика



Научна дисциплина:

НД

Теоријска физика кондензоване материjе

Кључне речи:

КР

Ђалошински-Морија интеракција, дводимензионални 
Хајзенбергов модел, квази-дводимензионални модел, 
фрустрација, Гринове функције

Чува се:

ЧУ

Библиотека департмана за физику, ПМФ-а у Новом Саду

Важна напомена:

ВН

Нема

Извод:

ИЗ


У овом раду се анализира дводимензионални

фрустрирани Хајзенбергов модел са Ђалошински-Mорија 
интеракцијом и спинском анизотропијом

Датум прихватања теме од НН 
већа:

ДП

Датум одбране:

ДО

Чланови комисије:

КО

Председник комисије: др Слободан Радошевић, редовни професор

Природно-Математички факултет, Нови Сад

Члан: др Горан Штрбац, ванредни професор

Природно-Математички факултет, Нови Сад

Члан: др Милица Рутоњски, доцент,

Природно-Математички факултет, Нови Сад



UNIVERSITY OF NOVI SAD

FACULTY OF SCIENCE AND MATHEMATICS


KEY WORDS DOCUMENTATION


Accession number:

ANO

Identification number:

INO

Document type:

DT

Monograph publication

Type of record:

TR

Textual printed material

Content code:

CC

Final paper

Author:

AU

Denis Mujo

Mentor/comentor:

MN

dr Milica Rutonjski

Title:

TI

The Influence of Spin Anisotropy and Dzyaloshinskii-Moriya 
Interaction on Magnetic Properties of Twodimensional 
Frustrated Heisenberg Antiferromagnet with Spin S=1/2

Language of text:

LT

Serbian (Cyrillic)

Language of abstract:

LA

English

Country of publication:

CP

Serbia

Locality of publication:

LP

Vojvodina

Publication year:

PY

2023

Publisher:

PU

Author's reprint

Publication place:

PP

Faculty of Science and Mathematics, Trg Dositeja Obradovića 
4, Novi Sad

Physical description:

PD

5/81/19/0/45/1

Scientific field:

SF

Physics

Scientific discipline:

SD

Theoretical Condensed Matter Physics



Key words:

KW

Dzyaloshinskii-Moriya interaction, twodimensional 
Heisenberg model, quasi-twodimensional model, frustration, 
Green’s functions

Holding data:

HD

Library of Department of Physics, Trg Dositeja Obradovića 4

Note:

N

none

Abstract:

AB


This paper analyses twodimensional frustrated Heisenberg 
antiferromagnet with Dzyaloshinskii-Moriya interaction and 
spin anisotropy

Accepted by the Scientific 
Board:

ASBDefended on:

DE

Thesis defend board:

DB

President: dr Slobodan Radošević, Full Professor 

Faculty of Science, Novi Sad 

Member: dr Goran Štrbac, Associate Professor 

Faculty of Science, Novi Sad

Member: dr Milica Rutonjski, Assistant Professor

Faculty of Science, Novi Sad


	Увод
	Уводна теоријска разматрања
	Хајзенбергов модел
	Гринове функције

	Магнетна својства дводимензионалног Хајзенберговог антиферомагнета  са Ђалошински-Морија интеракцијом у оквиру методе Гринових функција
	Моделни хамилтонијан
	Одређивање спектра елементарних ексцитација
	Магнетизација и температура фазног прелаза

	Анализа резултата добијених за спектар елементарних ексцитација и  магнетизације
	Анализа резултата за спектар елементарних ексцитација
	Анализа резултата за магнетизацију
	Анализа резултата за Нелову температуру

	Примена резултата на родитељскo једињењe  високотемпературских суперпроводника La2 CuO4
	Структура La2 CuO4
	Анализа резултата и поређење са експерименталним подацима

	Закључак
	Прилог
	Литература

