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Увод

Кондензовани систем, као скуп веома великог броjа честица, чиjе се међусобно деjство
не може занемарити, већ дуги низ година представља предмет проучавања. Наиме, у
питању су тела у чврстом и тела у течном агрегатном стању. Тела у течном стању
поседуjу извесну покретљивост много мању у поређењу са гасовима, али много већу
у поређењу са телима у чврстом стању [1]. Чврсто стање тела одликуjе се снажним
интеракциjама, много jачим у поређењу са оним у течностима, тако да се саставни делови
таквих система не могу слободно кретати. Чврста тела можемо груписати у две велике
целин, а то су кристали и аморфна тела. У кристалима, на основу броjних експеримената
спроведених методама дифракциjе зрачења високих фреквенциjа, као што jе ренгенско
(Х) зрачење, на оваквим телима, на основу добиjене дифракционе слике, потврђено jе
присуство правилног геометриjског распореда саставних елемената (атома, молекула, или
њихових група) у простору [1, 2]. Овакав геометриjски правилан распоред назива се
кристална решетка. За разлику од кристала, код аморфних чврстих тела ниjе примећено
овакво уређено стање. Кристалну структуру поседуjу многи метали, у коjима, као што jе
познато, могу да се слободно крећу електрони, коjи учествуjу, између осталог, у провођењу
електричне струjе и између коjих, такође, постоjи међусобна интеракциjа.

У овом раду, изложено jе детаљно разматрање jедне посебне класе кондензованих
система у кристалном чврстом стању, наиме, у питању су системи jако корелисаних
електрона (или jако корелисани системи електрона). Под корелациjом честица
подразумевамо поjаву да jедна честица има утисац на понашање друге честице. Дакле,
у системима jако корелисаних електрона постоjи снажно међудеjство међу честицама.
У случаjу да су те честице електрони, jасно, постоjи интеракциjа путем електричног
поља коjе сваки од електрона ствара око себе као резултат поседовања наелектрисања
(q = e = −1.6 · 10−19C - елементарно наелектрисање), услед коjег се електрони, наравно,
међусобно одбиjаjу. Међутим, испоставиће се да jачина ове интеракциjе, као ни њен
домет, често ниjе довољан како би се обjасниле одређене поjаве, односно ефекти коjи
су експериментално потврђени у оваквим системима. Стога ће бити искоришћена jедна
од особина међуелектронске интеракциjе, а то jе њихово далекодометно међудеjство.

У овом раду ћемо, коришћењем погодног теориjског модела, детаљно описати две
наjпознатиjе поjаве, карактеристиче за овакве системе. Прва од њих, коjом ћемо се бавити,
jе фазни прелаз метал-изолатор коjи се дешава у случаjу полупопуњене валентне
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САДРЖАJ 6

енергетске зоне1. Према зонскоj теориjи, систем би у том случаjу требао да се понаша као
метал (проводник), али се испоставља да при довољно jаком међусобном одбиjању систем
не задржава проводно стање, већ прелази у изолаторску фазу. Изолаторско стање у коjе
систем доспева као резултат промене jачине међусобне интеракциjе електрона, носи назив
Мотов (Mott) изолатор [3–5]. Друга поjава коjу ћемо детаљно размотрити jе поjава
специфичне суперпроводне фазе, односно високотемпературска суперпроводност,
коjу стандардна (БЦС) теориjа ниjе могла обjаснити [6]. Показаћемо, наиме, да се одређене
специфичности у односу на конвенционалне суперпроводнике поjављуjу управо због jаке
корелисаности коjа постоjи међу електронима у систему. Између осталог, биће такође
размотрене и неке термодинамичке карактеристике оваквих система.

Да бисмо приступили теориjскоj анализи неког система, потребно jе, пре свега, да се
изабере погодан2 теориjски модел. За почетак, биће размотрен Хабардов модел као jедан
од првих и наjjедноставниjих. Међутим, видећемо да ћемо, коришћењем овог модела,
наићи на разне компликациjе, због коjих ће бити неопходно увести одређене апроксимациjе.
Из тог разлога, биће потребно модификовати међуелектронску интеракциjу, на таj начин
да уjедно урачуна и jаку (далекодометну) корелисаност коjа постоjи међу електронима и
максимално поjедностави даљу анализу. Показаћемо да нас увођење jедног оваквог типа
интеракциjе може одвести до правилног обjашњења поjаве фазног прелаза метал-Мотов
изолатор, као и фазног прелаза кроз коjи пролазе високотемпературски суперпроводници.

1За више детаља о зонскоj теориjи, погледати [1].
2Под погодним подразумевамо такав модел коjи ће нам на што jе могуће jедноставниjи, али и

веродостоjниjи начин представити систем коjи посматрамо.





Глава 1

Моделни хамилтониjан електронског
система

Приликом проучавања кондензованих система, као што jе у уводном делу речено,
неопходно jе приступити коришћењем одговараjућег теориjског модела, у коjем би требала
да се огледаjу сва важна своjства коjа jедан кондензовани систем поседуjе. Први теориjски
модел коjи ћемо размотрити jе уjедно и наjпознатиjи теориjски модел коришћен за описисвање
оваквих система, а у питању jе Хабардов модел [2,7]. Конкретно, искористићемо оваj модел
за анализу фазног прелаза метал-изолатор.

Међутим, као што ћемо видети, ову анализу неће бити могуће спровести помоћу Хабардовог
модела, услед специфичне природе међуелектронске интеракицjе. Наиме, коришћењем
Хабардовог модела се можемо уверити да се са порастом одбоjне интеракциjе међу електронима
може десити фазни прелаз из металног у изолаторско стање, али да ће оваj фазни прелаз
бити описан на исправан начин само у одређеним апроксимациjама, коjе, ипак, у реалним
системима не мораjу бити унапред испуњене.

У том циљу биће неопходно са Хабардовог модела прећи на нешто другачиjи модел,
чиjим ће коришћењем бити могуће спровести анализу без потребе за увођењем апроксимациjа
приликом његовог решавања. Видећемо да ће се, на таj начин, добити очекиван резултат,
веома сличан резултату Хабардовог модела, што ће уjедно и оправдати његово коришћење.

Погледаjмо наjпре Хабардов моделни хамилтониjан и уверимо се да се модел не може
користити за потребе анализе фазног прелаза метал-изолаор, као ни прелаза у суперпроводно
стање.

1.1 Хабардов модел

Као што jе познато, Хабардов модел jе први и наjjедноставниjи теориjски модел кондензованог
система коjи разматра кретање међусобно интерагуjућих електрона у кристалноj решетки.
Оваj модел, дакле, урачунава неопходне доприносе енергиjи коjи потичу од ових процеса.

У основи имамо, дакле, два процеса: кретање електрона кроз решетку и њихову
(одбоjну1) електростатичку интеракциjу. Први допринос се изражава преко тзв. интеграла

1Jедини случаj у ком jе могуће да се електрони међусобно привлаче jе посредством неке друге
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1.1. ХАБАРДОВ МОДЕЛ 8

преласка (у ознаци Tij), коjи, дакле, потиче од тунелирања електрона између i-тог i j-тог
чвора. Други допринос електронскоj енергиjи се састоjи у Кулоновоj одбоjноj интеракциjи
и карактерише се параметром U(|ri − rj|), односно интеракциjом Кулоновог одбиjања
електрона на i-том i j-том положаjу, при чему су са ri и rj означени вектори положаjа
i-тог i j-тог електрона, респективно. Дакле, на основу реченог, за хамилтониjан (оператор
енергиjе) система (у ознаци Ĥ) можемо писати израз облика:

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1, (1.1)

где смо са Ĥ0 означили кинетички део укупног хамилтониjана, односно члан коjи у себи
садржи поменути интеграл Tij, док Ĥ1 урачунава међуелектронску (одбоjну) интеракциjу,
односно параметар U , за коjи, дакле, важи U > 0. Даље, Хабардов модел претпоставља
jедан атом по чвору и jедну орбиталу по атому. Другим речима, на jедном чвору решетке
могу да се нађу наjвише по два електрона супротно ориjентисаних спинова. Размотримо
сада сваки од чланова у (1.1) понаособ.

Приви члан (Ĥ0), као што смо рекли, описуjе енергиjу коjу поседуjе електрон захваљуjући
процесу преласка (тунеловања) са чвора на чвор. Међутим, треба имати у виду да се
електрон у кондензованом систему, чак и у одсуству интеракциjе са другим електронима,
ипак налази у интеракциjи са позитивно наелектрисаним jонима решетке. С обзиром на
периодичну структуру кристала, оваj потенциjал такође мора имати периодичну структуру.
Наиме, посматраjмо атом (jон) на чвору Ri и замислимо да се на неком растоjању од
њега налази електрон. Потенциjал коjи оваj електрон осети, а коjи потиче од Кулонове
привлачне интеракциjе са овим jоном, даjе управо поменути енергиjски допринос. Означимо
оваj допринос са V

(0)
Ri

.
Нека у систему (решетки) има Ne електрона. Сваког од њих ћемо означити индексом

α, односно α = 1, 2, ..., Ne. Потенциjал решетке коjи осећа електрон на положаjу rα (у
ознаци V (0)(rα)) потиче од свих (N) jона решетке:

V (0)(rα) =
N∑
i=1

V (0)(rα − Ri). (1.2)

Енергиjа (jедног) електрона, без урачунавања енергиjе интеракциjе са другим електронима
(у ознаци H0(α)), према томе, има облик:

H0(α) =
p2
α

2mα

+ V (0)(rα), (1.3)

где jе са pα означен импулс електрона α, док jе mα = me = 9, 1 · 10−31kg, односно маса
(jедног) електрона. Укупну енергиjу система добиjамо сумирањем израза (1.3) по свим
електронима (од 1 do Ne):

H0 =
Ne∑
α=1

H0(α) =
1

2m

Ne∑
α=1

p2
α +

Ne∑
α=1

V (0)(rα). (1.4)

интеракциjе, коjа може да надвлада електростатичко (Кулоново) одбиjање. Пример за то jе електрон-
фонон интеракциjа коjа доводи до стварања Куперових електронских парова [8]. У наставку рада нећемо
урачунавати овакав тип интеракциjе и узећемо да се електрони међусобно одбиjаjу.
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Уместо налажења укупне енергиjе, у наставку ћемо приступити на другачиjи начин.
Наиме, приликом анализе кондензованих система, често се показуjе погодним коришћење

тзв. приступа jаке везе. У овом приступу, подразумевамо да су електрони претежно
сконцентрисани у околини атома (чвора) решетке. Функциjу стања електрона α у s-
орбитали на растоjању |rα−Ri| од i-тог чвора ћемо означити са ds(rα−Ri). Ове функциjе
су познате као Ваниjерове (Wannier) функциjе [2,7]. Интеграл преласка електрона између
i-тог i j-тог чвора управо се дефинише помоћу Ваниjерових функциjа стања и означава
са (као у [2])

Tij =

∫
d∗s(r − Ri)

(
p2(r)
2m

+ V (0)(r)
)
ds(r − Rj)d

3r. (1.5)

Даље, што се тиче интеракциjе међу електронима, у Хабардовом моделу се подразумева да
важи тзв. Хабардова апроксимациjа, под коjом се подразумева да Кулонова интеракциjа
постоjи само међу електронима са истог чвора2. Даље, узима се да интерагуjући електрони
поседуjу међусобно ориjентисане спинове, што jе, с обзиром на претходно поменуту чињеницу
о jедноj орбитали по чвору, у складу са Паулиjевим принципом забране [9]. Параметар
Кулонове интеракциjе ћемо, као у [2], означити са Ũ и дефинисати као

Ũ(Ri) =

∫ ∫
|ds(rα − Ri)|2

(
e2

4πε0 |rα − rβ|

)
|ds(rβ − Ri)|2d3rαd3rβ, (1.6)

где су rα,β (α, β = 1, 2, ..., Ne), вектори положаjа електрона3, док се интеграциjа врши по
целоj запремини кристала. Као што се из (1.5) jасно види, важи да jе Ũ(Ri) > 0. С обзиром
да jе Ũ(Ri) по своjоj природи Кулонова интеракциjа, на конкретном чвору у оквиру
орбитале атома са истог чвора, узима се иста вредност на сваком чвору4, односно Ũ(Ri) →
Ũ ≡ const. Колико тачно износи његова вредност, зависи од случаjа до случаjа, односно
од конкретне посматране врсте атома, односно од конкретне орбитале. Испоставиће се,
међутим, да ћемо за испитивање фазног прелаза морати да посматрамо међуелектронску
интеракциjу на сасвим другачиjи начин (више о томе у Глави 2).

Погодним за даљу анализу, показуjе се коришћење репрезентациjе друге квантизациjе
[10]. Прелазак са претходно описаног начина представљања енергиjе на репрезентациjу
друге квантизациjе се врши, као што jе познато [10], коришћењем тзв. оператора креациjе,
односно оператора анихилациjе. У нашем случаjу, реч jе о операторима коjи створе/униште
електрон са одређеном ориjентациjом спина у одређеноj тачки простора. С обзиром на
коришћени приступ jаке везе, узима се да се електрони могу наћи само на чворовима
решетке ((rα → Ri)), односно у орбиталама. Оператор креациjе ĉ†iσ делуjе на вакуумско

2Оправданост коришћења ове апроксимациjе треба тражити у чињеници да су измерене вредности
растоjања између суседних чворова у решетки много већа од међуелектронског растоjања унутар jедне
(поjединачне) орбитале [2].

3Не мораjу да се поклапаjу са чворовима решетке Ri (i = 1, 2, ..., N).
4Треба, ипак, бити опрезан. Иако се, према моделу, електрони могу наћи на истом чвору, док сваки

чвор представља тачку, познато jе да у квантним системима важи Хаjзенбергов принцип неодређености
[9, 10], према коjем увек постоjи нека коначна вредност неодређености положаjа положаjа (координате)
честице (електрона, у нашем случаjу) {∆xα, ∆yα, ∆zα}. Према томе, електрони се заправо налазе на
коначном међусобном растоjању, карактеристичном за орбиталу конкретног атома на коjи се Хабардов
модел примењуjе.
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стање, односно стање без присутне честице (електрона) (у ознаци |0⟩) и ствара електрон на
положаjу Ri са спином σ (са одговараjућом ознаком стања |1iσ⟩), док оператор анихилациjе
ĉiσ делуjе на стање у ком већ постоjи електрон на положаjу Ri са спином σ и од тог стања
ствара вакуумско стање.

Деловање оператора креациjе (у ознаци ĉ†iσ) и анихилациjе (у ознаци ĉiσ) електрона се,
дакле , огледа у следећем:

ĉ†iσ|0⟩ = |1iσ⟩, ĉiσ|1iσ⟩ = |0⟩. (1.7)

Дакле, Хабардов модел у репрезентациjи друге квантизациjе има облик:

Ĥ =
N∑

i,j=1

2∑
σ=1

Tij

(
ĉ†iσ ĉjσ + h.c.

)
+

Ũ

2

N∑
i=1

2∑
σ=1

n̂iσn̂i,−σ, (1.8)

где h.c. означава узастопно деловање анихилационог и креационог оператора, адjунговано
првом члану

(
другим речима, h.c. ≡ ĉ†jσ ĉiσ

)
.

Следећа апроксимациjа, коjа се често користи и коjа поjедностављуjе даљи рачун,
тиче се интеграла прескакања Tij. Наиме, често се узима да се прелазак електрона са
чвора на чвор, односно са атома на атом, одвиjа само међу наjближим суседима суседима
чворова. Дакле, jедна од сума у првом члану иде по свим чворовима (од 1 до N), док друга
сумира по чворовима наjближим за сваки од N чворова решетке (за сваки од чворова),
тзв. координациони броj [11] износи 2D, где jе D димензионалност решетке. При томе,
узима се да вредност Tij не зависи од конкретног пара чворова i-j и износи −t, где jе
(t ≡ const.). Сума у првом члану се може скраћено записати као [2]:

Ĥ = −t
∑
⟨i,j⟩,σ

(
ĉ†iσ ĉjσ + h.c.

)
+

Ũ

2

∑
i,σ

n̂iσn̂i,−σ, (1.9)

где ⟨i, j⟩ означава да се сумирање врши по наjближим суседним чворовима5. Добиjени
израз (1.9) представља Хабардов модел у форми у коjоj се наjчешће користи приликом
изучавања кондензованих система.

На основу до сада реченог, систем коjи описуjе Хабардов модел можемо илустровати
као на Сл. 1.

Сл. 1: Систем интерагуjућих електрона, описан Хабардовим моделом

5У питању jе скраћена ознака за двоструко сумирање
∑N

i=1

∑2D
j=1.
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Ипак, као што смо на почетку Главе рекли, може се показати да оваj модел ниjе погодан
за егзактно описивање фазног прелаза. Зашто jе ово случаj, показаћемо у наставку рада.

1.2 Недостаци Хабардовог модела

Као што смо рекли, потребно jе испитати могућност добиjања информациjе о енергетскоj
структури. У том циљу, полазимо од хамилтониjана (1.9). Размотримо, поступно, сваки
члан посебно. Можемо видети да jе први члан недиjагоналан (i ̸= j, ∀ i), док други то jесте
[10]. Да бисмо нашли могуће енергиjе електрона, потрено jе извршити диjагонализациjу
целог хамилтониjана, односно добити облик у ком су сви чланови у хамилтониjану диjагонални.
Поступак диjагонализациjе се веома ефикасно може спровести помоћу Фуриjеове трансформациjе
[2, 7]. Наиме, искористићемо Фуриjе-ликове креационог и анихилационог оператора:

ĉ†iσ =
1√
N

∑
k

ĉ†kσe
−ik·Ri , ĉiσ =

1√
N

∑
k

ĉkσe
ik·Ri . (1.10)

Након jедноставне замене релациjа (1.10) у први члан (1.9), налазимо хамилтониjан у k-
простору у облику:

Ĥ0 = −t
∑
⟨i,j⟩,σ

{(
1√
N

∑
k

ĉ†kσe
−ik·Ri

)(
1√
N

∑
q

ĉqσe
iq·Rj

)
+(

1√
N

∑
k

ĉ†kσe
−ik·Rj

)(
1√
N

∑
q

ĉqσe
iq·Ri

)

= − t

N

∑
i

∑
δ⃗,σ

∑
k,q

(
ĉ†kσ ĉqσe

−ik·Rieiq·(Ri+δ⃗) + ĉ†kσ ĉqσe
−ik·(Ri+δ⃗)eiq·Ri

)
,

(1.11)

при чему смо у последњем реду узели да се прелазак електрона врши само између суседних
чворова, због чега смо векторе положаjа чворова Ri и Rj "повезали" вектором њиховог
релативног положаjа δ⃗ као: Rj = Ri + δ⃗. Дакле, вектори δ⃗ повезуjу сваки од чворова
решетке са његовим наjближим суседним чворовима. Груписањем сума по чворовима на
положаjима δ⃗, добиjамо:

Ĥ0 = − t

N

∑
δ⃗,σ

∑
k,q

(
ĉ†kσ ĉqσ

{∑
i

ei(q−k)·Ri

}
eiq·δ⃗ + ĉ†kσ ĉqσ

{∑
i

ei(q−k)·Ri

}
e−ik·δ⃗

)
. (1.12)

Коришћењем Кронекерове делта-функциjе

δk,q =
1

N

∑
i

ei(q−k)·Ri , (1.13)

израз (1.12) добиjа облик:

Ĥ0 =
∑
k,σ

−t
∑
δ⃗

(
eik·δ⃗ + e−ik·δ⃗

) ĉ†kσ ĉkσ =
∑
k,σ

−2t
∑
δ⃗

cos (k · δ⃗)

 ĉ†kσ ĉkσ. (1.14)
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Функциjа у заградама одговара енергиjама коjе поседуjу електрони услед своjих прелазака
на суседне чворове (означене векторима положаjа δ⃗) у k-простору, као у [2], jе облика:

ε(k) := −2t
∑
δ⃗

cos (k · δ⃗). (1.15)

Функциjе ε(k) садрже информациjу о димензионалности система. Наиме, с обзиром да
сума

∑
δ⃗ иде по наjближим суседним чворовима, чиjи броj зависи од димензиjа посматране

решетке6, jасно jе да постоjи зависност од димензионалности система. Дакле, након
Фуриjепве трансформациjе, члан Ĥ(0) Хабардовог модела има облик:

Ĥ0 =
∑
k,σ

ε(k)ĉ†kσ ĉkσ =
∑
k,σ

ε(k)n̂kσ =
∑
k

ε(k) (n̂k↑ + n̂k↓) . (1.16)

Видимо, дакле, да jе оваj члан диjагоналан у k-простору.
Овом се члану такође додаjе и члан са тзв. хемиjским потенциjалом7 (у ознаци µ):

Ĥµ = −µ
∑
i,σ

ĉ†iσ ĉiσ = −µ
∑
i

(n̂i↑ + n̂i↓) = −µN̂e, (1.17)

где jе N̂e оператор укупног броjа честица (електрона) у систему.
Преласком са директног на k-простор, лако се показуjе да и оваj члан има диjагоналан

облик:

Ĥµ = − µ

N

∑
i,σ

∑
k,q

ĉ†k,σ ĉq,σe
i(k−q)·Ri = −µ

∑
k,σ

ĉ†kσ ĉkσ = −µ
∑
k

(n̂k↑ + n̂k↓). (1.18)

С обзиром да су операторски делови израза (1.16) и (1.18) jеднаки8, погодно jе ове чланове
груписати тако да имамо

Ĥ0 + Ĥµ =
∑
k,σ

ξ(k)ĉ†kσ ĉkσ =
∑
k

ξ(k)(n̂k↑ + n̂k↓), (1.19)

где jе

ξ(k) = ε(k)− µ. (1.20)

Хемиjски потенциjал зависи, као што ћемо видети у Глави 3, од односа броjа електрона
Ne и броjа чворова (атома) N у систему, али и од температуре T на коjоj се посматрани
систем налази.

6Подсетимо се да броj наjближих суседа има вредност 2D за D-димензионалну хиперкубну решетку [11].
7Хемиjски потенциjал одговара енергиjи по jединици честице система [12]. Прецизниjе речено, у питању

jе енергиjа коjу jе потребно уложити да би се термодинамичком систему додала честица. Конкретно,
уколико су те честице електрони у кристалноj решетки, за додавање електрона jе потребно уложити
енергиjу због међуелектронског одбиjања (µ > 0), али, с обзиром да између електрона и jона решетке
постоjи привлачна интеракциjа, хемиjски потенциjал може достићи и вредности µ < 0. Наиме, свака од
честица система поседуjе енергиjу услед тунелирања кроз решетку, али и услед интеракциjе са другим
електронима. Додавање/одузимање честица у систему, самим тим, директно утиче на енергиjу система.

8Оба израза садрже оператор броjа електрона у стању k са спином σ, односно n̂kσ.
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Физички смисао хемиjског потенциjала може да се сагледа и на следећи начин. Наиме,
на температури апсолутне нуле, сви електрони попуњаваjу енергетска стања од наjнижег
ка наjвишем, уз обавезно поштовање Паулиjевог принципа [9,10]. Са порастом температуре,
електрони добиjаjу могућност преласка са чвора на чвор и њихова енергиjа на таj начин
расте. Прави физички смисао "кинетике" електрона, самим тим, има разлика њихове
енергиjе у односу на енергетски ниво хемиjског потенциjала, односно ξ(k) ≡ ξk = εk − µ.
Ова вредност износи 0 на нивоу хемиjског потенциjала, односно за εk = µ. На температури
апсолутне нуле, електрони попуњаваjу сва k-стања за коjа важи εk ≤ µ, односно тада важи
ξ(k) ≤ 0. На температурама T > 0K, дакле, електрони заузимаjу виша енергиjска стања.

Размотримо сада интеракциони члан Хабардовог модела. Поступаjући аналогно са
кинетичким чланом Ĥ0, након одговараjућих Фуриjеових трансформациjа (преласка у k-
простор) [2], добиjамо

Ĥ1 =
Ũ

2N

∑
k,p,q

∑
σ

ĉ†k+q,σ ĉk,σ ĉ
†
p−q,−σ ĉp,−σ. (1.21)

Дакле, jасно jе да оваj члан Хабардовог модела ниjе диjагоналан у k-репрезентациjи. Ово
jе управо чињеница коjа нам компликуjе анализу зонске структуре електронских стања.

У наставку ћемо се уверити у саму чињеницу да, коришћењем Хабардовог модела,
наилазимо на одређене потешкоће. Наиме, видећемо да jе потребно уводити апроксимациjе,
као и да ће сам математички поступак бити веома сложен.

1.3 Фазни прелаз метал-изолатор у Хабардовом моделу
Сада ћемо показати до каквих нас резултата, везаних за фазни прелаз метал-изолатор,

доводи Хабардов модел.
Полазимо од хамилтониjана Хабардовог модела у директном (координатном [1]) простору,

са урачунатим хемиjским потенциjалом:

Ĥ = −t
∑

<i,j>,σ

(
ĉ†iσ ĉjσ + h.c.

)
+

Ũ

2

∑
i,σ

n̂iσn̂i,−σ − µ
∑
i,σ

n̂i,σ. (1.22)

У следећем кораку, користимо тзв. метод Гринових функциjа (скраћено ГФ) [13]. Као
што jе познато, метод ГФ jе погодан за налажење закона дисперзиjе, односно енергетских
спектара система. У нашем случаjу, интересуjу нас енергиjе коjе електрон може достићи,
као и могућност повезивања добиjених резултата са теориjом енергиjских зона [2].

Функциjа чиjи jе облик потребно одредити jе, дакле, Гринова функциjа за (за сада
произвољне) операторе Â = Â(r, τ) i B̂ = B̂(r′, τ ′), коjу дефинишемо изразом9 [13–15]

G(r, r′; τ, τ ′) := θ(τ − τ ′)

〈[
Â(r, τ), B̂(r′, τ ′)

]
η

〉
≡ ⟨⟨Â(r, τ)|B̂(r′, τ ′)⟩⟩, (1.23)

где су r и r′ просторне координате у коjима делуjу оператори Â и B̂, респективно, τ и τ ′

су тренуци времена у коjима ови оператори делуjу, док jе η фактор знака за коjи важи:
9У литератури jе познато више тзв. типова ГФ, тзв. ретардоване, авансоване и каузалне ГФ.

Конкретно, у наставку ћемо разматрати ретардовану ГФ, као наjчешће коришћену.
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[Â, B̂]η := ÂB̂ + ηB̂Â. Дакле, за η = +1 имамо антикомутатор, док вредност η = −1
одговара комутатору10. Према томе, можемо разликовати и два типа GF према знаку
овог фактора - комутаторске ГФ (η = −1) и антикомутаторске ГФ (η = +1).

Наиме, на основу добиjеног конкретног облика ГФ, тражене вредности енергиjа електрона
представљаjу, у ствари, вредности енергиjе за коjе ГФ дивергира ка +∞. Због тога нам
jе потребан конкретан облик ГФ.

Да бисмо одредили ГФ, полазимо од jедначине кретања, коjу добиjамо тако што израз
(1.23) диференцирамо по τ и помножимо са iℏ [13, 15]:

iℏ
∂

∂τ
G(r, r′; τ, τ ′) = iℏδ(τ − τ ′)Q(r, r′) + θ(τ − τ ′)

〈[
[Â(r, τ), Ĥ(τ)], B̂(r′, τ ′)

]
η

〉
, (1.24)

где jе уведена ознака Q(r, r′) за средњу вредност комутатора/антикомутатора оператора
Â и B̂ у истом тренутку времена (тренутак τ)11.

Такође ћемо искористити jедну особини ГФ коjа важи у случаjу када оператори Â и B̂
не зависе експлицитно од времена, односно уколико за њих важи ∂Â/∂τ = 0 и ∂B̂/∂τ = 0,
може се показати (видети [13,14] за више детаља) да тада важи G(r−r′; τ, τ ′) → G(r, r′; τ−
τ ′). Дакле, на основу реченог, следи:

G(r, r′; τ, τ ′) → G(r, r′; τ − τ ′). (1.25)

Гринова функциjа коjу ћемо овде користити има облик:

Gijσ(τ − τ ′) = ⟨⟨ĉiσ(τ)|ĉ†jσ(τ ′)⟩⟩η=+1. (1.26)

Надаље ћемо испустити η = +1 из индекса ГФ, подразумеваjући, при томе, да jе у питању
антикомутаторска ГФ. Одговараjућа jедначина кретања има облик

iℏ
∂

∂τ
Gijσ(τ − τ ′) = δ(τ − τ ′)⟨

[
ĉiσ, ĉ

†
jσ

]
+
⟩+ ⟨⟨

[
ĉiσ, Ĥ

]
|ĉ†jσ(τ)⟩⟩, (1.27)

где jе Ĥ хамилтониjан Хабардовог модела (1.22). Неопходне комутаторске и антикомутаторске
елементе израза налазимо тривиjалним поступком.

Наиме, креациони и анихилациони Ферми-оператор задовољаваjу познату антикомутациону
релациjу [

ĉiσ, ĉ
†
jσ

]
+
= δij Î , (1.28)

чиjа средња вредност ⟨...⟩, узета по Хабардовом хамилтониjану, износи δij⟨Î⟩ = δij.

10Уобичаjено jе да се антикомутатор користи у случаjу да се оператори Â и B̂ односе на фермионе, а
комутатор у случаjу Бозе-оператора. Међутим, у општем случаjу, вредност η се бира у зависности од
случаjа, односно како jе наjпогодниjе.

11С обзиром да оператори Â и B̂ делуjу у истом тренутку времена, њихов комутатор/антикомутатор
зависи само од координата тачака у коjима делуjу. На пример, уколико су ово Ферми-оператори креациjе
и анихилациjе електрона на положаjу ri са спином σ, за њихову антикомутациону релациjу (у случаjу
деловања у истом тренутку времена) ће важити

[
ĉ†iσ, ĉjσ

]
+
= δi,j Î.
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Затим, за комутатор оператора ĉiσ и Ĥ се директно добиjа:[
ĉiσ, Ĥ

]
= −µĉiσ − t

∑
m

ĉmσ + Un̂i,−σ ĉiσ, (1.29)

тако да jедначина кретања (1.27) поприма облик:

iℏ
∂

∂τ
Gijσ(τ − τ ′) = δ(τ − τ ′)δij − µGijσ(τ − τ ′)− t

∑
m

Gmjσ(τ − τ ′) + UΓijσ(τ − τ ′), (1.30)

где смо са Γijσ(τ − τ ′) означили "нову", тзв. вишу Гринову функциjу

Γijσ(τ − τ ′) := ⟨⟨(n̂i,−σ ĉiσ) (τ)|ĉ†jσ(τ ′)⟩⟩, (1.31)

чиjи jе облик, дакле, такође неопходно одредити. Наиме, функциjа Γijσ(τ − τ ′) такође има
своjу jедначину кретања, коjа гласи:

iℏ
∂

∂τ
Γijσ(τ − τ ′) = δ(τ − τ ′)δij⟨n̂i,−σ⟩+ (−µ+ U)Γijσ(τ − τ ′)

− t
∑
l

{
⟨⟨n̂i,−σ ĉlσ(τ)|ĉ†jσ(τ ′)⟩⟩ − ⟨⟨ĉ†l,−σ ĉi,−σ ĉiσ(τ)|ĉ†jσ(τ ′)⟩⟩

− ⟨⟨ĉ†i,−σ ĉi,σ ĉl,−σ(τ)|ĉ†jσ(τ ′)⟩⟩.

(1.32)

Проблем на коjи наилазимо jе у томе што се овим постпупком, као што можемо видети,
изнова добиjаjу нове ГФ, а што би могло да се дешава бесконачно много пута. Другим
речима, креира се бесконачан низ нових ГФ [13]. Конкретно, у изразу (1.32) фигуришу
три нове ГФ.

Да бисмо поступак одређивања конкретног облика полазне ГФ, односно Gijσ(τ − τ ′),
довели до краjа,биће неопходно направити апроксимациjе.

Наjjедноставниjе су тзв. Хабард-I апроксимациjе, коjе нам даjу:

⟨⟨(n̂i,−σ ĉiσ) (τ)|ĉ†jσ(τ ′)⟩⟩ ≈ ⟨n̂i,−σ⟩⟨⟨ĉiσ|ĉ†jσ(τ ′)⟩⟩ ≡ ⟨n̂i,−σ⟩Gijσ(τ − τ ′), (1.33)

⟨⟨
(
ĉ†l,−σ ĉi,−σ ĉiσ

)
(τ)|ĉ†jσ(τ ′)⟩⟩ ≈ ⟨ĉ†l,−σ ĉi,−σ⟩Gijσ(τ − τ ′)

≈ δil⟨ĉ†i,−σ ĉi,−σ⟩Gijσ(τ − τ ′)

= δil⟨n̂i,−σ⟩Gijσ(τ − τ ′),

(1.34)

⟨⟨
(
ĉ†i,−σ ĉi,σ ĉl,−σ

)
(τ)|ĉ†jσ(τ ′)⟩⟩ = −⟨⟨

(
ĉ†i,−σ ĉl,−σ ĉiσ

)
(τ)|ĉ†jσ(τ ′)⟩⟩

≈ −δil⟨ĉ†i,−σ ĉl,−σ⟩Gijσ(τ − τ ′)

= −δil⟨n̂i,−σ⟩Gijσ(τ − τ ′).

(1.35)

Као што видимо, доприноси у (1.34) и (1.35) у збиру даjу нулу, тако да нам остаjе само
допринос из (1.33).
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У следећем кораку, искористићемо тзв. временску Фуриjе-трансформациjу ГФ [13]:

⟨⟨ĉiσ|ĉ†jσ⟩⟩E ≡ Gijσ(E) =
1

2π

∫ ∞

−∞
d(τ − τ ′)Gijσ(τ − τ ′)eiE(τ−τ ′), (1.36)

где смо са Gijσ(E) означили ⟨⟨ĉiσ|ĉ†jσ⟩⟩E. На основу правила (1.36), jедначине кретања
(1.30) и (1.32) постаjу:

(E + µ)Gijσ(E) + t
∑
l

Gljσ(E)− UΓijσ(E) = δij, (1.37)

(E + µ− U)Γijσ(E) + t⟨n̂i,−σ⟩
∑
l

Gljσ(E) = δij⟨n̂i,−σ⟩. (1.38)

Изражавањем Γijσ(E) из (1.38) и уврштавањем у (1.37), добиjамо:

(E + µ)Gijσ(E) + t

{
1 +

U⟨n̂i,−σ⟩
E + µ− U

}∑
l

Gljσ(E) = δij

{
1 +

U⟨n̂i,−σ⟩
E + µ− U

}
. (1.39)

У наставку ћемо искористити да средњи броj електрона на произвољном (било коjем)
чвору решетке и спином не зависи од тога коjи jе чвор решетке у питању. Другачиjе
речено, узимамо ⟨n̂iσ⟩ → ⟨n̂σ⟩, односно ⟨n̂i,−σ⟩ → ⟨n̂−σ⟩.

Затим, извршићемо просторну Фуриjе-трансформациjу, користећи правила [13]:

Gijσ(E) =
1

Ω

∑
k

Gkσ(E)eik·(Ri−Rj), δij =
1

Ω

∑
k

eik·(Ri−Rj), (1.40)

чиме добиjамо:

Gkσ(E) =
Gσ(E)

1− εkGσ(E)
, где jе Gσ(E) =

1

E + µ
+

U⟨n̂−σ⟩
(E + µ)(E + µ− U)

. (1.41)

Као што смо раниjе нагласили, с обзиром да jе методом ГФ могуће добити информациjу о
енергиjама ексцитациjа у систему, постављањем услова о њеноj дивергенциjи, можемо доћи
до тражене дисперзионе релациjе. На основу израза (1.41), jасно jе да ћемо до енергиjа
електрона доћи постављањем следећег услова:

εk

{
1

E + µ
+

U⟨n̂−σ⟩
(E + µ)(E + µ− U)

}
= 1. (1.42)

Решавањем овог израза по E, коначно добиjамо:

E± = −µ+
U + εk

2
±

√(
U − εk

2

)2

+ Uεk⟨n̂−σ⟩. (1.43)

На основу резултата (1.43), jасно jе да постоjе две "групе" енергиjа коjе електрони могу
поседовати (тзв. дозвољене енергиjе). Ове групе су познате као горња и доња Хабардова
трака [4]. Графички приказ енергиjа E±, у специjалном случаjу од интереса: ⟨n̂−σ⟩ =
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1/2 (полупопуњене валентне орбитале), дат jе на Сл. 2, где су E ∈ {E+, E−} могуће
(дозвољене) енергиjе електрона.

Сл. 2: Енергиjе електрона према Хабардовом моделу, за Ũ = 4t, µ = 2t и ⟨n̂−σ⟩ = 1/2

Између суседних енергиjа у оквиру jедне исте траке, у термодинамичком лимесу (lim(Ω →
∞)) постоjи бесконачно узак размак, због чега електрони могу да се "крећу" унутар (jедне
исте) траке без потребе за додавањем енергиjе. Међутим, као што такође можемо видети,
горња и доња Хабардова трака су раздвоjене. Другим речима, постоjе енергиjе коjе
електрони не могу поседовати (тзв. забрањене (недозвољене) енергиjе). Ове енергиjе чине
тзв. енергетски процеп (геп), чиjу ћемо величину (ширину) означити са ∆. Забрањене
енергиjе потичу од међуелектронског Кулоновог одбиjања Ũ , у шта се можемо jедноставно
уверити. Наиме, ширина енергетског гепа (вредност ∆) се, на основу Сл. 2, налази као
разлика енергиjе дна горње траке и енергиjе врха доње траке. У случаjу ⟨n̂−σ⟩ = 1/2,
добиjамо:

∆ = E+(дно)− E−(врх) = −2t+ Ũ

√
1 + 4

(
t

Ũ

)2

. (1.44)

Уколико бисмо посматрали лимес Ũ → ∞, односно t/Ũ → 0, дошли бисмо до израза

∆ = Ũ − 2t. (1.45)

Са друге стране, коришћењем резултата (1.43), може се показати да, у случаjу ⟨n̂−σ⟩ = 1/2,
горња и доња Хабардова трака имаjу исту ширину (W± = E±(врх) − E±(дно) - ширина
горње/доње траке), коjа износи

W+ = W− ≡ W = 2t, (1.46)

одакле следи да, у лимесу Ũ → ∞, постоjи енергетски геп, чиjа ширина износи ∆ = Ũ−W ,
услед коjег jе систем електрона доведен у изолаторско стање. Као што смо у уводном
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делу рада нагласили, стање система у коjем честице немаjу могућност кретања услед
довољно jаке међусобне интеракциjе (jаке корелисаности) jе у литератури познато под
називом Мотов изолатор.

Са друге стране, у случаjу Ũ → 0, показуjе се да се ове две траке стапаjу у jедну,
при чему нестаjе енергетски геп (∆ → 0). У овом случаjу, дакле, имамо управо jедну
(jединствену) траку, као што се може видети на Сл. 3. Ово стање одговара одсуству
међуелектронских корелациjа, услед чега се систем електрона понаша као проводник.

Сл. 3: Енергиjе електрона према Хабардовом моделу, за Ũ = 0, µ = 2t i ⟨n̂−σ⟩ = 1/2

Такође, када jе ⟨n̂−σ⟩ = 1/2, с обзиром на облик графика косинусне функциjе, следи
да се Фермиjев ниво (у ознаци EF ) налази на енергиjи E = −2t. Узимањем у обзир
међуелектронске интеракциjе, чак и при малим вредностима Ũ , систем постаjе изолатор.

Такође, показуjе се да, уколико би се Хабардов модел третирао у лимесу бесконачно
jаке интеракциjе, познатиjем и као лимит jаког купловања, а што управо одговара jако
корелисаном систему [7], могли бисмо да одредимо да ли ће изолаторско стање система
одговарати феромагнетном, или антиферомагнетном систему. Третирањем кинетичког
члана Хабардовог модела као пертурбациjу, резултати показуjу антиферомагнетно стање
система. Прецизниjе речено, Хабардов модел ће се ефективно понашати као Хаjзенбергов
модел, коjи управо описуjе изолаторски систем. За ефективну константу међуелектронске
интеракциjе (у ознаци Jeff ) се испоставља да износи Jeff = 4t2/Ũ [2, 6, 7]. Наравно, с
обзиром на Ũ > 0, очигледно jе да ће увек бити Jeff > 0, као што jе то случаj у систему
антиферомагнетика [2, 7].

Досадашњи резултати су добиjени ослањањем на Хабардов модел и коришћење одређених
апроксимациjа. Потреба за коришћењем апроксимациjа заправо следи из самог недиjагоналног
облика хамилтониjана Хабардовог модела. Такође, чак и у наjjедноставниjоj апроксимациjи,
као што смо управо видели, поступак долажења до тражених резултата о енергиjама
електрона jе поприлично обиман.

Да бисмо на много jедноставниjи начин и са пуно мање апроксимациjа испитали понашање
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система jако корелисаних електрона, односно прелазак система из проводног стања у
стање Мотовог изолатора, неопходно jе приступити анализи међуелектронских корелациjа
на другачиjи начин. У наредноj Глави ћемо, полазећи од Хабардовог модела, формулисати
нешто другачиjи хамилтониjан, а коjи ће нам чак омогућити и егзактно решавање и
долажење до енергетске структуре електронског система и обjашњење фазног прелаза
метал-изолатор.





Глава 2

Модел jако корелисаног система
електрона

До сада смо размотрили jедноставан теориjски модел коjи описуjе електроне у кондензованом
систему. Наиме, у питању jе Хабардов модел, у коjем, као што смо видели, фигуришу
чланови коjи описуjу процесе релевантне за jедан овакав систем. Рекли сли, међутим, да се
у оквиру овог модела не може егзактно одредити енергетски спектар електронског система.
У овоj Глави ћемо представити модел коjи се по неким карактеристикама битно разликуjе
од Хабардовог модела, али и даље може да послужи за анализу претходно описаних
електронских система. Оваj модел jе познат у литератури као Хацугаи-Кохмотов (ХК)
модел1, [3]. Наиме, као што ћемо у наставку видети, у питању jе модел коjи омогућава
егзактно налажење енергиjе електрона у посматраном систему. Притом ће бити искоришћен
метод Гринових функциjа (ГФ) [13–15]. Погледаjмо наjпре како изгледа хамилтониjан
овог модела.

2.1 Хамилтониjан ХК модела

Као што смо рекли, идеjа jе да се користи модел коjи описуjе понашање електрона у
кондензованом систему, а коjи би заменио Хабардов модел2. Дакле, треба нам модел
коjи, као и Хабардов, урачунава процес преласка електрона са атома на атом (члан
хамилтониjана са параметром t)3, заjедно са међуелектронском интеракциjом, коjа, међутим,
за разлику од Хабардовог модела (параметар Ũ), у ХК моделу има сасвим другачиjи облик
и смисао.

Наиме, у Хабардовом моделу jе међуелектронска интеракциjа потицала од електростатичког
одбиjања и била ограничена на електроне коjи се налазе на истом чвору (у директном

1Hatsugai & Kohmoto, Exactly solvable Model of Correlated Lattice Electrons in Any Dimension, 1992.
2Све апроксимациjе коjе смо у Глави 1 искористили за Хабардов модел, важиће и за ХК модел, осим

члана коjи урачунава међуелектронску интеракциjу.
3Наравно, подразумевамо и урачунавање члана хамилтониjана са хемиjским потенциjалом µ.
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простору)4:

Ĥ1 =
Ũ

2

∑
i,σ

n̂iσn̂i,−σ. (2.1)

Дискутуjмо сада физички смисао овог израза. Као што видимо, с обзиром да важи niσ =
{0, 1}, видимо да се интеракциjа дешава само ако важи niσ ̸= 0 и ni,−σ ̸= 0 (за исти чвор
i), при чему, како смо рекли, важи σ =↑, ↓.

Нагласили смо да се у лимиту Ũ → ∞ електронски систем описан Хабардовим моделом
ефективно "понаша" као електронски систем описан Хаjзенберговим моделом (Глава 1).
Дакле, у лимиту jаке одбоjне интеракциjе (док се сви остали параметри одржаваjу константним)
електрони не поседуjу довољно енергиjе како би савладали одбоjну интеракциjу са другим
електроном на истом чвору, што доводи систем до прелаза из металне у изолаторску
фазу, антиферомагнетног карактера. Изолатор добиjен на оваj начин, као што смо
рекли, познат jе под називом Мотов изолатор [3,5,16]. Поjава оваквог фазног прелаза jе
илустрована на Сл. 4.

Сл. 4: Фазни прелаз метал-изолатор са порастом интензитета одбоjне интеракциjе: проводник
(метална фаза) (лево); изолаторска фаза (Мотов изолатор) (десно)

Показуjе се могућим да се међуелектронске корелациjе представе на други начин.
Наиме, за разлику од Хабардовог модела, где се интеракциjа дешава само међу електронима
са истог чвора у директноj решетки и има вредност jеднаку Кулоновоj интеракциjи на
растоjању у посматраноj орбитали, разматра интеракциjа електрона са различитих чворова,
односно узимамо у обзир далекодометни карактер међуелектронске интеракциjе. При
томе, у формулисању интеракционог члана, искористићемо две апроксимациjе5. Прво,
претпоставићемо да параметар међуелектронске интеракциjе, услед свог далеког домета,
има интензитет коjи се практично не мења са променом међусобног растоjања интерагуjућих
електрона. Математички, ова апроксимациjа се може jасниjе уочити и сагледати6 посматраjући

4У литератури jе овакав тип интеракциjе познат као on-site (на-чвору) интеракциjа [3].
5Наиме, и сам Хабардов модел jе формулисан коришћењем одређених апроксимациjа [2].
6На слици нису прецизиране мерне jединице за r и U , jер то не утиче на понашање функциjе U(r).
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графике са Сл. 5. На слици jе, као што видимо, приказана функциjа U(r) = K/|r|α =
K/rα, за K = 1, при чему, jасно, мањоj вредности параметра α одговара већи домет
(спориjе слабљење) интеракциjе. С обзиром да више не важи закон промене ∼ 1/r са
међуелектронским растоjањем r, jасно jе да ова интеракциjа, у строгом смислу, ниjе исто
што и Кулонова.

Сл. 5: График функциjе U(r) = 1/rα за различите вредности параметра α = 1 (плава крива),
α = 0.2 (зелена крива), α = 0.02 (црвена крива)

Са графика можемо закључити да са порастом домета интеракциjа поприма облик
константе, и то са вредношћу блискоj U(r → 0). С обзиром да нам може помоћи у
анализи Мотовог изолаторског стања, за интеракциjу U ћемо користити назив Мотова
интеракциjа. Самим тим што се интеракциjа U разликуjе од Кулонове, допустићемо
могућност негативног предзнака, односно размотрићемо могућност U < 1.

Друга апроксимациjа се састоjи у издваjању одређених међуелектронских интеракциjа.
Наиме, претпоставићемо да се у кристалоj решетки одвиjаjу jедино интеракциjе у коjима се
положаj центра масе одржава. Ово ћемо постићи тако што ћемо параметар интеракциjе U
помножити Дираковом делта-функциjом δ(ri+ rk = rj + rl), где су ri rk почетни положаjи
интерагуjућих електрона, а rj rl су њихови краjњи положаjи. Ова апроксимациjа се,
као што ћемо у наставку видети, показуjе веома погодним у поjедностављивању форме
теориjског модела у k-простору. С обзиром да у разматраном моделу узимамо да се
електрони могу наћи само на чворовима решетке, следи замена ri → Ri, а Диракова
делта функциjа прелази у Кронекерову.

Jош jедна важна особина мора бити урачуната. Наиме, истакли смо да настала изолаторска
фаза има антиферомагнетни карактер, што значи да jе, пре свега, неопходно да интеракциjа
U постоjи само између електрона са супротно ориjентисаним спиновима.

Означавањем одговараjућих вектора положаjа чворова индексима i, j, k, l ради краћег
записа, на основу реченог, интеракциони члан ХК модела (у ознаци ĤU), коначно, има
следећи облик:

ĤU =
U

2

∑
i,j,k,l

∑
σ

δi+k=j+lĉ
†
iσ ĉjσ ĉ

†
k,−σ ĉl,−σ =

U

2

∑
i,j,k,l

δi+k=j+l

(
ĉ†i↑ĉj↑ĉ

†
k↓ĉl↓ + ĉ†i↓ĉj↓ĉ

†
k↑ĉl↑

)
, (2.2)



2.2. ЕНЕРГИJЕ И СТАЊА JАКО КОРЕЛИСАНИХ ЕЛЕКТРОНА 23

коjим су обухваћени случаjеви U < 0 i U > 0. С обзиром да промена у ориjентациjи спина
не носи никакву енергиjу, следи да су чланови у загради израза (2.2) jеднаки, тако да се
таj израз може краће писати као

ĤU = U
∑
i,j,k,l

δi+k=j+l ĉ
†
i↑ĉj↑ĉ

†
k↓ĉl↓. (2.3)

Услед увођења делта-функциjе, надаље се показуjе погодним да се Мотова интеракциjа
посматра по jединици запремине кристала. Уколико бисмо међуатомска растоjања изражавали
у jединицама константе (параметра) решетке (a = 1), запремина кристалне решетке
постаjе броjно jеднака укупном броjу чворова у кристалу - вредност N :

ĤU → ĤU

N
=

U

N

∑
i,j,k,l

δi+k=j+l ĉ
†
i↑ĉj↑ĉ

†
k↓ĉl↓. (2.4)

Ради краћег записа, ĤU/N ћемо jедноставно означити као ĤU , при томе подразумеваjући
да jе у питању енергиjа интеракциjе по чвору решетке. Узимаjући у обзир све што смо до
сада рекли, укупни хамилтониjан система добиjа израз:

Ĥ = −t
∑
⟨i,j⟩,σ

(
ĉ†iσ ĉjσ + ĉ†jσ ĉiσ

)
+

U

N

∑
i,j,k,l

δi+k,j+l ĉ
†
i,↑ĉj,↑ĉ

†
k,↓ĉl,↓ − µ

∑
i,σ

ĉ†iσ ĉiσ (2.5)

У наставку ћемо, спровођењем аналогног поступка Фуриjе-трансформациjе као у Глави
1, проверити да ли апроксимациjе коjе смо овде увели заиста доводе до егзактног решења
енергиjске структуре. Показаћемо, такође да изолаторско стање може да се формира у
случаjу одбоjне (и то довољно jаке) интеракциjе, због чега ће, након тога, за наведене
фазне прелазе бити разматран jедино оваj случаj, односно U > 0 [3, 4].

2.2 Енергиjе и стања jако корелисаних електрона

Покажимо, за почетак, да се Фуриjеовом трансформациjом израза (2.5) добиjа облик
хамилтониjана система коjи jе за даљу анализу знатно погодниjи од Хабардовог модела.
Наиме, показуjе се да нас оваj поступак води на диjагоналан облик хамилтониjана Ĥ.

Да бисмо ово постигли, прво ћемо искористити услов задат преко Диракове делта-
функциjе. С обзиром да, према овом услову, важи Ri + Rk = Rj + Rl, можемо изразити
jедан од ових вектора положаjа помоћу остала три. На пример, можемо писати Rl =
Ri + Rj − Rk.

Примењуjући правила трансформациjе за креациони и анихилациони оператор (1.10),
за интеракциони члан Ĥ(U) у (2.5) добиjамо:

Ĥ(U) =
U

N3

∑
i,j,k

∑
k1...k4

ĉ†k1↑ĉk2↑ĉ
†
k3↓ĉk4↓e

−ik1·Rieik2·Rje−ik3·Rkeik4·(Ri+Rk−Rj), (2.6)
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што се, након обjедињавања експоненциjалних делова са jеднаким векторима положаjа,
своди на:

Ĥ(U) = U
∑

k1...k4

ĉ†k1↑ĉk2↑ĉ
†
k3↓ĉk4↓

1

N

∑
i

ei(k4−k1)·Ri
1

N

∑
j

ei(k2−k4)·Rj
1

N

∑
k

ei(k4−k3)·Rk . (2.7)

Коришћењем (1.13) коначно долазимо до следећег резултата:

Ĥ(U) = U
∑
k

n̂k↑n̂k↓. (2.8)

Коначно, Фуриjе-трансформациjа ХК модела (2.5) има облик:

Ĥ =
∑
k

ξ(k) (n̂k↑ + n̂k↓) + U
∑
k

n̂k↑n̂k↓. (2.9)

Дакле, хамилтониjан система jе очигледно диjагоналан. Управо нам ова особина хамилтониjана
омогућава да егзактним путем дођемо до енергиjе електрона, а потом и до одговараjуће
функциjе стања [3]. Да бисмо то показали, користићемо раниjе описан метод ГФ.

2.2.1 Метод Гринових функциjа и енергетска структура

Гринова функциjа коjу овде користимо има скоро исти облик као и у Поглављу 1.2.1,
са jедином разликом што се, овога пута, показуjе погодним да се у првом кораку изврши
Фуриjе-трансформациjа просторних и временских координата. Дакле, са просторних
координата прелазимо на импулсне, а са времена на енергиjу. Наведене трансформациjе
се изражаваjу формулама:

Gk(E) =

∫ ∞

−∞
d(τ − τ ′)

∫
Ω

d3(r − r′)G(r − r′; τ − τ ′)ei(E(τ−τ ′)−k·(r−r′)), (2.10)

где jе Ω запремина (целог) кристала. Дакле, у наставку ћемо користити "енергетско-
импулсну" репрезентациjу ГФ (видети (2.10)).

Пређимо сада на одређивање облика ГФ. Наиме, за операторе Â и B̂ (видети дефинициjу
ГФ у Поглављу 1.2.1) узимамо: Â → ĉkσ, B̂ → ĉ†kσ. Тада се за Gk(E) може писати:

Gkσ(E) := ⟨⟨ĉkσ|ĉ†kσ⟩⟩E. (2.11)

За ГФ у енергетскоj репрезентациjи, jедначина кретања (1.24) поприма облик:

EGkσ(E) =
iℏ
2π

⟨[ĉkσ, ĉ†kσ]+⟩+ ⟨⟨[ĉkσ, Ĥ]|ĉ†kσ⟩⟩E, (2.12)

Као што видимо, потрбно jе одредити тражене (анти)комутаторе из (2.12). Прво, за
антикомутатор у првом члану важи [14]:

[ĉkσ, ĉ
†
kσ]+ = Î → ⟨[ĉkσ, ĉ†kσ]+⟩ = ⟨Î⟩ = 1. (2.13)
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Даље, комутатор оператора ĉkσ са хамилтониjаном Ĥ ћемо, ради боље прегледности,
поделити на комутаторе са хамилтониjаном неинтерагуjућег (Ĥ0 + Ĥµ) и интерагуjућег
(ĤU) дела хамилтониjана Ĥ:

[ĉkσ, Ĥ] = [ĉkσ, Ĥ0 + Ĥµ] + [ĉkσ, ĤU ]. (2.14)

Размотримо сваки члан у (2.14) посебно. Први члан даjе

[ĉkσ, Ĥ0 + Ĥµ]− =
∑
p,s

ξ(p)
[
ĉkσ, ĉ

†
psĉps

]
− =

∑
p,s

ξ(p)ĉpsδk,pδσ,s = ξ(k)ĉkσ, (2.15)

док се за други члан, након аналогно спроведеног поступка, као резултат добиjа

[ĉkσ, ĤU ]− =
U

2

∑
p,s

[ĉkσ, n̂psn̂p,−s]− =
U

2

∑
p,s

n̂ps [ĉkσ, n̂p,−s]− +
U

2

∑
p,s

[ĉkσ, n̂ps]− n̂p,−s

=
U

2

∑
p,s

n̂ps[ĉkσ, ĉ
†
p,−sĉp,−s]− +

U

2

∑
p,s

[
ĉkσ, ĉ

†
psĉps

]
− n̂p,−s

=
U

2

∑
p,s

n̂psĉp,−sδp,kδs,−σ +
U

2

∑
p,s

ĉpsn̂p,−sδp,kδs,σ

=
U

2
n̂k,−σ ĉkσ +

U

2
ĉkσn̂k,−σ = Un̂k,−σ ĉkσ.

(2.16)

Уврстимо сада резултате из (2.15) и (2.16) у jедначину кретања (2.12). Тако добиjамо:

EGkσ(E) =
iℏ
2π

+ ξ(k)Gkσ(E) + UΓkσ(E), (2.17)

где смо последњи члан скраћено записали уводећи нову, вишу ГФ:

Γk(E) := ⟨⟨n̂k,−σ ĉkσ|ĉ†kσ⟩⟩E. (2.18)

Као што видимо, у изразу (2.17) фигурише непозната виша ГФ Γk(E), чиjа jедначина
кретања (према истом хамилтониjану Ĥ) има облик:

EΓkσ(E) = iℏ
2π
⟨⟨[n̂k,−σ ĉkσ, ĉ

†
kσ]+⟩+ ⟨⟨[n̂k,−σ ĉkσ, Ĥ]|ĉ†kσ⟩⟩E. (2.19)

Аналогно полазноj ГФ, спроводимо поступак налажења потребних комутатора и антикомутатора.
За антикомутатор првог члана са десне стране израза (2.19) добиjа се

[n̂k,−σ ĉkσ, ĉ
†
kσ]+ = n̂k,−σ ĉkσ ĉ

†
kσ + ĉ†kσn̂k,−σ ĉkσ = n̂k,−σ[ĉkσ, ĉ

†
kσ]+ = n̂k,−σ. (2.20)

Усредњавањем по Ĥ (по великом канонском ансамблу [12]), следи:

⟨[n̂k,−σ ĉkσ, ĉ
†
kσ]+⟩ = ⟨n̂k,−σ⟩ . (2.21)

Затим, комутатор са хамилтониjаном Ĥ поново тражимо из два дела (као и код Gk(E)).
За први део се добиjа[

n̂k,−σ ĉkσ, Ĥ0 + Ĥµ

]
−
=
∑
p,s

ξ(p)
[
n̂k,−σ ĉkσ, ĉ

†
p,sĉp,s

]
− =

∑
p,s

ξ(p) [n̂k,−σ ĉkσ, n̂ps]−

= ξ(k)n̂k,−σ ĉkσ,

(2.22)
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док за други налазимо[
n̂k,−σ ĉkσ, Ĥ1

]
−
=

U

2

∑
p,s

[n̂k,−σ ĉkσ, n̂p,sn̂p,−s]− =
U

2
n̂k,−σ

∑
p,s

[ĉkσ, n̂psn̂p,−s]−

= Un̂k,−σ (n̂k,−σ ĉkσ) = Un̂2
k,−σ ĉkσ = Un̂k,−σ ĉkσ.

(2.23)

Уврштавањем резултата (2.21)-(2.23) у jедначину кретања (2.19), добиjамо:

Γkσ(E) =
iℏ
2π

⟨n̂k,−σ⟩
E − (ξ(k) + U)

. (2.24)

Остатак поступка jе jедноставан. Наиме, простим уврштавањем (2.24) у (2.17) коначно се
добиjа:

Gkσ(E) =
iℏ
2π

{
1

E − ξ(k)
+

U ⟨n̂k,−σ⟩
[E − ξ(k)][E − (ξ(k) + U)]

}
, (2.25)

Како би слика о енергетским стањима била jасниjа, погодно jе да се израз (2.25) сведе на
облик у ком постоjе два члана са jасно "раздвоjеним" енергиjама. Наиме, на таj начин
ћемо добити информациjу о мери попуњености енергетских стања (у k-простору). Другим
речима, интересjе нас облик:

Gkσ(E) =
iℏ
2π

{
Ãkσ

E − ξ(k)
+

B̃kσ

E − (ξ(k) + U)

}
, (2.26)

где би за Ã i B̃ требало да важи: Ã = Ã(⟨n̂k,−σ⟩) i B̃ = B̃(⟨n̂k,−σ⟩). Потребне изразе за Ã и
B̃ налазимо jедноставним поређењем израза (2.25) и (2.26) након претнодног свођења на
заjеднички именилац. Тако добиjамо Ã = 1− ⟨n̂k,−σ⟩ i ⟨B̂⟩ = ⟨n̂k,−σ⟩, односно:

Gkσ(E) =
iℏ
2π

{
1− ⟨n̂k,−σ⟩
E − ξ(k)

+
⟨n̂k,−σ⟩

E − (ξ(k) + U)

}
. (2.27)

Добиjени резултат (2.27) представља, дакле, егзактно решење енергетске структуре ХК
модела. Наиме, прво што можемо да приметимо jе чињеница да вредностима тражених
ексцитационих енергиjа одговараjу два могућа облика, или две "траке", енергиjе:

E ≡ E(1) = ξ(k) i E ≡ E(2) = ξ(k) + U, (2.28)

при чему jе ξ(k) дато изразом (1.20). Ове две вредности енергиjе (са зависношћу од
k-вектора) чине тзв. енергетске траке. Прецизниjе речено, електрон коjи се креће са
чвора на чвор решетке кристала без ступања у интеракциjу са другим електроном поседуjе
енергиjу E = ξ(k). У тренутку кад се нађе у k-стању са другим електроном7, на енергиjу
ξ(k), односно E(1), додаjе се jош и вредност U , односно електрон ће тада имати енергиjу
E = ξ(k) + U , при чему може бити U > 0, или U < 0.

Могуће вредности k-вектора припадаjу првоj Брилуеновоj зони8. Брилуенова зона се,
као и кристал, може посматрати у различитим димензионалностима9. На пример, за

7Са обавезно супротним спином, према Паулиjевом принципу.
8Броj могућих нееквивалентних стања у првоj Брилуеновоj зони jеднак jе броjу чворова кристалне

решетке у директном простору [1].
9Димензионалност Брилуенове зоне jеднака jе димензионалности кристала и износи D.
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jеднодимензиону Брилуенову зону (хиперкубне) решетке jе познато да обухвата таласне
векторе са вредностима −π/a ≤ |k| ≤ π/a [4]. У општем случаjу, за произвољну димензиjу
D (такође хиперкубне) решетке, прва Брилуенова зона обухвата векторе |k| ∈ [−π/a, π/a]D.
У наставку ћемо за вредност a узимати, као што смо и до сада користили, вредност a = 1,
тако да можемо писати: |k| ∈ [−π, π]D. Затим, с обзиром да енергетске зоне настаjу
преклапањем енергетских нивоа, услед чињенице да се атоми у кристалима налазе на
релативно блиском растоjању, услед чега долази до расплињавања таласних функциjа
електрона, односно атомских орбитала, коjе тада постаjу веома блиске, односно сачињаваjу
скуп међусобно блиских орбитала, између коjих електрони, дакле, могу да се крећу.
Сваком атому припада одређена орбитала и одређен броj електрона коjи могу да попуњаваjу
те орбитале. Када електрон пређе са jедног атома на други, у енергетскоj структури
ово одговара преласку електрона са jедне орбитале на другу, односно "кретању" кроз
енергетску зону.

На температури апсолутне нуле (T = 0K), електрони попуњаваjу енергетске нивое све
до нивоа коме одговара наjвиша енергиjа, односно Фермиjев ниво. Рачунање енергиjе од
Фермиjевог нивоа jе практично већ урачунато, додавањем члана Ĥµ и ова енергиjа има
могуће вредности ξ(k) = εk − µ за доњу траку и ξ(k) + U == εk + U − µ за горњу траку.
У Глави 3 ће бити показано да Фермиjевом нивоу одговара енергиjа E = 0, односно да
важи EF = 0. Наиме, видећемо да на температури апсолутне нуле електрони заузимаjу
само енергиjе ξ(k)− µ < 0 у доњоj грани и10 енергиjе ξ(k) + U − µ < 0 у горњоj грани.

Резултате досадашње анализе можемо приказати графички, при чему треба разликовати
неколико случаjева. Наиме, распоред електрона по k-стањима битно зависи од броjа
електрона (у ознаци Ne) у односу на броj чворова (атома) (у ознаци N) у решетки и
jачине Мотове интеракциjе U . Као што ћемо касниjе видети, помоћу ХК модела ће бити
довољно посматрати jедино случаjеве за коjе важи Ne ≤ N , због чега ће и на овом месту
jедино ови случаjеви бити размотрени. У Глави 3 ћемо се уверити да за одређену вредност
параметра интеракциjе U полупопуњеноj валентноj зони увек одговара вредност хемиjског
потенциjала µ = U/2, док случаjу Ne < N одговара µ < U/2 и обрнуто. Размотримо наjпре
случаj када jе параметар U позитиван, тj. U > 0.

Случаj U < W , Ne = N : Међуелектронско одбиjање са вредношћу мањом од ширине
валентне зоне (W = 4tD), при чему jе броj електрона jеднак броjу чворова решетке.
Пример енергетске структуре, за D = 1, µ = 0.5t и U = t jе приказан на Сл. 6.

10Постоjи могућност да ξ(k) + U − µ < 0 не буде задовољено.
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Сл. 6: Могућа енергетска стања (E = E(k)) у првоj Брилуеновоj зони jеднодимензионе (D = 1)

решетке према jедначини (2.27) за случаj: U = 2t < W = 4t, µ = t = U/2;

Оно што можемо одмах да приметимо jе прекривање горње (означене црвеном боjом) и
доње (означене зеленом боjом) енергетске под-траке. Дакле, у овом случаjу нема енергиjског
гепа, тако да у систему влада метална фаза, у коjоj електрони могу слободно да се крећу
кроз кристал.

Случаj U > W , Ne < N : Међуелектронско одбиjање са вредношћу већом од ширине
валентне зоне (W = 4tD), при чему jе броj електрона мањи од броjа чворова решетке.
Пример енергетске структуре, за D = 1, µ = 2 и U = t jе приказан на Сл. 7.

Сл. 7: Могућа енергетска стања (E = E(k)) у првоj Брилуеновоj зони jеднодимензионе (D = 1)
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решетке, према jедначини (2.27) за случаj: U = 8t > W = 4t, µ = t < 4t = U/2;

У овом случаjу, електрони и даље могу да се крећу кроз кристал, с обзиром на чињеницу да,
иако у овом случаjу постоjи енергетски геп, такође и даље постоjе празна (непопуњена) k-стања,
доступна електронима, тако да се и у овом случаjу систем понаша као проводник.

Случаj U > W , Ne = N : Међуелектронско одбиjање са вредношћу већом од ширине валентне
зоне (W = 4tD), при чему jе броj електрона jеднак броjу чворова решетке. Пример енергетске
структуре, за D = 1, µ = 4t и U = 8t jе приказан на Сл. 8.

Сл. 8: Могућа енергетска стања (E = E(k)) у првоj Брилуеновоj зони jеднодимензионе (D = 1)
решетке, према jедначини (2.27) за случаj: U = 8t > W = 4t, µ = 4t = U/2;

Оваj случаj jе наjинтересантниjи. Наиме, с обзиром на присуство енергетског гепа и одсуство
непопуњених стања, jасно jе да би за сваки прелазак електрона било неопходно улагање енергиjе
за савладавање енергетског гепа. Наиме, у овом случаjу су jедино присутна jедноструко заузета
стања, тако да бисмо, преласком било коjег електрона из свог (почетног) стања у друго, добили
двоструко попуњено стање, при коjем електрони мораjу да пређу у горњу под-траку. Овакав
прелазак се не може остварити са произвољно малом енергиjом, с обзиром на постоjање скупа
забрањених енергиjа коjе би електрони морали да "прескоче" како би се могли слободно кретати.

Однос Ne/N се често скраћено означава са ρ фактор попуњености, односно концентрациjа
електрона.

У случаjу U < 0, наравно, jасно jе да у основном стању сви електрони попуњаваjу енергиjска
стања од дна доње енергиjске траке до нивоа EF (Фермиjев ниво, чиjа вредност зависи од
попуњености решетке, односно од односа Ne/N , као и од температуре система T ). Наравно,
енергетска трака коjа ће бити заузета jе ξ(k) + U , где jе U < 0, с обзиром да овоj траци, у том
случаjу, одговараjу наjниже енергиjе. Посматраjући график на Сл. 9, jасно jе да у овом случаjу11

не може доћи до поjаве Мотовог изолаторског стања.

11Изолаторско стање jе у случаjу U < 0 могуће jедино за Ne = 2N .



2.2. ЕНЕРГИJЕ И СТАЊА JАКО КОРЕЛИСАНИХ ЕЛЕКТРОНА 30

Сл. 9: Могућа енергиjска стања (E = E(k)) у првоj Брилуеновоj зони (D = 1) решетке, према
jедначини (2.27), за случаj U = −2t < 0, µ = t;

Ово се jедноставно може обjаснити и са квалитативне тачке гледишта. Дакле, с обзиром да
постоjи привлачна далекодометна интеракциjа коjа ниjе ограничена на електроне са истог чвора
и коjа има исту вредност за све парове електрона за коjе важи δ(Ri + Rk = Rj + Rl) ̸= 0, за
прелазак електрона са чвора на чвор се не мора улагати енергиjа, с обзиром да ће електрон бити
jеднако привучен и од стране електрона са чвора на ком се тренутно налази, као и од електрона
са осталих чворова. Дакле, уколико важи Ne < N , електрони могу да се крећу кроз решетку.

Према томе, закључуjемо да изолаторска фаза настаjе само у случаjу када су испуњена оба
следећа услова: U > W и Ne = N . У свим осталим случаjевима, систем jе у металном стању [3].
С обзиром да у одбоjну интеракциjу U улазе само електрони супротног спина, закључуjемо да jе у
изолаторскоj фази сваки електрон окружен чворовима на коjима се налазе електрони супртоног
спина, што одговара антиферомагнетном стању. Из тог разлога, у анализи термодинамичких
величина и, касниjе, високотемпературских суперпроводника, биће разматран само случаj U > 0.

Погледаjмо сада како изгледа функциjа основног стања ХК модела.

2.2.2 Основно стање ХК модела
С обзиром да jе хамилтониjан система у k-простору облика

∑
k Ĥk, одговараjуће своjствено

стање (укупног хамилтониjана) jе потребно записати у облику производа стања коjа одговараjу
поjединачним вредностима k-вектора. Означимо ова стања са φk. За одређен k-вектор, могућа
су следећа стања:

|0⟩, |φk,σ(k)⟩ ∈ {|φk↑⟩, |φk↓⟩} , |φk↑↓⟩. (2.29)

Коначан облик основног стања се добиjа као производ стања у (2.29). Искористимо ли чињеницу
да чланови Ĥ0 и ĤU у ХК моделу међусобно комутираjу, долазимо до jош jедне олакшаваjуће
околности. Наиме, показуjе се да, услед међусобног комутирања коjе постоjи међу операторима
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n̂kσ, свако од k-стања се може окарактерисати броjем електрона коjе поседуjе, односно своjом
"попуњеношћу"12. Дакле, познаваjући основно стање ХК модела, уjедно познаjемо и броj електрона
у одређеном (било коjем) k-стању.

Међутим, да ли имамо податак о тачном (конкретном) распореду електрона по стањима у k-
простору? Одговор на то питање управо нам даjе претходно добиjен график ξk = ξk(k) (видети
Одељак 2.2.1).

Са графика jе могуће издвоjити области одређене попуњености. Дакле, наjпре уочавамо
да мањим вредностима |k| одговараjу двоструко попуњена стања, односно стања у коjима за
сваки k-вектор (унутар те области) постоjе попуњена стања обе спинске ориjентациjе (↑ и ↓).
Ову ћемо област означити са O(2). Затим следи област у коjоj jе свако k-стање заузето само
jедним електроном (са спинском ориjентациjом ↑ или ↓) и коjу ћемо означити са O(1). Све остале
вредности k-вектора валентне зоне су празна и ову област означавамо са O(0).

На основу реченог, функциjа стања система описаног ХК моделом се, у општем случаjу, може
записати као:

|ΨG⟩ =
∏

k∈O(1)

|φk,σ(k)⟩
∏

k∈O(2)

|φk↑↓⟩, (2.30)

где се ознака G односи на основно стање 13

Свако од (jедноструко/двоструко) заузетих k-стања из (2.29) jе "настало" деловањем одговараjућих
оператора креациjе електрона:

|φk↑⟩ = ĉ†k↑|0⟩, |φk↓⟩ = ĉ†k↓|0⟩, |φk↑↓⟩ = ĉ†k↑ĉ
†
k↓|0⟩, (2.31)

док за непопуњено (тзв. вакуумско) стање можемо писати |0⟩ = 1̂|0⟩.
Уколико би међутим, одбоjна међуелектронска интеракциjа била довољна jака (случаj U > W )

и уколико би броj електрона био jеднак броjу чворова (што одговара полупопуњеноj валентноj
зони), двоструко попуњених стања не би било, већ би у k-простору би постоjала само област O(1),
односно важило би:

|ΨG⟩ =
∏
k

|φk,σ(k)⟩. (2.32)

Jедноструко заузета стања поседуjу jош jедну веома важну особину. Наиме, с обзиром да енергиjа
електрона не зависи од ориjентациjе спина, примећуjемо да стањима |φk↑⟩ и |φk↓⟩ одговара иста
енергиjа. Ако jе броj могућих конфигурациjа у области O(1) управо 2N1 , ова вредност представља
тзв. степен дегенерациjе. Што jе броj jедноструко заузетих стања већи, већи jе и броj стања у
области O(1), а тиме и степен дегенерациjе. Уколико би било U > W и Ne = N , односно (2.32),
област O(1) заузима целу Брилуенову зону, тако да и степен дегенерациjе у том случаjу узима
максималну вредност, 2N .

Наjзад, у случаjу привлачне интеракциjе (U < 0), jасно, имаћемо двоструко попуњена стања
за енергиjе E(k) ≤ EF , односно

|ΨG⟩ =
∏
k

|φk↑↓⟩, E(k) ≤ EF . (2.33)

Разлог због коjег jе ово важно биће jасниjе изложен у Глави 3 приликом анализе понашања
ентропиjе система, као мере његове неуређености.

12У литератури се за оваква стања каже да припадаjу тзв. Фоковом простору [4].
13У питању jе енглески израз ground state, коjи значи основно стање.
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2.3 ХК модел и симетриjа електрон-шупљина

Хамилтониjан ХК модела описуjе, као што смо рекли, систем електрона у кристалноj решетки
коjи могу да прелазе са чвора на чвор (поседуjу кинетичку енергиjу кретања кроз решетку услед
интеграла прескакања t [2]), између коjих постоjи одбоjна интеракциjа U .

Приликом прелажења (тунеловања) са чвора на чвор, електрони остављаjу за собом празна
места - шупљине. Шупљине, с обзиром на одсуство негативног наелектрисања електрона,
поседуjу позитивно наелектрисање.

Увођењем концепта шупљина, природно jе запитати се: да ли закони, коjе смо до сада
описали, имаjу исти облик и за шупљине? Наиме, уколико би одговор био потврдан, то би нам у
знатноj мери могло олакшати даљу анализу, с обзиром да у том случаjу не би било неопходно да
посматрамо вредности фактора попуњености у опсегу 1 ≤ ρ ≤ 2, jер би за повећан броj електрона
у решетки важили исти закони као и у случаjу да уместо електрона посматрамо шупљине, тако
да би било довољно посматрати само опсег 0 ≤ ρ ≤ 1. Сада ћемо видети да ли ова особина важи
и у случаjу ХК модела. Другим речима, занима нас да ли хамилтониjан ĤHK остаjе непромењен
уколико би, уместо електрона, посматране честице биле шупљине?

Посматрамо моделни хамилтониjан ĤHK у k-простору14:

ĤHK =
∑
k

ξk (n̂k↑ + n̂k↓) + U
∑
k

n̂k↑n̂k↓. (2.34)

Испитаjмо шта би се десило уколико бисмо прешли са оператора креациjе/анихилациjе електрона
на операторе креациjе/анихилациjе шупљина. Означимо операторе креациjе и анихилациjе шупљина
са d̂†iσ и d̂iσ, редом. С обзиром да се шупљина у директноj решетки налази на месту где електрон
одсуствуjе, jасно jе да су ови оператори повезани релациjом:

d̂†iσ = ĉiσ, d̂iσ = ĉ†iσ. (2.35)

Прелазак са оператора електрона на операторе шупљина, према томе, подразумева ĉiσ → ĉ†iσ,
односно ĉ†iσ → ĉiσ.

Оператори броjа електрона n̂iσ, према томе, прелазе на операторе броjа шупљина (означићемо
их са p̂iσ = d̂†iσd̂iσ), на следећи начин:

n̂iσ = ĉ†iσ ĉiσ → ĉiσ ĉ
†
iσ = d̂†iσd̂iσ = p̂iσ (2.36)

Дакле, с обзиром на антикомутационе релациjе за Ферми-операторе15, видимо да важи p̂iσ =
1̂− n̂iσ. Применом Фуриjеове трансформациjе, jасно jе да важе следеће релациjе:∑

k

ĉkσe
ik·Ri →

∑
k

ĉ†kσe
−ik·Ri ,

∑
k

ĉ†kσe
−ik·Ri →

∑
k

ĉkσe
ik·Ri ,∑

k

n̂kσ →
∑
k

(
1̂− n̂−kσ

)
≡
∑
k

p̂−kσ.
(2.37)

Пре него што ове релациjе применимо на хамилтониjан ĤHK , приметимо jедну олакшаваjућу
околност. Наиме, кинетички члан хамилтониjана, односно∑

k

ξk (n̂k↑ + n̂k↓) , (2.38)

14За сада jош увек нисмо прецизирали димензионалност система, односно вредност D.
15На основу правила (2.36), jасно jе да су d̂iσ и d̂†iσ такође Ферми-оператори, jер задовољаваjу

антикомутациону релациjу истог облика.
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заправо ниjе потребно трансформисати. Зашто jе ово случаj? Дакле, с обзиром да оваj члан
описуjе прелазак електрона са чвора на чвор и на саму чињеницу да електрони, док врше ове
прелазе, "поништаваjу" шупљину на месту на коjе прелазе, а "ствараjу" jе на месту са коjег су
започели прелазак, процес прелазака електрона са атома на атом можемо посматрати и тако
што уместо електрона пратимо померање шупљина. Како се помери електрон - тако се помери и
шупљина, само у супротном смеру, наравно (о чему нам и говори знак "−" испред k-вектора у
последњем реду израза (2.37)). Онолико колико у систему имамо "покретних" електрона, толико
имамо и "покретних" шупљина, односно у члану (2.38) ће важити ⟨p̂−kσ⟩ = ⟨n̂kσ⟩. То значи да
кинетичка енергиjа коjом располажу електрони, располажу и шупљине коjе "врше прескоке"16,
тако да jе члан (2.38) сам по себи ивариjантан на пермутациjу ĉiσ → ĉ†iσ, односно ĉ†iσ → ĉiσ.

Уколико бисмо ова правила применили на хамилтониjан (2.34), без мењања првог члана,
добили бисмо

ĤHK → ˆ̃
HHK =

∑
k

ξk (n̂k↑ + n̂k↓) + U
∑
k

(
1̂− n̂−k↑

) (
1̂− n̂−k↓

)
=
∑
k

ξk (n̂k↑ + n̂k↓) + U
∑
k

[
1̂− (n̂k↑ + n̂k↓) + n̂k↑n̂k↓

]
,

(2.39)

при чему смо у доњем реду (у другом и трећем члану) искористили могућност промене знака
−k → k, с обзиром да се сумирање врши по свим k-векторима, укључуjући оба смера.

Приметимо да се хамилтониjан ˆ̃
HHK може приказати помоћу оригиналног хамилтониjана

ĤHK на следећи начин:

ˆ̃
HHK =

∑
k

ξk (n̂k↑ + n̂k↓) + U
∑
k

n̂k↑n̂k↓ + U
∑
k

[
1̂− (n̂k↑ + n̂k↓)

]
= ĤHK + U

∑
k

[
1̂− (n̂k↑ + n̂k↓)

]
≡ ĤHK +∆Ĥ.

(2.40)

Као што видимо, хамилтониjан ĤHK (у општем случаjу) ниjе инвариjантан на пермутациjу ĉ→ ĉ†,
односно ĉ† → ĉ, осим у специjалном случаjу: Ne = N . Заиста, у том случаjу важи ⟨n̂k↑+ n̂k↓⟩ = 1,
па с обзиром да jе увек ⟨1̂⟩ = 1, за средњу (измерену) вредност настале енергиjске разлике
бисмо добили ⟨∆Ĥ⟩ = 0. Дакле, у случаjу полупопуњене валентне зоне, хамилтониjан ĤHK jе
инвариjантан на ову пермутациjу. Међутим, за даљу анализу jе потребно да оваj услов буде
испуњен за све могуће вредности фактора попуњености, односно ρ.

Дакле, jасно jе да бисмо оригинални хамилтониjан ĤHK морали да допунимо jош jедним
чланом, при чему би облик тог члана морао бити такав да се, након пермутациjе ĉ→ ĉ† (односно

ĉ† → ĉ), у изразу за ˆ̃
HHK , поред чланова у (2.40), поjави и −∆Ĥ, коjи би био поништен са ∆Ĥ и

тако омогућио тражену инвариjантност. Међутим, с обзиром да би ХК модел био модификован,
таква модификациjа би морала бити оправдана. Поставља се питање: Да ли бисмо онда имали
хамилтониjан коjи описуjе систем на коректан начин?

Дакле, модификовани хамилтониjан (у ознаци ĤHK) тражимо у облику

ĤHK = ĤHK + Ĥ(1), (2.41)

при чему постављамо услов да, након пермутациjе електрон-шупљина, оваj додатни члан доживи

прелаз: Ĥ(1) → ˆ̃
H

(1)

= −∆Ĥ. Да бисмо одредили облик члана Ĥ(1), у члану −∆Ĥ ћемо да

16Наравно, шупљина врши оваj прескок само ако то уради електрон!
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урадимо пермутациjу у обрнутом смеру (означимо jе са ⇒):

−∆Ĥ = −U
∑
k

[
1̂− (n̂k↑ + n̂k↓)

]
= −U

∑
k

[
1̂− n̂k↑ − n̂k↓

]
= −U

∑
k

[
1̂− n̂k↑ + 1̂− n̂k↓ − 1̂

]
⇒ −U

∑
k

[
n̂k↑ + n̂k↓ − 1̂

]
= U

∑
k

[
1̂− (n̂k↑ + n̂k↓)

]
= ∆Ĥ,

(2.42)

при чему смо подразумевали и промену знака −k → k, због чега знак "−" нисмо писали. Дакле,
потребно jе додати члан Ĥ(1) = ∆Ĥ. Дакле, оваj допринос хамилтониjану система износи:

∆Ĥ = U
∑
k

1̂− U
∑
k

(n̂k↑ + n̂k↓) = UN̂ − UN̂e ≡ const. (2.43)

Као што видимо, допринос ∆Ĥ, односно (2.43), одговара константи (у односу на k). У наставку
ћемо се уверити да чланови ове врсте не доводе до битних промена у анализи величина коjима се
описуjе термодинамички систем. Овиме ћемо уjедно доказати да се моделни ХК хамилтониjан
може користити без потребе за додавањем члана ∆Ĥ.

2.3.1 Термодинамичке карактеристике ХК модела
Као што jе познато из статистичке физике, да бисмо са хамилтониjана прешли на анализу

термодинамичких величина, односно на испитивање њиховог понашања са променом одређених
параметара система, као што су температура, броj честица у систему, итд. уводи се тзв. статистичка
сума17 (у ознаци Z) полазећи од хамилтониjана система Ĥ, на следећи начин [12]:

Z := Tre−βĤ , (2.44)

где jе са Tr означен траг [2], а β = 1/T jе температурски фактор (T - температура на коjоj
се систем налази). Затим, величину Z даље користимо за дефинисање тзв. термодинамичког
потенциjала система (у ознаци Φ) изразом [12]:

Φ := − 1

β
lnZ = − 1

β
ln
(
Tre−βĤ

)
(2.45)

Уколико бисмо са Ĥ уврстили израз за ĤHK +∆Ĥ, односно

Z = Tre−βĤHK−β∆Ĥ , (2.46)

могли бисмо да проверимо утицаj члана ∆Ĥ на Z и Φ, па самим тим и на анализу осталих
величина. Расписивањем хамилтониjана помоћу чланова за одређено k-стање, добиjамо:

Z = Tr

(∏
k

e−βĤk−β∆Ĥk

)
=

[∏
k

Tr
(
e−β[Ĥk−U(n̂k↑+n̂k↓)]

)]
·
[
e−2βU

]
, (2.47)

при чему смо искористили Tr1̂ = 2, с обзиром да хамилтониjан система садржи операторе коjи се
могу представити матрицама типа 2×2. На основу (2.45) и (2.47), за термодинамички потенциjал

17У литератури се за ову величину често сусрећу називи партициона функциjа и статистичка тежина
[12].
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система Φ добиjамо:

Φ = − 1

β
lnZ = − 1

β

(
ln

[∏
k

Tre−β[Ĥk−(U−2µ)(n̂k↑+n̂k↓)]

])
+ 2U

= − 1

β

(
ln

[∏
k

Tre−β[(ε(k)−µ−U)(n̂k↑+n̂k↓)+Un̂k↑n̂k↓]

])
+ 2U

= − 1

β
ln
∏
k

(
1 + 2e−β(εk−(µ+U)) + e−2β(εk−(µ+U))e−βU

)
+ 2U

(2.48)

С друге стране, у одсуству члана ∆Ĥ, за термодинамички потенциjал добиjамо:

Φ = − 1

β
ln
∏
k

(
1 + 2e−β(εk−µ) + e−2β(εk−µ)e−βU

)
(2.49)

Дакле, поређењем (2.48) и (2.49) закључуjемо да присуство члана ∆Ĥ у хамилтониjану система
не мења даљу анализу, тако да можемо користити ХК хамилтониjан у свом оригиналном облику,
с тим што ће, дакле, бити довољно да посматрамо само случаj 0 ≤ ρ ≤ 1.

У наредноj глави ћемо, на бази формуле (2.49), спровести детаљну процедуру анализе термодинамичких
величина коjе користимо за описивање система jако корелисаних електрона у кристалноj решетки.





Глава 3

Термодинамичка своjства ХК модела

У претходноj глави смо дали хамилтониjан ХК модела и показали да одговараjући модел
описуjе систем коjи може поседовати особине металног проводника (присуство електрона коjи
се могу слободно1 кретати кроз кристал), али да такође може и да испољи фазни прелаз из
(оваквог) металног у изолаторско стање. Као што смо показали, ово се дешава (jедино) у случаjу
полупопуњене валентне зоне, уколико параметар интеракциjе U престигне вредност jеднаку
ширини под-траке (W = 4tD, где jе t параметар преласка електрона са чвора на чвор (тзв.
интеграл прескока [2]), а D jе димензионалност система (решетке)). Дакле, за испуњене U > W
и ρ = 1, систем описан ХК хамилтониjаном се налази у изолаторскоj фази. Такође смо се уверили
у предност ХК модела у односу на Хабардов, а што се огледа у диjагоналноj форми (укупног)
хамилтониjана система. Ово нам jе, наиме, омогућило егзактан поступак добиjања информациjе
о енергетскоj структури система.

Сада ћемо размотрити и неке термодинамичке величине, чиjе ће нам познавање такође обезбедити
jасниjе сагледавање неких важниjих особина система. Термодинамичке особине ХК модела коjе
ће у овоj Глави бити размотрете су: хемиjски потенциjал, енергиjа, топлотни капацитет
и ентропиjа. На краjу, испитаћемо и како се мења степен двоструке попуњености k-стања,
обрачунато по атому (чвору решетке). Погледаjмо наjпре како су ове величине дефинисане.

3.1 Термодинамичке величине
Као што смо нагласисли, од интереса ће нам бити разматрање одређених термодинамичких

(ТД) величина. Започнимо од хамилтониjана система:

ĤHK =
∑
k

ξ(k)(n̂k↑ + n̂k↓) + U
∑
k

n̂k↑n̂k↓, (3.1)

где jе, као што смо рекли (видети Главе 1 и 2)

ξ(k) = ε(k)− µ = −2t
D∑

α=1

cos (k · δα)− µ. (3.2)

1Треба имати у виду да ово кретање ниjе сасвим слободно, с обзиром да су електрони све време
изложени доловању периодичног потенциjала [2,7]. Термин "слободно" узимаћемо само условно, односно
подразумеваћемо само могућност да се електрони крећу.

36
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За хамилтониjан (3.1) одговараjућа статистичка сума дата jе са

Z = Tre−βĤHK = Trexp

[
−β
∑
k

ξ(k)(n̂k↑ + n̂k↓)− βU
∑
k

n̂k↑n̂k↓

]
=
∏
k

(
1 + 2zk + z2ke

−βU
)
≡
∏
k

fk,

(3.3)

при чему смо увели скраћене ознаке:

zk = e−β(ε(k)−µ) = e−βξ(k) i fk = 1 + 2zk + z2ke
−βU . (3.4)

Као што видимо, у изразу (3.3) фигуришу параметри µ и T . Помоћу ове величине се, даље, може
дефинисати термодинамички потенциjал, формула (2.48),

Φ = −kBT lnZ = − 1

β
lnZ = − 1

β
ln

(∏
k

fk

)
= − 1

β

∑
k

ln (fk), (3.5)

при чему ћемо узети kB = 1 [2]. С обзиром да се броj (нееквивалентних) стања у првоj Брилуеновоj
зони поклапа са броjем чворова у директноj решетки (вредност N) и да у термодинамичком
лимесу, када N → ∞, N

V ̸= 0, следи оправдана могућност преласка са суме на интеграл у (3.5),
односно2

∑
k

ln (fk) → Ω

(2π)D

∫
[−π,π]D

dDk ln(fk). (3.6)

Као што видимо, имамо могућност теориjског изражавања термодинамичких величина за систем
(решетку) произвољних димензиjа D. Овде ћемо размотрити, као наjjедноставниjи случаj, 1D
ХК модел, односно D = 1. Тада термодинамички потенциjал (3.5), односно интеграл из (3.6),
попреима знатно jедноставниjи облик:

Φ = − 1

β

∫ π

−π
dk ln(fk) = − 1

β

∫ π

−π
dk ln(1 + 2zk + z2ke

−βU ). (3.7)

Налажењем првог извода термодинамичког потенциjала (3.7) по одређеним параметрима (β, µ
итд.) добиjаjу се тражене термодинамичке величине. Рецимо, налажењем првог извода од Φ
по хемиjском потенциjалу µ, након узимања негативне вредности, добиjамо израз за средњи броj
честица (електрона):

⟨N̂⟩ := −∂Φ
∂µ

= 2Ω

∫ π

−π

dk

2π

zk(1 + zke
−βU )

fk
. (3.8)

Дељењем ове вредности са запремином посматраног кристала Ω, добиjамо фактор попуњености
ρ:

ρ :=
⟨N̂⟩
Ω

= − 1

Ω

∂Φ

∂µ
= 2

∫ π

−π

dk

2π

zk(1 + zke
−βU )

fk
. (3.9)

Проблем на коjи овде наилазимо тиче се немогућности налажења егзактног (аналитичког) решења
интеграла коjи се jавља у (3.9).

2За параметар решетке a ћемо узети jединичну вредност (|a| = a = 1), а решетка коjу ћемо посматрати
jе хиперкубна, што значи да се скаларни производ (kD · a) своди на чисто ka = k, односно −ka = −k [4].
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Међутим, поjстоjи могућност спровођења нумеричке интеграциjе. У овом, коришћен jе програм
Wolfram Mathematica 8, а процедура нумеричке интеграциjе jе спроведена командом NInte-
grate.

Даље, енергиjа по чвору (атому) решетке (у ознаци E) jе дефинисана изразом3 [3, 12]

E :=
1

Ω

(
−T 2∂

2Φ

∂T 2
+ µ⟨N̂⟩

)
. (3.10)

Користећи израз (3.7) за (Гибсов) термодинамички потенциjал, као и T = 1/β, израз (3.10),
односно енергиjа по чвору решетке, добиjа облик

E = 2

∫ π

−π

dk

2π

zk
[
εk + (εk +

U
2 )e

(−β(εk−µ)−βU)
]

1 + 2e(−β(εk−µ)) + e(−2β(εk−µ)−βU)
, (3.11)

односно, у скраћеном запису (видети (3.4)):

E = 2

∫ π

−π

dk

2π

zk
[
εk +

(
εk +

U
2

)
zke

−βU
]

fk
. (3.12)

Као што видимо, енергиjа E jе функциjа температуре (β = 1/T ≡ β(T )) и хемиjског потенциjала
µ. Такође, с обзиром да jе, на основу претходно добиjеног израза (3.9), хемиjски потенциjал
функциjа температуре и фактора попуњености ρ, следи да jе енергиjа E функциjа температуре
и фактора попуњености, односно E = E(β, ρ) ≡ E(T, ρ).

Даље, топлотни капацитет (по чвору решетке, у ознаци C) jе дефинисан изразом [3, 12]:

C :=
∂E

∂T
. (3.13)

Такође, jасно jе да и за ову величину важи C = C(β, ρ) ≡ C(T, ρ). Овде ћемо узети оваj извод
без промене вредности ρ, односно пратићемо понашање C = C(T ) за фиксиране вредности ρ, као
што смо радили и у анализи резултата за енергиjу. На основу реченог, можемо писати:

C ≡ ∂E(T, µ(T, ρ))

∂T
|ρ=

∂E(T, µ)

∂T
|µ +

∂µ(T, ρ)

∂T
|ρ
∂E(T, µ)

∂µ
|T , (3.14)

при чему ћемо извод хемиjског потенциjала по температури одредити постављаjући следећи
услов. Наиме, jедина величина, од свих до сада наведених, коjу ћемо сматрати унапред задатом
и температура независном, jе фактор попуњености ρ. Одавде следи услов:

∂ρ(T, µ(T, ρ))

∂T
|ρ=

∂ρ(T, µ)

∂T
|µ+

∂µ(T, ρ)

∂T
|ρ
∂ρ(T, µ)

∂µ
|T= 0. (3.15)

Након нешто дужег извођења, за топлотни капацитет C = C(T, ρ) се добиjа:

C =
2

T 2

(
C1 −

C2C3

C4

)
, (3.16)

где смо искористили краћи запис за изразе

C1 =

∫ π

−π

dk

2π

zk
f2k

(
εkξk + 2

(
εk +

U

2

)(
ξk +

U

2

)
zke

−βU + (εk + U)(ξk + U)z2ke
−βU

)
(3.17a)

3И даље подразумевамо, као и за све наредне термодинамичке величине, да се ради о jеднодимензионом
(D = 1) систему, док не буде другачиjе речено.
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C2 =

∫ π

−π

dk

2π

zk
f2k

(
εk + 2

(
εk +

U

2

)
zke

−βU + (εk + U)z2ke
−βU

)
(3.17b)

C3 =

∫ π

−π

dk

2π

zk
f2k

(
ξk + 2

(
ξk +

U

2

)
zke

−βU + (ξk + U)z2ke
−βU

)
(3.17c)

C4 =

∫ π

−π

dk

2π

zk
f2k

(
1 + 2zke

−βU + z2ke
−βU

)
. (3.17d)

Израз за ентропиjу по чвору решетка (у ознаци S) можемо писати [12]:

S := − 1

Ω

∂Φ

∂T
=

1

T
(E − ρµ− Φ) , (3.18)

односно, након уврштавања (3.7) и (3.12), за ентропиjу добиjамо следећу релациjу:

S =
1

T

(
2

∫ π

−π

dk

2π

zk
[
εk +

(
εk +

U
2

)
zke

−βU
]

fk
− ρµ

)
+

∫ π

−π

dk

2π
ln (fk) (3.19)

Такође, видимо да и за ентропиjу важи S = S(β, ρ) ≡ S(T, ρ).
На краjу, испитаћемо и понашање броjа двоструко попуњених енергиjских стања у односу на

укупан броj чворова решетке са променом параметра интеракциjе, односно вредности U . Ову
величину ћемо означити са D и дефинисати као:

D =
1

Ω

∑
k,σ

⟨n̂kσn̂k,−σ⟩ =
1

Ω

∑
k

⟨n̂k↑n̂k↓ + n̂k↓n̂k↑⟩ =
2

Ω

∑
k

⟨n̂k↑n̂k↓⟩. (3.20)

Коришћењем досадашњих израза за термодинамички потенциjал, статистичку суму, за 1D систем
(k → ±k) добиjамо:

D = 2

∫ π

−π

dk

2π

z2k
fk
e−βU , (3.21)

при чему ћемо се ограничити на случаj полупопуњене валентне зоне (ρ = 1, односно µ = U/2), с
обзиром на поjаву фазног прелаза метал-изолатор.

Дакле, у наставку ћемо размотрити резултате нумеричке интеграциjе одређених термодинамичких
величина, користећи се при томе графичким приказом. С обзиром да се, као што ћемо ускоро
видети, код свих термодинамичких величина jавља хемиjски потенциjал µ и с обзиром да jе
ова величина функциjа температуре и фактора попуњености, биће корисно да се резултати ове
величине прво представе. Погледаjмо, дакле, у каквоj међусобноj зависности стоjе хемиjски
потенциjал µ, фактор попуњености ρ и температура система T = 1/β.

3.2 Фактор попуњености и хемиjски потенциjал ХК модела

Погледаjмо наjпре понашање хемиjског потенциjала µ са променом фактора попуњености ρ
на унапред фиксираноj температури T . За ово ће нам требати израз (3.9). Шта се дешава на
температури апсолутне нуле? У том случаjу, израз под интегралом се може довести на облик
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у ком ће интеграл бити могуће решити аналитички (слично и за остале ТД величине). Наиме,
уколико између електрона влада одбоjна Мотова интеракциjа (U > 0), добиjамо да важи:

ρ =

∫ π

−π

dk

2π
(θ(µ− εk) + θ(µ− εk − U)) , T = 0, (3.22)

где jе са θ(x) означена Хевисаjдова степ функциjа [19]. Ова зависност се може приказати
графички. При томе, треба направити разлику између два случаjа: U < W и U > W , где jе
W = 4tD ширина валентне зоне (Глава 2). С обзиром да овде разматрамо jеднодимензиони
систем, узећемо D = 1. Изражаваjући енергиjу у jединицама t, а температуру у jединицама t/kB
(kB - Болцманова константа) [20], добиjамо резултате као на Сл. 10.

Сл. 10: График зависности хемиjског потенциjала jеднодимензионог (D = 1) система и
фактора попуњености на температури T = 0 за случаj U = t < W = 4t (горе) и U = 8t > W = 4t

(доле)

Као што можемо да видимо, у случаjу U < W хемиjски потенциjал се са променом попуњености
решетке мења континуално, док при довољно jакоj одбоjноj интеракциjи, односно U > W , дешава
се нагли пораст у околини вредности ρ = 1, након чега функциjа µ(ρ) наставља да расте.
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Приликом добиjања ових графикона, коришћене су вредности фактора попуњености од 0.1 до 2,
у корацима од 0.1. Оно што се такође може приметити, и то у оба случаjа (U < W и U > W )
jе и симетричност графика µ(ρ), коjа указуjе на симетриjу честица у односу на шупљине, коjа
постоjи у самом хамилтониjану (видети (3.1)). Погледаjмо сада шта се дешава са хемиjским
потенциjалом уколико расте температура у систему. Резултати су за неколико температура
приказани графички на Сл. 11.

Сл. 11: График зависности хемиjског потенциjала и фактора попуњености на температурама
T = 0.2, 1.0, 2.0, и 3.0, за случаj U = t < W = 4t (горе) и U = 8t > W = 4t (доле)

Као што видимо, симетриjа честица у односу на шупљине jе сачувана4, а са порастом температуре
се график функциjе µ(ρ) деформише, на таj начин да за више вредности T постаjе све стрмиjи и
све више наликуjе на праву. С обзиром да се у случаjу U > W (доњи график) на апсолутноj нули
jасно примећуjе нагла промена у µ(ρ) на ρ = 1, оваj нагли пораст на вишим температурама постаjе
све слабиjи, односно како се график приближава правоj линиjи. Ову поjаву обjашњавамо тиме да
на довољно високом температурама електрони увек поседуjу довољно енергиjе за савладавање

4Мисли се на симетричност графика µ(ρ) у односу на његову вредност на ρ = 1.
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одбоjне интеракциjе U , тако да електрони увек поседуjу могућност за кретање кроз решетку,
услед чега изолаторска фаза одсуствуjе.

Сада, када нам jе познато понашање вредности хемиjског потенциjала са променом температуре
и фактора попуњености, познате су нам и вредности µ за одређене вредности ових параметара5,
тако да их можемо искористити за добиjање осталих ТД величина. У наставку ћемо, за случаj
ХК модела за 1D систем, анализирати графичке резултате ТД величина коjе смо раниjе увели
(Поглавље 3.1).

3.3 Резултати термодинамичких величина

Наjпре ћемо дискутовати нумеричке резултате за енергиjу. Такође, као и у досадашњоj
анализи, направићемо поређење случаjа U < W и U > W , без разматрања негативних вредности
параметра интеракциjе, тj. U < 0. Резултати нумеричке анализе графички су приказани на Сл.
12.

Сл. 12: График зависности E(T ) за различите вредности ρ, за случаj U = t < W = 4t (горе) и
U = 8t > W = 4t (доле)

5Детаљан списак вредности хемиjског потенциjала 1D модела (µ) на различитим ρ и T су изложени у
Додатку B овог рада.
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Нумеричка интеграциjа jе обављена са температурским корацима 0.1 за U < W и 0.2 за
U > W за концентрациjе електрона у опсегу од ρ = 0.1 до ρ = 1, са кораком 0.1.

Поређењем случаjева U < W и U > W , оно што прво jасно примећуjемо jе то да jе у случаjу
U < W енергиjа увек негативна (E < 0 - везано стање), док у случаjу U > W на довољно високим
температурама може доћи и до позитивних вредности енергиjе (E > 0).

Како ово обjашњавамо? Дакле, са порастом температуре, електрони повећаваjу своjу кинетичку
енергиjу. При довољно високим температурама, поседоваће и довољно високу вредност кинетичке
енергиjе, коjа ће их све време држати на високим енергиjама, услед чега они "успеваjу" да
достигну и енергиjе E > 0 и да се на њима задрже6. За вредности ρ ̸= 1, односно ρ < 1,
постоjе празна места у решетки, на коjе могу да дођу електрони, тако да за E < 0 такође постоjе
и доступне енергетске орбитале.

Затим, можемо да приметимо да се, у случаjу U > W , графици енергиjа E(ρ) и E(1 − ρ),
како идемо ка нижим температурама, све више међусобно поклапаjу. Ово указуjе на симетриjу
шупљина у односу на честице (електроне), коjа, дакле, постаjе егзактна на T = 0. Ово обjашњавамо
тиме што, на довољно ниским температурама, електрони не поседуjу довољно енергиjе како би
савладали енергетску бариjеру. Због тога, они ће се кретати само у доњоj траци. У случаjевима
ρ ̸= {0.5, 1}, уместо електрона можемо да пратимо кретање шупљина. Дакле, тада се праћење
кретања електрона своди на праћење кретања шупљина. Уколико би важило U < W , енергетске
бариjере не би било и, самим тим, ситуациjа би била слична као и у случаjу U > W на вишим
температурама.

Даље, што се топлотног капацитета тиче, графички резултати су приказани на Сл. 13 и 14.

Сл. 13: График зависности C(T ) за различите вредности ρ, за случаj U < W

Можемо да приметимо да у случаjу U < W већим вредностима фактора попуњености одговараjу
и веће вредности C. Ово значи да се енергиjа E, коjу смо претходно дискутовали, са порастом
температуре (полазећи од апсолутне нуле) брже (интензивниjе) мења. Са графика на Сл. 13,
видимо да jе то заиста случаj. Ово можемо обjаснити тиме што при већем броjу електрона
имамо више честица коjе могу да располажу неком своjом енергиjом. На пример, при порасту
температуре се, наравно, повећава енеригjа честица (електрона), што потрврђуjу и добиjени

6Према ХК хамилтониjану, енергетски губици су изостављени, односно занемарени.
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резултати. Уколико jе у систему више електрона, енергиjа се, у процесу повећавања температуре,
брже повећава.

Сл. 14: График зависности C(T ) за различите вредности ρ, за случаj U > W

Међутим, поређењем Сл. 14 са Сл. 13, видимо да ово важи само у случаjу U < W . Наиме,
при довољно jакоj одбоjноj интеракциjи, и довољно високим температурама, ово престаjе да
важи (видети Сл. 14). Ово се дешава из већ претходно наведене чињенице да на веома ниским
температурама долази до преклапања енергиjа E(ρ) и E(1 − ρ). На основу дефинициjе (3.13),
jасно jе да ово правило мора важити и за топлотни капацитет. Дакле, при T → 0 и U > W важи
C(ρ) = C(1− ρ).

Затим, фазни прелаз метал-изолатор уочавамо у облику графика C(T ) за U > W и ρ = 1 коjи,
за разлику од свих осталих ситуациjа, пораст са повећањем температуре почиње да испољава тек
приликом достизања одређене, довољно високе вредности температуре, с обзиром на присуство
изолаторског стања, услед коjе се енергиjа електрона не повећава, све до успостављања довољно
високе температуре у кристалноj решетки. У свим осталим условима, топлотни капацитет показуjе
пораст већ на самоj апсолутноj нули.
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Сл. 15: График зависности S(T ) за различите вредности ρ, за случаj U < W

Погледаjмо затим шта се дешава са ентропиjом, обрачунатом по чвору решетке. Као што смо
рекли, ознака коjу користимо за ову величину jе S, а дефиницjа jе дата изразима (3.18) и (3.19).
На Сл. 15 и 16 jе приказана темпратурска зависност ентропиjе за случаjеве U < W и U > W ,
редом.

Као што видимо, у случаjу U < W већим вреднсотима ρ одговара већа вредност ентропиjе,
док у случаjу U > W ово престаjе да важи на довољно ниским температурама, док у оба случаjа
видимо да ентропиjа расте са порастом температуре. Даље, при T → 0 видимо да ентропиjа не
пада на нулу7, већ има неку коначну вредност. Такође, можемо да уочимо одсуство правилности
S(ρ) = S(1− ρ). Како обjашњавамо овакво понашање на графицима?

Сл. 16: График зависности S(T ) за различите вредности ρ, за случаj U > W

Пре свега, прво поменуто одступање у случаjу U > W и T → 0 потиче одатле што се ово

7Према Нернстовоj теореми (Трећи закон термодинамике), ентропиjа система има нулту вредност на
апсолутноj нули, односно важи S(T = 0) = 0, [12].
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одступање jавља и код енергиjе, коjа, према (3.18, улази у израз за ентропиjу. У анализи
нумеричких резултата за енергиjу, истакли смо да нас управо ово доводи до одступања од
правилности ∆ρ > 0 → ∆E > 0, а што се онда одражава и на остале величине коjе зависе
од енергиjе, а то jе случаj и са ентропиjом. Међутим, зашто одступање изгледа баш тако као на
слици? Да бисмо то обjаснили, размотрићемо, пре свега, одступање од S → 0 за T → 0.

Наиме, одступање од нулте вредности за T → 0 се обjашњава чињеницом да ентропиjа
има физички смисао мере неуређености у систему. Другим речима, што jе систем неуређениjи,
ентропиjа система jе већа и обрнуто. У области ниских температура (T ≈ 0), систем jе наjуређениjи,
с обзиром да су електрони мање покретни, тако да практично задржаваjу своjе првобитно стање,
односно знатно мање прелазе из jедног стања у друго. Наиме, што jе већи броj стања коjа
електрони имаjу на располагању, то jе систем неуређениjи, односно ентропиjа jе све већа. Уређеност
jе наjвећа на наjнижим температурама, а посебно у случаjу ρ = 1 уз U > W , где се jавља
изолаторско стање, у ком практично нема прелазака електрона између стања. Међутим, с
обзиром на присуство огромне дегенерациjе (у односу на спинску ориjентациjу) у систему у овим
условима, ентропиjа ипак не пада на нулу, иако jе уређеност знатно већа у поређењу са осталим
случаjевима. Из тог разлога се и дешава одступање од правилности ∆ρ > 0 → ∆S > 0.

Сл. 17: График зависности D(U) jеднодимензионог (D = 1) система, за случаj ρ = 1

На краjу, погледаjмо шта се дешава са степен двоструке попуњености k-стања, коjи смо
дефинисали изразом (3.20). Као што смо раниjе нагласили, случаj од интереса за анализу
jе управо полупопуњена валентна орбитала (ρ = 1) jеднодимензионе решетке, при чему ћемо
размотрити случаj довољно ниских температура. Наиме, анализом енергиjе система, уверили
смо се да у овом случаjу изолаторска фаза опстаjе само при довољно ниским температурама.
Погледаjмо график на Сл. 17.

Као што смо и очекивали, када параметар Мотове интеракциjе U достигне вредност jеднаку
ширини валентне зоне (W = 4t за jеднодимензиони систем (D = 1)), вредност D пада на
веома мале вредности, блиске нули. У супртоном, у лимесу U → 0 се прибилижавамо систему
неинтерагуjућих честица, тако да ће електрони тежити да, у валентоj зони, попуне сваку орбиталу,
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полазећи од наjниже енергиjе, услед чега важи limU→0D(U) = 1.
Као што смо видели, полазећи од хамилтониjана ХК модела, детаљна анализа термодинамичких

величина jе спроведена без потребе за нумеричком анализом 8. Наиме, захваљуjући jедноставном
облику хамилтониjана у k-простору, анализа jе спроведена, у знатноj мери9, егзактним путем.

У наредноj глави, показаћемо на коjи начин се ХК модел може искористити за анализу поjаве
високотемпературске суперпроводности. Наиме, покушаћемо да добиjемо енергетски спектар,
проверимо аналогиjу са стандардним (БЦС) суперпроводником и докажемо да специфичности
произилазе из поjаве међуелектронских корелациjа.

8На пример, коришћењем неке компjутерске симулациjе, као што би то морало бити урађено уколико
бисмо кренули од хамилтониjана Хабардовог модела.

9Jедини изузетак представља извођење нумеричке интеграциjе, због немогућности аналитичког
решавања поjединих интеграла.





Глава 4

Jако корелисани систем
суперпроводника

Суперпроводници су материjали коjи поседуjу своjство да им се специфична отпорност
(самим тим и електрични отпор) нагло спушта на приближно нулту вредност (у границама
експерименталне грешке) кад се температура спусти на одређену вредност. Температура на коjоj
се ово догађа носи назив критична температура, или температура фазног прелаза. Дакле,
можемо рећи да одређени метали (проводници) на овоj температури доживљаваjу фазни прелаз
у суперпроводно стање. Токм низа година формулисанп jе више теориjа са намером да се ова
обjасни. Као наjуспешниjу и вероватно наjпрецизниjу од њих треба свакако издвоjити теориjу
коjу су формулисали научници Бардин, Купер и Шрифер 1957. године и коjа, као што смо
раниjе споменули, носи назив БЦС теориjа. Међутим, ова теориjа се показала успешном само
у случаjу извесног броjа оваквих материjала. Конкретниjе речено, суперпроводност jе помоћу
ове теориjе обjашњена само код материjала са малим вредностима критичне температуре1. На
пример, за живу (Hg) ова температура износи 4, 2K, за кадмиjум (Cd) вредност jе 0, 52K и,
на пример, за легуру ниобиjум-нитрид (NbN) критична температура jе 16K. Наиме, током 20.
века jе откривен изузетно велик броj материjала са необично високим2 вредностима критичне
температуре. Посебну групу чине тзв. купрати - комплексна jедињења коjа у себи садрже
оксиде бакра [4], код коjих су забележене температуре са вредностима чак и до 110 К [6].

У овоj Глави ћемо наjпре изложити основне саставне елементе БЦС теориjе суперпроводности.
Затим ћемо резултате ове теориjе да повежемо са досадашњим резултатима у оквиру ХК модела,
како бисмо могли, након свега тога, да искористимо ХК модел за описивање ексцитациjа карактеристичних
за високотемпературне суперпроводнике.

4.1 Основне идеjе и неки резултати БЦС теориjе
Испоставља се, наиме, да између ниско- и високотемпературских суперпроводника постоjи

велика разлика, али да постоjе и елементи теориjе коjи су у међусобноj аналогиjи [4], због чега
ће бити корисно изложити неке поjединости БЦС теориjе, пре него што будемо званично прешли
на теориjу високотемпературских суперпроводника.

1Под малом вредношћу температуре подразумевамо да jе у питању температура веома блиска
апсолутноj нули (T ≈ 0K).

2Кад кажемо висока вредност, мислимо на поређење са првобитно измереним (наведеним) вредностима.

48



4.1. ОСНОВНЕ ИДЕJЕ И НЕКИ РЕЗУЛТАТИ БЦС ТЕОРИJЕ 49

Према БЦС теориjи, суперпроводна фаза коjа се jавља и опстаjе на ниским температурама,
догађа се услед електрон-фонон интеракциjе 3. Изложимо, наjпре, идеjу оваквог приступа у
обjашњавању суперпроводности.

Замислимо да у тачку простора у решетки наиђе електрон у кретању. Услед негативног
наелектрисања, оваj електрон ће изазвати електростатичко привлачење (позитивно наелектрисаних)
jона решетке, што ће узроковати деформациjу решетке (Сл. 18). Jони кристалне решетке
имаjу много већу масу у односу на масу коjу имаjу електрони. Из тог разлога ће, након што
електрон напусти оваj положаj, jон неко време боравити у овом стању (изван свог равнотежног
положаjа). Ово ће довести до повећања количине позитивног наелектрисања у области где се
налазио електрон. Због тога, ка овом делу простора могу да буду привучени и електрони из
остатка решетке. Замислимо да jе наишао jедан такав (други) електрон и био привучен ка
том делу простора. Шта ће се догодити? Дакле, с обзиром да jе електрон привучен ка првом
електрону, jасно jе да jе дошла до изражаjа нека врста привлачне интеракциjе, иако се електрони
међусобно електростатички одбиjаjу [8]. На таj начин, дошло jе до формирања електронских
парова. Оваj феномен груписања у парове jе познат као Куперов феномен, а парови електрона
по њему носе назив Куперови парови [8].

Сл. 18: Електрон-фонон интеракциjа. Плавим круговима су представљени (позитивно
наелектрисани) jони решетке, црвена тачка означава електрон, а стрелица означава (тренутни)
смер кретања електрона. Црвеном боjом jе означена област израженог привлачења електрона и

jона.

Горе описана поjава важи и за случаj ниских температура. Са порастом температуре система
долази до све интензивниjег осциловања чворова решетке, што доводи до све бржег померања
jона око своjих равнотежних положаjа, што значи да би на довољно високим температурама4

могло да се деси да jони напусте област "првог" електрона пре доласка другог, услед чега се
Куперов пар не би формирао.

Ако сада искористимо чињеницу да jе феномен суперпроводности примећен код елемената
коjи у нормалноj5 фази имаjу већу специфичну отпорност у односу на метале коjи не доживљаваjу
оваj феномен, идеjа коришћења динамике решетке у обjашњење поjаве постаjе jасна.

Да бисмо могли да направимо поређење резултата ХК модела са БЦС теориjом и тако проверимо

3Под фононом подразумевамо квант осциловања кристалне решетке [10,12].
4Конкретна вредност ове температуре зависи од конкретног материjала.
5Мисли се на фазу коjа одговара одсуству суперпроводности.
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постоjања аналогних особина, наjпре ћемо изложити кључне резултате коjи важе у случаjу
класичног суперпроводника. У наредном одељку ће бити приказани само краjњи резултати,
док се детаљан поступак долажења до резултата налази у Додатку C овог рада.

4.1.1 Неки важни резултати БЦС теориjе

Погледаjмо наjпре резултат за енергиjу везаног стања jедног Куперовог пара. Као што смо
рекли, идеjа БЦС теориjе jесте да посматра поjаву спаривања електрона посредством фонона
решетке, коjи се jављаjу као последица електростатичког привлачења између електрона и jона.
Као резултат, други електрон бива привучен ка првом, што нам даjе исти резултат као да
jе између ових електрона деловала некаква привлачна сила. Уколико бисмо параметар ове
привлачне интеракциjе означили са g, може се показати да за енергиjу (jедног) формираног
Куперовог пара важи следећи израз [8]:

E = −2ℏωDe
− 1

gN(0) , (4.1)

где jе N(0) густина енергиjских стања на E = EF (EF - Фермиjев ниво), ℏωD максимална енергиjа
осциловања фонона на датоj температури, при чему jе одговараjућа кружна фреквенциjа ωD

позната под називом Дебаjева фреквенциjа [12]. С обзиром да jе exp (−1/gN(0)) > 0, као и
ωD > 0 [13], следи да jе E < 0, тако да jе стање са Куперовим паром стабилниjе, односно E
одговара енеригjи везаног стања. Другим речима, формирање Куперовог пара снижава енергиjу
система.

Израз (4.1) одговара енеригjи само jедног, поjединачног Куперовог пара. У реалним системима
jе поjава само jедног Куперовог пара скоро немогућа. Наиме, увек их има више. Стога, да
бисмо дошли да израза за енергиjу коjом бисмо обухватили све Куперове парове, потребно jе
кренути од хамилтониjана система проводних (покретљивих, скоро6 слободних) електрона, са
урачунавањем интеракциjе (ефективног) привлачења, односно спаривања. Тако долазимо до
БЦС хамилтониjана, коjи има облик:

ĤBCS =
∑
k,σ

ξ(k)ĉ†kσ ĉkσ +
1

Ω

∑
k,p

V (k,p)ĉ†k↑ĉ
†
−k↓ĉ−p↓ĉp↑, (4.2)

при чему величина V (k,p) има исти физички смисао као параметар g у (4.1), тако да ћемо ову
ознаку и користити, односно V (k,p) → g. Дакле, можемо рећи да мера у коjоj се електрони
спаруjу не зависи од k-стања у ком се електрони налазе.

У даљоj анализи, показуjе се погодним да се уведу тзв. оператор креациjе и анихилациjе
електронског пара [4]:

∆̂† =
∑
k

ĉ†k↑ĉ
†
−k↓, ∆̂ =

∑
k

ĉ−k↓ĉk↑. (4.3)

Методом диjагонализациjе хамилтониjана помоћу тзв. uv - трансформациjе ĤBCS (видети Додатак
С), за енергиjу електрона у k-стању (у ознаци Euk(k)) добиjамо:

Euk(k) = E0 + Ek, (4.4)

где jе Ek енергиjа побуђења (ексцитациjе) у k-стању, за коjу се показуjе да има облик:

Ek =
√
ξ2(k) + |∆k|2, (4.5)

6Не треба изгубити из вида да су електрони окружени потенциjалом jона решетке.
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док jе E0 енергиjа основног стања, одређена изразом

E0 =
∑
k

(
ξ(k)− Ek +∆k⟨ĉ†k↑ĉ

†
−k↓⟩

)
, (4.6)

где jе средња вредност ⟨...⟩ узета по хамилтониjану ĤBCS на некоj температури система T . У
изразима (4.5) и (4.6) са |∆k| jе означен тзв. енергиjски процеп, односно разлика у енергиjи коjа
постоjи услед побуђења електрона.

Даље, за функциjу стања БЦС суперпроводника (у (Дираковоj) ознаци |ΨBCS⟩) се показуjе
да важи [8]:

|ΨBCS⟩ =
∏
k

(
uk + vkĉ

†
k↑ĉ

†
−k↓

)
|0⟩, (4.7)

где су uk и vk фактори коришћени приликом налажења диjагоналне форме хамилтониjана ĤBCS .
За величину ∆k се показуjе да зависи од температуре T = 1/β и да важи тзв. jедначина

енергиjског процепа:

1 = −gN(0)

∫ ℏωD

0
dE

1√
E2 + |∆|2

tanh (
β
√
E2 + |∆|2

2
), (4.8)

тако да jе ∆k = ∆k(T ). Од посебног значаjа у БЦС теориjи jе специjалан случаj ∆(T = 0) ≡
∆(β = ∞). Тада се BCS7, с обзиром да важи limx→∞ tanhx = 1, своди на

1 = −gN(0)

∫ ℏωD

0
dE

1√
E2 + |∆|2

. (4.9)

Вредност ∆k може да има позитивну, али и негативну вреднсот, тако да jе од значаjа посматрати
укупан енергиjски процеп.

Наjзад, jедна од наjважниjих величина у теориjи суперпроводности jе и сама критична температура
(у ознаци TC), на коjоj и долази до фазног прелаза метал-суперпроводник. Израз за критичну
температуру можемо добити узимаjући ∆ = 0, с обзиром да jе то температура на коjоj се поjављуjе
суперпроводно стање, а самим тим се поjављуjе и енергиjски процеп.

У БЦС теориjи постоjи и тзв. универзални однос енергиjског процепа на T = OK (у ознаци
2∆(0)) и критичне температуре. Вредност овог односа се добиjа директно из jедначине енергиjског
процепа (B.49) и износи (приближно) [4, 8]:

2∆(0)

Tc
≈ 3, 53. (4.10)

Испоставиже се да, у случаjу високотемпературског суперпроводника, описаног ХК моделом
хамилтониjана, броjна вредност односа ове две величине у великоj мери одступа од вредности
наведене у (4.10), односно универзалне БЦС вреднсоти [4].

Ово су били неки важни резултати, коjима су представљене величине коjе се односе на тзв.
конвенционалне суперпроводнике. Експерименталне вредности ових величина су показале веома
добро слагање са теориjом, односно БЦС теориjа се показала исправним након упоређивања са
експерименталним резултатима [8].

Међутим, као што смо на почетку Главе нагласили, уколико бисмо хтели да применимо
изложене теориjске резултате на случаj средина коjе испољаваjу суперпроводност на високим7

7Уколико бисмо извршили поређење са собном температуром, ово су и даље веома ниске температуре,
али су много веће у поређењу са оним коjе су измерене у случаjу конвенционалних (БЦС) суперпроводника
чак за читав jедан ред величине [6].
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температурама, морали бисмо да применимо другачиjи теориjски приступ. Од сада ћемо користити
скраћеницу ВТС за високотемпературски суперпроводник.

У наредном поглављу ћемо се на кратко осврнути на неке експерименталне податке коjи се
односе на нека купратна jедињења, за коjа jе потврђено да на температурама реда величине 102K
прелазе у суперпроводно стање.

4.2 Основне експерименталне карактеристике

У овом поглављу ћемо, дакле, да истакнемо неке кључне особине коjе поседуjу високотемпературски
суперпроводници (ВТС) и да се уверимо да се ХК модел, коjи смо у Главама 2 и 3 детаљно
описали, заиста може користити као модел jедног оваквог система.

Кључна особина jе, наиме, сама чињеница да се ВТС понашаjу као типични Мотови изолатори.
Другим речима, показуjе се да се са променом концентрациjе електрона и температуре могу
постићи различита стања система, у коjа спадаjу управо сва она коjа смо претходно анализирали,
а то су: метал (обичан, без електронских парова), изолатор и суперпроводник. Такође, изолаторско
стање коjе испољаваjу ВТС има управо антиферомагнетни карактер. Сви ови процеси се могу
приказати на jедном месту помоћу одговараjућег фазног диjаграма. Фазни диjаграм типичног
ВТС система има облик као на Сл. 19 [6, 21].

Сл. 19: Фазни диjаграм типичног високотемпературског суперпроводника: M - метална фаза
(проводник без електронских парова), SC - суперпроводна фаза, AFM - антиферомагнетна

(изолаторска) фаза;

На вертикалноj оси jе, дакле, температура система T , док се дуж хоризонталне осе може
пратити како се мења концентрациjа електрона/шупљина8, односно њихов броj у односу на
запремину кристала (броj чворова). У ХК моделу, ова вредност управо одговара фактору попуњености

8Под шупљином ћемо подразумевати, како jе и раниjе наглашеног (Глава 2), непопуњено место (чвор)
у решетки. Другим речима - што jе мање електрона, то jе више шупљина у систему.
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ρ. Одавде се може закључити да нултоj концентрацjи одговара вредност ρ = 1, док jе са леве
стране ρ > 1, а са десне стране ρ < 1.

Посматраjући фазни диjаграм, уочавамо да се антиферомагнетна изолаторска фаза поjављуjе
управо кад jе ρ = 1, као што смо раниjе добили разматрањем ХК модела. Дакле, уколико бисмо
за описивање ВТС хтели да користимо ХК модел, морали бисмо да посматрамо случаj U > W .
Такође, видимо да се суперпроводна фаза jавља за ρ < 1 и ρ > 1. С обзиром да смо у Глави
2 доказали да су случаjеви ρ < 1 и ρ > 1 међусобно еквивалентни, посматраћемо само случаj
ρ < 1. Иначе, и сам фазни диjаграм, као што можемо видети, испољава симетриjу9 у односу на
вредност ρ = 1, што нам додатно потврђуjе да jе довољно посматрати 0 < ρ ≤ 1. Дакле, у даљоj
анализи ВТС, применићемо ХК модел и разматрати случаj U > W и ρ < 1.

4.3 ХК модел и високотемпературски суперпроводници

У Поглављу 2.2, у Одељку 2.2.3, обjаснили смо изглед основног стања система описаног
помоћу ХК модела хамилтониjана. Такође, у Глави 3 смо, анализом нумеричких резултата
за случаj jеднодимензионог и дводимензионог модела приметили одсуство везаног стања у ком
постоjе спарени електрони, а што смо закључили анализом електронске корелационе функциjе
S0(k) и уочили њен кратак домет.

Међутим, даље се поставља питање - шта ако бисмо хамилтониjану ХК додали jош jедан
члан, коjим би спаривање електрона било укључено у енергиjи система? Да ли би, и под коjим
условима, поjава везаног стаља са спареним електронима тада била могућа и, ако jе одговор да, да
ли постоjе неке специфичности у односу на стандардно (БЦС) основно стање суперпроводника?

Да бисмо ово испитали, за почетак ћемо, дакле, хамилтониjан ĤHK допунити jош jедним
чланом, коjи, као што смо рекли, укључуjе поjаву парова електрона (у ознаци Ĥpar). Дакле,
хамилтониjан система постаjе:

ĤHK → ĤHK + Ĥpar, (4.11)

при чему Ĥpar има исти облик као последњи члан у (4.2). Дакле, експлицитним записом свих
чланова, хамилтониjан система има облик:

Ĥ =
∑
k,σ

ξ(k)ĉ†kσ ĉkσ + U
∑
k

n̂k↑n̂k↓ −
g

Ω

∑
k,p

ĉ†k↑ĉ
†
−k↓ĉ−p↓ĉp↑. (4.12)

Дакле, узели смо у обзир привлачну особину ефективне међуелектронске интеракциjе, односно
g > 0. Као што можемо видети, хамилтониjан (4.12) има облик БЦС хамилтониjана са додатним
чланом Мотове одбоjне интеракциjе (присуство параметра U), односно

Ĥ = ĤBCS + U
∑
k

n̂k↑n̂k↓, (4.13)

са евентуалном разликом у енергиjскоj области деловања10 оператора ∆̂† и ∆̂. Као што смо
видели у Поглављу 4.2, купратни суперпроводници поседуjу приближно дводимензиону структуру,

9У већини конкретних система ВТС, ова симетриjа ниjе идеална, али ћемо у даљоj анализи
претпоставити да jесте, с обзиром да одступања од ове симетриjе неамjу утицаjа на понашање система са
квалитативне тачке гледишта [6].

10Наиме, у стандардноj БЦС теориjи суперпроводности, познато jе да постоjи утицаj електрон-фонон
интеракциjе, услед чега се за интервал енергиjе Куперових парова узима интервал од −ℏωD до ℏωD. С
обзиром да, у купратним суперпроводницима механизам настаjања суперпроводности ниjе познат, такође
не мораjу да важе ни ове границе интеграциjе.
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односно постоjе слоjеви, односно равни коjе чине атоми бакра (Cu) и кисеоника (О), између
коjих постоjи много jача интеракциjа у односу на интеракциjу између суседних слоjева, чиме
jе оправдано коришћење дводимензионог модела хамилтониjана, уколико jе предмет разматрања
jедан од купрата. Даље, с обзиром на особину фазног прелаза метал-изолатор, детаљно описану у
Поглављу 2.3, можемо да закључимо да ХК модел хамилтониjана описуjе jако корелисан систем (у
произвољноj димензиjи D), у коjем се испољава поjава Мотовог изолаторског стања са променом
параметра интеракциjе U и/или фактора попуњености решетке ρ. Може се, дакле, рећи да ХК
модел представља неку врсту прототипа Мотовог изолатора. Ова особина jе такође запажена
код разних узорака купрата. Другим речима, 2D модел ХК хамилтониjана заиста одговара
моделу купрата. Питање настанка и стабилности суперпроводне фазе у оваквим системима се,
према томе, испитуjе управо "додавањем" електронских парова чланом Ĥpar.

У наставку Поглавља ћемо одредити карактеристике суперпроводне фазе, по аналогиjи са
Поглављем 4.1, само користећи се ХК моделом хамилтониjана и његовим основним стањем
(видети Поглавље 2.3).

4.3.1 Енергиjа везаног стања електронских парова ХК модела
Полазимо од хамилтониjана (4.12), коjег ћемо записати у облику:

Ĥ =
∑
k

ξ(k) (n̂k↑ + n̂k↓) + U
∑
k

n̂k↑n̂k↓ −
g

Ω

∑
k,p

b̂†kb̂p, (4.14)

где jе уведена ознака b̂†k = ĉ†k↑ĉ
†
−k↓, односно b̂k = ĉ−k↓ĉk↑ = (b̂†k)

†, са циљем краћег записа. Облик
основног стања ХК модела смо добили у Поглављу 2.3 и оно износи:

|Ψ⟩HK =
∏

k∈O1

(
ĉ†kσ(k)

) ∏
k∈O2

(
ĉ†k↑ĉ

†
k↓

)
|0⟩, (4.15)

док jе област O0 празна, односно ту се налазе непопуњена електронска стања. Као што смо
рекли, идеjа jе испитати одзив система ХК модела на присуство члана Ĥpar, односно на поjаву
електронских парова какви су се поjавили у БЦС теориjи. На основу (4.15), видимо да оператори
b̂†k не могу деловати на k стања из области O2, већ само на O0 и O1. Може се, међутим, показати
да ће доприноси електронских парова из области O1 бити поништени услед важења ⟨n̂k⟩ = ⟨n̂k↑⟩+
⟨n̂k↓⟩ = 1/2 + 1/2 = 1, za k ∈ O1.

Испитаjмо, дакле, шта се дешава када стању ((4.15)) електронске парове, односно какав то
има утицаj на енергиjу и функциjу стања. Додавањем парова електрона, од овог стања добиjамо
ново стање (означимо га са |Ψ⟩par). Ово стање можемо написати у облику развоjа по стањима
|Ψ⟩HK може се jавити електронски пар са неком вероватноћом. Међутим, вероватноћа за стања
k ∈ O0, коjа су у потпуности празна, не мора бити jеднака истоj за k ∈ O1, тако да ћемо писати:

|Ψ⟩par =
∑
k∈O0

αkb̂
†
k|Ψ⟩HK +

∑
k∈O1

βkb̂
†
k|Ψ⟩HK , (4.16)

Користећи чињеницу да сваки од оператора креациjе и анихилациjе парова електрона делуjе
у одређеном (свом) тренутку времена (у ознаци τ), jасно jе да овде имамо посла са временски
зависним деjством, тако да ћемо до енергиjе електронских парова доћи методом jедначина кретања
за оператор b̂k, односно b̂†k. Jедначина кретања за оператор b̂†k гласи11:

iℏ
d

dτ
b̂k =

[
b̂k, Ĥ

]
, (4.17)

11С обзиром да се jедначина кретања за jедан од оператора добиjа простим адjунговањем, показуjе се
довољним да размотримо само jедначину кретања jедног од њих.
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где jе Ĥ = ĤHK + Ĥpar. Дакле, за коефициjенте αk, односно βk, у развоjу (4.16) важи αk =
αk(τ) (аналогно, βk = βk(τ)), односно временски су зависни. С обзиром да jе физички смисао
коефициjента αk (односно βk) управо вероватноћа да се формира електронски пар са електронима
у стању k i −k у области O0 (односно O1) и да хоћемо да и "нова" функциjа стања нема
експлицитну временску зависност, као што нема и |Ψ⟩HK , временску зависност коефициjената
αk i βk пишемо у облику:

αk(τ) = αk(0)e
i
ℏEτ , βk(τ) = βk(0)e

i
ℏEτ . (4.18)

Вратимо се на jедначину кретања (4.17) и одредимо комутатор са десне стране jеднакости.
Тривиjалним поступком, коришћењем (4.14), добиjа се:[

b̂k, Ĥ
]
= (2ξ(k) + U(n̂k↑ + n̂k↓)) b̂k − g

Ω
(1̂− n̂k↑ − n̂k↓)

∑
p
b̂p, (4.19)

где сума у последњем члану са десне стране jеднакости може да иде, или по области O0, или по
области O1 реципрочног простора.

Дакле, jедначина кретања за оператор b̂k сада има облик:

iℏ
d

dτ
b̂k = (2ξ(k) + U(n̂k↑ + n̂k↓)) b̂k − g

Ω
(1̂− n̂k↑ − n̂k↓)

∑
p
b̂p. (4.20)

Даље, с обзиром на чињеницу да оператори b̂†k и b̂k делуjу на стање |Ψ⟩HK и од њега праве
|Ψ⟩par и, с обзиром на ортонормираност стања |Ψ⟩HK , односно важење израза: HK⟨Ψ|Ψ⟩HK =
1, следи да jе у jедначини кретања ((4.20)) неопходно деловати са леве стране стањем |Ψ⟩HK

(односно одговараjућим бра-вектором), а са десне |Ψ⟩par, с обзиром да оператор b̂k анихилира
електронски пар. Дакле, деловањем помоћу ових стања на описан начин, jедначина кретања
(4.20), коришћењем (4.16), постаjе:(

iℏ
d

dτ
− 2ξ(k)− U⟨n̂k↑ + n̂k↓⟩

)
αk(τ) = − g

Ω
⟨1̂− n̂k↑ − n̂−k↓⟩

∑
p∈O0

αp(τ), (4.21a)

(
iℏ
d

dτ
− 2ξ(k)− U⟨n̂k↑ + n̂k↓⟩

)
βk(τ) = − g

Ω
⟨1̂− n̂k↑ − n̂−k↓⟩

∑
p∈O1

βp(τ), (4.21b)

где смо са ⟨...⟩ скраћено означили средњу вредност у стању |Ψ⟩HK . Сада, након сређивања
средњих вредности са десне стране обе jеднакости (4.21) и с обзиром на временску зависност
облика (4.18), jедначине (4.21) постаjу:

(E − 2ξ(k)− U⟨n̂k↑ + n̂k↓⟩)αk(τ) = − g

Ω
(1− ⟨n̂k + n̂k↓⟩)

∑
p∈O0

αp(τ), (4.22a)

(E − 2ξ(k)− U⟨n̂k↑ + n̂k↓⟩)βk(τ) = − g

Ω
(1− ⟨n̂k + n̂k↓⟩)

∑
p∈O1

βp(τ). (4.22b)

Затим, ако поделимо обе jеднакости заградом коjа фигурише на левоj страни уз αk, односно βk
и извршимо сумирање

∑
k по одговараjућоj области (O0 за αk, односно O1 за βk), уз промену

ознаке (k → p) са леве стране обе jеднакости, у циљу jасниjег поређења, следи:∑
p∈O0

αp(τ) = − g

Ω

∑
k∈O0

1− ⟨n̂k↑ + n̂−k↓⟩
E − 2ξ(k)− U⟨n̂k↑ + n̂k↓⟩

∑
p∈O0

αp(τ), (4.23a)
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∑
p∈O1

βp(τ) = − g

Ω

∑
k∈O1

1− ⟨n̂k↑ + n̂−k↓⟩
E − 2ξ(k)− U⟨n̂k↑ + n̂k↓⟩

∑
p∈O1

βp(τ). (4.23b)

Поређењем леве и десне стране jеднакости, уочавамо:

1 = − g

Ω

∑
k∈O0

1− ⟨n̂k↑ + n̂−k↓⟩
E − 2ξ(k)− U⟨n̂k↑ + n̂k↓⟩

, (4.24a)

1 = − g

Ω

∑
k∈O1

1− ⟨n̂k↑ + n̂−k↓⟩
E − 2ξ(k)− U⟨n̂k↑ + n̂k↓⟩

. (4.24b)

Међутим, што се тиче доње jеднакости у ((4.24)), с обзиром да у овоj области важи ⟨n̂k⟩ =
⟨n̂k↑⟩ + ⟨n̂k↓⟩ = 1, сума са десне стране се поништава, односно увек jе jеднака нули, тако да
налазимо да доња jеднакост нема смисла, с обзиром да jе лева страна увек jеднака jединици.
Одавде закључуjемо да оператори креациjе и анихилациjе електронског пара могу jедино да
делуjу у области O0 у k-простору, док у области O1 њихово деловање ниjе дефинисано. У области
O0 важи ⟨n̂k↑ + n̂k↓⟩ = 0, тако да горња jеднакост у (4.24) гласи:

1 = − g

Ω

∑
k∈O0

1

E − 2ξ(k)
. (4.25)

Како бисмо поређење са одговараjућим резултатом за енергиjу из БЦС теориjе било могуће,
прећи ћемо са суме на интеграл:

1 = −g
∫ W

2
−µ

0
dε

N (ε)

E − 2ε
, (4.26)

при чему смо искористили ε ≡ ξ(k) = ε(k)− µ, а границе интеграциjе следе на основу резултата
ХК модела добиjених у Поглављу 2.2, односно њиховог графичког приказивања датог у Поглављу
2.3. Такође, увиђамо да се густина енергиjских стања, овде означена са N (ε), у општем случаjу
разлике од N(ε) из БЦС теориjе, због чега смо и увели нову ознаку (N).

Упоредимо сада резултат (4.26) са одговараjућим БЦС резултатом (Додатак В):

1 = g

∫ ℏωD

−ℏωD

N(ε)

2ε− E
→ БЦС резултат (4.27a)

1 = g

∫ W
2
−µ

0
dε

N (ε)

2ε− E
→ ХК резултат. (4.27b)

Дакле, разлика постоjи само у границама интеграциjе и густини енергиjских стања12 [4]. Одавде
очекуjемо и постоjање везаног стања (E < 0), аналогно БЦС резултату. Ово тврђење проверавамо
директним решавањем интеграла (4.26).

Узмимо наjпре да се ради о металу са полупопуњеном валентном зоном (U < W , ρ = 1,
µ = U/2). Одавде следи претпоставка за густину енергиjских стања електрона:

N (ε) :=
1

Ω

∑
k

δ(ε− ε(k)) =
1

W
≡ const, за − W

2
≤ E ≤ W

2
, (4.28)

12Ако бисмо боље погледали, видели бисмо да разлика постоjи и у параметру g, с обзиром да се физичка
природа привлачне интеракциjе у ова два случаjа разликуjе. Међутим, рачунски поступак остаjе исти,
због чега за оваj параметар задржавамо исту ознаку g.
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где jе W = 4tD (енергиjска) ширина валентне зоне, што управо одговара границама интеграциjе
у (4.26), тако да узимамо: N (ε) = 2/W .

Увођењем смене x = E − 2ε, интеграл у (4.26) постаjе:

1 = − g

W

∫ E−(W−U)

E

dx

x
= − g

W
ln |x|E−(W−U)

E = − g

W
ln

(
E − (W − U)

E

)
, (4.29)

при чему смо искористили да за посматрану енергиjску област (област O0 за таласне векторе k)
важи E > 0, тако да уз U < W следи E − (W − U) > 0, тако да се апсолутна вредност у (4.29)
може испустити. Одавде се добиjа:

E = −(W − U)

1 + e
W
g

. (4.30)

С обзиром да формирање електронских парова сматрамо малом сметњом у односу на остале
енергиjске параметре (W, t, U), односно g ≪W , можемо да занемаримо jединицу уз експоненциjалну
функциjу у имениоцу израза, тако да добиjамо:

E = −(W − U)e
−W

g . (4.31)

С обзиром на U < W и e
−W

g > 0, следи да jе E < 0, односно видимо да постоjи везано стање у
односу на спаривање, чиме jе постоjање и одржање (стабилнсот) суперпроводне фазе.

Као што можемо видети, специjалан случаj U = 0 нас води на решење истог облика као и
БЦС резултат, с тим што jе у БЦС резултату фигурисало 2ℏωD као ширина интервала енергиjских
стања, док jе код модела то ширина валентне зоне W .

4.3.2 Функциjа основног стања ХК модела и jедначина енергетског
процепа

У анализи конвенционалних (нискотемпературских) суперпроводника, имали смо посла са
системом у ком се могу jавити Куперови парови електрона, при чему се сама поjава електронског
пара дешава са неком вероватноћом. Уколико се електронски пар не формира, имамо празно
(непопуњено) стање у k-простору. На основу добиjене функциjе стања оваквог система, функциjа
стања оваквог система има облик:

|Ψ⟩BCS =
∏
k

(
uk + vkĉ

†
k↑ĉ

†
−k↓

)
|0⟩ ≡

∏
k

(
uk + vkb̂

†
k

)
|0⟩. (4.32)

Дакле, k-стање се попуњава електронским паром са вероватноћом коjу мери vk, док jе вероватноћа
да k-стање буде непопуњено одређена са uk. Постоjи jедна занимљива особина БЦС стања (4.32).
Наиме, уколико бисмо у овом стању раздвоjили међусобно супротно ориjентисање k-стање, добили
бисмо:

|Ψ⟩BCS =
∏
k>0

(
uk + vkb̂

†
k

)(
uk + vkb̂

†
−k

)
|0⟩ =

∏
k>0

(
u2k + v2kb̂

†
kb̂

†
−k + ukvk

(
b̂†k + b̂†−k

))
|0⟩. (4.33)

у чему се огледа предност оваквог поступка? Дакле, сагледавањем ХК модела и енергетске
структуре електронских стања, с обзиром на издвоjене три области у k-простору: област O0 са
непопуњеним стањима, област O(1) са jедним електроном одређене ориjентациjе импулса и спина
и област O2 са по електрона супротно ориjентисаних спинова у сваком од k-стања те области,
jасно jе да се у стању ((4.33)) са одређеном вероватноћом попуњава свака од ових области. Стање
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представљено на оваj начин управо одговара стању ХК модела. Уведимо ознаке xk = u2k, yk = v2k,
zk =

√
2ukvk [4, 8] и променом ознаке |Ψ⟩BCS → |Ψ⟩HK , имамо:

|Ψ⟩HK =
∏
k>0

(
xk + ykb̂

†
kb̂

†
−k +

zk√
2

(
b̂†k + b̂†−k

))
|0⟩. (4.34)

Дакле, на основу реченог, можемо да закључимо да jе БЦС стање специjалан случаj ХК стања
(4.34) [4]. Такође, можемо видети да важи:

oblast O0 → xk = 1, yk = zk = 0, (4.35a)

oblast O2 → xk = 0, yk = 1, zk = 0, (4.35b)

oblast O1 → xk = yk = 0, zk = 1. (4.35c)

Затим, као што се иначе ради, пожељно jе да имамо стање нормирано на jединицу, односно
HK⟨Ψ|Ψ⟩HK = 1. Постављањем овог услова на стање (4.34), уз скраћену ознаку |Ψ⟩HK → |Ψ⟩,
добиjамо:

⟨Ψ|Ψ⟩ = ⟨0|
∏
k>0

(
x∗k + y∗kb̂−kb̂k +

z∗k√
2
b̂k +

zk√
2
b̂−k

)∏
k>0

(
xk + ykb̂

†
kb̂

†
−k +

zk√
2
b̂†k +

zk√
2
b̂†−k

)
|0⟩

=
∏
k>0

|xk|2 +
∏
k>0

|yk|2⟨0|b̂−kb̂kb̂
†
kb̂

†
−k|0⟩+

∏
k>0

|zk|2

2
⟨0|b̂kb̂†k|0⟩+

∏
k>0

|zk|2

2
⟨0|b̂−kb̂

†
−k|0⟩

=
∏
k>0

(
|xk|2 + |yk|2 + |zk|2

)
= 1.

(4.36)

Очигледно, оваj jе услов испуњен jедино уколико важи:

|xk|2 + |yk|2 + |zk|2 = 1, ∀k ∈ [−π, π]D . (4.37)

Оваj ће нам услов бити од користи у даљем поступку, као што ћемо видети. Даље, циљ нам jе да
искористимо стање |Ψ⟩, односно (4.34), како бисмо поставили услов минимума енергиjе, односно:

E :=
⟨Ψ|Ĥ|Ψ⟩
⟨Ψ|Ψ⟩

= EMIN , (4.38)

где jе Ĥ = ĤHK+Ĥpar, дат изразом 4.14. Оваj ће нам поступак, као што ћемо у наставку видети,
бити од значаjа за извођење jедначине енергетског процепа ХК модела.

За почетак, запишимо jош jедном ХК модел хамилтониjана (са присутним спаривањем):

Ĥ =
∑
k

ξ(k) (n̂k↑ + n̂k↓) + U
∑
k

n̂k↑n̂k↓ −
g

Ω

∑
k,p

b̂†kb̂p. (4.39)

Да бисмо овим хамилтониjаном деловали на стање |Ψ⟩, прво ћем раздвоjити међусобно супротно
ориjентисане k-векторе, односно записаћемо:

Ĥ = Ĥ(1) + Ĥ(2) + Ĥ(3), (4.40)

где смо увели ознаке за чланове хамилтониjана:

Ĥ(1) =
∑
k>0

ξ(k) (n̂k↑ + n̂k↓ + n̂−k↑) , (4.41a)
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Ĥ(2) = n̂−k↓ + U
∑
k>0

(n̂k↑n̂k↓ + n̂−k↑n̂−k↓) , (4.41b)

Ĥ(3) = − g

Ω

∑
k>0,p>0

(
b̂†kb̂

†
p + b̂†−kb̂

†
−p

)
. (4.41c)

Искористимо сада ХК стање, односно (4.34) и пронађимо:

⟨Ψ|Ĥ|Ψ⟩ = ⟨Ψ|Ĥ(1)|Ψ⟩+ ⟨Ψ|Ĥ(2)|Ψ⟩+ ⟨Ψ|Ĥ(3)|Ψ⟩ (4.42)

Размотрићемо поступно, члан по члан. Деjством првог члана на стање |Ψ⟩, односно израз
⟨Ψ|Ĥ(1)|Ψ⟩, можемо писати:

⟨Ψ|Ĥ(1)|Ψ⟩ =
∑
k

ξ(k) (⟨Ψ|n̂k↑|Ψ⟩+ ⟨Ψ|n̂k↓|Ψ⟩)

=
∑
k>0

ξ(k) (⟨Ψ|n̂k↑|Ψ⟩+ ⟨Ψ|n̂k↓|Ψ⟩+ ⟨Ψ|n̂−k↑|Ψ⟩+ ⟨Ψ|n̂−k↓|Ψ⟩) .
(4.43)

Међутим, показаће се довољним да испитамо деловање само jедног од четири члана у загради
израза (4.43), jер се за остале добиjа идентичан резултат, што се може директно проверити. Тако,
на пример, средња вредност jедног од њих у стању |Ψ⟩, тj. ⟨Ψ|n̂k|Ψ⟩, може се приказати у облику:

⟨0|
∏
p>0

(
x∗p + y∗pb̂−pb̂p +

z∗p√
2

(
b̂p + b̂−p

))
n̂kσ

∏
p>0

(
xp + ypb̂

†
pb̂

†
−p +

zp√
2

(
b̂†p + b̂†−p

))
|0⟩. (4.44)

Ради боље прегледности, оваj ћемо израз да размотримо за сваки од параметара xk, yk и zk. За
део са xk, добиjамо:⟨0|

∏
p>0

x∗p

 n̂kσ

∏
p>0

xp|0⟩

 = ⟨0|
∏
p>0

|xp|2n̂kσ|0⟩ = 0, (4.45)

jер у овоj области k-простора нема попуњених стања, односно за вакуумско стање |0⟩ важи n̂k|0⟩ =
0|0⟩ ≡ 0. Даље, за део стања са yk, добиjамо:⟨0|

∏
p>0

|yp|2b̂−pb̂p

 n̂kσ

∏
p>0

b̂†pb̂
†
−p|0⟩

 = ⟨0|
∏
p>0

|yp|2b̂−pb̂pn̂kσ

∏
p>0

ĉ†p↑ĉ
†
−p↓ĉ

†
−p↑ĉ

†
p↓|0⟩

 . (4.46)

С обзиром да разматрамо оператор броjа честица (електрона, у овом случаjу), од интереса нам
jе, наравно само стање p = k. Разматрањем само овог стања, имамо:

|yk|2 (⟨0|ĉk↓ĉ−k↑ĉ−k↓ĉk↑) n̂kσ

(
ĉ†k↑ĉ

†
−k↓ĉ

†
−k↑ĉ

†
k↓|0⟩

)
. (4.47)

Након деловањеа оператора креациjе фермиона на кет-стања, односно анихилационих оператора
на бра-стања, добиjамо:

|yk|2 (⟨1k↓|⟨1−k↑|⟨1−k↓|⟨1k↑|) n̂kσ (|1k↑⟩|1−k↓⟩|1−k↑⟩|1k↓⟩) . (4.48)

Оператор n̂kσ ће у кет-стањима |1k↑⟩ и |1k↓⟩, као и у бра-стањима ⟨1k↑| и ⟨1k↓|, имати своjствену
вредност 1, с обзиром да jе свако од ових стања важи особина ортонормираности, ⟨nkσ1 |npσ2⟩ =
δk,pδσ1,σ2 , од (4.48) добиjамо само вредност |yk|2, односно за део са yk смо добили:⟨0|

∏
p>0

|yp|2b̂−pb̂p

 n̂kσ

∏
p>0

b̂†pb̂
†
−p|0⟩

 = |yk|2. (4.49)
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Резултат (4.49) се добиjа за било коjе σ, односно и за ↑ и ↓. Такође, с обзиром да израз (4.48)
обухвата обе ориjентациjе k-вектора за свако стање, исти се резултат добиjа и у случаjу k → −k,
односно ⟨Ψ|n̂−kσ|Ψ⟩. Даље, за део стања |Ψ⟩ са zk се, по аналогиjи са досадашњим поступком за
xk и yk, налази:

1

2

⟨0|
∏
p>0

|zp|2b̂p

 n̂kσ

∏
p>0

b̂†p|0⟩

 =
1

2
|zk|2⟨1−k↓|⟨1k↑|n̂kσ|1−k↑⟩|1k↓⟩, (4.50a)

1

2

⟨0|
∏
p>0

|zp|2b̂p

 n̂kσ

∏
p>0

b̂†−p|0⟩

 =
1

2
|zk|2⟨1−k↓|⟨1k↑|n̂kσ|1k↑⟩|1−k↓⟩, (4.50b)

1

2

⟨0|
∏
p>0

|zp|2b̂−p

 n̂kσ

∏
p>0

b̂†p|0⟩

 =
1

2
|zk|2⟨1k↓|⟨1−k↑|n̂kσ|1k↑⟩|1−k↓⟩, (4.50c)

1

2

⟨0|
∏
p>0

|zp|2b̂−p

 n̂kσ

∏
p>0

b̂†−p|0⟩

 =
1

2
|zk|2⟨1k↓|⟨1−k↑|n̂kσ|1k↑⟩|1−k↓⟩. (4.50d)

С обзиром на особину ортонормираности стања |nkσ⟩, следи да jе само израз у другоj jедначини
(4.50) различит од нуле. Према томе, у овом случаjу добиjамо да jе резултат |zk|2/2.

Тако смо дошли до резултата деловања оператора броjа честица n̂kσ на стање |Ψ⟩. Као што
смо рекли, исти резултат се добиjа и за супротно ориjентисан спин, и за супротно ориjентисан
импулс. Према томе, можемо коначно писати

⟨Ψ|n̂k↑|Ψ⟩ = ⟨Ψ|n̂k↓|Ψ⟩ = ⟨Ψ|n̂−k↑|Ψ⟩ = ⟨Ψ|n̂−k↓|Ψ⟩ = |yk|2 +
|zk|2

2
. (4.51)

Самим тим, сада знамо и резултат деловања овог стања на цео члан Ĥ(1):

⟨Ψ|Ĥ(1)|Ψ⟩ =
∑
k>0

ξ(k) (⟨Ψ|n̂k↑|Ψ⟩+ ⟨Ψ|n̂−k↑|Ψ⟩+ ⟨Ψ|n̂k↓|Ψ⟩+ ⟨Ψ|n̂−k↓|Ψ⟩)

=
∑
k>0

ξ(k)
(
4|yk|2 + 2|zk|2

)
.

(4.52)

Следећи члан хамилтониjана, под деjством стања |Ψ⟩, има облик

⟨Ψ|Ĥ(2)|Ψ⟩ = U
∑
k

⟨Ψ|n̂k↑n̂k↓|Ψ⟩ = U
∑
k>0

(⟨Ψ|n̂k↑n̂k↓|Ψ⟩+ ⟨Ψ|n̂−k↑n̂−k↓|Ψ⟩) (4.53)

Аналогно резултату за Ĥ(1), коначно за други члан добиjамо

⟨Ψ|Ĥ(2)|Ψ⟩ = 2U
∑
k>0

|yk|2. (4.54)

Слично се може показати и за трећи члан, односно Ĥ(3):

b̂†kb̂k = ĉ†k↑ĉ
†
−k↓ĉ−k↓ĉk↑, b̂†kb̂

†
−k = ĉ†k↑ĉ

†
−k↓ĉ

†
−k↑ĉ

†
k↓, b̂−kb̂k = ĉk↓ĉ−k↑ĉ−k↓ĉk↑, (4.55)
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одакле се директно показуjе да важе изрази:

⟨Ψ|b̂†kb̂k|Ψ⟩ = |yk|2 +
|zk|2

2
, ⟨Ψ|b̂†kb̂−k|Ψ⟩ = |zk|2

2
, ⟨Ψ|b̂k|Ψ⟩ = 1√

2
(x∗kzk + z∗kyk) , (4.56a)

⟨Ψ|b̂†kb̂p|Ψ⟩ = 1

2
(xkz

∗
k + zky

∗
k)
(
x∗pzp + z∗pyp

)
, (4.56b)

при чему су k > 0,p > 0 и k ̸= p. Изрази идентични овим (из (4.56)) важе и за супротно
ориjентисане k-векторе (случаj коjи добиjамо заменом k → −k). На таj начин, за ⟨Ψ|Ĥ(3)|Ψ⟩
добиjамо:

⟨Ψ|Ĥ(3)|Ψ⟩ = −2g

Ω

∑
k,p>0;k̸=p

(xkz
∗
k + zky

∗
k)
(
x∗pzp + z∗pyp

)
. (4.57)

Сада имамо резултате за средње вредности у стању |Ψ⟩, свих чланова хамилтониjана.
Обjедињавањем резултата (4.52), (4.54) и (4.57) у jедан, за очекивану вредност хамилтониjана,

⟨Ψ|Ĥ|Ψ⟩, налазимо:

⟨Ĥ⟩ =
∑
k>0

ξ(k)
(
4|yk|2 + 2|zk|2

)
+ 2U

∑
k>0

|yk|2 − 2
g

Ω

∑
k,p>0;k ̸=p

(z∗kxk + y∗kzk)
(
x∗pzp + z∗pyp

)
. (4.58)

Услов минимума (видети (4.38)) добиjамо користећи се вариjационим принципом [17]:

∂

∂(xk, yk, zk)

{
⟨Ψ|Ĥ|Ψ⟩
⟨Ψ|Ψ⟩

+ λk

(
|xk|2 + |yk|2 + |zk|2 − 1

)}
= 0, (4.59)

где jе са λk означен тзв. Лагранжев мултипликатор (множитељ) [17], док парциjални извод
са левестране jеднакости се обавља посебно13 и сваки од извода (∂/∂xk, ∂/∂yk, ∂/∂zk) треба
изjедначити са нулом. Погледаjмо ове изводе jедног по jедног.

Прво, извод по xk нам даjе:

0 = −2
g

Ω

∑
p1,p2>0;p1 ̸=p2

z∗p1

∂xp1

∂xk

(
x∗p2

zp2
+ z∗p2

yp2

)
+ λkx

∗
k, (4.60)

односно, коришћењем δp1,k =
∂xp1
∂xk

, имамо

0 = −2
g

Ω
z∗k
∑
p>0

(
x∗pzp + z∗pyp

)
+ λkx

∗
k. (4.61)

Слично, диференцирањем по yk, добиjамо

0 = (4ξ(k) + 2U) yk − 2
g

Ω
zk
∑
p>0

(
x∗pzp + z∗pyp

)
+ λkyk, (4.62)

док нам диференцирање по zk даjе:

0 = 2ξ(k)zk − 2
g

Ω
xk
∑
p>0

(
x∗pzp + z∗pyp

)
− 2

g

Ω
yk
∑
p>0

(
x∗pzp + z∗pyp

)∗
+ λkzk. (4.63)

13Прво диференцирамо израз у заградама {...}, па поново почетни израз у заградама (у заградама {...})
по yk, па поново почети по zk. Важно jе разумети да се ова три извода не обављаjу у корацима, jедан за
другим.
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Приметимо да нам у изразима (4.61), (4.62) и (4.63) фигурише члан са сумом
∑

p>0, коjи има
исти облик у сваком од ових задатака. У циљу краћег записа, њега можемо означити са

g

LD

∑
p>0

(
x∗pzp + z∗pyp

)
≡ Og. (4.64)

Сада можемо да повезуjемо добиjене резултате. Наиме, на основу израза ((4.52)) добиjамо да jе

λk = 2
z∗k
x∗k
Og, (4.65)

након чега изрази (4.54) и (4.57) прелазе у:

2ξ(k) + U =

(
zk
yk

−
z∗k
x∗k

)
Og, ξ(k) =

(
xk

zk
−
z∗k
x∗k

)
Og +

yk
zk
O∗

g , (4.66)

редом. Одузимањем десне jедначине у (4.66) од леве, добиjамо

ξ(k) + U =

(
zk
yk

− xk

zk

)
Og −

yk
zk
O∗

g . (4.67)

Можемо, затим, узети да су xk, yk и zk реални [4], односно x∗k = xk, y∗k = yk и z∗k = zk. Самим
тим, следи и O∗

g = Og. Ово нам даjе:

ξlk =

(
xk

zk
+
yk
zk

− zk
xk

)
Og, ξuk = −

(
xk

zk
+
yk
zk

− zk
yk

)
Og, (4.68)

где смо увели ознаке ξlk = ξ(k) i ξuk = ξ(k)+U . Након сређивања разломака, изрази (4.68) постаjу:

ξlkxkzk =
(
x2k − z2k + xkyk

)
Og, ξukykzk =

(
z2k − y2k − xkyk

)
Og. (4.69)

Да ли се оваj израз може jош више поjедноставити? Посматраjмо производ xkyk, присутан у обе
jедначине у (4.69). Присетимо се да jе xk = u2k и да даjе вероватноћу да стање буде непопуњено,
док за yk важи yk = v2k. Посматраjући графички приказ енергетских стања (видети Сл. 6),
можемо рећи да се на прелазу између области O0 у област O2, уколико важи g << U,W , важи
xkyk ̸= 0, jер се ове две области у овом региону k-простора (у малоj мери) преклапаjу. С обзиром
на (4.35), имаjући у виду да се области O0 и O2 нигде не пресецаjу, узимамо да су производи типа
xkyk увек jеднаки нули. Дакле, у (4.69) можемо ставити xkyk = 0, тако да ови изрази постаjу:

ξlkxkzk =
(
x2k − z2k

)
Og, ξukykzk =

(
z2k − y2k

)
Og. (4.70)

Користећи услов нормирања стања |Ψ⟩, односно израз (4.37), показуjе се (видети [4]) да jе могуће
прећи на следеће променљиве:

x2k − z2k =
ξlk
El

k

(
1− y2k

)
, 2xkzk =

∆l
k

El
k

(
1− y2k

)
, (4.71a)

z2k − y2k =
ξuk
Eu

k

(
1− x2k

)
, 2ykzk =

∆u
k

Eu
k

(
1− x2k

)
, (4.71b)

где су El
k =

√
ξlk

2
+∆l

k
2 и Eu

k =
√
ξuk

2 +∆u
k
2 укупна енергиjа електрона у доњоj (l) и горњоj (u)

под-траци, респективно. Као што видимо, енергиjски процеп (у ознаци ∆) се поjављуjе у обема
гранама. У доњоj под-траци jе означен са ∆l

k, а у горњоj са ∆u
k.
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Комбиновањем (4.71) и (4.70), уз (4.64), добиjамо:

∆l
k = ∆u

k =
g

Ω

∑
p>0

{
∆l

p

El
p

(
1− y2p

)
+

∆u
p

Eu
p

(
1− x2p

)}
. (4.72)

Из овог израза се види да за енергиjски процеп ∆
l/u
k важи ∆l

k = ∆u
k ≡ ∆, односно да има исту

вредност у свим k стањима (не зависи од k) и у обема под-тракама (∆l = ∆u).
Одавде добиjамо jединствену jедначину:

1 =
g

Ω

∑
k>0

 1− y2k√
ξlk

2
+∆2

+
1− x2k√
ξuk

2 +∆2

 , (4.73)

што jе управо jедначина енергиjског процепа. Даље, да бисмо добили израз аналоган резултату
БЦС теориjе, потребно jе прећи са суме на интеграл:

1 =
g

2

∫
dE

N∆(E)√
E2 +∆2

, (4.74)

при чему смо увели ефективну густину енергиjских стања:

N∆(E) =
1

Ω

∑
k

δ(E − ξlk)
(
1− y2k

)
+

1

Ω

∑
k

δ(E − ξuk)
(
1− x2k

)
. (4.75)

Израз (4.75) можемо jош поjедноставити. Наиме, с обзиром да у области O2 важи yk = 1, па
самим тим и y2k = 1, али истовремено и ξuk < 0, док за област O0 важи xk = 1, односно x2k = 1,
као и ξlk > 0, закључуjемо да jе заграде (1− y2k) и (1− x2k) могуће представити као:

1− y2k = θ(ξuk), 1− x2k = θ(−ξlk), (4.76)

одакле следи за густину стања N∆(E) израз:

N∆(E) =
1

Ω

∑
k

δ(E − ξlk)θ(ξ
u
k) +

1

Ω

∑
k

δ(E − ξuk)θ(−ξlk). (4.77)

Дакле, за област k-простора у коjем су попуњена енергиjска стања у доњоj под-траци (E = ξlk)
енергиjа горње гране има позитивну вредност (ξuk > 0), док за заузета стања у горњоj под-траци
(E = ξuk) важи ξlk < 0, односно −ξlk > 0. Изразом (4.77) смо заправо обухватили сва могућа
енергиjска стања, при чему jе, како видимо, област O1 обухваћена и на енергиjама E > 0 и на
енеригjама E < 0, док за област O0 важи E > 0, док за O2 важи E < 0. Одавде следи да се
израз (4.77) може написати и у облику [4]:

N∆(E) =
1

Ω

∑
k∈O0

δ(E − ξlk) +
1

Ω

∑
k∈O2

δ(E − ξuk) +
1

Ω

∑
k∈O1

{
δ(E − ξlk) + δ(E − ξuk)

}
. (4.78)

Дакле, добили смо израз за (ефективну) густину стања за jедначину енергиjског процепа. Коришћењем
израза (4.78) у jедначини процепа (4.74), можемо изразити енергиjски процеп ∆.

Посматраjмо, наиме, jедначину процепа у интегралном облику (израз (4.74)):

1 =
g

2

∫
dE

N∆(E)√
E2 +∆2

. (4.79)
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Сада ћемо да искористимо експерименталну чињеницу, описану у Поглављу 4.2. Наиме, с обзиром
да се проводник са специфичном суперпроводношћу добиjа уколико се од параметара U > W и
ρ = 1 померимо на било коjи од два начина, било мењањем параметра U , било мењањем фактора
ρ. Наjпогодниjим поступком се показало разматрање система на U < W и ρ = 1. У случаjу
полупопуњене валентне зоне, као што смо раниjе добили, за хемиjски потенциjал важи µ = U/2.

Интеграциjу спроводимо на следећи начин:

1 =
g

2

∫ U

− (W−U)
2

dE
N∆(E)√
E2 +∆2

. (4.80)

Даљи рачун ћемо поjедноставити на следећи начин. Наиме, за густину стања N (E) система,
описан дисперзионом релациjом E = −2t

∑
δ⃗
cos
(
k · δ⃗α

)
− µ jе познато да важи [7]:

N (E) =
1√

(2tD)2 + E2
=

2√
(4tD)2 + (2E)2

≡ 2√
W 2 + (2E)2

. (4.81)

Поjедностављење се огледа у томе што ћемо узети да на свим енергиjама E важи вредност густине
стања на E = 0. На основу (4.81), у питању jе вредност 2/W . На основу реченог, израз (4.80)
постаjе:

1 =
g

2W

∫ W−U
2

− (W−U)
2

dE√
E2 +∆2

+
g

2W

∫ U

−U

dE√
E2 +∆2

=
g

W

∫ W−U
2

0

dE√
E2 +∆2

+
g

W

∫ U

0

dE√
E2 +∆2

.

(4.82)

Сваки од ових интеграла ћемо решити свођењем на таблични, коjи има облик∫
dx√
1 + x2

= ln |
√
1 + x2 + x|+ C, (4.83)

где jе C интеграциона константа. Извлачењем ∆2 испред заграде под кореном, након узимања
смене x = E/∆ → dE = ∆dx, добиjамо:

1 =
g

W

∫ W−U
2∆

0

dx√
1 + x2

+
g

W

∫ U
∆

0

dx√
1 + x2

. (4.84)

Размотримо случаj ∆ ≪ U,W . Другим речима, jединица под коренима са може занемарити у
поређењу са квадрираним изразима, док се за корен узима позитиван предзнак, jер функциjа
ln(a) ниjе дефинисана у тачки a = 0. На таj начин, израз (4.84) постаjе:

1 =
g

W
ln

(
W − U

∆

)
+

g

W
ln

(
2
U

∆

)
. (4.85)

Када изразимо ∆ преко g,W и U , коначно добиjамо резултат за енергиjски процеп 14:

∆ =
√
2 (W − U)

1
2 U

1
2 e

−W
2g . (4.86)

Резултат (4.86) важи у лимиту ниских температура (T ≈ 0). Специjалан случаj, T = 0, ћемо
искористити приликом одређивања односа 2∆/TC , у ком важи ∆ = ∆(T = 0). За ово нам, ипак,
остаjе да одредимо израз за критичну температуру суперпроводног фазног прелаза, односно
TC , што ћемо у наставку и урадити, користећи се раниjе уведеним методом Гринових функциjа
(Поглавље 2.1).

14Наравно, укупна ширина енергиjског процепа износи, као што смо раниjе истакли, 2|∆|.
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4.3.3 Критична температура ХК модела суперпроводника
До сада смо видели да систем описан ХК моделом испољава нестабилност на присуство

привлачне интеракциjе коjа доводи до формирања електронских парова. У ово смо се уверили
налажењем енергиjе електроноског пара (у ознаци E) и доказивањем да важи E < 0 (Одељак
4.3.1). Затим смо дошли до израза за jедначину енергиjског процепа, као и до самог израза за
енергиjски процеп (Одељак 4.3.2), чиме смо додатно учврстили аналогиjу са БЦС суперпроводником
и, у исто време, добили израз коjи ћемо искористити у 2∆/Tc, како бисмо се уверили у специфичности
суперпроводне фазе ХК модела у односу на БЦС систем.

Досадашњим резултатима смо, дакле, потврдили поjаву суперпроводне фазе као стабилног
(везаног) стања система.

Сада ћемо видети на коjи начин jе могуће приступити добиjању информациjе о критичноj
температури (у ознаци Tc), након чега ћемо проверити исправност универзалног односа 2∆/Tc,
коjи у БЦС теориjи (код конвенционалних, нискотемпературских суперпроводника) поседуjе
константну вредност од приближно 3, 53 (Одељак 4.1.3). С обзиром на немогућност аналогног
приступа као у БЦС теориjи15, потребно jе приступити на други начин. Нешто универзалниjи
приступ се састоjи у налажењу тзв. одзивне функциjе, односно сусцептибилности система
на спаривање. Наиме, када на систем делуjемо неким спољашњим утицаjем, систем показуjе
некакву реакциjу. У овом случаjу, под спољашњим утицаjем се подразумева додавање члана
Ĥpar на хамилтониjан ĤHK , односно увођење интеракциjе коjа доводи до спаривања електрона.
Сусцептибилност (у ознаци χ) jе мера те реакциjе, односно одзива система на такав утицаj.
Познато jе да на критичноj температури (температури фазног прелаза) сусцептибилност система
дивергира [4]. Дакле, уколико бисмо одредили сусцептибилност спаривања 16, постављањем
услова о њеноj дивергенциjи бисмо могли да дођемо до израза за критичну температуру.

Почнимо од дефинициjе сусцептибилности спаривања. Наиме, с обзиром да ова величина
карактерише реакциjу система на спољашњу побуду, испоставља се да jе то величина коjа управо
одговара Гриновоj функциjи [22]. Овога пута, као погодна за анализу се показуjе временски
уређена (тзв. каузална, у ознаци G) ГФ, у облику:

G(τ1, τ2) := −iθ(τ1 − τ2)⟨T̂1,2∆̂(τ1) ∆̂
†(τ2)⟩, (4.87)

где jе

T̂1,2∆̂(τ1) ∆̂
†(τ2) :=

{
∆̂(τ1) ∆̂

†(τ2), za τ1 > τ2

∆̂†(τ2) ∆̂(τ1), za τ1 < τ2
(4.88)

тзв. оператор хронологизациjе.
До временске зависности оператора ∆̂ i ∆̂† долазимо решавањем следећих jедначина кретања17:

iℏ
d

dτ
∆̂(τ) =

[
∆̂(τ), Ĥ

]
, −iℏ d

dτ
∆̂†(τ) =

[
∆̂†(τ), Ĥ

]
, (4.89)

где jе

Ĥ = ĤHK + Ĥpar =
∑
k

ξ(k) (n̂k↑ + n̂k↓) + U
∑
k

n̂k↑n̂k↓ +
g

Ω

∑
k,q

ĉ†k↑ĉ
†
−k↓ĉ−q↓ĉq↑. (4.90)

15С обзиром на добиjене резултате везане за енергиjску структуру, изостаjе могућност
jедноелектронских ексцитациjа као у теориjи Ферми-течности, до интерагуjућег система, ниjе могуће
доћи пертурбативним методама [4].

16У страноj литератури се сусреће назив pariring susceptbility [22].
17Jедначина кретања у свом пуном облику садржи и члан првог парциjалног извода оператора по

времену (са десне стране jеднакости), односно iℏ∂∆̂/∂τ i iℏ∂∆̂†/∂τ . Члан овог типа одсуствуjе уколик
оператор у jедначини кретања не поседуjу експлицитну временску зависност
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Jедначинама типа (4.89) одговараjу изрази:

∆̂(τ) = e−
i
ℏ Ĥτ ∆̂(0)e

i
ℏ Ĥτ , ∆̂†(τ) = e−

i
ℏ Ĥτ ∆̂†(0)e

i
ℏ Ĥτ (4.91)

Погодност у коришћењу израза типа (4.87) за сусцептибилност огледа се у могућности преласка
са средње вредности по ĤHK + Ĥpar на средњу вредност по ĤHK ≡ Ĥ(g = 0). У том смислу,
можемо разликовати тзв. укупну сусцептибилност (у ознаци χg) и чисту сусцептибилност (у
ознаци χ0, односно χg=0):

χg(τ1, τ2) = −iθ(τ1 − τ2)⟨T̂1,2∆̂(τ1)∆̂
†(τ2)⟩g, χ0(τ1, τ2) = −iθ(τ1 − τ2)⟨T̂1,2∆̂(τ1)∆̂

†(τ2)⟩0, (4.92)

при чему се може показати18 важење тзв. Даjсонове jеднакости [4]:

χg(E) =
χ0(E)

1− gχ0(E)
, (4.93)

где су

χg(E) =
1

Ω

∫ ∞

−∞
dτχg(τ)e

iEτ , χ0(E) =
1

Ω

∫ ∞

−∞
dτχ0(τ)e

iEτ (4.94)

временско-енергиjске Фуриjеове трансформациjе сусцептибилности у (4.92), где jе τ = τ1−τ2. На
основу тога, с обзиром да критичноj температури одговара тачка дивергенциjе сусцептибилности
χg, за налажење TC jе потребно поставити услов χ0 = 1/g, коjи следи из (4.93), што значи да jе
довољно одредити χ0, а коjе се иначе налази знатно лакше (у односу на χg) кад jе у питању ХК
модел.

Чиста сусцептибилност χ0(E), користећи изразе за операторе ∆̂ и ∆̂†, износи

χ0(E) =
1

Ω

∫ ∞

−∞
dτ⟨T̂ ∆̂(τ)∆̂†(0)⟩0 eiEτ =

1

Ω

∑
k,q

∫ ∞

−∞
dτ⟨T̂ ĉ−k↓(τ)ĉk↑(τ)ĉ

†
q↑ĉ

†
−q↓⟩0 e

iEτ . (4.95)

Искористимо ли сада чињеницу да кинетички и потенциjални део ХК хамилтониjана међусобно
комутираjу услед [n̂k1σ1 , n̂k2σ2 ] = 0, односно да се у систему одржава броj електрона у одређеном
k-стању и са одређеном ориjентациjом спина σ, уместо две суме у (4.95) ћемо посматрати само
jедну:

1

Ω

∑
k,q

∫ ∞

−∞
dτ⟨T̂ ĉ−k↓(τ)ĉk↑(τ)ĉ

†
q↑ĉ

†
−q↓⟩0 e

iEτ =
1

Ω

∑
k

∫ ∞

−∞
dτ⟨T̂ ĉ−k↓(τ)ĉk↑(τ)ĉ

†
k↑ĉ

†
−k↓⟩0 e

iEτ . (4.96)

Даље, коришћењем облика временске зависности оператора ∆̂ i ∆̂†, добиjамо

⟨T̂ ĉ−k↓(τ)ĉk↑(τ)ĉ
†
k↑ĉ

†
−k↓⟩0 = ⟨T̂ ĉ−k↓(τ)ĉ

†
−k↓ĉk↑(τ)ĉ

†
k↑⟩0 (4.97)

Затим, услед чињенице да се хамилтониjан ХК модела може записати као
∑

k ĤHK (у облику
суме по k-стањима), следи могућност факторизациjе средње вредности операторског производа,
за поjединачна k-стања, у последњем изразу:

⟨T̂ ĉ−k↓(τ)ĉ
†
−k↓ĉk↑(τ)ĉ

†
k↑⟩0 = ⟨T̂ ĉ−k↓(τ)ĉ

†
−k↓⟩0⟨T̂ ĉk↑(τ)ĉ

†
k↑⟩0 (4.98)

18Видети математички додатак у [4] за више детаља.
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Уколико искористимо дефинициjу оператора T̂ из (4.88), потребно jе поделити интервал интеграциjе
(−∞,+∞) на интервале (−∞, 0] и [0,+∞), што нам даjе:

⟨T̂ ĉ−k↓(τ)ĉ
†
−k↓⟩0⟨T̂ ĉk↑(τ)ĉ

†
k↑⟩0 =

{
⟨ĉ−k↓(τ)ĉ

†
−k↓⟩0⟨ĉk↑(τ)ĉ

†
k↑⟩0 zaτ > 0

⟨ĉ−k↓(τ)ĉ
†
−k↓⟩0⟨ĉk↑(τ)ĉ

†
k↑⟩0 заτ > 0

(4.99)

Средње вредности до коjих смо дошли одговараjу корелационим функциjама (ретардоване) Гринове
функциjе Gkσ(E) до коjе смо дошли у Глави 2. У енергетскоj (E) репрезентациjи, могу се добити
помоћу формуле [13]

⟨ĉ−k↓ĉ
†
−k↓⟩ = lim

ε→0+

G−k↓(E + iε)−G−k↓(E − iε)

eβE + 1

⟨ĉk↑ĉ†k↑⟩ = lim
ε→0+

Gk↑(E + iε)−Gk↑(E − iε)

eβE + 1

(4.100)

Узимаjући у обзир изразе (3.10-3.13), уврштавањем израза (4.100) у (4.95), добиjамо:

χ0(E) =
iℏ
2πΩ

∑
k

∫ ∞

0
eEτ

u∑
a,b=l

na−k↓n
b
k↑f(−ξak)f(−ξbk)e−τ(ξak+ξbk), (4.101)

где смо увели ознаке a, b за u, l, употребљене на одговараjући начин за сваки од чланова.
С обзиром да jе феномен суперпроводности карактеристичан за област ниских температура

(0− 100K), односно β → ∞, даљи поступак можемо олакшати, коришћењем следеће занимљиве
особине:

lim
β→∞

{
f(−ξak)f(−ξbk)

}
= 1− f(ξak)− f(ξbk), a, b ∈ {l, u}, (4.102)

у коjу се можемо уверити посматрањем израза f(−ξak)f(−ξbk) и 1 − f(ξak) − f(ξbk), расписивањем
израза за Ферми-Диракову функциjу расподеле [4].

Олакшање у даљем поступку се огледа у томе што ће се поништити чланови коjи садрже ξak и
ξbk за a ̸= b, а што се дешава због тога што су могуће енергиjе електрона, за дато k-стање jедино
ξlk = ξk i ξuk = ξk + U , тако да на датоj температури T = 1/β важи f(ξlk) = 1 − f(ξuk), односно
1− f(ξlk)− f(ξuk) = 0.

Ако се задржимо у области ниских температура, уврштавањем (4.102) у (4.101), за сусцептибилност
добиjамо

χ0(E) = − 1

Ω

∑
k

nl−k↓n
l
k↑

tanh
(
βξlk
2

)
2ξlk − E

− 1

Ω

∑
k

nu−k↓n
u
k↑

tanh
(
βξuk
2

)
2ξuk − E

. (4.103)

У наставку ћемо узети у обзир да се креирање електронских парова догађа на енергиjи E = 0
[4]. Затим, искористићемо прелазак са суме по k-стањима на интеграциjу по енергиjама, према
правилу

1

Ω

∑
k

F (k) →
∫ π

−π

dDk
(2π)D

F (k) →
∫
dEρ(E)F (E), (4.104)

при чему интервал интеграциjе по енергиjама E одговара опсегу енергиjа коjе одговараjу дозвољеним
електронским стањима у k-простору, а величина ρ(E) jе густина енергиjских стања електрона, за
коjу ћемо, као и у анализи геп jедначине, користити константну вредност ρ(0) = 2/W . Раниjе
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добиjен услов да се систем налази на критичноj температури TC сада гласи: χ0(0) = 1/g, одакле
добиjамо:

1 =
g

2

∫
ρ(0)NC(E)

tanh
(
βCE
2

)
E

dE , (4.105)

где jе βC = 1/TC , а NC(E) представља ефективну густину енергиjских стања, за коjу се може
показати да jе у општем случаjу дата изразом

NC(E) =
1

Ω

∑
k∈O0

δ
(
E − ξlk

)
+

1

Ω

∑
k∈O2

δ (E − ξuk) +
1

4
· 1
Ω

∑
k∈O1

{
δ
(
E − ξlk

)
+ δ (E − ξuk)

}
. (4.106)

Дакле, NC има скоро идентичан облик као N∆, са jедином разликом у фактору 1/4 коjи множи
суму у последњем члану, а коjег нема у изразу за N∆. Поређењем резултата (4.105) са резултатима
БЦС теориjе (Додатак С), jасно се уочава аналогиjа у облику jедначине енергетског гепа приликом
важења услова T = TC .

Оно што нам jедино преостаjе jесте да у (4.105) изразимо критичну температуру система.
Поступак спроводимо у пуноj аналогиjи са налажењем енергетског процепа (видети Одељак
4.3.2), при чему узимамо исте границе интеграциjе и поделу интервала на исте подинтервале.
Међутим, можемо видети да ће, од свих интеграла, опстати само они коjи се односе на области
O(0) и O(1), и то само они коjи се односе на интеграљење по енергиjама E ≥ 0.

Означимо интеграл у изразу (4.105) за I. Расписивањем овог интеграла по свим члановима
и узимањем смене x = βCE/2, следи

I =
1

W

∫ βC (W−U)

4

0

tanhx

x
dx+

1

4W

∫ βCU

2

0

tanhx

x
dx, (4.107)

У циљу краћег и прегледниjег записа, уведимо ознаке J1, J2 за сваки од чланова:

J1 =
1

W

∫ βC (W−U)

4

0

tanhx

x
dx, J2 =

1

4W

∫ βCU

2

0

tanhx

x
dx, (4.108)

чиjим интеграљењем добиjамо:

J1 =
1

W
ln

(
βC(W − U)

4

)
− 1

W
J , J2 =

1

4W
ln

(
βCU

2

)
− 1

4W
J , (4.109)

при чему смо са J означили тзв. Оjлер-Маскерониjев интеграл, са вредношћу

J = − ln

(
4

π

)
− γ, где jе γ ≈ 0.577, (4.110)

чиjе jе израчунавање детаљно описано у Прилогу С. Укупан интеграл I сада добиjа облик

I = J1 + J2 =
1

W
ln

(
βC(W − U)

4

)
+

1

4W
ln

(
βCU

2

)
+

5

4W
ln

(
4

π

)
+

5

4W
γ. (4.111)

Уврштавањем (4.111) у (4.105), добиjамо

1 =
g

W
ln

(
βC(W − U)

4

)
+

g

4W
ln

(
βCU

2

)
+

5g

4W
ln

(
4

π

)
+

5g

4W
γ. (4.112)
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Коначно, када у (4.112) изразимо критичну температуру TC , следи тражени израз:

Tc = 2
1
5
eγ

π
(W − U)

4
5U

1
5 e

− 4
5

W
g . (4.113)

Сада, када имамо изразе за19 ∆(0) и TC , одредимо однос 2∆(0)/TC и направимо поређење са
БЦС резултатом (видети (4.10)). Изрази добиjени за ХК систем, дакле, гласе:

∆(0) ∝ (W − U)
1
2U

1
2 e

−W
2g , TC ∝ (W − U)

4
5U

1
5 e

− 4
5

W
g , (4.114)

одакле за тражени однос следи:

2∆(0)/TC ∝
(

U

W − U

) 3
10

e
3W
10g . (4.115)

Поређењем са БЦС резултатом (2∆(0)/TC ≈ 3.52), jасно jе да се у случаjу jако корелисаног
система, односно након укључивања међуелектронске интеракциjе U , ситуациjа драстично мења.
Наиме, у лимесу малог параметра g, односно g → 0, однос 2∆(0)/TC дивергира, у поређењу са
БЦС резултатом коjи износи приближно 3.53.

Разлог оваквог понашања односа 2∆(0)/TC можемо пронаћи у изразу за ефективну густину
стања за критичну температуру, NC , коjа се у односу на ефективну густину стања коjу смо
користили у добиjању израза за енергетски процеп, N∆. Поређењем израза за NC i N∆:

NC =
1

Ω

∑
k∈O0

δ
(
E − ξlk

)
+

1

Ω

∑
k∈O2

δ (E − ξuk) +
1

4
· 1
Ω

∑
k∈O1

{
δ
(
E − ξlk

)
+ δ (E − ξuk)

}
(4.116a)

N∆ =
1

Ω

∑
k∈O0

δ
(
E − ξlk

)
+

1

Ω

∑
k∈O2

δ (E − ξuk) +
1

Ω

∑
k∈O1

{
δ
(
E − ξlk

)
+ δ (E − ξuk)

}
, (4.116b)

примећуjемо да испред трећег члана у NC стоjи фактор 1/4, док jе на истом месту у N∆, уместо
1/4, само 1.

Одавде можемо да донесемо следећи закључак: С обзиром да фактор 1/4 множи члан коjи
потиче од постоjања области O1 у k-простору, с обзиром да ова област постоjи управо због
интензивног одбиjања међу електронима, карактеристичног за jако корелисане системе, односно
због (довољно) велике вредности параметра U , закључуjемо да jе присуство (jаких) корелациjа,
односно интеракциjе међу електронима, последица специфичности суперпроводне фазе.

Дакле, показали смо да се феномен високотемпературске суперпроводности у купратним
суперпроводницима може обjаснити као последица (снажних) корелациjа коjе у систему постоjе
услед интензивног одбиjања међу електронима.

Погледаjмо, за краj, како би изгледали оператори аналогни онима коjи су коришћени приликом
спровођења u− v трансформациjе [8].

4.3.4 Ексцитациони спектар ХК модела суперпроводника
На основу чињенице да, у присуству одбоjне међуелектронске интеракциjе долази до одбиjања

међу електронима и да се, као последица тога, валентна енергиjска зона цепа на две "под-траке",
при чему постоjи могућност да се два електрона нађу у jедном истом k-стању, да у k-стању

19С обзиром да смо у извођењу израза за ∆ користили ∆ ≪ W,U , можемо узети да добиjени резултат
важи и на температури апсолутне нуле, односно ∆(0).
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буде само jедан електрон (са одређеном ориjентациjом спина), или да стање буде непопуњено,
можемо да закључимо да jе природа електронских ексцитациjа сложениjа у односу на елементарне
ексцитациjе коjе се могу описати помоћу Ферми-оператора, ĉ†kσ и ĉkσ [4].

Наиме, с обзиром на резултате добиjене за енергиjски спектар ХК модела, можемо да закључимо
да би се, у овом случаjу, ексцитациjе електрона у систему креирале под деjством следећих
оператора:

ζ̂†kσ = ĉ†kσ
(
1̂− n̂k,−σ

)
, η̂†kσ = ĉ†kσn̂k,−σ, (4.117)

док би деловање оператора

ζ̂kσ = ĉkσ
(
1̂− n̂k,−σ

)
, η̂kσ = ĉkσn̂k,−σ (4.118)

довело до њиховог анихилирања. Показуjе се, међутим, као што смо на краjу претходног Одељка
нагласили, да jе jединствену енергиjу ексцитациjа могуће добити формулисањем линеарне комбинациjе
креационих и анихилационих оператора, сличну оноj коjа се користи у БЦС теориjи [8]. За
разлику од БЦС теориjе, с обзиром да се ексцитациjе у систему врше под деjством оператора

(4.117) и (4.118), нове операторе (у ознаци
(
γ̂
l/u
kσ

)†
, односно γ̂l/ukσ ) на следећи начин [4]:

(
γ̂lkσ

)†
=

√
2xkζ̂

†
kσ − σ(±)zkζ̂−k,−σ (γ̂ukσ)

† = zkη̂
†
kσ − σ(±)

√
2ykη̂−k,−σ

γ̂lkσ =
√
2xkζ̂kσ − σ(±)zkζ̂

†
−k,−σ γ̂ukσ = zkη̂kσ − σ(±)

√
2ykη̂

†
−k,−σ,

(4.119)

где jе σ(±) фактор знака коjи узима вредност 1 у случаjу σ =↑, а вредност −1 када jе σ =↓.
Директним деловањем оператора (4.119) на основно стање ХК модела, |Ψ⟩, дефинисано у

Одељку 4.3.2, директно се показуjе да важи [4]:

γ̂
l/u
kσ |Ψ⟩ = 0 (4.120a)

E
l/u
k ∝ ⟨Ψ|γ̂l/ukσ Ĥ

(
γ̂
l/u
kσ

)†
|Ψ⟩ − ⟨Ψ|Ĥ|Ψ⟩, (4.120b)

где jе Ĥ = ĤHK + Ĥpar. У добиjању израза (4.120) смо искористили апроксимациjу g ≪ W,U .

Величине El/u
k =

√(
ξ
l/u
k

)2
+∆2 (уведене у Одељку 4.3.2), где смо означили ξlk = ξ(k) = εk − µ,

док jе ξuk = ξ(k) + U = εk − µ+ U , одговараjу, дакле, ексцитационим енергиjама ХК модела.
На оваj начин смо се, дакле, уверили да између суперпроводника jако корелисаног система и

конвенционалног, БЦС суперпроводника, заиста постоjи jасна аналогиjа. Специфичност суперпроводне
фазе ХК модела се огледа у присуству jаких корелациjа услед коjих се, дакле, ексцитациони
спектар састоjи из две енергиjске "гране", у коjима се ексцитациjе одвиjаjу независно jедна у
односу на другу [4].



Закључак

Као што смо видели, избором ефикасног теориjског модела, испитали смо систем jако корелисаних
електрона. Другим речима, показали смо да jе могуће приступити и, на краjње jедноставан начин
испитати систем у ком постоjи снажна интеракциjа међу електронима и на таj начин обjаснити
поjедине физичке поjаве, карактеристичне за овакве системе - фазни прелаз из металног у
(Мотово) изолаторско стање и фазни прелаз из металног у специфично суперпроводно стање.

Наиме, у Глави 1 смо анализу започели увођењем Хабардовог модела, при чему смо jасно
обjаснили порекло сваког од чланова. Наиме, као што смо видели, у питању jе теориjски модел
коjи на jедноставан начин описуjе чврсто тело са кристалном структуром, при чему су урачунати
процеси тунелирања електрона између атома решетке и међуелектронска интеракциjа. Показали
смо да, без обзира да ли теориjску анализу спроводимо у директном (координатном, r), или
реципрочном (импулсном, k) простору, увек jе jедан од чланова недиjагоналан, што нам jе
управо отежавало даљи поступак. У то смо се нарочито уверили приликом спровођења методе
Гринових функциjа (ГФ) на Хабардовом моделу, с обзиром да jе било неопходно увести одређене
апроксимациjе како би поступак био спроведен до краjа. Међутим, апроксимациjа коjу смо
искористили, иако прилично jедноставна, ниjе нам много олакшала рачунски поступак. Поред
тога, добиjени резултат jе важио само за температуру апсолутне нуле (T = 0K), док на коначним
температурама (када електрони достижу енергиjе изнад Фермиjевог нивоа) до изолаторског
стања не долази.

У Глави 2, са циљем поjедностављивања поступка и могућности анализе фазног прелаза
метал-Мотов изолатор на коначним температурама (с обзиром да многи експериментални резултати
то потврђуjу), извршена jе модификациjа интеракционог члана у Хабардовом моделу и тако
формулисан Хацугаи-Кохмотов (ХК) модел. Оваj модел се показао много погодниjим, jедноставниjим
за анализу (у односу на Хабардов модел), као и веродостоjним, с обзиром на аналогиjу у добиjеним
резултатима теориjске анализе. Претпоставке коjе смо искористили у представљању модела
су, наиме, бесконачно велик домет интеракцjе, односно интеракциjа чиjа jачина не слаби са
порастом електронског међурастоjања (интеракциjа типа 1/rα), за α → 0, где jе r растоjање
између интерагуjућих електрона. Добиjени резултати о енергиjскоj структури и могућност спровођења
анализе на коначним температурама, иако другачиjе у односу на Хабардов модел, довело нас jе до
обjашњења поjаве фазног прелаза из проводног стања у изолаторско стање Мотовог изолатора.

Затим, у Глави 3 смо анализу посветили испитивањем термодинамичких величина, чиjе се
добиjање показало могућим уколико се, при томе, пође од ХК модела. Термодинамичке величине
коjе смо испитали су, дакле: хемиjски потенциjал, (унутрашња) енергиjа система (обрачуната по
чвору решетке), топлотни капацитет (такође по чвору решетке), ентропиjа система по атому
(чвору) решетке, као и степен двоструке попуњености стања у k-простору. Резултати коjе смо
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добили, коришћењем нумеричке интеграциjе командом NIntegrate у програму Wolfram Mathemat-
ica 8, као што смо видели, у сагласности су са очекивањима, у шта смо се и уверили, дискутовањем
добиjених графичких приказа, за сваку од наведених физичких величина.

Коначно, у Глави 4 смо показали како се ХК модел, као типичан модел за анализу Мотовог
изолатора, може применити у теориjскоj анализи високотемпературских суперпроводника, тако
што смо искористили експерименталну чињеницу да се до специфичне суперпроводности може
доћи уколико се над системом коjи испољава Мотову изолаторску фазу спроведе поступак допирања,
односно мењања концентрациjе електрона, а што jе познато да се ради заменом одређених хемиjских
елемената другим, коjи се од полазног разликуjе по валентности. Међутим, као што смо видели,
додатна погодност ХК модела се огледала у чињеници да jе могуће да, уместо промене концентрациjе
електрона, само променимо вредност параметра међуелектронске интеракциjе U , услед чега jе
рачун значаjно поjедностављен, због специфичне зависности хемиjског потенциjала, коjи се са
температуром не мења уколико важи Ne = N , односно ρ = 1. Резултати коjе смо добили показали
су очигледну аналогиjу са резултатима коjе добиjамо анализом суперпроводника у БЦС теориjи.
Резултати коjе смо добили су: енергиjа (везаног) стања електронског пара, геп jедначина, затим
полазна jедначина у одређивању критичне температуре, као и ексцитациона енергиjа. На основу
добиjених резултата, могли смо да закључимо да специфичности суперпроводне фазе потичу од
присуства (jаких) међуелектронских корелациjа, односно одбоjне интеракциjе коjа постоjи међу
електронима.

Дакле, можемо да закључимо да урачунавање ове jаке корелисаности међу електронима може
да нам послужи у анализи оваквих ефеката. Наиме, постоjање стања Мотовог изолатора ниjе
било могуће разjаснити у оквиру (стандардне) зонске теориjе. Такође, феномен високотемпературске
суперпроводности ниjе било могуће обjаснити у оквирима БЦС теориjе. Према томе, урачунавањем
међуелектронских корелациjа, уз помоћ ХК модела, решена су оба проблема у кондензованим
системима ове врсте.



Додатак A

Брилуенова зона и прелазак са суме на
интеграл

Кристална решетка представља систем у ком су атоми/молекули правилно геометриjски
распоређени у простору, односно налазе се у чворовима решетке (одређени векторима положаjа

r), на тачно одређеном међусобном растоjању (означеном са aα дуж правца α, где jе
α = 1, 2, ..., D, где jе D димензионалност решетке). Jедноставности ради, посматраjмо jедан

атом по чвору (видети Сл. 20 за пример jеднодимензионалне решетке (низа)).

Сл. 20: Положаjи атома у чворовима решетке, распоређених у низ (D = 1)

Ова периодичност се, пре свега, огледа у потенциjалу решетке (у ознаци V (r)) (Глава 1), што
записуjемо на следећи начин:

V (r + R) = V (r), (A.1)

где смо са R означили вектор положаjа jедног чвора у односу на други (као на слици изнад),
дефинисан са

R =

D∑
α=1

nαaα = n1a1 + n2a2 + ...+ nDaD, (A.2)

где су aα, α = 1, 2, ..., D основни вектори транслациjе решетке, а nα ∈ Z.
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Вектор положаjа r у (A.1) чак не мора ни да се односи на сам чвор, већ може да представља
произвољну тачку у простору, с обзиром да периодичност потенциjала "ствара услове" за постоjање
периодичности у читавом простору решетке. Можемо показати да се периодичност решетке
огледа и у реципрочном (k) простору, коришћењем Фуриjеове трансформациjе [2]:

V (r) =
∑
k

VK e
iK·r. (A.3)

Наиме, на основу (A.1), следи:

V (r + R) =
∑
K

VK e
iK·(r+R) =

∑
K

VK e
iK·reiK·R =

∑
K

VK e
iK·r = V (r), (A.4)

тако да за таласне векторе K, по коjима се врши развоj у (A.3), мора важити:

eiK·R = 1. (A.5)

Даље, може се показати да и своjствене функциjе Ψk(r) хамилтониjана произвољног k стања
електрона, Ĥk, важи тзв. Блохова теорема, према коjоj се Ψk(r) могу написати у форми
производа функциjе равног таласа и функциjе периодичне по R [1]:

Ψk(r) = u(r)eik·r, где jе u(r + R) = u(r), (A.6)

за коjу се периодичност у (директном) простору обезбеђуjе постављањем тзв. Борн-Карманових
граничних услова [1, 10]:

Ψk(r +Nαaα) = u(r +Nαaα)e
iK·r eiK·R = Ψk(r)eiNαk·aα = Ψk(k). (A.7)

Да би ово важило, очигледно, мора важити exp (iNαk · aα) = 1. Таласни вектори за коjе ово
важи одговараjу векторима положаjа чворова реципрочне решетке.

Затим, ако бисмо посматрали своjствене енергиjе E(k) i E(k+K), при чему за K важи (A.5),
а за k Борн-Карманов гранични услов, добили бисмо:

ĤkΨk = EkΨk i Ĥk+KΨk+K = Ek+KΨk+K = Ek+KΨk, (A.8)

односно

Ĥk+KΨk = Ek+KΨk, (A.9)

одакле можемо да закључимо да су енергетска стања Ek i Ek+K еквивалентна (енеригjи Ek
jеднозначно одговара енергиjа Ek+K) [1].

Другим речима, периодичност решетке огледа се и у периодичности (измерених) електронских
енергиjа, односно Ek = Ek+K. Подручjе енергиjа, односно k-простора, изван коjег се енергиjе
понављаjу, назива се (првом) Брилуеновом зоном.

Да бисмо дошли до правила за прелазак са суме на интеграл у k-простору, прво морамо да
дефинишемо елемент запремине овог простора. Како бисмо то урадили, прво ћемо да изразимо
произвољни k-вектор, аналоган вектору положаjа r у директном простору.

Произвољни таласни вектор (k-вектор) уD-димензионом реципрочном простору дат jе изразом

k =
D∑

a=1

mα

Nα
bα, (A.10)
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где су bα основни вектори транслациjе у реципрочном простору, mα ∈ Z, а Nα jе броj чворова у
решетки дуж правца α, односно N =

∏D
α=1Nα.

Сада можемо да дефинишемо елемент запремине k-простора. Наиме, оваj елемент запремине
(означимо га са δDk) jе одређен векторима

k(0)
α =

1

Nα
bα. (A.11)

На пример, у три димензиjе (D = 3), елемент запремине k-простора износи

δ3k =
1

N1
b1 ·

(
1

N2
b2 ×

1

N3
b3

)
=

1

N
b1 · (b2 × b3) . (A.12)

Мешовити производ у (A.12) броjно jе jеднак запремини елементарне ћелиjе k-простора (у ознаци
v∗), коjа jе са запремином елементарне ћелиjе директног простора v = V/N (V - запремина
кристала (читавог директног простора)) повезана формулом [1] v∗ = (2π)3/v = N(2π)3/V , одакле
се добиjа

δ3k =
(2π)3

V
. (A.13)

За произвољну димензиjу, оваj израз има облик

δDk =
(2π)D

Ω
, (A.14)

где jе Ω ≡ VD запремина D-димензионалне решетке. Користећи (A.13), односно (A.14), можемо
доћи до траженог правила преласка са суме на интеграл.

Урадићемо то на следећи начин. Посматраjмо произвољну функциjу таласног вектора (означићемо
jе са f(k)) и просумираjмо jе по свим таласним векторима, односно

∑
k f(k). Уколико бисмо

функциjу f(k) помножили и поделили елементом запремине датом у (A.14), имали бисмо

∑
k

f(k)
δDk
δDk

=
Ω

(2π)D

∑
k

δDkf(k) (A.15)

У лимесу бесконачно малог елемента запремине, δDk → 0, елемент запремине означавамо са dDk,
тако да имамо:

lim
δDk→0

∑
k

f(k) → Ω

∫
dDk
(2π)D

f(k), (A.16)

што уjедно представља и правило преласка са суме на интеграл, коришћено у овом раду.



Додатак B

Основне особине суперпроводника у
БЦС теориjи

Овде ћемо, на jедном месту, изложити поступак извођења формула за неке важне величине
коjима jе окарактерисан систем конвенционалног суперпроводника, односно суперпроводника описаног
БЦС теориjом. Као што jе у Глави 4 речено, ови су нам резултати неопходни ради упоређивања
са резултатима ХК модела ВТС (високотемпературског суперпроводника). У Глави 4, изнети су
краjњи резултати, чиjе ће детаљно извођење овде бити дато.

Ови резултати обухватаjу (као што смо видели у Глави 4): енергиjу jедног Куперовог пара,
функциjу основног стања, jедначину енергиjског процепа и универзални БЦС однос 2∆(T =
0)/TC . Размотримо резултате наведеним редом.

B.1 Енергиjа везе Куперовог пара

Да би постоjао Куперов пар, потребна су два електрона. Посматраjмо, дакле, систем два
интерагуjућа електрона, са енергиjама блиским Фермиjевоj (у ознациEF ). Полазимо од Шредингерове
jедначине [8, 13]:[

− ℏ2

2m

∂2

∂r21
+− ℏ2

2m

∂2

∂r22
+ V (r1 − r2)

]
Ψ(r1, r2) = (E − 2EF )Ψ(r1, r2), (B.1)

где jе m = me (маса jедног електрона), а E система два електрона1.
Овде нам jе циљ да добиjемо управо вредност енергиjе E и покажемо да важи E < 0. Као

први корак, уводимо нове променљиве [8]:

R =
r1 + r2

2
, r = r1 − r2. (B.2)

Дакле, jасно jе да вектор R представља центар масе система ова два електрона, а r одређуjе њихов
релативни (међусобни) положаj. Коришћењем (B.2) у изразу (B.1), за Шредингерову jедначину

1Сваки од електрона има "своjу" енергиjу, при чему енергиjе посматрамо у односу на Фермиjев ниво
(EF ). Енергиjу првог електрона можемо записати као E1 −EF , а другог E2 −EF , с обзиром да Фермиjев
ниво зависи само од температуре, на коjоj се цео систем налази, тако да има исту вредност (EF ) за оба
електрона. Укупна енергиjа овог система jе, дакле: E1 + E2 − 2EF ≡ E − 2EF .

76
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добиjамо облик: [
− ℏ2

2m∗
∂2

∂R2 +− ℏ2

2µ

∂2

∂r2
+ V (r)

]
Ψ(R, r) = (E − 2EF )Ψ(R, r), (B.3)

где jе m∗ = 2m (укупна маса система два електрона), а µ = m/2 редукована маса овог система.
Израз (B.3) се може додатно упростити. Наиме, с обзиром да потенциjал међуелектронске

интеракциjе V (r) не зависи од координате центра масе R2, таласну функциjу Ψ(R, r) пишемо у
облику [8]:

Ψ(R, r) = ψ(r)eiK·R, (B.4)

где jе K вектор положаjа центра масе у реципрочном простору (K = −iℏ∇R)3. Сада Шредингерова
jедначина постаjе: [

− ℏ2

2µ

∂2

∂r2
+ V (r)

]
ψ(r) =

(
E − 2EF − ℏ2K2

2m∗

)
ψ(r), (B.5)

где jе K ≡ |K|. Уведимо сада Фуриjеову трансформациjу (Фуриjе-лик) функциjе ψ(r):

ψ(r) =
∑
k

ψ(k)eik·r (B.6)

Уврстимо сада (B.6) у (B.5), затим помножимо целу jедначину са e−ik,·r и проинтегралимо по r.
Као резултат добиjамо: ∑

k,

V (k − k,)ψ(k,) =

(
E − 2EF − ℏ2k2

m

)
, (B.7)

при чему смо искористили интегралну репрезентациjу Диракове делта-функциjе:

δ(k) =
1

Ω

∫
eik·rd3r, (B.8)

где jе Ω запремина кристала, као и увођење матричног елемента за интеракциjу:

V (k − k,) =
1

Ω

∫
V (r)ei(k−k,)·rd3r. (B.9)

Даље, узимамо да интеракциjа V постоjи само у близину Фермиjевог нивоа, у интервалу коjи
одговара опсегу енергиjа фонона [−ℏωD, ℏωD]

4, а да jе изван тог интервала jеднака нули. Такође,
с обзиром на претходно речено, поставићемо услов да jе интеракциjа V привлачна. Дакле:

V (k − k,) =

{
−W

Ω , za − ℏωD ≤ ℏ2k2
2m ≤ ℏωD

0, inače,
(B.10)

2Оваj потенциjал зависи само од међусобног растоjања интерагуjућих честица (електрона).
3Овде jе искоришћена нотациjа за тзв. набла оператор, односно оператор парциjалног извода: ∇R ≡

∂/∂R.
4Са ωD jе означена тзв. Дебаjева фреквенциjа, коjа одговара максималноj енергиjи осциловања

кристалне решетке, односно фонона [8, 12]. Оваj интервал jе одабран на основу претходно изложене
приче о електрон-фонон интеракциjи.
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где jе W > 0, тако да jе V < 0, односно интеракциjа између електрона jе привлачна. Коришћењем
(B.10) и његовим уврштавањем у (B.6), добиjамо:

1 = −W
Ω

∑
k

1

E − 2EF − 2ℏ2k2
2m

. (B.11)

Показуjе се погодниjим да се ради у енергетскоj репрезентациjи, тако да ћемо да пређемо са суме
по k на интеграл, па затим са k (таласног вектора) на E (енергиjу). Дакле, наjпре искористимо
раниjе наведено правило преласка са суме на интеграл

1

Ω

∑
k

φ(k) → 1

(2π)3

∫
d3kφ(k), (B.12)

где jе φ(k) произвољна функциjа таласног вектора. Тако добиjамо:

1 = − W

(2π)3

∫ kD

−kD

d3k
1

E − 2EF − 2ℏ2k2
2m

(B.13)

С обзиром да jе реч о вектору у тродимензионалном простору5, проблем даље решавамо преласком
у сферни координатни систем, односно коришћењем сферних координата:

k ≡ |k| ∈ [0,∞), θ ∈ [0, π), φ ∈ [0, 2π). (B.14)

На таj начин, интеграл у изразу (B.13) сводимо на

1 = −W 4π

(2π)3

∫ kD

−kD

dk k2
1

E − 2EF − 2ℏ2k2
2m

(B.15)

Сада, искористимо релациjу између кинетичке енергиjе слободног електрона у односу на Фермиjев
ниво (означимо jе са ε(k)) и њоj одговараjућег таласног вектора:

ε(k) ≡ ε =
ℏ2

2m
k2 − EF → k =

1

ℏ
√

2m(E + EF ) (B.16)

Када искористимо (B.16) као смену за интеграл у (B.15), добиjамо:

1 =
2πW

(2π)3
(2m)

3
2

ℏ3

∫ ℏωD

0

√
ε+ EF

dε

2ε− E
. (B.17)

Затим, користећи правило за изражавање интеграла помоћу густине енергиjских стања [1,8]:

2πW

(2π)3
(2m)

3
2

ℏ3

∫ ℏωD

−ℏωD

√
ε+ EF

dε

2ε− E
≡ 2W

∫ ℏωD

0
N(ε)

dε

2ε− E
, (B.18)

где смо такође искористили формулу за густину енергиjских стања, посматрану од Фермиjевог
нивоа (EF ) [8]:

N(ε) =
2π

(2π)3

(
2m

ℏ2

) 3
2√

ε+ EF . (B.19)

5Димензионалност реципрочног простора jеднака jе димензионалности директног простора D [1].
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Даље, с обзиром да се интеграциjа врши у танком енергетском слоjу |ε| ≪ ωD
6, тако да ћемо

апроксимирати: N(ε) ≈ N(0) ≡ const. Другим речима, густина стања се узима за константу,
jеднаку густини стања на Фермиjевом нивоу.

Решавањем интеграла у (B.18), узимаjући, наравно, N(0) ̸= N(ε), за енергиjу система електрона
E добиjамо:

E = −2ℏωD
1

e
1

WN(0) − 1
. (B.20)

Уколико бисмо узели да jе параметар интеракциjе (W ) мали, односно N(0)W ≪ 1, jединица
уз експоненциjалну функциjу у (B.20), одакле се добиjа нешто jедноставниjи израз за енергиjу
система спарених електрона:

E = −2ℏωDe
− 1

WN(0) . (B.21)

С обиром да jе експоненциjална функциjа у овом изразу увек позитивна, као и ℏωD > 0, добиjамо
да за енергиjу пара електрона важи E < 0. Дакле, уочавамо да постоjи везано стање [8,13].

Резултат за енеригjу (B.21) ћемо користити када будемо поредили резултате поступка спроведеног
за систем описан ХК хамилтониjаном. Наиме, видећемо да се jављаjу некакве специфичности у
односу на резултате коjи важе за нискотемпературске суперпроводнике [8, 13].

B.2 Функциjа основног стања БЦС суперпроводника
У БЦС теориjи суперпроводника, као што jе речено, суперпроводна фаза се третира као

стање у ком постоjе формирани Куперови парови. Њих, као што jе претходно обjашњено,
чине електрони (по два електрона супротног спина у сваком Куперовом пару) коjи се крећу
кроз решетку уз занемарљиво малу отпорност [6, 8]. Дакле, ови електрони поседуjу кинетичку
енергиjу, као и енергиjу на рачун спаривања (енергиjа дата изразом (B.21), коjу поседуjе jедан
такав пар), коjа снижава енргиjу основног стања. Хамилтониjан укупне енергиjе суперпроводника
према БЦС теориjи (у ознаци ĤBCS) има, дакле, облик [8]:

ĤBCS =
∑
k,σ

ξ(k)ĉ†kσ ĉkσ +
1

Ω

∑
k,p

V (k,p)ĉ†k↑ĉ
†
−k↓ĉ−p↓ĉp↑, (B.22)

где можемо искористити оператор креациjе и оператор анихилациjе електронског пара (Глава
4):

∆̂† =
∑
k

ĉ†k↑ĉ
†
−k↓, ∆̂ =

∑
k

ĉ−k↓ĉk↑, (B.23)

респективно. БЦС хамилтониjан, као што видимо из (B.22), не урачунава међуелектронску
интеракциjу. Дакле, чланови коjи фигуришу у ĤBCS описуjу Куперове парове електрона коjи се
крећу кроз кристалну решетку.

Да бисмо дошли до израза за функциjу основног стања, увешћемо нове операторе, поступком
познатим као u-v (Богољувовљева) трансформациjа [8].

Такође, показуjе се да jе, наjпре, корисно применити тзв. апроксимациjу средњег поља (MFA)7

на члан спаривања (други члан у (B.22)). Ова се апроксимациjа спроводи на следећи начин.

6Све време разматрамо случаj ниских температура, на коjима су jони решетке веома слабо побуђени,
тако да енергиjе коjе достижу нису велике. Самим тим, ни максимална достигнута енергиjа ℏωD такође
ниjе велика.

7Ова скраћеница потиче од назиа Mean field approximation [8].



B.2. ФУНКЦИJА ОСНОВНОГ СТАЊА БЦС СУПЕРПРОВОДНИКА 80

Посматраjмо последњи члан у ĤBCS и означимо га скраћено као Ĥpar. Апроксимациjа средњег
поља, примењена на операторски део овог члана гласи [8]:

ĉ†k↑ĉ
†
−k↓ĉ−p↓ĉp↑ → ⟨ĉ†k↑ĉ

†
−k↓⟩ĉ−p↓ĉp↑ + ĉ†k↑ĉ

†
−k↓⟨ĉ−p↓ĉp↑⟩ − ⟨ĉ†k↑ĉ

†
−k↓⟩⟨ĉ−p↓ĉp↑⟩ (B.24)

Дакле, ова апроксимациjа нас доводи до разматрања проблема у виду "поjединачног" деjства
компонената (чланова суме) оператора ∆̂† и ∆̂. Овде ћемо увести jош jедну ознаку 8:

∆k = − 1

Ω

∑
p
V (k,p)⟨ĉ−p↓ĉp↑⟩, ∆∗

k = − 1

Ω

∑
p
V (k,p)⟨ĉ†p↑ĉ

†
−p↓⟩ (B.25)

пре свега у циљу краћег записа, али ће нам физички смисао ове величине касниjе постати jасниjи.
Наиме, видећемо да се ради о енергетском процепу у спектру. Коришћењем (B.24) и (B.25),
хамилтониjан (B.22) (у MFA) постаjе:

ĤBCS =
∑
k

ξ(k)ĉ†kσ ĉkσ −
∑
k

(
∆kĉ

†
k↑ĉ

†
−k↓ +∆∗

kĉ−k↓ĉ
†
k↑

)
+
∑
k

∆k⟨ĉ†k↑ĉ
†
−k↓⟩ (B.26)

Сада прелазимо на Богољубовљеву трансформациjу. Наиме, за почетак уводимо "нове" операторе
(у ознаци Ĉ†

kσ и Ĉkσ) помоћу "старих" Ферми-оператора:

ĉkσ = u∗kĈkσ + vkĈ
†
−k,−σ, ĉ†−kσ = ukĈ

†
−kσ − v∗kĈk,−σ, (B.27)

при чему за величине uk i uk važi u−k = uk и v−k = vk. Дакле, ове величине су парне по k.
Даље, с обзиром да су оператори Ĉ†

kσ и Ĉkσ Ферми-оператори, захтеваћемо да за нове операторе
важе антикомутационе релациjе истог облика:[

Ĉkσ1 , Ĉ
†
pσ2

]
+
= δk,pδσ1,σ2 Î , (B.28)

где jе Î jединични оператор. Користећи оваj услов, на основу (B.27) и (B.28) долазимо до релациjе
коjу uk и vk функциjе мораjу задовољавати:

|uk|2 + |vk|2 = 1, (B.29)

што ћемо касниjе и искористити. Како ће нам трансформациjа (B.27) помоћи да добиjемо
функциjу основног стања? Дакле, користећи ова правила, изразимо наjпре нове операторе, Ĉkσ
i Ĉ†

kσ, преко старих, ĉkσ i ĉ†kσ:

Ĉk↑ = ukĉk↑ − vkĉ
†
−k↓, Ĉ†

−k↓ = u∗kĉ
†
−k↓ + v∗kĉk↑. (B.30)

Оператор Ĉk↑, дакле, анихилира електрон са спином ↑ у стању k, а креира електрон са спином
↓ са импулсом -k (супротног смера у односу на k). На таj начин, можемо рећи да jе дошло до
стварања сложене квазичестице, познате као Богољубон [8]. Означимо са N̂kσ оператор броjа
ових (квази)честица Ĉ†

kσĈkσ, а са Nkσ своjствену вредност оператора N̂kσ. Основно БЦС стање
одговара случаjу Nkσ = 0, односно Ĉkσ|ΨBCS⟩ = 0, у шта се можемо уверити диjагонализациjом
хамилтониjана ĤBCS , чиме се за енеригjу система добиjа

E = E0 +
∑
k,σ

EkĈ
†
kσĈkσ = E0 +

∑
k,σ

EkN̂kσ, (B.31)

8Подразумева да jе интеракциjа V = V (k,p) реална, односно да важи V ∗ = V .
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где jе E0 енергиjа основног стања, док преостали члан представља енергиjу ексцитациjе (E ≥
E0), где jе Ek =

√
ξ2(k) + |∆|2 (са предзнаком "+") (енергиjа Богољубона у k-стању). Основно

стање, дакле, заиста одговара стању у ком Богољубони одсуствуjу, односно Nkσ = 0, за свако k
(−π ≤ ka ≤ π) и σ ∈ {↑, ↓}.

На основу реченог, деловање оператора Ĉk↑ у (B.30) на БЦС стање даjе

ukĉk↑|ΨBCS⟩ = vkĉ
†
−k↓|ΨBCS⟩. (B.32)

Запишимо функциjу |ΨBCS⟩ као произвољну комбинациjу оператора9 ĉ†k↑ĉ
†
−k↓. Као погодан облик

за то, показуjе се експонециjална функциjа:

|ΨBCS⟩ = A
∏
k

eαkĉ
†
k↑ĉ

†
−k↓ |0⟩, (B.33)

где jе A ∈ C нормализациона константа, а αk ∈ C коефинциjент чиjи се конкретан облик налази
постављем услова да функциjа стања |ΨBCS⟩ буде нормирана [10,19], односно ⟨ΨBCS |ΨBCS⟩ = 1.
Облик (B.33) jе оправдано користити, самим тим што непопуњено (вакуумско) стање |0⟩ треба
да важи у одсуству електронског (Куперовог) пара, а то управо задовољава експоненциjална
експоненциjална функциjа, с обзиром да jе e0̂|0⟩ = 1̂|0⟩ = |0⟩, где jе 0̂ тзв. нула оператор. С
обзиром на важење Паулиjевог принципа, изрази облика (ĉ†k↑ĉ

†
−k↓)

m, заm > 1 мораjу одсуствовати.
На основу тога, развоjем експоненциjалне функциjе у (B.33) у ред, опстаjу само чланови за коjе
jе m = 0 и m = 1:

|ΨBCS⟩ = A
∏
k

∞∑
m=0

(
αkĉ

†
k↑ĉ

†
−k↓

)m
m!

|0⟩ = A
∏
k

(
1̂ + αkĉ

†
k↑ĉ

†
−k↓

)
|0⟩. (B.34)

Преостаjе нам, дакле, да пронађемо конкретне изразе за αk и A.
Да бисмо пронашли израз за αk, увешћемо наjпре сраћену ознаку θk ≡ αkĉ

†
k↑ĉ

†
−k↓. Директно

се показуjе да важи:

ĉk↑θk|0⟩ = αkĉ
†
−k↓|0⟩, ĉk↑θ

2
k|0⟩ = 2θkαkĉ

†
−k↓|0⟩, ... , ĉk↑θ

m
k |0⟩ = mθm−1

k αkĉ
†
−k↓|0⟩, (B.35)

што нас даље води на

ĉk↑

(
eαkĉ

†
k↑ĉ

†
−k↓ |0⟩

)
= αkĉ

†
−k↓

(
eαkĉ

†
k↑ĉ

†
−k↓ |0⟩

)
. (B.36)

Поређењем са (B.32), видимо да важи:

αk =
vk
uk
, (B.37)

тако да израз (B.34) постаjе

|ΨBCS⟩ = A
∏
k

(
1̂ +

vk
uk
ĉ†k↑ĉ

†
−k↓

)
|0⟩. (B.38)

Затим, услов нормализациjе ⟨ΨBCS |ΨBCS⟩ = 1 нас води на услов за A:

A = uk ≡ A(k), (B.39)

9У питању jе оператора коjи креира пар.
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одакле се коначно добиjа израз за функциjу основног стања БЦС суперпроводника:

|ΨBCS⟩ =
∏
k

(
uk + vkĉ

†
k↑ĉ

†
−k↓

)
|0⟩, (B.40)

при чему смо скраћено означили uk ≡ uk1̂.
Следеће што нас занима jе jедначина коjа се односи управо на наведени енергетски процеп у

спектру ексцитациjа БЦС хамилтониjана, као и израчунавање одговараjуће критичне температуре.

B.3 Геп jедначина и критична температура у БЦС теориjи
Посматрамо израз (B.25), помоћу кога jе уведен енергетски процеп ∆k:

∆k = − 1

Ω

∑
p
V (k,p)⟨ĉ−p↓ĉp↑⟩. (B.41)

Ако бисмо искористили изразе за операторе Ĉ†
kσ и Ĉkσ, представљене у (B.27), за ∆k добиjамо:

∆k = − 1

Ω

∑
p
V (k,p)u∗pvp

(
1− ⟨Ĉ†

−p↓Ĉ−p↓⟩ − ⟨Ĉ†
p↑Ĉp↑⟩

)
, (B.42)

при чему смо искључили све оне доприносе коjи су недиjагонални по Ĉ†
kσ и Ĉkσ, с обзиром на

претходно урађени процес диjагонализациjе БЦС хамилтониjана.
Даље, jасно jе да средње вредности оператора у (B.42) одговараjу Фермиjевим функциjама

расподеле по енергиjама (на температури T ):

⟨Ĉ†
k↑Ĉk↑⟩ = ⟨Ĉ†

−k↓Ĉ−k↓⟩ =
1

eβEk + 1
, za Ek =

√
ξ2(k) + |∆k|2, (B.43)

где jе β = 1/T . На основу тога, израз у загради у (B.42) постаjе:

1− ⟨Ĉ†
−p↓Ĉ−p↓⟩ − ⟨Ĉ†

p↑Ĉp↑⟩ = 1− 2

eβEp + 1
=
eβEp − 1

eβEp + 1
=

sinh
(
βEp
2

)
cosh

(
βEp
2

) = tanh

(
βEp

2

)
. (B.44)

Такође, користећи горње резултате за производ u∗kvk налазимо:

u∗pvp = |up|2
vp
up

=
∆p

2
√
ξ2(p) + |∆p|2

(B.45)

На основу (B.44) и (B.45), након њиховог уврштавања у (B.42) добиjамо jедначину енергетског
процепа ∆k:

∆k = − 1

Ω

∑
p

V (k,p)∆p

2Ep
tanh

(
βEp

2

)
. (B.46)

Овде можемо да препознамо да параметру V (k,p)/Ω одговара параметар представљен у (B.10).
Дакле, према (B.10), ограничавамо се на енергиjску "љуску" ширине 2ℏωD

10, коjоj одговара
|k| ≤ |kD|11, док jе изван тог интервала V (k,p) = 0. Ограничавањем на оваj интервал, очигледно

10Мисли се на енергиjу ξ(k), односно Ek без ∆.
11Са kD jе означен тзв. Дебаjев таласни вектор [7].
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jе да важи V ̸= V (k), односно V представља константу у посматраном опсегу k-вектора. Jасно
jе, дакле, да изостаjе и зависност од k у изразу (B.41), одакле следи испуштање зависности од
k-вектора и у ∆k, односно ∆k → ∆k, одакле следи (уз промену ознаке p → k):

1 = −W
Ω

∑
k≤kD

1

2Ek
tanh

(
βEk

2

)
. (B.47)

Пређимо сада са суме на интеграл према правилу (B.12), као и у Одељку 4.1.1:

1 = −W
∫ ℏωD

−ℏωD

dε
N(ε)

2
√
ε2 + |∆|2

tanh

(
β
√
ε2 + |∆|2
2

)

= −WN(0)

∫ ℏωD

0
dε

1√
ε2 + |∆|2

tanh

(
β
√
ε2 + |∆|2
2

)
.

(B.48)

Овде смо поново (као и раниjе у (B.18)) искористили |ε| ≪ ℏωD, односно N(ε) ≈ N(0), где jе N(ε)
дато у (B.19). Дакле, jедначина енергиjског процепа у интегралном облику гласи:

1 = −WN(0)

∫ ℏωD

0
dε

1√
ε2 + |∆|2

tanh

(
β
√
ε2 + |∆|2
2

)
. (B.49)

Оваj израз нам даjе релациjу између енергиjског процепа ∆12 и температуре (T = 1/β). На
пример, можемо одредити величину енергиjског процепа за било коjу температуру. Дакле, важи
да jе ∆ = ∆(T ).

Погледаjмо наjзад и универзални БЦС однос. Вредност овог односа се добиjа директно из
геп jедначине (B.49) узимањем вредности ∆ = 0 и износи, као што смо рекли, приближно

2∆(0)

Tc
≈ 3, 53. (B.50)

Као што смо видели (Глава 4), у случаjу ХК модела суперпроводника, могу се добити веома
слични идентитети, али са jасном разликом у односу на резултате БЦС теориjе.

12Наравно, ширина целог процепа jе 2∆, односно од −∆ до +∆.



Додатак C

Оjлер-Маскерониjев интегрални
идентитет

Приликом изражавања критичне температуре у последњем поглављу Главе 4, добили смо
интеграл облика

J =

∫ ∞

0
dx

ln (x)

cosh2 (x)
, (C.1)

за коjи смо дали само краjњи резултат

J = − ln

(
4

π

)
− γ, (C.2)

где смо за γ рекли да износи приближно 0.577. Интеграл (C.1) jе у литератури познат као
Оjлер-Маскерониjев, или краће, Оjлеров интегрални идентитет (интеграл), док се γ назива Оjлер-
Маскерониjева константа [23].

Доказивање вредности (C.2) започињемо коришћењем "помоћног" интеграла (означићемо га
са P ), датог са

P (α) =

∫ ∞

0
dx

xα

cosh2 (x)
, za α ∈ C, Re(α) > 0. (C.3)

Наиме, диференциjањем овог интеграла по α и узимањем, након тога, вредност α = 0, добиjамо
управо интеграл (C.1):

J =
∂P

∂α
(α = 0). (C.4)

Притом смо искористили да jе (први) извод функциjе xa по a jеднак xa ln (x).
За почетак ћемо у (C.3) расписати квадрат хиперболичног косинуса према своjоj дефинициjи

[19,23] и испред заграде у имениоцу извући ex, након чега добиjамо:

P (α) = 4

∫ ∞

0
dx

xα

(ex + e−x)2
= 4

∫ ∞

0
dx

xαe−2x

(1 + e−2x)2
. (C.5)

Полазећи од идентитета

1

(1− x2)2
=

∞∑
n=1

nxn−1, (C.6)
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израз (C.5) постаjе:

P (α) = 4
∑
n=1

(−1)n−1n

∫ ∞

0
xαe−2nxdx. (C.7)

Коришћењем идентитета [19] ∫ ∞

0
xβe−αx =

Γ(β + 1)

αβ+1
, (C.8)

где jе Γ(β), за Re(β) > 1, тзв. гама-функциjа [19], за (C.7) добиjамо

P (α) = 4

∞∑
n=1

(−1)n−1n
Γ(α+ 1)

(2n)α+1
=

2Γ(α+ 1)

2α

∞∑
n=1

(−1)n−1

nα
, (C.9)

при чему смо у последњем кораку испред суме
∑

n извукли све оно што не зависи од n. Ово смо
урадили да бисмо искористили следећи идентитет [12]:

∞∑
n=1

(−1)n−1

nα
=
(
1− 21−α

)
ζ(α), koji važi za Re(α) > −1, (C.10)

где jе ζ(α) Риманова зета(ζ)-функциjа, дефинисана изразом [19]

ζ(α) =

∞∑
n=1

1

nα
, za α ∈ C. (C.11)

Користећи резултате (C.9)-(C.11) долазимо до израза:

P (α) = 2
Γ(α+ 1)(1− 21−α)ζ(α)

2α
. (C.12)

Дакле, добили смо израз коjи зависи од параметра α. Након диференцирања израза (C.12) по α
и стављањем α = 0, користећи (C.4), уз скраћену ознаку A(α) = (1− 21−α)ζ(α), добиjамо:

J = 2
(
Γ′(1)A(0) +A′(0)−A(0) ln (2)

)
, (C.13)

при чему смо узели скраћене ознаке Γ′(β) за ∂Γ
∂β (β), односно A′(α) за ∂A

∂α (α). Користећи познате
резултате [23]: Γ′(1) = −γ, ζ(0) = −1/2 i ζ ,(0) = − ln(2π)/2, где jе ζ ′(α) ≡ ∂ζ

∂α(α), добиjамо
тражену вредност:

J = 2

(
−γ
2
+

1

2
ln (

π

2
)− 1

2
ln (2)

)
= − ln

(
4

π

)
− γ, (C.14)

чиме jе доказ завршен.
Иако од мање важности за тему рада, за сам краj jе занимљиво изложити и смисао константе

γ. Наиме, вредност γ jе у математици позната као вредност коjа нам говори за колико се сума
хармониjског реда limn→∞

∑n
a=1 1/a ≡ limn→∞Hn разликуjе од површине површи испод графика

функциjе 1/x, односно вредности интеграла
∫
dx/x, у интервалу [1, ∞). Ово можемо концизно

написати као [23]:

γ = lim
n→∞

[
n∑

a=1

1

a
−
∫ n

1

dx

x

]
≡ lim

n→∞
[Hn − ln (n)] . (C.15)
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Приметимо да jе интеграл у (C.15) заправо континуални аналогон хармониjског реда. Графички,
вредност γ се може сагледати са Сл. 21.

Сл. 21: Математички смисао Оjлер-Маскерониjеве константе γ

Дакле, као што можемо видети, у питању jе површина малог сегмента у горњем десном
углу сваког од правоугаоника. Користећи обиман математички поступак, може се доказати да
вредност γ конвергира ка броjу коjи припада интервалу између 0 и 1, односно да jе 0 < γ < 1.
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AU

Mentor: dr Milan Pantić
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