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1 . U V O D 

Predmet ovog rada je ispitivanje elektronskih spektara u kr is ta ln im f i lm-struk-
tu rama i njihovo poredjenje sa ist im u idealnim, beskonacnim st rukturama. U teorij i 
kondenzovane materi je se najcesce anal iz i ra ju strukture koje su prostorno homogene 
i poseduju osobinu translacione invari jantnosti. Medjut im, u praksi idealno ciste 
strukture ne postoje. Pored toga, kr istal i poseduju granicne povrsine na koj ima 
dolazi do specificnih efekata i fizickih fenomena, a oni se ne mogu direktno objasnit i 
metodama teorije idealnih st ruktura. Postojanje granicnih povrsina, pored ut ica ja 
necistoca (primesa, defekata, vakancija i s L ) , kod ovih s t ruktura dovodi do narusenja 
translacione simetri je. Upravo zbog toga je znacajna analiza elektronskih stanja u 
realni j im kr is ta ln im st rukturama, kao sto su npr. filmovi. 

F i lmov i predstavl jaju beskonacne strukture u svim kr is ta ln im ravnima paralel-
n im dvema granicnim povrsima, koje su normalne na jedan prioritetan pravac, duz 
koga je posmatrani sistem ogranicen. 

Ispit ivanje elektronskog ponasanja, koj i , pored fononskog, predstavl ja funda-
mentalni f izicki podsistem, je od znacaja iz razloga sto su upravo (kvazi)slobodna 
naelektr isanja nosioci svih transportnih i termickih procesa u fizici kondenzovane 
materi je. U ovom radu istrazeni su ut icaj i granicnih parametara na energetski spek-
tar i moguca stanja elektrona (promene u zakonu disperzije). 

Pomenuta anahza vrsena je koriscenjem metoda Grinovih funkc i ja^ Pr imenje-
ni metod je odabran zbog pogodnosti koje nam nudi definicija polova Gr inovih 
funkcij a^. 

Odabranom metodom najpre su vrsena istrazivanja na idealnim beskonacnim 
s t ruk turama, a za t im na kr is ta ln im filmovima i to zbog toga da bi se na osnovu 
t ih rezul tata uocile najbi tni je razlike za film st rukturu. Takodje su za slucaj film 
strukture numerickim putem nadjene promene redukovanih energij a elektrona u za-
visnosti od promene granicnih parametara. Poseban osvrt dat je za uocena lokah-
zovana stanja gde je ispitana zavisnost energije od broja kr ista ln ih slojeva. 

^Postoje i drugi metodi pomocu ko j ih se ovaj problem moze t r e t i r a t i : metod Hajzenbergovih 

j e d n a c i n a k r e t a n j a , metod ma l i h per tu rbac i ja , metod ta lasn ih funkc i ja i s i . 

^Rea ln i delovi polova G r i n o v i h funkc i ja su proporcionalni energi jama e lementarn ih eks ic i tac i ja 

(pobud jen ja ) koje se j a v l j a j u u s istemu (odakle dobi jamo nj ihov zakon d isperz i je) , a imag inarn i -

rec ip rocn im v rednos t ima v remena z ivo ta t i h eksc i tac i ja . 
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2. E L E K T R O N I U I D E A L N I M K R I S T A L I M A 

Translaciona invarijantnost idealnih kr istalnih s t ruktura namece periodican 
(sa periodom kristalne resetke) oblik mnogim fizickim veHcinama koje ih opisuju 
(naprimer, periodicna raspodela polja i potencijalna energija elektrona). 

Jedan od glavnih zadataka teorije cvrstog stanja je proucavanje promena diskret-
nog energetskog spektra elektrona izolovanog atoma - pri pribl izavanju atoma i obra-
zovanju kristalne strukture. U ovom procesu periodicno polje kr is ta la i interakci ja 
medju atomima dovodi do cepanja energetskih nivoa elektrona slobodnih atoma. 
Posto se kr is ta l moze tret i rat i kao gigantski molekul, to kvantna stanja elektrona 
u tom molekulu, zbog Paulijevog principa iskl jucenja, moraju bit i okarakterisana 
raz l ic i t im kvantn im brojevima sto ima za posledicu formiranje citavog spektra en
ergetskih nivoa na mestu jednog nivoa u izolovanom atomu. Umesto jednog ener
getskog nivoa, jednakog za svih N izolovanih atoma, u cvrstom telu se pojavl juje 
N blisko rasporedjenih nivoa, koj i obrazuju energetsku zonu. Cepanje energetskih 
nivoa je naj izrazi t i je za spoljasnje (valentne) nivoe, jer se talasne funkcije spoljasnjih 
valentnih elektrona susednih atoma medjusobno veoma preklapaju, dovodeci do 
kolektiviziranosti ovih stanja, koj ima se na taj nacina atomi povezuju u kr is ta l -
gigantski molekul. 

Ov i kolekt iv iz irani elektroni, koj ima se inace opisuju najkarakter ist icni ja svojstva 
metala, nisu vezani sa atomima kristalne resetke i mogu da se premestaju po celoj 
zapremini metala. Medjut im, cak i kada elektron napusti atom u kr is ta lu , on se pod 
dejstvom primenjenog elektricnog polja ne krece slobodno vec je podvrgnut u t ica ju 
kristalnog polja. Ovaj ut icaj se moze usrednjeno uzeti u obnir uvodjenjem efektivne 
mase kvazislobodnih nosilaca naelektrisanja. 

Takodje, zbog specificnosti kretanja elektrona u kr istalnom polju, anomalnog 
ponasanja kvazislobodnih elektrona na kra jev ima valentne zone, uvodi se pojam 
kvazislobodnih nosilaca - supl j ina. 
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2.1. Provodni elektroni u metalima 

Vel ik i broj vaznih fizickih osobina mogu se razumeti polazeci od modela slo
bodnih elektrona po kome se najslabije vezani elektroni atoma krecu slobodno po 
zapremini metala. Valentni elektroni postaju provodnici elektriciteta i nazivaju se 
provodni elektroni. Sile izmedju provodnih elektrona i jona se zanemaruju, t j . sma-
t ra se da se provodni elektroni mogu kretat i svuda u unutrasnjosti uzorka. Tota lna 
energija je jednaka kinet ickoj, sto znaci da se potencijalna ne uzima u obzir. 

Poznato je da je stvarna raspodela provodnih elektrona rezultat u t ica ja jakog 
elektricnog potencijala jona. Upotrebljivost ovog modela zavisi od kinet ickih svoj-
stava provodnih elektrona. Postavke ovog modela bile su date mnogo pre otkr ica 
kvantne mehanike. K las icna teorija je imala nekoliko uspeha, ali i nedostataka. U 
uspehe spadaju izvodjenje Omovog zakona ( j = aE) i izvodjenje veze izmedju elek-
tricne i toplotne provodnosti. Medjut im, totalni neuspeh je dozivela u objasnjenju 
toplotnog kapaciteta i paramagnetne susceptibilnosti provodnih elektrona. Zat im, 
pomocu klasicne teorije ne moze da se objasni postojanje dugog slobodnog puta 
elektrona. Provodni elektron moze da se krece u metalu po pravoj putanj i duzine 
veceg broj a medjuatomskih rastojanja a da se ne sudari sa drugim elektronima i l i 
atomskim ostacima. Odnosno, provodni elektroni se, u tom smislu, ponasaju kao 
gas neintereagujucih cestica. Razlozi za to su sledeci 

• Slobodan elektron ne skrece pod ut icajem jona uredjenih u periodicnu resetku, 

jer se talasi materi je prostiru slobodno u periodicnim st rukturama. 

• Provodni elektroni se retko sudaraju sa drugim elektronima, sto je posledica 
Pauli jevog principa iskl jucenja. 

Elektrone u metal ima se mogu, uz grublje aproksimacije, posmatrati kao i elek
troni u Fermijevom gasu slobodnih cestica (gas slobodnih neinteragujucih elektrona 
podvrgnutih Paul i jevom principu), kada su energije zadate kinetickom energijom 
translaci je: 

gde je A; = — - talasni vektor. 
n 

U slucaju kada je 

e'̂  « 1 ; ^ 
kT ' 

H - hemijski potencijal, kvantni efekti postaju dominantnij i ako je toplotna energija 
znatno niza od hemijskog potencijala: fi >> kT. Cestice se pokoravaju Paul i jevom 
principu. Na apsolutnoj nul l one popunjavaju redom najn iza kvantna stanja. Takav 
gas nazivamo potpuno degenerisanim fermionskim gasom. Znacaj Pauli jevog pr in
cipa se znatno manifestuje u izgledu funkcije raspodele osnovnog stanja fermiona. 
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Speci ja l iz i ra juci Fermi-Di rakovu funkci ju: 

exp kT 
+ 1 

- 1 
(2.2) 

na T = 0 K , / = 
1 E <no 
0 E> ^0 

/XQ - vrednost hemijskog potencijala 
na apsolutnoj nuH. 

ff 

Sl ika 2 .1 : Fermi jeva funkci ja 
na apsolutnoj nuli 

Na T = 0 K sva s tan ja sa energijama manj im od /XQ S U popunjena, a v isa energetska 
stanja su prazna, pa je fXo jednak granicnoj energiji degenerisanog gasa (sl ika 2.1). 

Zauzeta s tan ja na T = 0 K mogu se prikazati sferom u prostoru talasnog vek
tora, ko ja se zove Fermi jeva sfera. Njen radijus je Ferraijev talasni vektor A ' F , koji 
odredjuje granicnu - Fermi jevu energiju: 

Mo = 2m 
(2.3) 

Temperatura pridruzena ovoj energiji je temperatura degeneracije: Tp = Mo/^B-
Fermionski gas je degenerisan u podrucju gde vazi T « Tp. B rz ina cestice obracu-
nata od v rha Fermijeve raspodele moze da se izrazi pomocu kp, odnosno pomocu, 
granicne brzine fermiona na apsolutnoj nuh: vp — hkpjm. 
Kako je ukupna energija osnovnog stanja fermionskog gasa: 

Ev = jIE dN='l^Niio, (2.4) 

srednja energija bice: EQ = ( E i f / N ) = (3/5)/ io, gde je N ukupan broj cestica gasa. 
Rezu l ta t i prethodno razmotrenog ponasanja idealnog Fermi-Dirakovog degene

risanog gasa, se mogu primenit i na realne fermionske sisteme. 
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2.2. E lek t ron i u periodicnom potencijalu 

Elekt ron i i joni u kr is ta lu , u strogom smislu, cine jedan kvantni sistem, cije 
resenje treba naci. Resavanje ovakvog sistema je suvise komplikovano, pa se pribe-
gava raznim aproksimacijama. Posmatrajuci elektrone kao nezavisne cestice koje se 
krecu pod ukupnim ut icajem svih si la i zanemarujuci nepravilnosti u gradji kr istalne 
resetke kao i oscilovanja atoma oko ravnoteznih polozaja, uzima se da se svaki elek
tron krece u potencijalu koji je periodican sa periodom kristalne celije: 

t / ( f ) = 6^(r + n) , (2.5) 

gde je n = njci i + n2a2 + " 3 0 3 - vektor translacije kristalne resetke. U takvom 
periodicnom potencijalu talasne funkcije elektrona imaju neka opsta svojstva koja 
proizilaze neposredno iz Sredingerove jednacine: 

H ^ = E'i , (2.6) 

pri cemu je Hamiltonov operator: ^ 

F ( r ) = - ^ A + L / ( r ) . (2.7) 

Razmat ra se kako se translaciona simetr i ja odrazava na svojstva talasnih funkci ja 
elektrona ^ ^ ( r ' ) odnosno na svojstvene funkcije hamil toni jana H. Delovanje opera-
tora translaci je definisano je na sledeci nacin: 

^r.{r) = (Tn f) = ^n{r - u) , (2.8) 

gde funkci ja ^ „ ( r — n) pripada istom funkcijskom (Hilbertovom) prostoru kao i 
^ „ ( r ) . Posto je hamil toni jan H translaciono invar i jantan, sto znaci da komutira sa 
operatorom T^, a ^n{r) je i njegova svojstvena funkci ja, to na osnovu gornje relacije 
sledi 

H [Tft ^n{r)] = Tft [H ^ „ ( r ) ] = [E^^nir)] = E^ [Tn ^ „ ( r ) ] , (2.9) 

gde je En svojstvena vrednost jednoelektronskog hamiltoni jana H. Iz relacije (2.9) 
sledi da su i 'I'„(r*) i T^^„(r*) svojstvene funkcije hamiltoni jana H sa istom svoj-
stvenom vrednoscu E^. Ako je En nedegenerisana svojstvena vrednost, onda joj 
odgovara samo jedna svojstvena funkci ja, pa sledi da su u tom slucaju funkcije 
^n(^ ) i 2^n^n(^) jeduake do na fazni mnozitelj, odnosno da je 

r „ -^„( r ) = t „ -$ „ ( r ; | |'= 1 , (2.10) 

pri cemu fazni mnozitelj ima smisao svojstvene vrednosti operatora T^. 
Lako se pokazuje da za talasne funkcije vaze sledeca transformaciona svojstva: 

T , vj„,-(r) ^ tI ^^^,{r) = ^^^,{r- ft) = e -'^^">„,^(r-') , (2.11) 

gde je uveden indeks k jer talasne funkcije zavise od talasnog vektora k. Iz ovih 

relaci ja sledi da je 

tn = t.^,= e-''"" (2.12) 
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Iz gornjih jednacina takodje sledi da jednoelektronska talasna funkci ja zadovo-

I java relaci ju 

^,i^{f-n)= e - ^ - X . - ( ^ ^ - (2-13) 

Da bi funkci ja ^ „ j ( r ) zadovoljavala prethodnu relaciju mora da bude oblika 

^ndrl^Kd^-^ (2.14) 

pri cemu funkci ja $ mora bit i periodicna sa periodom resetke: 

M n = ^„^('^-^"?) (2-15) 

Poslednje dve relacije predstavl jaju matematicke iskaze Blohove teoreme. Za 
$ = const iz drugog oblika ove teoreme sledi da talasna funkci ja elektrona ima oblik 
ravnog ta lasa, pr i cemu k ima smisao talasnog vektora. Za elektron u kr is ta lu , kada 
4> nije konstanta, moze se smatrat i da k ima isti smisao, al i u tom s lucaju, sto inace 
sledi iz Blohove teoreme, talasna funkci ja je funkci ja polozaja sa periodom resetke. 
Ova ta lasna funkci ja se naziva Blohova talasna funkcija (sHka 2.2). Konkretan oblik 
modulisane amplitude $ zavisi od oblika periodicnog potencijala kr is ta la koji deluje 
na elektron. 

H a 

<Re'¥(x ) 

u l / \

Sl ika 2.2: Realn i deo Blohove funkcije uzduz cvornih veza u kr istalnoj resetki 

Uvrstavanjem Blohove funkcije u Sredingerovu jednacinu (2.7), dobija se nova 

jednacina za periodicni faktor: 

- + rkf + U{i^ = . (2.16) 

Posto su talasne funkcije i energije elektrona periodicne u prostoru inverzne 
resetke, to je dovoljno svojstveni problem hamiltoni jana resavati samo u oblasti 
koja odgovara zapremini jedne elementarne celije, pri cemu na granicama te oblasti 
treba zadati periodicne granicne uslove'^. 

^ F u n k c i j a ^^^ j mora b i t i i s t a n a supro tn im s t ran i cama celi je, .sto su gran icn i uslovi jednac ine. 
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Za neke energije talasni vektor k postaje kompleksan. Takve vrednosti se isk l ju-
cuju iz energetskog spektra jer, u protivnom, gustina verovatnoce ne bi imala svoj-
stvo translacione invarijantnosti^. Suprotno od energije slobodnog elektrona, ener
gija elektrona u periodicnom potencijalu ne moze da se kontinualno menja. Potpuni 
spektar prethodne jednacine, dakle, zavisi od celog broja / i parametra sto se 
moze predstavit i kao niz energetskih zona Ei{k). Za svaki broj / postoji kontinuum 
energija odredjene sirine, cije zone mogu bit i razmaknute ih se prekr ivaju. U svakoj 
zoni ima ukupno N energetskih nivoa, pri cemu ako je N dovoljno vehko, onda se 
susedne diskretne vrednosti k malo raz l iku ju , pa se moze uzeti da je k neprekidna 
promenlj iva i da je Ej^ neprekidna funkcija talasnog vektora. 

2.3. B r z i n a , ubrzanje i efektivna masa 

Kako kvazislobodni elektroni u metalu cine degenerisan gas, odnosno, podvr-
gavaju se kvantnoj Fermi-Dirakovoj stat ist ic i , potrebno je napusti t i klasicnu pred-
stavu elektrona kao cestice i posmatrati njegovu dualnu (cesticno-talasnu) kvant-
nomehanicku prirodu. 

Pogodan nacin pr ikazivanja elektrona je u vidu talasnog paketa gde je cesticni 
aspekt elektrona izrazen njegovom lokalizacijom u intervalu gde je rezultujuca am-
phtuda talasnog paketa razhcita od nule. Srednja brzina elektrona tada je odredjena 
grupnom brzinom talasnog paketa: 

du duo 

" d{l/\) " dk: 

Kako je jy = E/h, gde je u - frekvencija, onda je brzina elektrona: 

v = ^VE{k). (2.17) 

Na osnovu toga, ubrzanje elektrona ce bi t i : 

_ dv d 

^ ~ dt ~ dt 

fldE\ 1 d^E dk 

hdk) ~ dkdk dt 
(2.1i 

Sa druge strane, brzina pr i rasta ja energije elektrona, pod dejstvom neke spolja
snje sile F, u kr is ta lu je jednaka: 

dt 

pa se na osnovu toga dobija: 

'^^ = F . . ^ (2.19) 

1 d'Ejk)^^ F 

dkdk m* 
S - i , ^ ^ F ^ ~ . (2.20) 

' ' S t a n j a s a i m a g i n a r n i m vrednost ima talasnog vek to ra su t zv . lokal izovana s tan ja s is tema (o 

n j i m a ce b i t i v ise reci u poglav l ju 3.4). 



Biljana Abramovic: Elektroni u filmovima, diplomski rad 11 

gde je vel icina — tenzor reciprocne efektivne mase. Elementi ovog tenzora odredjeni 
, rn* _ 

su odgovarajucim izvodima energije po komponentama talasnog vektora: 

t j . — = ^ - ) a,f3 = x,y,z. (2.21) 
m* dkdk Km-Jap h'dk^dk 

U s lucaju pr imit ivne kubne resetke, koja ima medjusobno normalne ose, jedinicni 
vektori u smeru osa x,y,z redom, su oznaceni kao: 

{ e i , 6*2, 6 3 } a i = e ja; = ^ 2 0 ; 0 3 = 6 3 0 , 

gde je a - duzina ivice elementarne kocke, a izraz za talasni vektor je onda: 

A; = 27r — e i + —62 + — 6 3 . 

\Li L2 L3 J 

Uslov da vektor k pripada redukovanom podrucju je da njegove komponente budu 
odabrane tako da vazi: 

<ki< - ; I = x,y,z . 
a a 

Za ovakvu resetku tenzor reciprocne efektivne mase je simetrican i ima medjusobno 
jednake dijagonalne komponetne. Ukoliko se ta osobina tenzora primeni na izraz 
(2.20), odnosno (2.1), dobija se disperzioni zakon slobodnog elektrona, ali sa efek-
t ivnom masom m" 

ECk) = . (2.22) 

Smisao uvodjenja efektivne mase sastoji se u tome da se slozeni zakoni kre
tan ja u kr is ta lu mogu formalno svesti na zakone klasicne fizike. Znaci , podsrestvom 
efektivne mase je uracunato rezultujuce dejstvo periodicnog elektricnog polja na 
elektron. 

Zavisno od zakrivl jenosti energetske povrsine, efektivna masa moze da bude 
negativna i l i pozi t ivna (sto odgovara elektronima i l i supl j inama, respektivno). Ubr
zanje nosioca naelektr isanja u kr istalnoj resetki odredjeno je, ne slobodnom elektron-
skom masom, vec skupom velicina (2.20) koje se menjaju pomeranjem elektronskog 
stanja u prostoru talasnog vektora. Efek t ivna masa elementarnih nosioca naelek
t r isan ja je pozi t ivna oko sredine, a negativna pri k ra j u redukovanog podrucja. Ovo 
moze da se prikaze crtezom (sl ika 2.3). 
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Sl ika 2.3: Promena energije, brzine i efektivne mase u A;-prostoru 

Ove anomalne oblasti (m* < 0) mogu da se objasne posmatrajuci kretanje 

elektrona pod dejstvom konstantnog spoljasnjeg elektricnog polja E. Ako je pre 

ukl jucenja pol ja E njegova energija bi la jednaka nuli ( t j . nalazi se u centru Br i lue

nove zone), posle pr ik l jucenja E, na elektron pocinje da deluje konstantna si la —eE, 

pa kvazi impuls elektrona linearno raste sa vremenom. Svaki put kada elektron 

dostigne granicu Bri luenove zone k — +— (odnosno p = -\-'n-h/a) njegov kvaziimpuls 
a 

se skokovito menja u suprotni {p = —Trfi/a). T a k v u skokovitu promenu dozivl java 
i brz ina elektrona: pozi t ivnim vrednostima brzine odgovara kretanje elektrona u 
pravcu delovanja sile udesno, a negativnim nasuprot delovanju sile ulevo. Dakle, 
kretanje elektrona u kr is ta lu ima oscilatorni karakter. Oblasti negativne mase odgo-
vara ju s i tuaci j i da se elektron usporava iako na njega deluje spoljasnja si la sa teznjom 
da mu poveca brzinu (k' < k < —), odnosno ubrzava iako spoljasnja si la tezi da mu 

a 
7r 

smanj i brz inu ( < k < —k'). Medjut im, u toj oblasti faznog A-prostora negativno 
a , 

naelektr isani elektron negativne mase moze da se tret i ra kao pozitivno naelektrisana 

cestica pozit ivne mase - supl j ina^ koja se krece u skladu sa delovanjem polja: +eE. 
Dakle, kretanje elektrona na kra jev ima zona moze da se posmatra i kao kretanje 

pozit ivno naelektr isanih supl j ina. 
^Ces t i ca k o j a poseduje i s t i iznos nae lek t r i san ja i mase kao elektron samo suprotnog predznaka. 
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2.4. Zakon disperzije 

Sada cemo razmotr i t i neka svojstva elektronskog podsistema idealnog beskonac-
nog kr is ta la polazeci od hamil toni jana slobodnih elektrona koji u konfiguracionom 
prostoru ima oblik: 

H = J2^ft 4 « n - E ata^ , (2.23) 

gde su at i - kreacioni i anihilacioni operatori elektrona na cvoru n. restke. 
Vehcina - predstavl ja energiju elektrona lokalizovanog na cvoru n, a velicine 
l̂̂ n.m - su matr icni elementi elektronskog transfera sa cvora n na cvor m. Ovde 

je pretpostavljeno da je broj elektrona po atomu relativno mali (jedan elektron po 
atomu) tako da se Kulonova interakcija elektrona moze zanemarit i . U tom slucaju, 
lako se pokazuje da je hamiltoni jan (2.24) ekvivalentan hamiltoni janu elektronskog 
gasa u aproksimacij i efektivne mase: 

2 L 2 

2 m* 
(2.24) 

Translaciona invarijantnost posmatranog idealnog kr ista la namece periodicnost ha
mi l toni jana (2.24) ko ja ima za posledicu da su: 

A„̂  = A , Wn,rn = WrA^n = W- V (n , m) (2.25) 

Na osnovu toga, u aproksimacij i najbl iz ih suseda, elektronski hamiltoni jan postaje: 

(2.26) ~l~ ^nxny-^-\,nz ~^ ^nxny — \,nz ~^ O^nxnyTiz + l ~l~ (^nxTiynz — lj • 

Svojstva posmatranog elektronskog sistema analiziracemo pomocu antikomuta-

torske Grinove funkcije (videti Dodatak 5.1.) 

koja zadovoljava jednacinu kretanja: 

ih ^ Gn,rn{t) = Snrn S{t) + 0 ( 0 ( { [ a ^ , H , 4 

(2.27) 

(2.28) 

Za izracunavanje komutatora [a^, H] koristicemo standardne fermionske ko

mutator ske relacije: 

• «n, a ^ } = Sftrn , } = {at, at} = 0 . 

Hami l toni jan iz relacije (2.27) moze da se napise kao zbir: 

/ / = / /a - E i f . , 

(2.29) 

(2.30) 

1^-2 
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gde su: 

TTixmymz ajnxmymz^iTT-=omy-l,mz ) HQ J2mxmymz '̂ mim„mz'̂ mimym2 +1 

H7 - W E ^tixmymz'^rnxmymz-l 

Drugi deo izraza na desnoj strani jednacine kretanja napisacemo kao: 

Q{t) {{[an, H], at\)=F, 

a komutator: 

c = Cft = [«n, H] — Ci ~ y^^ , 

na osnovu cega dobijamo: 

F = Fn^ = m{{C. 4 } ) =F,~J2F^ 

(2.31) 

(2.32) 

f2.33) 

i / = 2 

Zat im se moze preci na racunanje komutatora C^: 

C, = [a„-, H,]=A 

mxTiiymz 

auxTLynzi ^TUxmymz^'^xmymz 

'^mx-mymz y^nxnyUzi a^nxruymz O^mxiriymzanxnyUz + (2.34) 

mx-mymz ^mxmymz^^i'^y'^z ) ^rnxmyjUz 

Na osnovu relacije (2.30) sledi: anxnyUz^ 

TflxTnyTTl .^nxnynz ^nxrnx^nymy^nzmz ^n r̂nyTiz^mj: 
yiLz~inx"tyi"-z — drnxmymza-nxnynz 1 1 

mymz^ pa je: 

'^m.xmymz'^^'^x'^y'n-z^rnxmymz + 

+ {^anxnyUzaTTixmymz ~ ^Uxnix^nymy^nzmz^ f'mimym^ 

^ 2 i^^nxTTix^nymy^nzmz ~ '̂ niWaiz'̂ mim,,m2 

+ i^anxnynzarrixmymz ~ ^nxTTix^nymy^nzmz^ 

^ ^ y amxmymz^nxmx^riymy^nzmz • 
mxmymz 

Poznato je da „skida" sumu po m = [m:^,my,m^) i svako rrij 

X, y, z, te se konacno dobija: 

Ci = AanxTiynz • 

nj, J = 
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Analognim racunanjem kao za Ci se dobijaju i ostale vrednosti komutatora C j , , 

pomocu koj i mogu da se napisu izrazi za svako F^, iz jednacine (2.34): 

= 0 ( t ) ( { C i , a + } ) = A Q{t) ( { a , , « + } ) = A G„-^(t) , 

gde izraz: Q(t) {{ufi, at}) predstavlja Gr inovu funkciju Gfim{t)- Ostale vrednosti 

vel icina F^ izracunate su analognim postupkom. Njihovom zamenom u jednacinu 

kretanja (2.29) dobija se: 

ih ^ Gn,rn{t) = ^nrn S{t) + AG„^,^(t) -
at 

- W Gnx + l,nynz;mit) + Gnx-l,nynz\m{t) + Gnxny + l,n,;m{t) + (2.35) 

"t Gnarly —l,nz;m\t inynz + l;m it) + 

Posto se radi o beskonacnoj s t ruk tur i , moguce je izvrsi t i potpuni vremensko-

prostorni Fur i je transform Grinovih funkcija: 

1 -̂̂  /•+°° 
Gn,rn{t) = ^ E j _ ^ duG^.i u> e 

ik{n — rn)-iLL>t (2.36) 

gde su A = N^NyNz] = ay = a^^ = a. Ako se jos izvrse Furi je transformacije 

Kronekerovih simbola i delta funkcije: 

+ 00 

k 

— itot (2.37) 

i izraz (2.37) diferencira po t: 

d 
+00 

J^G,At)--^'^Y. j du. G^,{u) 
Jk{n — rn) — iLut 

k - 0 0 

a za t im sve to zameni u jednacinu (2.36) dobija se: 

(2.38) 

+ (X) 

J diu e'^H^-^)-^-'' {-ih + 27r [^cu - A + ( e+"̂ '=- + e"'''*^^) + 

k —00 
27rA 

+ W ( 

odnosno: 

g+ia/cy _j_ ^-iaky _|_ g+iafcz _|_ ^-iak, G,-(a;)} = 0 , (2.39) 

ih, 
fiLj — A + 2W (cos ak^ + cos aky + cos ak^)] Gi^{ui) = — , 
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odakle dalje sledi: 
ih 

277 u-u^ 2T7 E- E-^ 

gde 
Ej^ = h u>j^ = A — 2W (cos akx + cos aky + cos ak^ 

(2.40) 

( 2 . 4 r 

predstavl ja zakon disperzije jako vezanih elektrona. U slucaju slabo vezanih elek
trona (degenerisan elektronski gas), A = 6VU pa je: 

sm^ h sm^ —^ + sm^ 
ak. 

(2.42) 

Poslednji izraz mozemo napisati i u sledecem obliku: 

AW 

2 • 2 

(2.43) 

y^kxk,. = sm 
^ • 2 

^fc. = sm 

koj i ce nam bit i pogodniji zbog kasnije komparacije sa zakonom disperzije elektrona 

u f i lm-st rukturama. 
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3. E L E K T R O N I U T A N K I M F I L M O V I M A 

3.1. Modelni hamiltonijan 

Hamil toni jan vezanih elektrona u tank im kr is ta ln im filmovima mozemo formi

rat i polazeci od „balkovskog" hamiltoni jana (2.24), odnosno (2.27), koji u aproksi

maci j i najbhzih suseda ima razvi jeni oblik: 

Ef = E ^ n i " y n z 4 i n j , n 2 ^n^nyn^ — E ^n^nyn;, ^ 
nxriyTiz rix^ynz 

X {^^nxnyTiz; nx + \,nynz CEni-|-l,7ij,Tiz WnxnyUz; nx-l,nynz ^ n i - l , n y n 2 + (3-1) 

~(" ^^nxnynz;nxny + l,nz ^Tiin^-l-l.Ti^ ^^nxnynz;nxny — l,nz '^riiKy —l.riz ~l~ 

~l~ ^^nxnynz\nxnynz + l ^rLxnynz + l ~^ ^^nxnynz;nxnynz — l '^riinyriz —1 ) • 

Posto su granicne povrsine filma uzete normalno na z - pravac, indeks sloja u 

(3.1) - uzima vrednosti = 0 ,1 ,2 , . . . , N^, , gde je G [2, 20] kod u l t ra tankih 

filmova. Indeksi i Uy, koj i odredjuju polozaj atoma u svakom sloju mogu imat i 

proizvoljne celobrojne vrednosti (prakticno, od —oo, do +oo). 

Za razhku od idealnih beskonacnih s t ruktura, realni kr istal i ne poseduju osobinu 

translacijske invari jantnosti . Postojanje izvesnih granicnih uslova, jedan je od uzroka 

narusenja simetri je. Sistemi koji ima ju dve paralelne granicne povrsine nazivaju se 

filmovima. Posmatra se idealni tanki film kubne kristalne strukture, nacinjen na 

substratu nekim tehnicko-tehnoloskim postupkom (naparavanjem, spaterovanjem i 

s i . ) . Po jam idealni film koristi se u smislu nenarusenja kristalne strukture (bez 

pr isustva defekata, primesa i s i . ) , a ne u smislu prostorne neogranicenosti. Dimenzije 

filma su takve da je on u XY ravnima beskonacan, a u 2; pravcima ima konacnu 

debljinu [L). Znaci da ovaj film poseduje dve beskonacne granicne povrsine paralelne 

XY ravn ima i to za: z = Q \ — L (sl ika 3.1). 

Zbog izmenjenih uslova na granicama filma, uzecemo da je: 

Anxuy, = A (1 + £a) ; AnxnyNz = A (1 + £ 2 ) , (3.2) 

gde je A - energija elektrona na cvoru kod beskonacnog kr is ta la. Povrsinski para-

metri £1 i £ 2 (koj i mogu bit i > 0 i / i l i < 0 ) izrazavaju relat ivnu promenu ove 

energije na granicama filma. Matricne elemente elektronskog preskoka sa sloja na 

sloj, mozemo izrazi t i : 

'^nxnynz;nx±l,nynz ^ ^nxnynz;nxny±l,nz = 
(0<nz<Nz-l) ^ 0 / {\<nz<Nz) = ur o\ 

' nxnynz;n,xnynz-\-\ ' ' 

Wn^nyO.Uxnyl = W{I + W^) ; Wr^^^yNz-UuxUyNz = ^ + ^2) 

^nxnyO;nxny,-l — WnxnyNz;nxnyNz + l = 0 ) 

gde je W - konstanta elektronskog transfera idealnog kr is ta la. Povrsinski parametri 

w i , W2 (mogu bit i > 0 i / i l i < 0) opisuju relat ivnu promenu matricnog elementa 

elektronskog transfera (1^) izmedju granicnih i n j ima susednih slojeva filma. 
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z 

L 

0 

A ( l - I - E 2 ) n 2 = N z 

W ( l + w , ) 
A 

w 
A 

w 

w 

w 
A nz = 2 

W ( l + w , ) 
A nz = l 

A ( l + 8 , ) x/y 

Sl ika 3 .1 : Presek modela kristalnog fi lma u X{Y)Z ravni 

E lekt ronsk i hamil toni jan tankih kr istalnih filmova mozemo sada napisati u obhku: 

H = + Hp , 

mxtriy mz = l 

~\ ^m.imy + l,mz "1" (lmxmy — \,mz "1~ ^mimyiiiz + l " I " ^jJiimymz —1 ̂  

= E {«m.m,o [(1 + e i ) A a™ „̂,̂ o - 1^(1 + ^ l ) am,m, l + 
TTlxfTly 

+ a mxrriyNz 

(3.4) 

(1 + £ 2 ) A a„^„j^iV, - 1^(1 + W2)amxrayNz-\ 

~ *̂̂ «m;,myAf̂  («m;,+l,myAr̂  + a,nx-\,myNz + «m^mj, + l,Ar̂  + a.^xmy-\,N^ 
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3.2. Jednacine kretanja 

Pomocu tako prethodno definisanog hamiltoni jana, najpre cemo izracunati 

jednocesticne antikomutatorske Grinove funkcije: 

Gnxnynz;mxmymM = © ( 0 ( { « . . n , „ . ( t ) , 4 . ™ , , . . ( 0 ) } ) , (3.5) 

koje odredjuju ravnotezna svojstva elektrona u tank im kr is ta ln im fi lmovima. 
Elektronske Grinove funkcije se mogu izracunati mikroteorijskom procedurom na 

shcan nacin kao sto je uradjeno u prethodnoj glavi. Potrebno je pre svega formirati 
jednacine kretanja diferenciranjem prethodnog izraza po vremenu: 

GmnynzimxTnymzi^) ^{^) ^nxnynzirrixmymz ~^ 

+ [anxnynzit), H ] , « + ( 0 ) } ) , 

(3.6) 

i izracunat i odgovarajuce komutatore ( is t im postupkom kao i za idealne s t rukture) , 

nakon cega dobij amo: 

ih ^ Gn,rn{i) = ^nn, S{t) + AG'^ ,^( t ) -

W Gjix+\,nynz;rn{i) ~^ Gnx~l,nynz;riii,^) ~l~ Gn^ny + l,nz;m m (3.7) 

{t) + Gnxnynz + l:m{i) + Gnxnynz-l;m.it) 

Uvodjenjem vremenske i dehmicne prostorne Furije-transformacije za Grinove funk

cije. 

1 
r< ^ti\ / ^/,, J[kxax(nx-mx)-\-kyay{ny-my)] -iwtri t r. i . 
^nxnynz;m\^> — ^ 2^ J aU) e e '^nz;mz['^xj Ky, 

(gde je: = 0 ,1 ,2 , ...7V^ i = â , = a) i 

CO 

A A A — \  i [kxax{nx-mx) + kyay(ny-my)] c 
^rixmx^nymy'^nzmz  AT- lyr / > ^ r̂î mz i 

^̂ ^̂ ŷ kxky 

te zamenom gornjih transformacija u jednacinu kretanja (3.7) dobija se: 

- V / du; e~"^^ ^^a[kx(nx-mx) + ky{ny-vay)] _ ^ _^ 
N N ^ J 

+ W ( 6''''=- + e-"'=^ -f e'^^y + e-"^'^'')] Gnz-,mz[Kky;uj) + 
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odnosno: 

hiJ ~ A + 2W (cos ak^ + cos aky)] G 

ih 
+ W [Gnz + l-mziKky'^^) + Gnz-l;mz{ko,ky;u:)] = — , 

(3.9) 

koja vazi za slucaj 1 < TT.^ < iV^ — 1. Za slucaj = 0, jednacina kretanja ima oblik: 

+ (1 + ei)AGn^nyO-At) - (1 + W,)WGnxnyUA " 

— W Gnx + l,nyO;m{t) + Gnx-\,nyO-,m{t) ~^ Gnxny + l,0-,mi'^) '''' Gux ny-l,0-Mt) 

Uvodjenjem Furi je-transformaci ja, uz uslov = 0, dobija se 

(3.10) 

+ 00 

I d^ e - ' " ' e^-\kAn.-mx) + ky(ny-ray)] ^^t, [ ^ ^ _ ( 1 + . - J ) A + 

ih 

Go-ynziKK'^^) 

(1 + W,)WG,,mz{Kky-.^) - ^ ^0,mz f = 0 , 

odnosno: 

^a; — (1 + £ i )A + 214'̂  (cos a/ĉ ; + cos aky)\

ih 

(3.11) 

+ (1 -f Wi)WGi,mz{kxky;u:) = — ^o.m, • 
Z7r 

Za slucaj = 1, jednacina kretanja ce bi t i : 

«^ ^ Gnxnyl;m{t) = ih Sn^mJuyTny^lmz ^ (0 + AGn^nyvA^) " 

- (1 + lO,)WGnxnyO\ [G^^^.^nylAt) + Gn . - l , n , l ; rH(0+ (3-12) 

+ Gnxny + \Xm{^) ~^ Grij:ny-\,\-,m{^) Gnxny2\m{t) • 

Analognim postupkom kao u prethodnom slucaju, preko Furi je-transformaci ja (3.8), 

dobija se: 

hio — A + 2W (cos ak:c + cos aky)] Gi-mzi^xky^uo) + 

+ \G2;mz[kxky]i0) + (1 + t^l )Go;m, (^3;^i/; ^ ) ] = ^l,m, , 

(3.13) 
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dok se za slucaj = A^ — 1, is t im proracunom dobija: 

tiuj — A + 2W (cos akx + cosaA;^)] GNz-i;mz{kxky;uj) 

(3.14) 

+ W{GNz-2;mAkxky;u;) + (1 + wi)GNz-mAkxky;io)] = — Siv,-
27r 

-l.m. 

Za slucaj = N^, jednacina kretanja je: 

ih ^ GnxnyN,;mi^) = 1^ Sn^mJuymy^Nzmz ^ (0 + (1 + £2) AGn^̂ ĵ A^̂ srS ( 0 ^ 

- (1 + W2)WGnxnyNz-l;m{t) " W [G„, + l,nyN,;m(0 + G^^-1 .n^A',;m ( 0 + 

+ Gnxny + l,Nz;r7i{t) + G„^„j^ _i,Af^;^ (^ , 

odakle se, zamenom Furi je-transformaci ja (3.8), dobija: 

hid - {1 + £2)A + 2W {cos akx + cos aky)] G^^-rnX^xky^uj) + 

(3.15) 

ih 
-f {I + W2)WGN,-\-mz{kxky;iL)) = — SiMzmz 

Sada mozemo formirat i sistem od jednacina (3.9), (3.11) i (3.13-15). Svaku od ovih 

jednacina delimo sa W, pri cemu uvodimo oznake: 

uj A 
g = h— - — + 2 {cosak^ + cosaky) ; (3.16) 

Gnz;mXkxT ky;Uj) = Gnz,mz ] ^ — 

Pomenuti sistem jednacina ima onda oblik: 

2TW 

{g - £1) Go^rn, + (1 + Wi) G i , 

( l + u ; i )Go, „ . ,+ ^ G i , „ , + G2, 

Gl,mz + 9 G2,mz + G 3 , 

rriz 

TTLz 

^ ^0,mz 

^ ^l,mz 

^2,mz 

Gn,-l,mz + 0 Gnz,mz + G ^ . + i ^ ^ ^ — K ^nz,r, (3.17; 

G/Vz-a.mz + Q GNz-2,mz + GNz-l,mz 

GNz-2,mz + Q GNz-l,mz + (1 + "^2) GN^^rnz 

(1 + W2) GNz-l,mz + £2) G/v^,m, 
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Sistem sadrzi + 1 nepoznatih: Go;m, , G^.^^ , (^2;™, , • • • , GN^-rn,, gde je: 

Gnz\mz — 
D Nz + \ 

U ci l ju osnovnog zadatka ovog istrazivanja, a to je odredjivanje elektronskih 

energija, potrebni su nam polovi Grinovih funkcija koj i se dobijaju kada iste teze 

beskonacnosti, sto znaci da mora bi t i : 

DNZ+I{Q) = 

D 

g-Si l+wi 0 0 
l+wi g 1 0 

Nz + l = 0 , (3.18) 

0 1 g 1 

0 0 

0 0 

0 0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 0 0 

0 0 0 

1 g 

0 1 

1 0 

g I + W2 

(3.19) 

Nz + \ 0 0 0 - - - 0 0 1 + u ; 2 ^ - £ 2 

DNZ+I{Q) predstavl ja determinantu sistema i moze da se napise u razvi jenom obhku: 

DNZ + X{Q) = ( ^ - e i ) ( ^ - £ 2 ) C y v z - i - [ ( l + « ; i ) ' ( ^ - e 2 ) + (3.20) 

+ (1 + 102^ {g - e i ) ] CNZ-2 + (1 + (1 + W2)^ C,V2-3 , 

gde je CN^ karakter ist icni Cebisevljev polinom druge vrste (videti Dodatak 5.3.). 

3.3. Zakon disperzije 

Uslov (3.18), moze se resiti anal i t icki (koji je dat u Dodatku 5.2) kada je: 

£1/2 = 1*̂ 1/2 = 0 sto odgovara film-strukturi koja je „isecena" iz beskonacne. U 

ostahm slucajevima resava se numericki za zadate verdnosti parametara £1 /2 i Wi/2 

pri cemu je £1/2 ~ ^1/2 sto se dobija iz uslova = 6Ww 

Resavanjem jednacine (3.20), odnosno uslova (3.18) po promenljivoj g iz jedna

cine (3.16) se dobija zakon disperzije u sledecem obliku: 

S^^{u)=J^,^,^+gAi^), (3.21) 

^ . 2 '^kx . 2 r< t \ 2 
^kxky = sm — + sm — ; Qk^Kv) = • 

Rezul ta t i numericke procedure prikazani su u tabelama (3.1-3), gde su anal-

izirane energije ( ^ ) elektrona u zavisnosti od granicnih parametara za petoslojni 

film {N, = 4) pri = ky = 0. 
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1 S P E K T R I E L E K T R O N A U ( P E T O S L O J N O M A', = 4) F I L M U 

G ranicni Darametri Redukovane energije (4 S) 

£i E l E2 Es EA Es 
-0.6 0.51 1.28 1.54 2.22 3.46 

-0.5 -0.5 0.48 1.24 1.55 2.27 3.47 

-0.4 0.45 1.19 1.56 2.32 3.48 

-0.1 0.40 1.22 1.67 2.62 3.59 

-0.6 0.0 0.0 0.37 1.19 1.66 2.69 3.63 

0.1 0.32 1.15 1.64 2.71 3.67 

0.4 0.25 1.15 1.68 2.93 3.99 

0.5 0.5 0.20 1.12 1.66 2.95 4.07 

0.6 0.14 1.10 1.65 2.96 4.15 

-0.6 0.48 1.24 1.55 2.27 3.47 

-0.5 -0.5 0.46 1.19 1.56 2.31 3.48 

-0.4 0.44 1.15 1.57 2.36 3.49 

-0.1 0.38 1.16 1.71 2.65 3.60 

-0.5 -0.5 0.0 0.0 0.35 1.12 1.70 2.70 3.64 

0.1 0.31 1.09 1.68 2.74 3.68 

0.4 0.24 1.08 1.72 2.96 3.99 

0.5 0.5 0.19 1.05 1.71 2.98 4.07 

0.6 0.13 1.03 1.70 2.99 4.15 

-0.6 0.45 1.19 1.56 2.32 3.48 

-0.5 -0.5 0.44 1.15 1.57 2.36 3.49 

-0.4 0.41 1.10 1.58 2.40 3.51 

-0.1 0.36 1.10 1.75 2.68 3.61 

-0.4 0.0 0.0 0.33 1.06 1.73 2.73 3.65 

0.1 0.29 1.03 1.72 2.77 3.69 
0.4 0.23 1.01 1.77 2.99 3.99 

0.5 0.5 0.18 0.98 1.76 3.01 4.07 

0.6 0.13 0.96 1.74 3.02 4.15 

T a b e l a 3 .1: Spektr i elektrona u tankom filmu za = - 0 . 5 
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2 S P E K T R I E L E K T R O N A U ( P E T O S L O J N O M N 2 = 4) F I L M U 

Granicn i parametri Redukovane energije (4 S) 

E, E2 Es E, Es 
-0.6 0.40 1.22 1.67 2.62 3.59 

-0.5 -0.5 0.38 1.16 1.71 2.65 3.60 

-0.4 0.36 1.10 1.75 2.68 3.61 

-0.1 0.32 1.10 2.00 2.90 3.68 

-0.1 0.0 0.0 0.29 1.05 2.00 2.95 3.71 

0.1 0.26 1.01 2.00 2.99 3.74 

0.4 0.21 0.98 2.09 3.21 4.01 

0.5 0.5 0.16 0.95 2.08 3.23 4.09 

0.6 0.11 0.92 2.07 3.24 4.16 

-0.6 0.37 1.19 1.66 2.69 3.63 

-0.5 -0.5 0.35 1.12 1.70 2.70 3.64 

-0.4 0.33 1.06 1.73 2.73 3.65 

-0.1 0.30 1.05 2.00 2.95 3.71 

0.0 0.0 0.0 0.0 0.27 1.00 2.00 3.00 3.73 

0.1 0.24 0.95 2.00 3.05 3.76 

0.4 0.19 0.93 2.10 3.27 4.02 

0.5 0.5 0.14 0.89 2.09 3.29 4.09 

0.6 0.09 0.85 2.08 3.31 4.17 

-0.6 0.32 1.15 1.64 2.71 3.67 

-0.5 -0.5 0.31 1.09 1.68 2.74 3.68 

-0.4 0.29 1.03 1.72 2.77 3.69 

-0.1 0.26 1.01 2.00 2.99 3.74 

0.1 0.0 0.0 0.24 0.95 2.00 3.05 3.76 
0.1 0.21 0.90 2.00 3.10 3.79 
0.4 0.16 0.87 2.11 3.34 4.03 

0.5 0.5 0.12 0.83 2.10 3.36 4.10 

0.6 0.08 0.79 2.09 3.37 4.17 

T a b e l a 3.2: Spektr i elektrona u tankom filmu za £i = 0.0 
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3 S P E K T R I E L E K T R O N A U ( P E T O S L O J N O M TV, = 4) F I L M U 

Granicn i parametri Redukovane energije (4 5 ) 

E, E2 E3 E, E, 
-0.6 0.25 1.15 1.68 2.93 3.99 

-0.5 -0.5 0.24 1.08 1.72 2.96 3.99 
-0.4 0.23 1.01 1.77 2.99 3.99 
-0.1 0.21 0.98 2.09 3.21 4.01 

0.4 0.0 0.0 0.19 0.93 2.10 3.27 4.02 

0.1 0.16 0.87 2.11 3.34 4,03 
0.4 0.12 0.83 2.24 3.67 4.14 

0.5 0.5 0.08 0.78 2.24 3.72 4.18 

0.6 0.04 0.74 2.23 3.75 4.23 

-0.6 0.20 1.12 1.66 2.95 4.07 

-0.5 -0.5 0.19 1.05 1.71 2.98 4.07 
-0.4 0.18 0.98 1.76 3.01 4.07 
-0.1 0.16 0.95 2.08 3.23 4.09 

0.5 0.5 0.0 0.0 0.14 0.89 2.09 3.29 4.09 

0.1 0.12 0.83 2.10 3.36 4.10 

0.4 0.08 0.78 2.24 3.72 4.18 

0.5 0.5 0.05 0.73 2.23 3.77 4.21 

0.6 0.02 0.68 2.22 3.82 4.26 

-0.6 0.14 1.10 1.65 2.96 4.15 
-0.5 -0.5 0.13 1.03 1.70 2.99 4.15 

-0.4 0.13 0.96 1.74 3.02 4.15 

-0.1 0.11 0.92 2.07 3.24 4.16 

0.6 0.0 0.0 0.09 0.85 2.08 3.31 4.17 
0.1 0.08 0.79 2.09 3.37 4.17 
0.4 0.04 0.74 2.23 3.75 4.23 

0.5 0.5 0.02 0.68 2.22 3.82 4.26 

0.6 -0.01 0.63 2.22 3.87 4.30 

T a b e l a 3.3: Spektr i elektrona u tankom filmu za £1 = 0.5 
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3.4. Elektronska stanja 

Anal iza dobijenih rezultata pokazuje sledeci ut icaj granicnih parametara. 

1. Povecanjem parametara £ 1 / 2 , ceo spektar se pomera ka v is im vrednostima 
energija, pa cak moze da izadje i van najvise balkovske granice. 

2. Povecanjem parametara t£>i/2 energetski spektar elektrona se s i r i , prema i l i van 
granica energetske zone idealnog kr is ta la. 

3. Pogodnim izborom parametara spektar mogucih energetskih podnivoa moze 
da „napusti" balkovske granice. 

4. Pored „suzene energetske zone (redukovane energije 0 < 4S < 4 ) , sto je 
prikazano na slici 3.2-4 gore, kada se ne pojavl juju lokalizovana energetska 
stanja vec spektar poseduje gornji i donji energetski gep (videti Dodatak 5.2. i 
5.3.), zona dozvoljenih elektronskih energija moze da se prosiri i van balkovskih 
granica. Tada se pojavl ju ju i lokal izovana elektronska stanja (samo jedno, 
sto je prikazano na slici 3.2-4 levo dole, i l i dva, slika 3.2-4 desno dole^). 

Na osnovu toga sledi da ce na jv isa energija u spektru izaci iz energetske zone ma-
sivnog kr is ta la za vece vrednosti parametara £ 1 / 2 i t«i/2, t j - pojavice se lokahzovana 
stanja elektrona. To se vidi iz tabele 3.3 narocito za £ 1 = £ 2 = 0.5 i Wi = W2 = 0.6 
kada je na jv isa elektronska enegija AS = 4.30 (zadnja vrs ta u tabeh 3.3). 

Takodje zbog velikog sirenja spektra elektrona pri wi = W2 = 0.6 i pored toga 
sto je spektar pomeren ka v is im energijama (zbog £ 1 = £ 2 = 0.5), uocava se da 
je min imalna energija elektrona manja od nule, t j . j av l j a se lokalizovano stanje sa 
energijom ispod energetske zone masivnog kr is ta la. 

U zelji da ispitamo zavisnost energije lokalizovanih stanja elektrona od debljine 
filma anal iz i ra l i smo ponasanje velicine redukovanih energija {AS) od u karakte-
r ist icnom slucaju £ 1 = £ 2 = 0.5 1 wi = W2 = 0.6 sto je prikazano u tabeli 3.4. 

L O K A L I Z O V A N A S T A N J A 

E, 

A -0.0126 4.2962 

9 -0.0055 4.1953 

14 -0.0036 4.1821 

19 -0.0027 4.1803 

T a b e l a 3.4: Zavisnost energije lokahzovanih stanja od 

Kompletna anahza ove zavisnosti (A^ > 19) nije mogla da bude sprovedena zbog 
ogranicenosti kapaciteta memorije racunara. Anal izom podataka iz tabele 3.4 vidi 
se da sa povecanjem debljine filma energije lokalizovanih elektronskih stanja teze 
granicama energetske zone idealnog kr is ta la. 

®Broj lokal izovanih s t a n j a ni je ogranicen n a na jv ise dva, jer se povecanjem deblj ine f i lma mogu 

j a v i t i jos neka. Ovo su pokazale naknadne numericke anal ize, a l i zbog problema sa kapac i te tom 

racunarske memori je ovaj proracun ni je doveden do k r a j a . 
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Sl ika 3.2-4: Energetski spektri elektrona tankog f i lma: 

- mrutar balkovskih granica (sl ika gore), 

- pojava lokalizovanog stanja elektrona (levo dole), 

- pojava lokalizovanih stanja elektrona (desno dole). 
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4. Z A K L J U C A K 

U radu su istrazeni i analizirani energetski spektri (moguca energetska stanja) 
elektrona u kr is ta ln im, idealnim beskonacnim i f i lm st rukturama, sa pr imi t ivnom 
kubnom resetkom, na osnovu cega se doslo do sledecih vazni j ih rezultata. 

1. Ove analize su pokazale bitne razlike u zakonu disperzije elektrona u pomenuta 
dva sistema, kao iskl jucive posledice postojanja granica f i lm-struktura, u ko
j i m a elektronski spektri poseduju dva energetska gepa. 

2. Postojanje granicnih uslova ima za posledicu promenu sirine energetske zone 
elektrona. U odnosu na zonu dozvoljenih energija idealnih s t ruk tura sa prak
ticno kontinualnim rasporedom, zona elektronskih dozvoljenih energija u fi lmu 
je izrazito diskretna. 

3. Ut ica j granicnih parametara £ 1 / 2 manifestuje se tako da sa nj ihovim poveca
njem dolazi do pomeranja celog spektra ka v is im vrednostima energija. Sa 
druge strane, povecanjem parametara Wif2 zona dozvoljenih elektronskih e-
nergija u fi lmu se siri prema granicama balkovske energetske zone. 

4. Za zadate vrednosti granicnih parametara energetska zona elektrona je uza od 
balkovske, odnosno spektar elektrona poseduje jedan donji i / i h jedan gornji 
energetski gep. Posledica postojanja donjeg energetskog gepa moze da se 
tumaci na sledeci nacin: on odgovara energiji osnovnog stanja elektronskog 
sistema i predstavl ja najmanju energiju koju treba uloziti da bi u fi lmu egzi-
stirao elektronski gas. Sve do te energije elektroni se mogu nalazi t i samo u 
nekim od vezanih stanja. S druge strane, to mozemo tumacit i i tako da se 
u film-strukturama, za vehcinu minimalnog energetskog gepa, „podize" Fer-
mijev nivo. Samo elektroni sa energijama vecim od ove minimalne, mogu da 
ucestvuju u transportnim i ostal im fizicki interesantnim procesima. 

5. Za neke vrednosti pomenutih parametara energetska zona elektrona izlazi van 
zone elektronskih energija neogranicenog kr is ta la. U tom slucaju pojavl ju ju 
se lokalizovana elektronska stanja. Energije ovih stanja zavise od debljine 
filma - povecanjem debljine filma teze granicama balkovske energetske zone, 
cime zapravo prestaju da budu lokahzovana stanja. Uocl j iva je i izrazena 
zavisnost vehcine energije lokahzovanih stanja elektrona od vrednosti granicnih 
energetskih parametara. Zbog toga se balkovske energije mogu dobiti samo u 
kompletnom termodinamickom limesu koji podrazumeva istrovemeni prelaz: 
£ 1 / 2 0, Wi/2 0 i L -> O O . 
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5. D O D A T A K : 
Grinove funkcije i Cebisevljevi polinomi 

5.1. Metod Gr inovih funkcija 

Poznavanje Gr inovih funkci ja omogucava nalazenje energije osnovnog stanja 
sistema, spektra i vrste elementarnih pobudjenja, zat im, termodinamicka svojstva 
u ravnoteznim i neravnoteznim stanj ima posmatranog sistema. 

Veoma bi tan zadatak statisticke fizike je nalazenje srednjih vrednosti dinamickih 
vehcina. Za velicinu A{x,t) srednja vrednost se definise kao: 

= Sp {A{x,t)gt) , (5.1) 

gde je: 

Q,= e^S{t,t,)e-^ (5.2) 

neravnotezni stat ist icki operator, a QO - ravnotezni stat ist icki operator. Za izracuna
vanje neravnoteznih srednjih vrednosti najpogodnije je korist i t i ravnotezni operator 
velikog kanonickog ansambla: 

jer je vel ika kanonicka raspodela najopst i ja (ona ukljucuje zakone odrzanja srednje 
energije i srednjeg broja cestica). Ako se (5.1) zameni u (5.2) i izvrse dve cikhcne 
permutacije operatora, dobija se: 

Sp {A{x,t)gt) = Sp I^S-\t,to) e-^A{x,t) e^S{t,to)go'^ , 

t j . : 

{A{x,t))t = {S-\t,tM{^.t)S{t.to))o (5.3) 

gde je 

A[x,t) = ey.p —\A[x,t)ex.p 
ifi J \ J 

Sredingerov operator A{x,t), napisan u reprezentaciji interakcije. Pisanjem (•••)« 

oznacene su neravnotezne srednje vrednosti, a ( • • • )o ravnotezne srednje vrednosti. 

S{t, to) je uni tarn i operator, tzv. matr ica rasejanja: 

5(^,^0) = fe^ f dt'W{t') . 
Jto 

Ako se ^ -mat r i ca razvi je u red i zadrzi na prva dva clana, sto odgovara hnearnoj 

aproksimacij i po interakci j i W{t): 

S^\t,to) = l ± ^ f dt'W{t'), 
in Jto 
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tada je 

( i ( x , t))t = {A{x, t))o + 4 / ' dt'{A{x, t)fW{t') - tW{t')A{x, t))o . (5.4) 
in Jto 

Kako hronoloski operator T deluje samo na W{t'), ne mora se pisati u gornjem 
izrazu. Izraz ima smisla samo za t > t' pa ispred proizvoda operatora A i W uvodi 
se Hevisajdova step funkcija 0 ( t — t'), definisana na sledeci nacin: 

0 ( t - O = 
1 t> t' 

^ 0 t<t' 

Zbog toga izraz (5.4) prelazi u : 

{A{x,t))t = {A{x,t))o + Lit,to) , 

gde je: 

L{t, to) = ^ [ dt'Q{t - t'){A{x, t)W{t') - W{t')A{x, t))o (5.6) 

ih J 

(5.5) 

*0 
i naziva se l inearni odziv i l i reakcija sistema na spoljasnju perturbaciju W{t). 

Rad i dalje analize linearnog odziva potrebno je izvrsi t i konkretizaciju W{t). 
Jedna od opsti j ih formi hamil toni jana spoljasnje perturbacije je: 

H^nt{t') = Jdx'B{x',t') e{x',t') , (5.7) 

pri cemu su B{x',t') - operatori neke dinamicke varijable B, a £{x', t') - funkcije koje 

nemaju operatorsku s t rukturu i ponekad se nazivaju C - brojevima. Kako je: 

W{t) = exp 
f Hot\ fHot\ 

(5.i 
\ J \ J 

na osnovu (5.7) i (5.8) operator W{t') ce b i t i : 

W{t') = J dx'B{x',t') £{x',t') , (5.9) 

gde je 

B{x ,t) = exp ( ^ - — j 5 ( x , t ) exp ^ 

Sredingerov operator napisan u reprezentaciji interakcije. Zamenom (5.9) u (5.6) 

dobija se: 

L(t, to)^^ [ dx' f dt'e{x', t') G{x, x'; t, f) , (5.10) 
in J Jto 

gde je vel icina: 

G ( x , x'-1, t') = Q{t - t'){A{x, t)B{x',t') - B{x', t')A{x,t))o ( 5 . i r 
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i naziva se dvovremenska t e m p e r a t u r s k a re tardovana funkc i ja G r i n a . Ona 

zavisi od QN + 2 promenljive (dva puta po t r i prostorne i dve vremenske). Ako je 

prostor homogen (bez defekata, primesa i td.) onda Grinova funkci ja, kao njegova 

fizicka karakter is t ika, ne zavisi od konfiguracionih koordinata x i x' ponaosob, vec 

od njihove razlike x — x', pa se broj promenlj ivih svodi na 3 A + 2. Ako originalni 

operatori ne zavise eksplicitno od vremena, t j . A ( x , t) = A{x) i B[x, t) = B[x) tada 

Gr inova funkci ja ne zavisi od vremenskih koordinata t i t' ponaosob, vec od njihove 

razhke t — t' \n broj promenljivih se svodi na 3 A + 1. U tom slucaju Grinova 
funkcija (5.11) prelazi u: 

G{x, x; t, t') G{x — x',t — t') = 

= Q(t - t') [JAB{X - X ,t - t') - JI3A{X - x',t - t') 

Ovde su uvedene korelacione funkcije: 

(5.12) 

JABix - x ' , t - t') = {A{x,t)B{x', t'))o ; JBA{X -x',t- t') = {B{x',t')A{x,t))o 

(5-13) 
koje u sebi sadrze svu neophodnu informaciju o svojstvima posmatranog sistema. 

Upravo iz ovog razloga metod Grinovih funkci ja ima izuzetan znacaj u teorijskoj 

fizici kondenzovane materije. 

Ako se izvrsi simbohcka smena: x —> n i —> m i postavi uslov t' = 0, izraz za 

Gr inovu funkci ju moze da se napise u sledecem obhku: 

Gnrnit) = HMt) I ^7^(0))) = e ( t ) ( An{t) , B^{0) (5.141 

Za najrasprostranjeni j i nacin izracunavanja korelacionih funkci ja, pa prema tome 

i sv ih relevantnih karakter ist ika sistema, smatra se metod jednacina kretanja za 

Grinove funkcije: 

j^Gn^it) = fQ{t){[Mt), ^,^(o)])o + 0 ( t ) ( 
dAftjt) 

dt 
, ^ ^ ( 0 ) (5.15) 

d 
Koriscenjem Hajzenbergovih jednacina kretanja i?i—A{t) = [Afi{t), H{t)] za opera-

tore f izickih vehcina i osnovnih definicija ^ © ( 0 = ^i^)^ [A,B] = AB — BA, ovaj 

izraz se svodi na: 

thjGnrnit) = in8{t)CnrA + {{[Mt) , H{t) 

gde je Cn^ korelaciona funkci ja, C^^ = {[An{t),B^{S>)]). 
Primenom Furieove transformacije: 

(5.16) 

G nm 
-OO 

du; e-^'^'GftAH (5.17; 
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jednacina (5.16) prelazi u 

hu GHMU) = '^Cnrn + {{\Mt) : Hit)] \^ . {5.U 

V i d i se da se Grinova funkci ja GfiTni^) = {{Ait{t) \ izrazava preko nove -
vise Grinove funkcije (( Aait) , H{t) \ Vise Grinove funkcije se racunaju 
na ist i nacin kao i obicne (pomocu jednacina kretanja) te se tako dobija beskonaan 
niz, tzv. h i jerarhi ja vezanih jednacina za odredjivanje Grinove funkcije. D a bi se i 
izracunala trazena jednocesticna, a redje dvocesticna Grinova funkcija mora se ovaj 
beskonacan red negde prekinuti koriscenjem neke dovoljno opravdane aproksimacije. 

Interesantno je jos podvuci da Grinove funkcije imaju i dublji fizicki smisao. 
Naime, realni delovi nj ihovih polova predstavl jaju energije elementarnih pobudje
n ja dok reciprocne vrednosti imaginarnih delova njihovih polova odredjuju vremena 
zivota t i h ekscitaci ja. 

Pored toga, neophodno je dati vezu izmedju ovih Grinovih funkci ja i korelacionih 
funkci ja koje, kao sto je napred vec receno, definisu i sve ostale fizicke karakterist ike 
posmatranog sistema. Ova veza se izrazava preko spektralne teoreme: 

l im [Gftr^iu; + iS) - GH^{UJ - t6)] = ( e^'^/' - 1 J -nm 
L 'BA (5.19) 

gde je Js'^iio) Furieov transform korelacione funkcije JSA{^)- Za < = 0 korelacione 
funkcije (5.13) predstavl jaju srednje vrednosti proizvoda odgovarajucih operatora. 

5.2. Polovi elektronskih Gr inovih funkcija 

Koren i determinante (3.19) predstavl jaju polove Grinove funkcije i odredjuju 
energije elementarnih ekscitaci ja (elektrona) sistema. U slucaju kada povrsinski 
parametr i ima ju vrednosti £i = £ 2 = e = 0 i u;i = = = 0 jednacina (3.18) ima 
analit icko resenje obhka: 

DNMQ) = C^^^,{C) = '^^^^^:^; g = 2cosC, 
sm ( 

koj i se svodi na uslov Cyv^+i = 0, tako da se dobija'^: 

C. = £ ^ ; = 1,2,3, ...,N, + i. 

Na osnovu ovoga i jednacine (3.16) nalazimo: 

h ujfj, = A — 2W (cos akx + cos aky — cos C^) , (5.20) 

gde je cos = — cos ak^iu) , u = + 2 — fj,, a 

^ . ( ^ ) = - T 7 ^ ; ^ = 1,2,3, . . . , i V , + l . (5.21) 
a + 2 

^V ide t i Doda tak 5.3. 
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Zamenom ovih relacija u (3. 21) i uzimajuci u obzir da je Ej^iv) — hujy i A = 6VU, 

sledi: 

£-,{u) = J'kxky + QM. (5.22) 

J^kxky = sm — + sm — ; GkA^) = sm — , 

Izraz (5.22) predstavl ja zakon disperzije slabo vezanih elektrona u idealnom filmu 

i ima istu formu kao izraz (2.44) dobijen za idealne neogranicene (balk) strukture, 

s razl ikom sto je tamo k^ prakticno kontinualno promenljivo (u intervalu^ [0 ,7r /a ] ) 

kao sto su A;̂ ; i fcj,, a ovde je diskretno - dato izrazom (5.21). 

Pored toga, uocava se da je: 

j^m.n ^ ^ m , n ^ Q . ^rn^n ^ ^ _ _ L _ > Q ̂  (533) 

posto je u p i tanju tanak film, odnosno: <C {N^,Ny) i : 

imax _ imax _ . imax _ ^ + 1 TT 

Izmedju minimalne i maksimalne vrednosti za k^, pa prema tome i za 5^, postoji 

jos — 1-a diskretna vrednost. 

U skladu sa gore pomenutim, dolazimo do zakl jucka da elektronski spektar u 

tankom filmu poseduje dva energetska gepa, donji g i gornji h: 

g = - 5 ^ ' " = ( T T ^ ) ' ; h = - = 2 f ) (5.25) 

(indeks / oznacava film, a b beskonacnu s t rukturu) . 

Osnovna posledica postojanja energetskih gepova je „suzenje" zone dozvoljenih 

energija elektrona: 

A£ = {A£)^ = {A£),-{g + h) = l -
1 2 

. 2 ( i V , + 2)_ 
(5.26) 

Odavde se v id i da se sir ina energetske zone elektrona kristalnog filma veoma 

brzo (parabol icki) pribl izava balkovskoj vrednosti, kada se debljina filma povecava, 

t j . kada raste broj slojeva Â ;̂ . Za izuzetno tanke filmove {A£)j je veoma uska, dok 

za Nz > oo ona tezi {A£)f^. Na ist i nacin, u pravom termodinamickom limesu 

(e —> 0, w ^ 0 i oo), energije lokahzovanih stanja (videti tabele 3.1-3 i 3.4) 

teze balkovskim vrednostima. 

* 0 v o je desna polov ina prve Br i luenove zone, alo posto je spektar e lekt rona s imet r i can , zak l jucak 

vaz i i z a celu zonu. 
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5.3. Karakter is t icn i polinomi Cebiseva 

Karakter is t icne determinante oblika: 

X 1 0 0 
1 x 1 0 
0 1 x 1 

0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

1 x 1 0 
0 1 x 1 
0 0 1 X 

(5.27) 

koje odgovaraju raz l ic i t im vrednostima, n = 2 ,3 ,4 , . . . , N uz pretpostavljene 
pocetne uslove: 

Co(x) = l ; C i ( x ) = x , 

zadovoljavaju sledecu rekurentnu relaciju: 

C„+i(x) = x C „ ( x ) - a _ i ( x ) (5.28) 

i naz iva ju se Cebisevl jevim polinomima^. 
Uvodeci smenu: x = 2 cos determinanta (5.21) moze se anal i t icki izrazi t i 

C„(x) sm 

Nule Cebisevl jevih polinoma, koje slede iz uslova: 

date su relacijom 
TT 

n + 1 
u ; = 1,2,3, n . 

(5.29) 

(5.30) 

(5.31 

^ko ja p reds tav l j a homogenu diferencnu jednac inu drugog reda sa kons tan tn im koef ic i jent ima 
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