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1 U V o d 

U teoriji kondenzovane materije se najce§ce analiziraju strukture koje su prostorno homogene 
i poseduju osobinu translacione invarijantnosti [1]. Medjutim, u praksi idealno ciste strukture ne 
postoje. Pored toga, kristali poseduju granicne povrsine na kojima dolazi do specificnih efekata 
i fizickih fenomena, a oni se ne mogu direktno objasniti metodama teorije idealnih struktura. 
Postojajije granicnih povrSina, pored uticaja necistoca (primesa, defekata, vaJcancija i si.), kod 
ovih struktura dovodi do narusenja translacione simetrije [2]. 

Za modernu nauku o materijalima danas je najznacajnije precizno strukturiranje materijala 
do dimenzija od nekoliko nanometara, posebno na polju elektronike, optoelektronike i visokotem-
peraturske superprovodnosti [3]. Fenomeni povezani sa tako malim dimenzijama dovode do po
jave novih i drugacijih, odnosno izmenjenih osobina materijala, sto je interesantno ne samo sa 
fundamentaJnog fiziCkog stanovista, vec su takve struktiure i od sireg praJcticnog znacaja. Kod 
striiktura ciji su dimenzioni parametri reda nekoliko nanometara, tzv. kvajitne i l i nanostruk-
tiue (tanki filmovi, superresetke, kvantne zice i kvantne tacke), izrazeni su quantum size effects 
[4] pa je za njihovo opisivanje potrebno koristiti savremene metode kvantne teorije polja [5,6]. 
Elektronska struktura kvantnih sistema potpuno se razlikuje od iste kod polaznih (masivnih) 
uzoraka sto ima za posledicu da ove strukture imaju sasvim nove transportne, opticke i magnetne 
karakteristike. 

Ispitivanje elektronskog podsistema, koji, pored fononskog, predstavlja fundamentalni fizicki 
podsistem, je od znacaja iz razloga sto su upravo (kvazi)slobodna naelektrisanja nosioci svih 
transportnih i termickih procesa u fizici kondenzovane materije [1]. U ovom radu istrazeni 
su uticaji granica i pertmrbacionih parametara na energetski spektar i moguca stanja elektrona 
(promene u zakonu disperzije) u kristalnim film-strukturama i kvantnim zicama [7,8]. Za ajializu 
je odabran metod dvovremenskih Grinovih funkcija, zbog definicije polova Grinovih funkcija [9]. 
Naime, realni delovi polova Grinovih funkcija definisu energije elementaxnih ekscitacija (pobu-
djenja) u kristalu, tako da njihovim nalaizenjem direktno dobijamo i zakon disperzije elektrona. 
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2 Elektroni u kristalima 

Translaciona invarijantnost idealnih kristalnih struktura [1] namece periodican (sa periodom 
kristalne resetke) oblik mnogim fizickim velicinama koje ih opisuju (npr. periodicna raspodela 
polja i potencijalne energije elektrona). 

Jedan od glavnih zadataka teorije cvrstog stanja je proucavanje promena diskretnog energet
skog spektra elektrona izolovanog atoma - pri priblizavanju atoma i obrazovanju kristalne struk-
tmre. U ovom procesu periodifino polje kristeJa i interakcija medju atomima dovodi do cepanja 
energetskih nivoa elektrona slobodnih atoma. Posto se kristal moze tretirati kao gigantski 
molekul, to kvantna stanja elektrona u tom molekulu, zbog Paulijevog principa iskljucenja, 
moraju biti okarakterisana razlicitim kvantnim brojevima sto ima za posledicu formiranje citavog 
spektra energetskih nivoa na mestu jednog nivoa u izolovanom atomu [1,10]. Umesto jednog 
energetskog nivoa, jednakog za svih N izolovanih atoma, u cvrstom telu se pojavljuje N blisko 
rasporedjenih nivoa, koji obrazuju energetsku zonu. Cepanje energetskih nivoa je najizrazitije 
za spoljasnje (valentne) nivoe, jer se talasne funkcije spoljasnjih valentnih elektrona susednih 
atoma medjusobno veoma preklapaju, dovodeci do kolektiviziranosti ovih stanja, kojima se na 
taj nacin atomi povezuju u kristal - gigantski molekul. 

Ovi kolektivizirani elektroni, kojima se inace opisuju najkarakteristicnija svojstva metala, 
nisu vezani sa atomima kristalne resetke i mogu da se premestaju po celoj zapremini meta
la. Medjutim, cak i kada elektron napusti atom u kristalu, on se pod dejstvom primenjenog 
elektricnog polja ne krece slobodno vec je podvrgnut uticaju kristalnog polja. Ovaj uticaj se 
moze usrednjeno uzeti u obzir uvodjenjem efektivne mase kvazislobodnih nosilaca naelektrisanja 
[1,10]. Takodje, zbog specificnosti kretanja elektrona u kristadnom polju, anomalnog ponasanja 
kvazislobodnih elektrona na krajevima valentne zone, uvodi se pojam kvazislobodnih nosilaca 
naelektrisanja - supljina. 

2.1 Model kvazislobodnih elektrona 

Veliki broj vainih fizickih osobina mogu se razumeti polazeci od modela slobodnih elektrona 
po kome se najslabije vezani elektroni atoma krecu slobodno po zapremini metala. Valentni 
elektroni postaju provodnici elektriciteta i nazivaju se provodni elektroni. Sile izmedju provodnih 
elektrona i jona se zanemaruju, tj. smatra se da se provodni elektroni mogu kretati svuda 
u unutrasnjosti uzorka. Ukupna energija je jednaka kinetickoj, sto znaci da se potencijalna 
ne uzima u obzir [1,7-10]. KlasiCna teorija je imala nekoliko iispeha, aJi i nedostataka. U 
uspehe spadaju izvodjenje Omovog zakona (j = aE) i izvodjenje veze izmedju elektricne i 
toplotne provodnosti. Medjutim, totalni neuspeh je dozivela u objasnjenju toplotnog kapaciteta 
i paramagnetne susceptibilnosti provodnih elektrona. Zatim, pomocu klasicne teorije ne moze 
da se objasni postojanje dugog slobodnog puta elektrona. Pomenute pojave uspesno se opisuju 
pomocu modela kvazislobodnih elektrona. 

2.1.1 Energetske zone 

Nalaienje egzaktne kvantitativne teorije predstavlja vaian, ali do sada neresen problem 
teorije cvrstog stcinja. Zato se pribegava odredjenim aproksimiicijama, od kojih je jedna aproksi-
macija kvazislobodnih elektrona u kristalu. T u se u nultoj aproksimaciji elektron posmatra kao 
Slobodan dok se periodi5no kristalno polje tretira kao perturbacija (odnosno kao malo narusenje 
nulte energije). 
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Dozvoljene vrednosti energije slobodnog elektrona se protezu neprekidno od nula do besko-
nacno: 

gde je k intezitet talasnog vektora slobodnog elektrona. Izraz pokazuje parabolicnu zavisnost 
izmedju energije i talasnog vektora slobodnog elektrona. 

Elektroni ne mogu posedovati sve vrednosti energije u kristalu, tako da iz parabolicne krive 
E{k) moraju biti iskljuceni delovi koji odgovaraju zabranjenim zonama. Granice dozvoljenih 
zona moguce je formalno odrediti posmatranjem difrakcije elektronskih talasa na kristalnim 
ravnima, koja se ostvaruje shodno Bragovom zaJsonu: n\ 2d sin 9. Posmatranjem upadnog 
elektronskog talasa sa pravcem prostiranja normalnim na pomenute kristalne ravni, za slucaj 

kubne resetke {d = a, gde je a - parametar resetke) dobija se iz Bragovog zakona A = —. Ovo 
je talasna dxizina elektronskih talasa koji bivaju reflektovani od kristalnih ravni, odnosno koji 
se ne mogu prostirati kroz kristal. Ona odredjuje i vrednosti talasnog vektora koje elektron ne 
moze imati u kristalu: 

k=^^ = ' ^ , n = ± l , ± 2 , . . . (2.2) 
A a 

TT 27r 
U okohni zabranjenih vrednosti k = ±— , ± — , . . . zavisnost energije od talasnog vektora 

a a 
E{k) odstupa od parabolicnog oblika i dolazi do formiranja zabranjenih zona A£Ji , A^Jg , • • • 

Oblasti vrednosti talasnog vektora k pri kojima se energija elektrona E menja neprekid
no, a na granicama dozivljava prekid, neizivaju se Briluenovim zonama. Oblast u fc-prostoru 
izmedju i +— se naziva prvom Briluenovom zonom. Zbog periodicnosti kristala fizicki su 

o a 
neekvivalentne seano ta^ke reciprocnog /c-prostora koje pripadaju prvoj Briluenovoj zoni, dok su 
fizicki ekvivalentne sve vrednosti talasnog vektora k' i k koje se razlikuju za vektor translacije 
reciprocne resetke K: k' = k + K, gde k pripada prvoj Briluenovoj zoni. U jednodimenzionom 
slucaju intenzitet vektora K je celobrojni umnozak intenziteta primitivnog vektora reciprocne 
resetke [1,7,10], pa se stanja elektrona sa vrednostima talasnog vektora inteziteta k i talasnih 

- -> 27r 
vektora inteziteta k' (k' = k + n— , n = 0, ± 1 , ±2, . . . ) fizicki ne razlikuju. To daje mogucnost 
da se sve Briluenove zone svedu na prvu zonu. 

Za kristal konacnih dimenzija Born-Karmanovi ciklicni uslovi [1,10] daju diskretne^ vrednosti 
kvazitalasnog vektora imutar prve Briluenove zone: 

= i - 1 , 2 , 3 , (2.3) 

gde je Tij ceo broj. U svakoj dozvoljenoj zoni postoji N energetskih nivoa (iV-broj atoma u 
kristcilu) koji odgovaxaju vrednostima kvazitalasnog vektora u prvoj Briluenovoj zoni: 

k = - ^ ,n i = 0, ± 1 , ±2 , . . . ± - , (2.4) 

2TT 
rasporedjenih ravnomerno sa medjusobnim razmakom Afc = -r;-. Na svakom od N nivoa mogu 

JSa 
se nalaaiti po 2 elektrona sa suprotno orijentisanim spinovima - u zoni kristala moze biti najvise 
2N elektrona. 

slucaju kristala dovoljno velikih razmera moze se smatrati da je A;* kvazineprekidno [1]. 
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Sirina dozvoljene zone se moze proceniti pomocu Hajzenbergove relacije neodredjenosti: 

AEAt ~ h . (2.5) 

U izolovanom atomu srednje vreme zivota elektrona u pobudjenom stanju je r ~ 10~^s sto za 
sirinu energetskih nivoa daje AE ~ 10"^ eV. 

U toku obrsizovanja cvrstog tela elektroni se kolektiviziraju prolazeci kroz potencijalne bari
jere timel efektom. Prozracnost^ pravougaone barijere se procenjuje kao [6,10]: 

D « exp ^ - y ^2me(f7o - E)^ , (2.6) 

gde su: UQ — E - visina barijere koja je za valentne elektrone reda velicine energije jonizacije 
atoma ( ~ 10 eV), d - Sirina barijere koja je srazmerna periodu kristalne resetke (~ 10~^° m). 
Ako se brzina elektrona u atomu proceni kao 

1 0 = - . (2.7) 
ml s 

to za jednu sekimdu elektron udari j puta u barijeru (/ ~ 10~^° m - sirina potencijalne jame), 

pa je ucestanost prolaska kroz barijeru: 

f=jD=jexp (-^^2meiUo-E)^ . (2.8) 

Srednje vreme pripadanja elektrona datom atomu je 

r = 7 = r exp ('^J2me{Uo-E)] « lO'^^s , (2.9) 

tako da se za sirinu dozvoljenih zona dobija 

- ^ ~ l e v . (2.10) 

Sirina unutrasnjih dozvoljenih zona je manja od sirine spoljasnjih dozvoljenih zona zbog 
naglog skoka visine potencijalne barijere. Na osnovu sirine dozvoljene zone moze se proceniti 
rastojanje izmedju susednih energetskih nivoa u njoj. U svakoj zoni postoji N nivoa {N ^ 
lO^^cm"^) tako da je rastojanje izmedju susednih energetskih nivoa u dozvoljenoj zoni reda 
velicine 10~^^ eV po cm^ materijala. 

Sirina zabranjenih zona je reda velicine dozvoljenih zona. Posto vise energetske zone imaju 
vecu sirinu od nizih, rastojanje izmedju njih je manje dok je za nize zone situacija obrnuta. 
Energija koju elektroni sticu pod dejstvom spoljaSnjeg izvora struje je reda velicine 10~^^ eV 
tako da oni veoma lako mogu ostvariti unutarzonske prelaze. Potrebne energije za medjuzonske 
prelaze su reda velicine nekoliko eV, koje se mogu ostvariti tek pri izuzetno velikoj razlici po-
tencijala {U « 10 k V ) . Dakle, pri dejstvu spoljasnjih cinilaca premestaju se elektroni unutar 
dozvoljene zone i l i oni koji steknu dovoljno energije za medjuzonske prelaze iz valentne u dozvo-
Ijenu provodnu zonu. 

Prema velicini energetskog procepa materijali se dele na provodne i na neprovodne [10]. 
Provodni materijali imaju nezauzete energetske nivoe koji leze neposredno iznad zauzetih va-
lentnih nivoa. Postoje dve vrste provodnika: 

^Relativni odnos propustenog i upadnog elektronskog fluksa. 
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• Provodnici prve vrste - kod kojih je valentna zona do pola popunjena. 

• Provodnici drugs vrste - kod kojih dolazi do prekrivanja valentne i provodne zone. 

Neprovodni materijali su oni kod kojih je valentna zona u potpimosti popunjena. Prema 
velicini energetskog procepa oni se dele na: 

• Dielektrike - kod kojih je sirina energetskog procepa veca od 3.5 eV. 

• Poluprovodnike - kod kojih je sirina energetskog procepa manja od 3.5 eV. 

2.1.2 Brzina, ubrzanje i efektivna masa 

Kako kvazislobodni elektroni u metalu cine degenerisan gas, odnosno, podvrgavaju se kvant
noj Fermi-Dirakovoj statistici, potrebno je napustiti klasicnu predstavu elektrona kao cestice i 
posmatrati njegovu dualnu (cesticno-talasnu) kvantnomehanicku prirodu [1,9,10]. 

Pogodan nacin prikazivanja elektrona je u vidu talasnog paketa gde je cesticni aspekt elek
trona izraien njegovom lokalizacijom u intervalu gde je reziiltujuca amplituda talasnog paketa 
razlicita od nule. Srednja brzina elektrona je odredjena grupnom brzinom talasnog paketa: 

du did 1 -> 

Sa druge strane, brzina prirastaja energije elektrona, pod dejstvom neke spoljasnje sile F, u 
kristalu je jednaka: 

f = # . . , (2.12) 

pa se na osnovu toga dobija izraz za ubrzcinje elektrona: 

dv_d.fldE\_]^^mp=F_ , 2 n ^ 
dt-dt{hek]~h^ dkdk m - ' ^'-^'^ dkJ dkdk 

gde velicina — predstavlja tenzor reciprocne efektivne mase: 
m* 

( ~ ) = i ^ ; a,P = . , y , . . (2.14) 

Posebno je interesantna primitivna kubna resetka kod koje se uslov da vektor k pripada 
redukovanom podrucju svodi na 

<ka< ~ a = x,y,z . (2-15) 
a a 

Za ovakvu resetku tenzor reciprocne efektivne mase je simetriccin i ima medjusobno jednake 
dijagonalne komponente. Ukoliko se ta osobina tenzora primeni na izraz (2.13), odnosno (2.1), 
dobija se zakon disperzije istog oblika kao i kod slobodnog elektrona, ali sa efektivnom masom 
m*: 

m = ^ • (2.16) 

Smisao uvodjenja efektivne mase sastoji se u tome da se slozeni zakoni kretanja u kristalu mogu 
formalno svesti na zakone klasicne fizike. Znaci, posredstvom efektivne mase je uracunato rezul-
tujuce dejstvo periodicnog elektricnog polja kristalne resetke na jedan kvazislobodan elektron. 
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Zavisno od zakrivljenosti energetske povrsine, efektivna masa moze da bude negativna il i po-
zitivna (sto odgovjura elektronima i l i supljinama, respektivno). Ubrzanje nosioca naelektrisanja 
u kristalnoj resetki odredjeno je, ne slobodnom elektronskom masom, vec skupom velicina (2.14) 
koje se menjaju pomeranjem elektronskog stanja u prostoru talasnog vektora. Efektivna masa 
elementarnih nosioca naelektrisanja je pozitivna oko sredine, a negativna pri kraju redukovanog 
podrucja. 

Ove anomalne oblasti (m* < 0) mogu da se objasne posmatrajuci kretanje elektrona pod dej
stvom konstantnog spolja^njeg elektricnog polja E. Ako je pre ukljucenja polja E njegova ener
gija bila jednaka null (tj. nalazi se u centru Briluenove zone), posle prikljucenja E, na elektron 
pocinje da deluje konstantna sila —eE, pa kvaaiimpuls elektrona linearno raste sa vremenom. 
Svaki put kada elektron dostigne granicu Briluenove zone k = +TT/a njegov kvaziimpuls se 
skokovito menja u suprotni {k = —ir/a). Takvu skokovitu promenu dozivljava i brzina elektrona: 
pozitivnim vrednostima brzine odgovara kretajije elektrona u pravcu delovanja sile, a negativnim 
nasuprot delovanju te sile. Dakle, kretanje elektrona u kristalu ima oscilatorni karakter. Oblasti 
negativne mase odgovaraju situaciji da se elektron iisporava iako na njega deluje spoljasnja sila 
sa teznjom da mu poveca brzinu {k' < k < T T / O ) , odnosno ubrzava iako spoljasnja sila tezi da 
mu smanji brzinu ( — T T / O < A; < —k'). Medjutim, u toj oblasti faznog fc-prostora negativno 
naelektrisani elektron negativne mase, moze da se tretira kao pozitivno naelektrisana cestica 
pozitivne mase - supljina koja se krece u skladu sa delovanjem polja +eE. Prema tome, vidi se da 
se stanje u zoni moze opisati prisustvom kvazicestice koja poseduje istu kolicinu naelektrisanja 
keuD i elektron, samo suprotnog predznaka. T i m kvazicesticama pripisani su talasni vektori 
nezauzetih kvantnih stanja, pa se nazivaju supljinama. Njihov smer kretanja u spoljasnjem 
polju je suprotan od smera kretanja elektrona. Promena predznaka naelektrisanja ne utice na 
izraz za ubrzanje ako se istovremeno promeni i predznak efektivne mase. Kako je masa elektrona 
pri vrhu zone negativna, efektivna masa supljina je pozitivna. Znaci, supljine su kvazicestice 
pozitivnog naelektrisanja i pozitivne mase. Dakle, kretanje elektrona na krajevima zona moze 
da se posmatra i kao kretanje pozitivno naelektrisanih supljina [10]. 

2.1.3 Statistika kvazislobodnih nosilaca 

naspodela elektrona u kristalu po energijama, pri nekoj temperaturi T , pokorava se Fermi-
Dirakovoj statistici [9,10]: 

fe{E) = , (2.17) 
e~ET + 1 

gde fe{E)- predstavlja verovatnocu da je energetski nivo sa energijom E zauzet. Popunjavanje 
nivoa vrsi se prema Paulijevom principu. Kao posledica toga pri nultoj temperaturi svi nivoi do 
nekog odredjenog su popunjeni sa po 2 elektrona, a svi nivoi iznad pomenutog su prazni. Najvisi 
popunjen nivo pri T = 0 se naziva Fermijev nivo, a energija koja odgovaxa tom nivou naziva 
se Fermijeva energija Ep- Svi nivoi visi od Fermijevog su prazni, tako da funkcija raspodele na 
apsolutnoj null, ima vrednost: 

Temperatmra pridruzena Fermijevoj energiji neiziva se temperatura degeneracije. Elektronski 
gas je degenerisan u podrucju gde vai i : T < Tp. Sa porastom temperature jedan deo elektrona 
se pobudi i prelazi na vise energetske nivoe. Verovatnoca nalaienja elektrona na nizim nivoima 
E < Ep se smanji, ali se za isto toliko poveca verovatnoca nalaienja elektrona na visim nivoima 
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E > Ep. Granica popunjenosti se rasplinjava za velicinu kgT. Za sve temperature iznad 

apsolutne nule uvek vazi f{Ep) — -. 

Verovatnoca nalaienja Supljina na nekom energetskom nivou jednaka je verovatnoci ne-
nalaienja elektrona na tom nivou: fp = 1 — fg. 

Pr i vrlo visokoj temperatiuri Fermi-Dirakova statistika prelazi u Bolcmanovu, i elektronski 
(supljinski) gas se ponasa kao klasican gas. 

2.2 Elektroni u neogranicenim strukturama 

Ovde ce se naci elektronski zakon disperzije metodom Grinovih funkcija. 

2.2.1 Elektronski hamiltonijan 

Sada ce se razmotriti neka svojstva elektronskog podsistema idealnog beskonacnog kubnog 
kristala polazeci od hamiltonijana kvazislobodnih elektrona koji u konfiguracionom prostoru i 
harmonijskoj aproksimeiciji ima oblik [7,9]: 

H = T.An a+aft - Wft,rn a^a^ , (2.18) 
n n,m 

gde su a t i Ofl - kreacioni i anihilacioni operatori elektrona na cvoru n resetke. Velicina A^j -
predstavlja energiju elektrona lokalizovanog na cvoru n, a velicine W ,̂,% - su matricni elementi 
elektronskog transfera sa cvora n na cvor m. Ovde je pretpostavljeno da je broj elektrona po 
atomu relativno mali (jedan elektron po atomu) tako da se Kulonova interakcija elektrona moze 
zanemariti. U tom slucaju, lako se pokazuje daje hamiltonijan (2.18) ekvivalentan hamiltonijanu 
elektronskog gasa u aproksimaciji efektivne mase: 

^ = E % 4 ° ^ ^ ' ^R=^*- (2.19) 
k 

Translaciona invarijantnost posmatranog idealnog kristala namece periodicnost hamiltonijana 
(2.18) koja ima za posledicu da su: 

A s - A , Wn,fn = Wra,fi^W; V (n, m) (2.20) 

Na osnovu toga, u aproksimaciji najblizih suseda, elektronski hamiltonijan postaje: 

+ OniTiy+l.Tiz + Ojiiny-l.Tij + OniTiyTiz + l + OnxJivTij-l) • (2-21) 

2.2.2 Jednacine kretanja i zakon disperzije 

Svojstva posmatranog elektronskog sistema bice analizirana pomocu antikomutatorske Gri
nove funkcije [7,9] 

Gs,ni(<) = e ( t ) ( { a « ( i ) , a + ( 0 ) } ) , (2.22) 

koja zadovoljava jednacinu kretanja: 

in I Gn,fh{t) = in Snrn m + e{t) {{[an, H], a + } ) . (2.23) 
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Nakon izracunavanja komutatora [a^, H] pri cemu su koriscene standardne fermionske ko-
mutatorske relacije: 

' ^fim , {an, arh} = { a i , a t } = 0 , 

jednacina kretanja (2.23) dobija oblik: 

(2.24) 

^ Gfi,fn{t) = in 6nrn S{t) + AGfiMi) " 

- W Gnx+l,nynz;m{t) + G'nx-l,nvnz|m(*) + Gnxny+l,nz;m{t) + (2.25) 

+ Gn^ny-l,nz;fh{t) + Gn^nynz+l\fhi't) + Gn^nynz-V,m{t) 

Posto se radi o beskonacnoj translaciono invarijantnoj strnkturi, moguce je izvrsiti potpuni 
vremensko-prostorni Purije transform Grinovih funkcija, Kronekerovih simbola i delta funkcije: 

1 ^ r+°° 
Gn,niit) = ] ^ E / _ duG^.iu) e' ik{n—m)—iuit 

+ 0 0 

k —oo 

doj e -iwt 

(2.26) 

(2.27) 

Zamenom u jednacinu (2.25) kretanja dobija se: 

k -oo 

+ W ( e+'°*'' + e-'"'=v + e+'"'=^ + e"'" ' ' ' ) ] Gj^iu)] = 0 , 

odnosno: 

(2.28) 

[hu — A - I - 2W (cos akx + cos aky + cos akz)] Gjg(a;) = 
ih 

27r 

odakle dalje sledi: 

gde 

GrH = 
ih 

2-K oj-Uf. 2-K E-E^' 

Ej^ = hu)^ — A — 2W (cos akx + cos aky + cos akz) 

(2.29) 

(2.30) 

predstavlja zakon disperzije vezanih elektrona. U slucaju slabo vezanih elektrona (degenerisan 
elektronski gas), A — 6W pa je: 

Er . akx . 9 o,ky . 9 akz 
(2.31) 
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2.3 Elektroni u film-strukturama 

Istom metodom kao kod neogranicenih kristalnih sistema moze se doci do zakona disperzije 
u film-strukturama^ [7,8]. 

2.3.1 Modelni hamiltonijan 

Hamiltonijan vezanih elektrona u tankim kristalnim filmovima mozemo formirati polazeci 
od „balkovskog" hamiltonijana (2.18), odnosno (2.21), koji u aproksimaciji najblizih suseda ima 
razvijeni oblik: 

+ X 
'TlxnyUz 

rixTiynz TixnyTiz 

^ {^nxnynz;nx+l,nynz ^nx+l,nynz + ^niJiyjij; ni-l,nj,nz <^nj;-l,nj,n2 + (2.32) 

"I" ^nxnynz;nxny+l,nz ^nxny + l,nz ^nxnynz;nxny — l,nz ^nxny-i,nz "I" 

"I" Wnxnynz'tfixTiynz-^-l '^TixnyTiz+l ^nxnyUz'tUxTiynz-l '^Uxnyriz — l) • 
Posto su granicne povrsine filma uzete normalno na z - pravac, indeks sloja u (2.32) - uzima 
vrednosti = 0,1,2, . . . , Nz , gde je Nz € [2, 20] kod ultratankih filmova. Indeksi i 
Uy, koji odredjuju polozaj atoma u svakom sloju mogu imati proizvoljne celobrojne vrednosti 
(prakticno, od —oo, do -l-oo). 

Za razliku od idealnih beskonacnih struktura, realni kristali ne poseduju osobinu translacione 
invarijantnosti. Postojanje izvesnih granicnih uslova, jedan je od uzroka narusenja simetrije. Sis-
temi koji imaju dve paralelne granicne povrsine nazivaju se filmovima. Posmatra se idealni tanki 
film kubne kristalne struktiure, nacinjen na substrain nekim tehnicko-tehnoloskim postupkom 
(naparavanjem, spaterovanjem i si.). Pojam idealni film koristi se u smislu nenarusenja kristalne 
struktm-e (bez prisustva defekata, primesa i si.), a ne u smislu prostorne neogranicenosti. Di
menzije filma su takve daje on u XY ravnima beskonacan, auz pravcima ima konacnu debljinu 
(L). Znaci da ovaj film poseduje dve beskonacne granicne povrsine paralelne XY ravnima i to 
za: z = 0 i z = L (slika 2.1). 

Zbog postojanja granica uzima se da su povrsinski energetski parametri elektronskog filma 
oblika: 

^nxTiynz = 0 za < 0 i > iV^ , 
A„xn„„. = A za l < n z < N z - l , (2.33) 

A„,„„o/iv. = A ( l - | - e i / 2 ) , 

WnxnyO;nxnynz = 0 za < 0 , 
WnxnyNz;nxnynz = 0 za > iV^ , 
Wnxnynz;nxny,nz + l=W za 1 < < iV, - 2 , (2.34) 

Wnxnynz;nxny,nz-l za 2 < Uz < - 1 , 
WnxnyO;nxny,l = W{1 + Wi) , WnxUyNz-l;nxny,Nz = W{1 + W2) ; 

pri cemu je za svaki sloj, 

Wnxnynz;nx±i,nynz — ̂ nxnynz;nxny±l,nz = ^ ) (2.35) 

gde je W - konstanta elektronskog transfera idealnog kristala. 

^Filmovi predstavljaju beskonacne strukture u svim kristalnim ravnima paralelnim dvema granicnim povrsima, 

koje su normalne n a jedan prioritetan pravac u prostoru, duz koga je posmatrani sistem ogranicen. 
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Z 

L 

w 

W 

W 

w 

fF(l+Wi) 
• • • n^^O 

0 A(l+e,) - - -^/y 

Slika 2.1: Presek modela kristalnog filma u X{Y)Z ravni 

Elektronski hamiltonijan tankih kristalnih filmova mozemo saxia napisati u obliku: 

H - Hz + Hp , 

Nz-2 

'mxmyTnz 
TTixmy mz=2 

+ (^mxmy+l,mz + O m x m j , - l , m i 0,mxmymz + l ^mxmymz — l) . ! 

Hp = E {«mxm,0 [ ( l + ^ l ) A a m x m , 0 - ( l + ^ l ) T ^ a ^ x m , l - (2.36) 

mxTTly 

— W{amx+lmyO + flmx-lmjO + O.mxmy+1 ,0 + O r n x m , - ! ,o)J + 

+ flrnxm,! [^amxmyl - Wamxmy2 - ( 1 + U^OW^Ornxm^O " 

— Wiamx+lrriyl + O m x - l m y l + Omxmy+l ,1 + O r n x m y - l , l ) ] + 

+ 0,mxmyNz-l ['^C'mxmyNz-l " WO'mxTnyNz-2 " (1 + 102)^^0 iTix my Nz 

— W(am^+imj,Afz-l + 0-mx-lmyNz-l + amxm„ + l i V z - l + O r r i x m y - l i V z - l ) ] + 

+ "-rnxmyNz [(1 + £2)AamxmyNz " (1 + t«2 ) W^amxmyiV.-l-

— ImyNz + amxmy + lNz + amxmy-lNz)]} 

Pomocu tciko definisanog hamiltonijana, mogu se izracunati jednocesticne antikomutatorske 
Grinove funkcije^ (2.22) slicnom mikroteorijskom procedurom kao kod neogranicenih kristala. 
Razlika je u tome sto se ovde vrsi vremenska i delimicna prostorna Furije transformacija. Pros
torna Furije-transformacija mora biti delimicna {nxnyUz) —>• [kx, ky, riz) jer je posmatrani sistem 
ogranicen duz 2-pravca: 

oo 

GnxUyUzMt) = 1 ^ I ^ e'[*^"^("^-'"^)+^='"v("v—v)] e-^'Gnz;mz{k.,ky-u:) (2.37) 

^Grinove funkcije odredjuju ravnotezna svojstva elektrona u tankim kristalnim filmovima [7-9]. 
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A A A — J[kxax{nx-mx)+kyay{ny-my)] r 
OnxmxOnymyOnzmz ~ A T ^ ' v v\ vn , 

^ ^ ^ V kxk. •xKy 

(gde je: = 0,1,2, ...N^ i Ox = Cy = a), te zamenom gornjih transformacija u jednacinu 
kretanja (2.25) dobija se sistem jednacina [7,8]: 

iQ-ei^)Go + il + wi)Gi = /Co 

(1 + wi)Go + Q Gi + G2 = JC, 

Gi + gG2 + G3 = )C2 

Griz-l + Q Griz + Griz+l 

GNZ-3 + Q GNZ-2 + GNZ-1 = ^Nz-2 

GNZ-2 + Q GNZ-1 + (1 + W2)GNZ = ICNZ-1 

(1 + W2)GNZ-1 +{Q- ^2^)GNZ = l(^Nz 

(2.38) 

pri cemu su uvedene oznake: 

u) A 
g = h—- — + 2 (cos akx + cos aky) ; 

W W 
(2.39) 

Gnz;mz{f^x,ky;u) = Gnz ^riz 
ill 

2-KW 'Tlz ,mz 

(indeks je „parazitski" , pa je ovde izbacen). Ovaj sistem diferencnih algebarskih jednacina 
sadrzi ATj. + 1 nepoznatih Grinovih funkcija: GQ, G I , G2, • • . , GN^. Na osnovu opstih 
algebarskih stavova, jasno je da se nepoznate mogu izraziti kao: 

r -
^Nz + 1 

gde Dn^ predstavlja odgovarajucu „zamensku" determinantu, a DNZ+I - determinantu sistema. 
U cilju osnovnog zadatka ovog istrazivanja, a to je odredjivanje elektronskih energija, potre-

bni su nam polovi Grinovih funkcija koji se dobijaju kada iste teze beskonacnosti [7-9], sto znaci 
da determinanta ovog sistema mora biti jednaka niili [7,8]: 

/ A 
DNZ-\-I{Q) = ( Q - ^ £ i ^ ( ^ Q - ^ e 2 ^ CN^^iig)- {l + wi)'^(^g-^e2^ + (2.40) 

+ ( l + ^ 2 ) ' ( ^ - ^ ^ i ) CNz-2{g) + (1 + Wi)"" (1 + W2)'' CNZ-3{Q) = 0 , 

gde su CTVZ karakteristicni Cebisevljevi polinomi druge vrste, koji zadovoljavaju rekurentnu 
relaciju: Cn+i{x) = xCn(x) - Cn-i{x), uz pocetne uslove: CQ{X) = 1; Ci{x) = x [7,8]. 
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2.3.2 Zakon disperzije 

U op§tem slucaju uslov (2.40) nije analiticki resiv^, pa se pribegava numerickom resavanju 
(koriscenjem programskog paketa Mathematica) za zadate vrednosti parametara ei/2i i broj 
slojeva filma N^. Resavanjem jednacine (2.40) po promenljivoj g iz izraza (2.39), dobija se zakon 
disperzije elektrona u istom obliku kao i za nepertm-bovan film, ali je u ovom slucaju: 

= i / = l , 2 , . . . i V , + l . (2.41) 

Numerickom procedurom analiziraJi smo energije [tioj/W) elektrona u zavisnosti od granicnih 

parametara uzimajuci ^ ^ 1 / 2 ^ {—0-5, 0.5} i 101/2 € {—0.6, 0.6}, za petoslojni film (iYj = 4) 

pri kx = ky = 0. Analiza dobijenih rezultata pokazuje bitan uticaj granicnih parametara. 
Uticaj granicnih parametara £1/2 manifestuje se tako da sa njihovim povecanjem dolazi 

do pomeranja celog spektra ka visim vrednostima energija (donji gep se povecava, a gornji 
smanjuje). Sa druge strane, povecanjem parametara Wi/2 zona dozvoljenih elektronskih ener
gija u filmu se siri prema granicama balkovske energetske zone (velicine oba energetska gepa 
opadaju). Na taj nacin za pojedine vrednosti energetskih paxametara neka od energetskih stanja 
mogu da se nadju ispod i / i l i iznad granica balkovske energetske zone. Takva stanja nazivaju 
se lokalizovana energetska stanja. Istovremena pojava gornje^ i donjeg lokalizovanog stanja 

prikazana je na slici 2.2, za vrednosti energetskih parametara ^^£1/2 = 0-5 i Wi/2 = 0.6. 

Slika 2.2: Lokalizovcma stanja elektrona (levo) 

Slika 2.3: Zavisnost energetskog gepa od parametara (desno) 

Velicine energetskih gepova tedcodje zavise od perturbacionih parametara. Ova zavisnost je 
prikazana na slici 2.3. za donji energetski gep (£2 = W2 = 0). Sa slike se vidi daje uticaj parame
tara dominantan samo za filmove malih debljina (do pet atomskih slojeva), dok sa povecanjem 
debljine filma gep tezi null (kao i u slucaju nepertmbovanog filma [7]). 

^Uslov (2.40), moze se resiti analitiCki samo u slucajevima kada su tui = 102 = 0 a £1/2 uzimaju vrednosti 0 ili 

-W/A. 
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3 Elektroni u kvantnim zicama 

U radu je posmatrana kvantna zica proste kubne kristalne striiktmre. Dimenzije zice su takve 
da je ona u x pravcu beskonacna, a u y i ^ pravcima ima konacnu debljinu ( L i i L2). Znaci 
da ovaj sistem poseduje dve granicne povrsine paralelne XZ ravnima i to za: y = 0 i y = L i 
i dve granicne povrsine paralelne XY ravnima za: z = 0 i z = L2. Posto su granicne povrsine 
kvantne zice uzete normalno nayiz- pravce, indeksi slojeva nj, i u (2.32) - uzimaju vrednosti 
ny = 0,1,2, . . . , Ny ; = 0,1,2, . . . , gde je Ny/^ € [2, 20]. Indeks Ux, koji odredjuje 
polozaj atoma u svakom sloju moze imati proizvoljne celobrojne vrednosti (prakticno, od — 0 0 , 

do + 0 0 ) [11-12]. Zbog postojanja granica zice, uzecemo daje energija elektrona oblika: 

A( 1+634) 

A(l+£4) 

3 i 

W 

0 
A(l+£,4) 

o 

W A(l+£3) 

W 

0 1 

O—0—0 

o—0—0 

O—0—0 

I
A ( l + £ 2 3 ) 

* W(\+w,) 

A ( l + £ 2 ) 

W 

r(l+w,) 

A(l+£,) 

3 N,-\ 
A ( l + £ , 2 ) 

Ny Y 

Slika 3.1: Presek kvantne zice 

ArixO.O (1 + £ 1 4 ) A , 

( 1 - F £ 2 3 ) A , 

ArixTiyO -

AnxNyUt — 

^nxTiyNz ' 

An^Onz = 

AnxNyQ = ( l - | - e i 2 ) A , 

AnxOAT, = ( l - | - e 3 4 ) A , 

(1 + e i ) A za l<ny<Ny-l, 
( H - e a J A za 1 < < AT̂  - 1 , 
( l - l - e 3 ) A za l<ny<Ny-\
(1-1-64)A za l < n ^ < A r ^ - l , 

a matricni elementi elektronskog preskoka sa sloja na sloj su: 

(3.1) 

^nynxny+lriz 

(1 + Wi)W za rij, = 0 i 
W za 1 < Uy < Ny-2 i 
(1 + W2)W za ny = Ny-l i 
0 za Uy = Ny i 

0 < Tlz 
0 < riz 
0 < riz 
0 < riz 

<Nz 

<Nz 

<Nz 
(3.2) 
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{1 + W2)W za ny = Ny i 0 < nz <Nz 
W za 2 < ny < Ny - 1 i 0 < Uz <Nz 
(1 + WA)W za ny = 1 i 0 < Uz <Nz 
0 za ny = 0 i 0 < Uz <Nz 

{l + wi)W za Uz = 0 I 0 < ny <Ny 
W za 1 < nz < Nz - 2 I 0 < Uy <Ny 
(1 + W3)W za nz = Nz - 1 1 I 0 < ny <Ny 
0 za Uz = Nz : I 0 < ny <Ny 

(1 + W3)W za Hz = Nz I 0 < Uy <Ny 

w za 2 < < Nz - 1 ] I 0 < ny <Ny 
{l + wi)W za Uz = 1 ] 0 < Uy <Ny 
0 za nz = 0 J 0 < ny <Ny 

_ I yy ^ ^ ny ^ i.y- ^ . ^ nz ^ iv^ 
yyn;nxny-lnz - \ j . , „ ,Mv nn — -i : f\ -r. ^ J\T \^-^> 

_ I y z,a J . 2; ^ -"^ - ^ 1 " ny ^ i^y , . 
n;nxnynz+l — \_ „ „ . \  ^  _  Ar _ i ; n ^ ^ ^ AT y^-^l 

_ I yr i,a ^ :^ nz ^ -Lyz- ^ ^ ^ "y ^ -"y c\ 
yyn;nxnynz-l — S fi _ L M>r/- „ ^ „ _ i ; n / „ ^ Ar 

pri cemu je za svaki sloj, 

^nxnynz;nx±l,nynz = ^ ! (3-6) 

gde je W - konstanta elektronskog transfera idealnog kristala. 

3.1 Modelni hamiltonijan 

Elektronski hamiltonijan kvantnih zica slicno kao i kod filma mozemo napisati u obliku zbira 
dva hamiltonijana, tako da je zapreminski hamiltonijan oblika: 

Hz = 
Ny-2 Nz-2 

E X/ E ^mxmymz [ ^ (^mxTriymz ~ ^ (Omi + l,m„mz + Omx-l,mj,mz + 
rrix my =2mz=2 

O'mxmy+ljmz ^mxmy — l,mz ^mxmymz + i ^mxmymz — l) (3.7) 

a povrsinski: 

H„ -
fNy-2 

J2\ {(^mxmyo[i^ + £l)^(^mxmyO-{l+Wl)Wamxmyl " 

- W{amx+l,myO + 0,mx-l,myO + O,mxmy+l,0 + O,mxmy-\,o)] + 

+ «mxm„l [^amxmyl - (1 + Wl)WamxmyO - Wamxmy2-

— W{amx+l,myl + Omx-l.myl + 0,mxmy+l,l + amxmy-l,l)] + 

+ ^mxmyNz-l [^(^mxmyNz-1 " (1 + W3)WamxmyNz ~ WamxmyNz-2-

— W(amx + l,myNz-2 + 0,mx-l,myNz-2 + 0'mxmy+l,Nz-2 + amxmy-l,Nz-2)] + 

+ Omxm îVz [(1 + £3)AamxmyNz " (1 + W3)WamxmyNz-l-

- ^i^mx+hmyNz + 0-mx-l,myNz + amxmy+l.ATz + amxmy-l,Nz)] } + 

Arz-2 

+ £ {«mxOmz [(1 + ^A)AamxQmz " (1 + m)Wamxlmz" 
mz=2 

— W{ajnx-\-\,Qmz + Omx-l.Omz + OmxOmz + l + O^xOmz-l)] + 

+ "mxlmz [^Omxlmz " (1 + m)WamxQmz " Wamx2mz " 

— W{amx+l,lmz + Omx-l.lmz + Omxlmz + l + O-mxlmz-l)] + 



- W^COmx+l.ATj-lmz + 0,mx-l,Ny-l,mz + OmxATj-l.mz+l + flmxiVy-l.mz-l)] + 

[(1 +£2)AamxNymz " (1 + «^2) W^amxiV„-l,mz " 

- W^(amx + l,7V„mz + 0.jnx-l,Nymz + 0,mxNymz+l + 0.jnxNymz-l)\ + 

+ Omxi.o [(1 + e i )Aa^, i ,o - P^(am,+i,i,o + Omx-i.i .o) -

- (1 + u;4)W^a^,o,o - (1 + wi)Wamxi,i - Wamx2fi] + 

+ «mxAf„-i,o [(1 + ei)Aa^,Ar„-i,o - (1 + W2)WamxNyO -

- W{amx + l,Ny-\fi + amx-l,Ny-lfi + amxNy-2,Q) - W{1 + Wi)amxNy-l,\\

+ °mxN„l [(1 + £2)Aa,„^iVyi - W{amx-Vl,Ny). + amx-l,Nyl) " 

- (1 + W2)WamxNy-l,l - (1 + U'Ot̂ OmxVVyO " W^amxAr,2] + 

+ "'mxNyNz-l + £2)Ao,mxNyNz-l " W^lOmx+l.ATyArz-l + 

- (1 + «^2)l^am^Arj , - l , iV.-l - (1 + Ws)WamxNyNz - W^amxA^vAfz-2] + 

+ (imxNy-l,Nz [(1 + £3)^(^mxNy-l,Nz " W{amx+l,Ny-l,Nz + amx-l,Ny-l,Nz) " 

- (1 + W2)WamxNyNz - (1 + iy3)W^OmxAfy-l,JVz-l " WamxNy-2,Nz] + 

+ OmxlJVz + ^3)Aam,iJVz - W^(amx + i,iArz + amx-l,lNz) -

- (1 + u;4)W âmxOA ẑ - (1 + U^3)W^amxliVz-l " W^amx2iVz] + 

+ "mxOiVz-1 [(1 + e4)AamxOArz-l - W{amx + l,ONz-l + amx-l,ONz-l) -

- (1 + W4)WamxlNz-l - (1 + 'W3)WamxONz " W^amxOiVz-2] + 

+ "rnxOl [(1 + e4)Ao„i^oi - W{amx+lfil + Omx-1,01) -

- (1 + W4)Wamxi,i - (1 + u î)W^amxO,o - W^a^x0,2] + 

+ OmxlA^z-l [^OmxliVz-l " W{amx+l,lNz-l + Omx-l.liVz-l) " 

- (1 + W4)WamxQNz-l - (1 + «^3)W^a^xliVz - WamxlNz-2 - W^amx2Arz-l] + 

+ «mxl,l [^«mxl,l - W{amx+\Xl + Omx-l,l,l) " 

- (1 + W4)WamxO,l - ( 1 + Wi)Wamxl,0 - Wamx2,l - WOmxlM + 

+ ^mxNy-1,1 [^0,mxNy-l,l " W{amx+lNy-l,l + amx-lNy-l,l) -

- (1 + W2)WamxNy\ (1 + «^i)W^amxiVv-i,o - W^a^xiv,-2,i - W^a,„xArj,-i,2] + 

+ <^mxiV„-l,Afz-l [^""ixA^v-1.^^-1 ~ ^ ( a m x + liV„-l,iVz-l + amx-lAfj-l.ATz-l) " 

- (1 + W2)'WamxNyNz-\ (1 + "'3)W^OmxAr„-l,JVz " 

- ^{o,mxNy-2,Nz-\ 0.mxNy-\,Nz-'l)\

+ "mxO.o [(1 + ei4)Aa„i,o,o - (1 + W4)W^amxi,o-

- (1 + toi)W^am^o,i - W^(amx+i,o,o + a^x-i.o.o)] + 

+ OrnxN^O [(1 + ei2)Aamxiv„o - (1 + W2)W^amxN,-l,0-

- (1 + u)i)P^Om^iv^i - I^(a^x+i,Ar„o + amx-i,Ar„o)] + 

+ "mxOAfz + £34)Aa,„,oArz - (1 + «^4)W^amxiArz -

- (1 + W3)WamxQNz-\ W (̂amx+l,OiVz + Qmx-l.OiVz)] + 

+ ^taxNyNz [(1 + e23)AamxN„iVz " (1 + «^3)W^OmxiVyiVz-l-

- (1 + W2)'Wa^^Ny-\,Nz - W^Comx+i.NyJVz + amx-i.AryATz)] I 
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3.2 Jednacina kretanja 

Zakon disperzije elektrona moze se naci standardnim metodom Grinovih funkcija. Racima se 
jednocesticna antikomutatorska Grinova funkcija pomocu prethodno definisanog Hamiltonijana 
sistema: 

G « , m ( t ) = e ( t ) { { a s ( t ) , a + ( 0 ) } ) , (3.9) 

koja zadovoljava jednacinu kretanja: 

ih ~ Gfi,ni{t) = ih Sfirfi S{t) + Q{t) {{[an, H], a t } ) . (3.10) 

Za izracimavanje komutatora [an, H] koriste se standardne fermionske antikomutatorske relacije: 

{(ifi, at] = Snfn , {on, Om} = { a t , a t } = 0 , (3.11) 

Zamenom dobijenih komutatora u jednacinu kretanja i uvodjenjem vremenske ( i w) i 
delimicne prostorne ( { n ^ Uy Uz} —>• {fci Uy Uz}) Purije-transformacije: 

oo 

Gn.nyn.Mt) = ^^T, J ^ e'*^"^("—^) e- -*G'„„„, ;„ ,^ , ( fc , ;^) (3.12) 
kx -oo 

X X X — J—S^ Jkxax{nx-mx) s s "nxmx"nymy"nzTnz ~ A T /-^ ^ "nymyOi 
N^ kx 

n.mz ) 

(gde je: riy/z = 0,1,2, ...Nyjz i ax = a) dobija se sistem diferencnih jednacina: 

1. nz = Q 

(a) rij, = 0 

[hu - (1 + £14)A + 2T^cosaA;x]Go,o + (1 + 104)^^^1,0 + 

ih 

(b) Uy - 1 

+ {l + Wi)WGQ,i = —8Q,my5Q,mz (3-13) 

[hu3 - (1 + £1) A + 2W cos akx] Gi,o + WG2,Q + 

+ {1 + W4)WGQ,Q + {l+Wy)WGi,i) = ^(Ji,m,<5o,m. (3.14) 

(c) 2<ny<Ny-2 

[hu - (1 + £1) A + 2W cos akx] Gn„o + W{Gny+i,o + G„,_i,o) + 

+ {l+W,)WGny,l='^Sny,mySo,mz (3-15) 

(d) ny = Ny-l 

[hu} - (1 + £i) A + 2W cos akx] GNy-i,o + (1 + W2)WGNy,Q + 

+ WGNy-2,0 + {l+Wi)WGNy-l,l = '^6Ny-l,mySo,mz (3-16) 
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(e) ny = Ny 

[hu - (1 + £12)A + 2W cosafcx] GAT^O + (1 + W2)WGNy-i,o + 

+ {l+Wi)WGNy,l='^SNy,mySo,mz (3-17) 

2. = 1 

(a) ny = 0 

[hu - (1 + £4) A + 2W cos akx] Go,i + (1 + Wi)WGi,i + 

ih 

2^' 

ih 
+ WGo,2 + {l+Wi)WGo,0 = ^So,mySl,mz (3-18) 

(b) ny = 1 

[hu-A + 2W cos akx] + W^Gz.i + (1 + u^4)H^Go,i + WGi,2 + 

ih 
+ il+Wi)WGi,o=—6l,mySl,mz (3-19) 

(c) 2<ny<Ny-2 

[hu-A + 2W cos akx] + W{Gny+i,i + G „ , - i , i + G „ „ , 2 ) + 

+ (1 + W,)WGnyfi = ^ ^ n „ m / l , m , (3-20) 

(d) ny = Ny-l 

[hu-A + 2W^cos akx] GNy-i,i + (1 + u^2)VFG7v„,i + 
ih 

+ W{GNy-2,l + GNy-1,2) + {l+Wi)WGNy-l,0 = ^SNy~l,mySl,mz (3-21) 

(e) ny = Ny 

[hu - (1 + £ 2 ) A + 2W^cosafcx] GNy,i + (1 + W2)WGNy-i,i + 

ih 
+ WGNy,2 + (1 + W,)WGNy,0) = '^SNy,my6l,mz (3-22) 

3. 2 < < JV^ - 2 

(a) nj, = 0 

[hu - (1 + £ 4 ) A + 2W cos afcx] Go,„, + (1 + W4)W^Gi,„, + 
ih 

+ W{Go,nz+l + Go,n,-i) = ir:So,mySnz,mz (3-23) 

(b) n , = 1 

[hu-A + 2T^cosaA;x] Gi,„, + W^Gs.n, + (1 + u;4)W^G'o,„, + 

ih 

2^' 
+ W{G,,nz + l + G,,nz-l)='^Sr,mySnz,mz (3-24) 

(c) 2<ny<Ny-2 

[hu-A + 2W^cosaA;x] G„^,„, + W^(G„„+i,„, + G„^_i ,„J + 

ih 
+ W{Gny,nz+l + Gny,nz-l) = ^^ny,mySnz,mz (3-25) 
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(d) ny = Ny-l 

[ h u - A + 2 ; ^ C O S a f c x ] GNy-l,nz + W{{1 + W2)GNy,nz + GNy-2,nJ + 

+ W{GN^-l^nz+i+GNy-l,nz-l) = 2:^^Ny-l,mySnz,m, (3.26) 

(e) ny = Ny 

- (1 + £2)A + 2W cos akx] GNy,nz + (1 + W2)WGMy-l,nz + 

ih 

2^' + W{GNy,nz + l + GNy,nz-l) = ^^Ny,my8nz,mz (3-27) 

4. = iV, - 1 

(a) ny = 0 

[hu - (1 + £ 4 )A + 2W cos akx] Go,iv.-i + (1 + WA)WGI,NZ-I + 
ih 

+ (1 + WZ)WGQ,NZ + WGQ,NZ-2 = 2^5o,m„«5Ar,-i,m. (3-28) 

(b) ny = 1 

[no; - A + 2W cos akx] Gi,N^-i + WG2,NZ-I + (1 + t/;4)W^Go,Ar,-i + 

+ (1 + W3)WGi,Nz + WGi,Nz-2 - '^Si,rnySNz-l,mz (3-29) 

(c) 2 < ny < JVy - 2 

[hu-A + 2W cosakx] G„^,iv,-i + T^(Gny+i,N,-i + Gn„-i , iv.- i ) + 

2^' 
+ {l+W3)WGny,Nz+WGny,Nz-2 = -!^6ny,mySNz-l,mz (3-30) 

(d) ny=Ny-l 

[hu-A + 2W COS akx] G i v , - i , i v , - i + (1 + W2)WGNy,Nz-i + WGNy-2,Nz-i + 

+ (1 + W3)WGN^-I,NZ + WGNy-l,Nz-2 = ^SNy-l,mySNz-l,mz (3-31) 

(e) ny = Ny 

[hu - (1 + £2)A + 2Wcosakx] Giv„jv,-i + (1 + ^«2)M^GN,-l,N,-l + 

ih 

2^' 
+ (1 + W3)WGMy,Nz + WGNy,Nz-2 = ~SNy,mySNz-l,mz (3-32) 

5. nz = Nz 

(a) ny = 0 

[hu - (1 + £34)A + 2W^cosafcx] Go,Nz + (1 + u;4)VFGi,iv, + 

in 

2^ ' 

in 
+ (1 + u;3)W"Go,iv,-i = 7r:^o,mySNz,mz (3-33) 

(b) ny = 1 

[hu - (1 + £3 ) A + 2W cos akx] GI,NZ + WG2,NZ + (1 + W4)WGO,NZ + 

+ {l+W3)WG,,Nz-l='^h,my5Nz,mz (3-34) 
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(c) 2<ny<Ny-2 

[hu - (1 + e3)A + 2W cos akx] G„„iv, + W^(G„^+i,Ar, + Gny-i,Nj + 

ih^ 
2n 

+ {l+Ws)WGny,Nz-l^'7^6ny,mySNz,mz (3-35) 

(d) ny = Ny-l 

[hu - {1 + es) A + 2W cos akx] GNy-i,Nz + (l + W2)WGNy,Nz +WGNy-2,Nz + 

+ {l+W3)WGNy-l,Nz-l = ^SNy-l,mySNz,mz (3-36) 

(e) Uy = Ny 

[hu - (1 + e23)A + 2W cos akx] Giv„,Ar, + (1 + W2)WGNy-i,Nz + 

ih 
+ (1 + W3)WGN^,Nz-i = ^SNy,mySNz,mz (3-37) 

Ovo je zapravo „dvodiinenziom" sistem jednacina (posebno po Uy i posebno po n^) i sadrzi 
{Ny + 1) X {Nz + 1) nepoznatih Grinovih funkcija koje se izrazavaju kao: 

^nyTiz-imymz 

DNy + l;Nz+l 

gde je Dnj^nz;mymz zamenska determinanta, a DN^+I-NZ+I determinanta sistema. Kao i u slucaju 
filma nalazenje zakona disperzije svodi se na izracunavajije korena determinante. 

3.3 Zakon disperzije 

Analiticku formu zakona disperzije moguce je dobiti samo u slucaju kada su svi pertmrbacioni 
parametri jednaki null. Da bi se ispitao uticaj ovih parametara na energetski spektar elektrona, 
neophodno je primeniti numericke metode izracunavanja. 

Na sledecim graficima (Slika 3.2) prikazani su rezultati numericke aneilize za simetricno per-
txurbovanu kvantnu zicu^ sa {Ny + l) x (iV^ + l ) = 5 x 5 slojeva. Za razne vrednosti perturbacionih 

parametara e i w posmatrana je zavisnost £ = £{X'^), gde je £ = redukovana energija, a 

^ . akx 
X = sm —-=̂ . 

®Pod simetricno pertnrbovanom kvantnom zicom podraaumeva se zica kod koje su svi paxajnetri koji opisuju 

perturbax;iju elektronske energije, n a povrsinskim slojevima, jednaJci i iznose e, kao i parametri perturbacije 

elektronskog transfera - w. 
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Ono sto se sa greifika odmah uocava je da je energetska zona kvantne zice izrazito diskretna 
za razliku od kontinualne energetske zone idealnog kristala [1,10]. Diskretizacija komponente 
talasnog vektora se javlja u onim pravcima duz kojih je posmatrani sistem ogranicen. Broj 
diskretnih stanja bi po analogiji sa modelom kristalnog filma^ trebao biti jednak broju slojeva 
zice. Medjutim, ovde je uoceno da je broj stanja manji od ocekivanog jer su neki od ener
getskih nivoa (u zavisnosti od vrednosti granicnih parametara) degenerisani i l i su toliko blisko 
rasporedjeni da cine jednu prakticno kontinualnu mini energetsku zonu. 

Pored toga uoceni su sledeci uticaji perturbacionih parametara. 

• Povecanjem energije elektrona lokalizovanih na povrsinskim i njima susednim slojevima 
(parametar w) ceo spektar se siri. 

• Ukoliko je energija elektrona na povrsinskim slojevima jaca od balkovske (e > 0) veci 
broj energetskih stanja se grupise na visim energijama, a ukoliko je slabija (e < 0) veci 
broj stanja grupisem je na nizim energijama. Kada je e = 0 najveci broj stanja nalazi 
se na sredini energetske zone. Pr i tome sa smanjenjem energetskog transfera elektrona 
(parametar w) ova grupisana stanja postaju bliskija. Na taj nacin, za dovoljno male 
vrednosti ovog parametra oni mogu obrazovati jednu kontinualnu mini zonu. 

• Pogodnim izborom perturbacionih parametara moze se postici da neka od elektronskih 
stanja izadju ispod najnize i / i l i iznad najvise beilkovske energije, kada se dobijaju tzv. 
lokalizovana stanja elektrona. 

• Za neke vrednosti energetskih parametara celokupna energetska zona kvantne zice nalazi 
se unutar dozvoljene energetske zone idealnog kristala. U ovom slucaju u energetskom 
spektru kvantne zice pojavljuju se energetski gepovi. Kao i u slucaju filma, velicine gepova 
opadaju sa povecanjem debljine zice [11,12], ali je kod zica to izrazenije zbog ogranicenosti 
u dve dimenzije. 

'^Za idealne beskonacne strukture kontinualna zona dozvoljenih elektronskih energija, pod uticajem dveju 

paralelnih granicnih povrsina kod filma, cepa se na diskretan niz kontinualnih (monoslojnih ili dvodimenzionih) 

podzona. Broj tih podzona jednak je broju atomskih slojeva izmedju dve granicne povrsine filma. 
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4 Z a k l j u c a k 

U radu je analiziran uticaj granica kvantne zice (sa primitivnom kubnom resetkom) i per
turbacionih parametara na tim granicama na energetski spektar (moguca energetska stanja) 
elektrona. Dobijeni rezultati su uporedjeni sa istim u balku i tankom filmu. Na osnovu ovoga 
se doslo do sledecih vaznijih rezultata. 

1. Ove analize su pokazale bitne razlike u zakonu disperzije elektrona u pomenutim sistemima, 
kao iskljucive posledice postojanja granica odgovarajuce strukture, u kojima je energetski 
spektar izrazito diskretan (za razliku od kontinualne energetske zone beskonacnog kristala). 
Diskretizacija se javlja u onim pravcima duz kojih je posmatrani sistem ogranicen. Za 
razliku od kristalnog filma kod koga je broj diskretnih stanja jednak broju slojeva filma, kod 
kvantne zice, u zavisnosti od perturbacionih parametara, dolazi do degeneracije pojedinih 
energetskih nivoa. 

2. Uticaj pertmrbacionih parametara je takav da se povecanjem energetskog transfera izmedju 
granicnih i njima susednih slojeva (pcirametar w) ceo spektar siri, dok se povecanjem 
energije elektrona na povrsinskim slojevima (parametar e) ceo spektar pomera ka visim 
energijama. Pored toga, u zavisnosti od velicine parametra e jedan broj stanja grupise se 
u jednom delu energetske zone, koja pri dovoljno maloj vrednosti w postaju toliko bliska 
da obrazuju jednu prakticno kontinualnu mini energetsku zonu. 

3. Za neke vrednosti parametara ceo energetski spektar lezi unutar granica energetske zone 
idealnog kristala. U ovom slucaju dolazi do pojave energetskih gepova cija velicina opada 
sa poveccuijem debljine posmatranog sistema. Pogodnim izborom parametara moze doci 
do pojave lokalizovanih energetskih stanja, cije energije leze van baJkovskih energetskih 
granica. 

4. Sve razlike izmedju posmatranih (neogranicenih i ogranicenih) kristalnih sistema su izra
zenije, sto je film tanji, a zica tanja i uza, i iscezavaju kada debljina filma, odnosno 
debljina i sirina kvantne zice, teze beskonacnosti. Variranjem energetskih pertvurbacionih 
pcirameteira, kao i debljine uzoraka, mogu se uspesno menjati fizicke osobine posmatranih 
materijala (treinsportne, opticke, termodinamicke i si.). 
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