CVYHYEB CHCTEM

KenjiepoBu 3aKoHH

Ha cnunu je mpukaszan XunoTeTHYKy cyHueB cucteM. Cazipku jenHy rianety (3emspy HIIp.) Koja ce
kpehe oxo CyHIla 1 jeIlMHA CHJIa KOja ce Ty M0jaBJbyje je TPaBUTALIMOHO TPUBJIAYCHHE.
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V3umajyhu y 063up tbyTHOB 3aKk0H rpaBuTaIyje, jaunHa T€ CHIIC U3HOCH:
MM
F,=y—5*% 4.1)
r
raecy Mg u M, mace CyHua u 3eMibe, a  — pacTojambe U3Mely mbHX.
¥ — TpaBHTaIlMOHA KOHCTAHTA.

[IpernocraBka je ma je Cynue naneko Behe Mace o1 3emMJbMHE, Tako Ja ce kperambe CyHIla MOXe
3aHEeMapuTH. 3aJaTak je Ja ce M3padyHa IoJiokaj 3eMJbe Kao QyHKIHja on BpeMeHa. M3 apyror
HbyTHOBOT 3aKOHAa MOJKE CE HAIHCATH:
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dzy _ FG,)?
a’ M,
npu yemy ¢y F, u F; , X— 1 y—KOMIIOHEHTE rpaBuTaluone cuie. Ca civke ce BUIM J1a je:
M M MM
F, =y—5%cosf=—-y—%x (4.3)
r
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a CIMYaH pe3ynTar ce Jo0uja u 3a KOMIOHeHTy Fy, . HeratuBan 3Hak motuye 0j cMepa CUlle KOju

je xa CyHIly Koje ce Hajla3u y KOOPJIMHATHOM IOYETKY CHCTEMA.
Judepenuurjanne jeaHauMHE APYror peAa ce MOry HamucaTd y oOOJMKy cHcTeMa OJ JIBe
nudepeHIijamHe jeJHaYHE TIPBOT pea:

dv M
L=—y—2x 4.4
dt 4 r @4
dx
V
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OBo mpezacTaB/ba CUCTEM KOjU CE€ MOXKE PEIIMTH HyMEepHukuM mnocTynkoM. Octaje jomr na ce
n3abepe moromaH cucreM jeauHuna mepe. Hapasuo, SI je jenHa MoryhHOCT, jeIMHO jeIMHMIIC
Oy’XKMHE U BpEMEHa HHUCY TOTOJHE Yy MPAaKTHYHO] MPUMEHHU IOIITO Cy €KCIIOHEHTH Benuku. Hrmp.

noynpedHuk 3emibuHe opbuTe je ~1.5x10''m wura. 3romHuje je 3a jenMHHIlYy Mepe KOPUCTHUTH
acrpoHomcky jemmnuuy (AJ) Koja mpencramba cpenme pactojame m3mehy 3emibe m CyHua u

M3HOCH (z 1.5 xlO“m), a 3a je[MHMIly BpeMeHa M3a0paTH TOAUHY (1 rojiMHAa = 3.2><107s). Ocraje

joII 1a ce yBeze jeAuHuIa 3a macy . Iby je Hajmakie yBecTH ako ce y3Mme Ja je 3eMJbHHA ITyTamba
KPY)KHA T€ OH/Ia BayKH:
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CpehuBamem ce nqobuja:
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YM, =vr=4rx 4.6)
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[TomTo ce ¥ u M 1mojaBibyjy Kao IPOU3BOJ, HEMa NOTpede U3pakaBaTH X nojeauHayno. Cana ce
jeIHaYMHE MOTY HalMCcaTH Y OOJUKY MOTOTHOM 32 HyMEPUYKO N3pauyHaBamE:

A x,
vx,H—l = vx,i - 3 : At (47)
r
Xy =X +V, A1
47y,
vy,i-%—l = y,i - 3 : At

Y=yt vy,i+1At

rie je Ar— BpeMeHCKH Kopak, a (dakrtop 47° ykasyje 1a ce KOPHCTe aCTPOHOMCKE jeIHHHIIE.
Kopuctu ce Ojnep-Kpomepor meron. Kopucre ce nmperxoaHe BpeTHOCTH MOJI0Kaja M Op3UHE J1a ce
u3pauyHa HOBa Op3uHa, JOK CE€ MPETXOJHa BPEIHOCT MOJIaXkaja U HOBA BPEAHOCT Op3MHE KOPUCTU
3a W3padyyHaBame HOBOT Mojiokaja. Kao mro je Beh peueno, OjnepoB meTon Huje m106ap u3bop 3a
pelaBambe OCIMIATOPHOT MpobiieMa, a KpeTame IlaHeTa Oalll crajga y Ty rpyiy npodiema. Ako ou
ce kopuctruo OjiepoB METO, TOOMIIO OU ce Ja eHeprHja MJIaHeTa pacTe TOKOM BpeMEHA U HbUXOBO
KpeTame OM Cce ONMUCHBANO CIHPAIOM Tako Ja ce oHe ynakaBajy on Cynma. Ta Temkoha je
npeBazuhena Ojnep-KpomepoBoM METOIOM KOJ KOje ce eHepruja He Mema. Moryhe je HamucaTh
ajroputam 1nmomMohy Kojer ce u3pauyHaBajy MoJIOKaju ¥ Op3MHE IUIaHeTa.

Ha cBakOM BPeMEHCKOM KOpaKy i m3padyHasa ce mosoxaj (x,y) u Gpsuna (vx,vy) 3a BPEMEHCKHU
Kopak i +1 xopumhemem Ojnep-Kpomeposor meroaa.
* li3pauyHaBa ce pacTojame 7. o1 CyHua: r, = (xi2 +y; )

Am*x, 4’y
itl = Vi T 3 ~At u Vyint = Vyi ™ 3 gAY
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e U3pauyHama ce v

L4 O_]Hep—KpOMepOB KOpak: u3padyHaBa €€ X, H VY, KOpI/ICTehI/I BPCAHOCTU vx,i+1 nv
y,i+1At

e UYygajy ce HOBH MOJIOKajH KaKo OM ce HalpTao rpadux
¢ Jlocrymak ce moHaBJba 3a XKeJbEHU OPOj Kopaka.

y,i+l

Tako Jaje X, =X, +v At 1y, =y +v



KopucHo je BH3yelHO TNPEACTaBUTH KpeTame IulaHeTa. 1o ce MOKe YYHMHHTH HAKOH CBAaKOT
paudyHama IoJiokaja (y peaTHOM BpeMeHYy) WIH IITO je Apyra MOTYhHOCT HaKOH IITO ce M3padyHa
JIOBOJhaH OpOj Tayaka HAIPTATH rpaduK MyTamke.

VY tabenu cy naTH mojaany o opOuTama riaHeTa CyHYeBOI' CUCTeMa:

IIaHeTa maca [kg] noji.nyrame [AJ] | ekcu.

Mepkyp 2.4x10% 0.39 0.206
Benepa 4.9%10* 0.72 0.007
3emiba 6.0x10* 1.00 0.017
Mapc 6.6x10% 1.52 0.093
Jynurep 1.9%10% 5.20 0.048
CarypH 5.7x10% 9.54 0.056
VYpau 8.8%10% 19.19 0.046
Henryn 1.03x10% 30.06 0.01

[InyTon ~6.0x10%* 39.53 0.248

3a mokperame mporpama notTpedHo je u3abparu nmovyeTHe BpeJHOCTH KOOpauHaTa U Op3uHa. Moxe
ce y3eTu Ja je 3eMJbMHa TyTama KpYy)KHa (EKCICHTPUIIUTET j€é BeoMa Malld) W 3a IOYETHE
KoopauHate y3eTd x =1 u y=0. BaxHo je u3abpatu mpaBUIHO MOYETHY BPEAHOCT Op3MHE KaKO

O0u ce moOwmta kpyxkHa mytama. [lomro 3emipa 06uhe oko CyHIia 3a jeHy roAuHY, Op3rHA U3HOCH

27Tr AJ ) )
=27 . Kopumhemem Tux BpeTHOCTH, pe3yaTaT H3padyyHaBama je KpyKHa opOuTa Koja ce

1 1god
MOHaBJba TOKOM MHOTUX ImKiyca. OBo motBphyje na je meron Ojnep-Kpomepa moroman 3a
pemaBame OBakBOT npoobsiema. Mmak, Tpeba HarIacHTH /1a C€ OBAaKO IMOCTaBJHEH MOJIEN Pa3uKyje
OJ1 peaJTHOT — y PEATHOM Mpo0JIeMy MTOCTOjH BUIIIE IIAHETa a HE caMo je/IHa.

Joxan Kemep je y 17. Beky mpoydaBao IUIAHETapHO KpETamke Ha OCHOBY IIOJaTaka
nocMaTpama IjaHera Koje je u3Beo Tuxo bpaxe. Kemuep je mokaszao na cy bpaxeosa mocmarpama y
CarJIaCHOCTH ca TpU IpaBUIIa:

® CBe IUIaHeTe ce Kpehy 1Mo enunTUYHUM IyTambama oko CyHIIa Koje je y KIDKU
® panaujyc BEKTOpH IIAaHETA 32 jeTHAKO BpeMe MpeOpuIlly jeJHAKE TOBPILIMHE
TZ
e Axo je T mepuon, a a AyXKHHa BEJIMKE IOJIyoce, OHHAA je€ = KOHCTaHTHO (UCTa je

KOHCTaHTa 3a CBe IIaHeTe). AKO je yTama Kpy)KHa, OH/Ia j€ d — MOJTYIPEYHHUK.
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Moxe ce 1mokazaTi aHaTUTHYKU 1a cy KeriepoBu 3aKOHM MOCTEANIA YUHEHHIIE J1a TPaBUTALlMOHA
CHJIa OTa/Ia ca KBaJIpaToM pactojama. Takole, mporpam 3a n3padyHaBame OpOUTE TIIAHETa MOXKE Ce
UCKOpUCTHUTHU 3a mpoBepy Tpeher KeruepoBor 3akona. Omer, paau jeTHOCTAaBHOCTH C€ Y3UMajy
Kpy)kHe opOute TuiaHeta. Y Tabenu cy nmara pactojama on CyHIa, a MOTpeOHO je MpaBHIIHO
onabpatu moueTHe Op3vHE TUTaHeTa Kako Ou ce moOmie KpyxkHe myrame. lIporpam ce moxke
MOTU(GUKOBATH TAaKO Ja Ce OJpelle W BpeMEHa KaJa IUIaHeTa MpoJia3u Kpo3 onpeheHy Tauky Ha

nyTamu (HIp. Kaaa mpecema Xx— oCy) jep ce Ha Taj HayuH Jako oapehyje mepmoxa mumanere. Y
2

cnenehoj Tabenu ate Cy BPEJHOCTH OHOCA —- 3a IU1aHeTe of Benepe mo Catypna. Te nanere
a

MMajy opOUTE CKOPO KPY)KHE TaKO J1a C€ BPEIHOCTU @ YjeIHO TMOIyNpedHuIu opourta. Ha ocHoBy
KemepoBor 3akoHa oBaj ogHOC Tpeba J1a je KOHCTaHTa OJKCcKa jeMHULIH.

IIJIaHEeTa T? 1g0d2
a| AP
Benepa 0.997
3emiba 0.998
Mapc 1.005
Jynutep 1.010
CarypH 0.988

Hymepuukn pesyntatu cy y carnacHoctu ca npensubhamuma KemiiepoBor Ttpeher 3akona.
Bpemencku kopak koje je kopuirhen je 3a Benepy, 3emsby u Mapc 0.005 roauna, a 3a Jynurep u
Carypu 0.005 roguna.

3anaum:

4.1. Vcnutatu pesynrate AOOWjeHE JIAHETAPHOT KpETama 3a Pa3lIndUTe BPEIHOCTH BPEMEHCKOT
kopaka. [lokasatm &a 3a cuMynanujy 3eMJBHHOT KpeTama HHCY IOTOJHM Kopamu Behm on
At =0.01god jep monasu 10 HeCTaOMIIHOCTH OpOHUTA, Tj. OHE CE€ HE MOHaBJAjy. To je y ckiIamy ca
TeHepaTHUM IPaBUJIOM Ja BPEMEHCKH Kopak He Tpeba nma Oyae Behu on 1% kapakTepUCTHYHOT
BpeMeHa 3a JaTh mpodieM. Y OBOM CIIy4ajy KapaKTepUCTUYHO BpEeME MPEACTaBba MEPUO]
obunacka turanete oko Cynma. Takohe, KOPUCTHTH pa3IMUHUTE MOYETHE Op3uHEe, Mamke U Behe o
BpPEIHOCTH 27 Koja je moTpeOHa ma Ou ce qobuiia KpykHa OopOMTa U OMET UCIHUTATH CTAOMITHOCT
SIUNITUYHE OPOUTE 3a Pa3IMIUTE BPEAHOCTH BPEMEHCKOT KOpakKa.



4.2. IIpomenuTH mporpam Tako mto ce kopuctd OjnepoB meron. Ilokazatu na je y ToMm ciy4ajy
nyrama 3emibe crnmpana (3emspa ce ynasbaBa on CyHia) 6e3 003upa Ha BPETHOCT BPEMEHCKOT
KOpaka.

4.3. 3menuTu mporpaM Tako Ja ce MoMohy mera Moke moTBpauTu KemepoB apyru 3akoH y
Cllyyajy eNUMNTHYHUX IyTama. Kao geo mpoOiemMa MoXe ce MPOBEPUTH KBAHTHTATHUBHO Ja Cy
opOuTe 3aMcTa eIurce.

4.4. Vctiutatu opOuty XainejeBe komere. Ta koMera uma nepoj o1l 76 roJjHa a pacTojame Kaja je
Hajommka Cynny usHocu 0.59 AJ. Kopuctutu meron mokyhaja u rpemaka 3a onapehuBame
MaKkcHMaHe OpOuTaNHe Op3MHE U MaKCUMAIHOT pactojama ox CyHnna. Konuko je To pactojame y
nopehemy ca momanuma 3a [Lmyton?

4.5. Ilpommputu mnporpam (Ojnep-KpomepoB) Tako nga ce oaMax u3pauyHaBajy eHepruje
(KMHEeTHYKa, MOTeHIIMjajiHa U YKYIIHA) TUIaHeTe, a Takole U yraOHU MOMEHT.

[Touetn ca Kpy>KHOM OpPOMTOM M TMOKa3aTH Jla Cy KMHETHYKAa M MOTEHLHjalTHa E€HEepruja
KOHCTAHTHA, a ¥ yTAOHU MOMEHT Tpeba ja Oyje crajaH.

Pasmatpatu enuntuuyne myrame. [lyrama ca mouetHuM mnonoxkajeM 1 AJ on CyHuna u
nmo4yeTHoM Op3uHOM o1 5 Al/ron je yobuuajenu u36op. Ilokaszatu ma kako ce maHera kpehe mo
opOUTH, TaKO Ce MEHajy KWHETHYKa U MIOTSHLIMjaJIHA €HePruja ajlid ’BbUXO0B 30Up 0CTaje KOHCTAHTaH.
Takohe mokasatu Ja je yraoHM MOMEHT cTaiaH. Jloka3aTH Jla Cy pe3yliTaTd AUPEKTHA MOCiIeauiia
YUIbEHUIIA J1a j€ TPAaBUTALMOHO ITOHke KOH3EPBATUBHO, a CHJIA j€ IIEHTpaJHa.

4.6. PazmaTparu manety ca pacrojameM 1 AJ og CyHiia. MeTo1oM NoKyIiaja u rpeiraka oIpeauTH
KOJIMKY MOYeTHY Op3uHy Mopa J1a uMa Ja 6u noderna o CyHua. Ynopeautu 100ujeHy BpeJHOCT ca
€r3aKTHUM PE3yJITaTOM.

4.7. PazmaTpaTu XUIMOTETUYKH COJIAPDHU CHCTEM y KOjeM Maca CyHIla Huje MHOro Beha ox mace
miaHeTe. Y OBOM ciydajy ce kpehy um cyHme u miaHera. MoaudukoBaTH MporpaM Tako 1a
yKJbyuyje oBaj edekar. Mcnutatn moryhe TumoBe OpOMTAHOT KpeTama Y TAaKBOM CHCTEMY.
[Toyetn ca cucreMoM JBOjHE 3Be3Je TIe Cy oOa o0jekTa jemHakux maca. HakoH Tora mcmuTaTh
cllyyaj HejeHaKuX Maca. YmyTcTBo: Jla 6u ce nobuie jemHocTaBHe opOuTe, HajOOIBE je ogadparu
MOYETHE YCJIOBE TaKBE Jla je YKYIHHU JUHEapHH MOMEHT Hyma. [lomTo ce oBaj mpobiemM Moxe
pasmaTrpaTu ca CTAallMOHAPHMM CYHLIEM 33jeJHO Ca KOHIENTOM peayKOBaHE Mace, OBO
M3pauyyHaBamke j€ HEOMXOJIaH YBOJ 3a NpoydaBamke OpOuTa IUlaHeTa y OWHApHOM (IIBOJHOM)
CHCTEMY 3Be3/1a.

HMHBep3HU KBAIpaTHY 3aK0H U CTaOWIHOCT IUIAHETAPHUX opOuTa

VY oBOM Jieny ce pa3MaTpa MyTama Tena (Kao IITO Cy IUIAHETe WM KOMETe) Y CUCTEMY KOjH
caapxu camo CyHIIE U TO TEJO.

Tpeba noasyhu na cy y TakBom cuctemy, KenaepoBu 3aKOHU MOCIEIHIIa YHILEHUIIE 1A je
rpaBUTAIlMOHA CUJIa OOpPHYTO Cpa3MepHa KBaJpaTy pacTojara, OJHOCHO, jJaYMHWHA CHJIE 3aBHCH
UCKJbYYUBO OJ1 pacTojama r. PenaTuBHO KpeTame y TAKBOM CHCTEMY MOKE C€ IIpOydaBaTu Kao U y
CIIydajy camo JeHOT Tela, JeHO TeJIO0 je€ Y MUPOBamYy JOK APYro opoOUTHpa OKO mera. Teno koje ce

m -m
kpehe ¥Ma y TaKBOM CHCTEMY T3B. PEIyKOBaHYy Macy { =——2=, TIe Cy m, U m, Mace Tena y
m, +m,
peanHoMm cucrtemy. Ilonokaj eKBUBAJEHTHOr Tena je AaT DPEIaTHBHUM IIOMEpajeM 7 =1, —1
peanHux Tena. Y ciy4ajy Aaje m, > m, Kao HOp. 1a je npso Texao CyHue, a Ipyro IaHera, [ = m,,

a ¥ he OWTH MOI0XKA] TIJIAaHETE PEIATUBHO y OAHOCY Ha cTarmoHapHo CyHIie.
[Tyrama Tena peaqykoBaHe Mace A je Aara y MOJapHUM KOOpAMHATaMa Kao

a> (1\ 1 ur’
—|+==-£_F 4.8
dﬁz(rj r I? (r) (4.8)

rie je L=ur’0 n npencrasiba yraonn MomeHT a F (r) je cuia koja menyje Ha terno. 3a CyHues

cucreM ca CynyeBom Macom M u MacoM mianere M ,, CHila U3HOCH



Flr)=—G MM, : .
(r)= — a yraoHH MOMEHT C€ O/p>KaBa IOIITO je CUCTeM MHBAapHjaHTaH y OJHOCY Ha
poTarujy.

Iowro F (r) 3aBuck 0GpHYTO Cpa3MepHO KBaJpary pacTojara, jejHaunHa () ce MOXKe JaKo

PELINTH U PELIEHE TIIACU:

g -
WM, ako ce uzabepe na je 6, =0 (wro geduHuIIe caMy eIuIcy),

2
po| L ! (4.10)
UGM M, )1—ecos 8
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j[l—ecos(@ﬂ%)] (4.9)

Pesyarar He naje MOJIOXKaj IUIAHETE TOKOM BpeMeHa, Hero oGmuk opbure r(6). Jexnaunna (4.9)

OmHCyje KOHYCHHU Tmpecek, oH je Kpyr 3a e=0, 3a 0<e<] emumnca, mapabona 3a e=1, a
xurepbona 3a e>0 ca XWKOM y KOOpJMHATHOM IIOYETKY. BpemHocT e je mo3HaTa Kao
ekcieHTpunuTeT. Jlakie, 3aTBOpeHa opOuTa y CUCTeMY O] JiBa Tejia Mopa OWUTH eHrca ca jeTHUM
TEJIOM Y HEHOj XKIKU Kao mTo To npensuha I Kemepos 3akon. KemnepoB npyru 3akoH ommcyje
OUYyBamke€ MOMEHTA UMITyJIca L Kao YMIEHUIY Koja je Beh uckopuirheHa.

Jennauuna (4.10) je kopHcHa 3a U3pauyHaBame Tauke Hajkpaher pacrojama u3melhy Ta aBa
tena (nepuxen) r,. =a(l-e), u Hajeher r,, =a(l+e), kao u onrosapajyhux OpsuHa y Tum
taukama. OBe BpPEeIHOCTH 4YecTO 00e30el)yjy modyeTHe BPEAHOCTH 3a HyMepuyka H3padyHaBamba.

L2
HGM M, (1-¢")

IIY)KI/IHa IIOJIOBHHE BCJIHKE OCEC CIHIICE HU3HOCU d = a MOMCHT HMIIYyJICa

L:\/a-,uGM M P(l—ez) ce O/ip’)KaBa TOKOM BpeMeHa. MOMEHT UMITyJIca C€ MOK€ HAmucaTu y

o0nmuKy Mr.. v, WU U oJlaKJie ce oaMax Mory nobutu onrosapajyhe opsune:

rmax vmin ’

1+e M
=+GM 1+—=% |,u (4.11
vmdx S a(l—e) MS H( )

1-e M
- =./GM 1+—2L
Vi *Na(l+e) M

N

[Mepron obunacka mmanete 7 ce MOXe MOOWUTH NeJbeeM IMOBpIIMHE oO0yxBaheHe enurcom ca
KOHCTaHTHOM Op3WHOM KOjOM MOBpIMHA OuBa mpebpucana y ckiany ca Ipyrum KemnepoBum
3akoHOM. Onatiie cnenu Tpehu KemnuepoB 3akoH kao

70 4Ar _4Ar
a GMg+M,) GM,
3naun, cBU KennepoBu 3aK0HU Cy MOCIEANIIa HHBEP3HOT KBAJPAaTHOT 3aKOHA.
OBWM 3aKJbY4IH C€ MOTY MPOIIMPHUTH M Ha JIPYTe CHJIE KOJ KOjUX Ba)KM UCTA 3aKOHUTOCT MPOMEHE
kao mTo je KynonoBa cuna. Jla a1 je y nuTamy CIIy4ajHOCT WIIM TIOCTOjU HEIITO CHEIMjaHoO IITO je
y camoj npupoau cwia? Jla 1M cuia 3aBUCH Ta4HO OJ KBajpara pacTojarma WM j& €KCIIOHEHT
MO’KJIa MaJIo pa3audut ox 2, Hip. 2.000000017?
3a oIroBOp Ha MPBO MHUTAKE j& HEOMXOJHO Pa3MaTpaTH Kako ce CHja ,,[IPEHOCH ca jeHOT
TeJa Ha Ipyro‘, Wiy peyeHo Ha JPYry HAa4MH, KaKO Mace 3Hajy jenHa 3a apyry. Ox KOpUCTH MOXe
OWTH KJIacCWYHA CJIMKA KOja YKJbydyje MPUKa3 JUHU]a CUJie. 3aMHIIJba CE J1a JIMHH]E CUJIC U3BHPY U3
CBHX TeJIa U MPOTEXY Ce paaujaaHo y OeckoHauHOCT. bpoj TakBUX JIMHUja je cpa3MepaH MacH Tena
U cwia Kojy ocueha npyro teno y O1uM3uHU je cpa3MepHa Opojy JWHHja CHJIa KOje ra mpecenajy.
Kako ce pacrojame u3mely Tena nosehaBa, Opoj TUX JUHMja Omajaa MOLITO c€ UCTH Opoj JHHM]jA
npoaupe Kpo3 cBe Behy u Behy nmoBpimny.




WHBep3HM KBaJIpaTHU 3aKOH je A00po ommcyje ciauky iauHMja cuie. lloBpmuHa chepe
TOJTYTIPEYHHKA I KOja OKPY’Kyje Teslo je cpasMepHa ca r° IlomTo je 6poj NHHMja cuile KOHCTAHTaH,

. N .
IUXO0Ba TYCTHHA KPO3 JaTy cepy je cpasmepHa ca — . IHBEp3HM KBaJpaTHH 3aKOH j& JTMPEKTHA
r

MOCIIeANIIA TAKBOT HAUWHA MIPEJICTaBe T0Jba 3ajeIHO ca reoMeTprjoM EyKIHICcKOT mpocTopa y Kome
KUBUMO.

Simulation of elliptical orbit
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N3noxeHn apryMeHTH KOju TTOTKPETJbY]y 0Baj 3aKOH CYy TEOpUjCKU. Tpeda pa3sMOTpUTH T
ce JlellaBa y CTBApPHOM CBETY y Be3u ca oBuM. Ilomro je Beh pasmorpeno na cy Kenneposu 3axkoHu
mocjenuIa WHBEP3HOT KBAJIPATHOT 3aKOHA, OHH CE MOTY €KCIIEPHMEHTOM TeCTHpaTH aa Ou ce
BUJIETIO J1a TpaBHUTAIMja 3auCTa ,,[IOUITYje" MHBEp3HU KBaJpaTHU 3aKOH. JelaH oJ HauyuHa Ja ce TO
ypaau jecTe TECTUPame CTAOMIIHOCTH ETUIITUYHUX OpOUTa TOKOM BpeMeHa. TauHuje roBopehu, ako
Ce CUCTEM CacTOju O]l 3Be3JIe U je/IHE IJIaHEeTe, IJIaHeTa ce Kpehe Mo eIUNTUYHO] MyTakbU MIPH YeMy
ce HE MEHha OpPHjEHTAIlH]a 0ca eJIUICe TOKOM BpeMeHa.

AKO ce TIPeTIoCTaB! Jja Ce eKCIIOHEHT Y 3aKOHY IPaBUTAIIM]€ MaJio Pa3INKyje O 2 ¥ U3HOCU
B, oHja cuia uma o0JHK:

GM M
F,= % (4.12)

U MOTY Cc€ Pa3MOTPHUTHU KpeTama IUIaHeTe 3a pasinuunte BpeaHoctu . [IpopauyH opOuta ce Moxe
M3BECTH Ha Beh onucaH HaYMH jeITHOCTABHOM 3aMEHOM EKCIIOHEHTA.

Ha cmunu je npukasan pesynrar 3a =2 . 3abpaHu Cy MOYETHU YCIOBH KOjH Iajy
enmuntuyHe opoburte u Buau ce aa CyHile HUje y UeHTpy opoute. To je m OYEeKMBaHO y CKIIady ca
[Ipeum KemnepoBum 3akoHOoM 1o kojem je Cynie y xmwku enurice. OcuM Tora, y3aCTOITHHM
MOHABJbAKEM ITPOpaUYyHa J100H1ja ce Ja je opouTa cTabuiiHa TOKOM BpeMeHa.

3aHUMJBMBU pe3yATaTH ce 100ujajy kama ce [ pasmukyje ox 2. Pesynrar 3a f=3.00 Tj.
WHBEP3HU KyOHU 3aKOH j€ MPUKa3aH Ha CIHIIH.



Simulation of elliptical orbit
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[Monamame ce 3HaYajHO pasnuKyje Hero y caydajy £ =2.00. Ilnanera y cucreMy HeMa CTaOMIIHY

(monaBspajyhy) opOuty. XWMoTeTHYKa IUIaHeTa mpojasu Beoma Onm3y CyHila a 3atuMm OuBa
u3bayeHa u3 cucreMa. Pesynrar 3a £ =2.50 HUje TONMKO ApaMaTH4aH, IUIAHETA MMa MPHOIHKHO

SNMUNTUYHY yTakhy MPU YEMY OCE €JIUIICE POTHPAjy 32 0KO 360" HaKOH camo Tpu opOuUTe.

[Iro je B Gmuxe 2 opbute mocrajy crabuiHuje, and 4ak u 3a f=2.01, enunca porupa
3Ha4YajHO HAKOH CaMO HEKOJMKO opOuTta. YcrTBapu, mnopehemeM OBHX pesyiTrara ca OHHM
noOujenuM 3a [ =2 BUAM Ce Ja je MOHAIIAke KPajibe OCET/BMBO Ha OJCTYNAama Ol WHBEP3HOT
KBaJpaTHOT 3akoHa. To yka3yje Ja je Moryhe KOpPHCTHTH TOCMaTpama IlaHeTa 3a oapehuBame
(akxTopa Koju T0BOJIE 10 OJICTYIAaka 01 OBOT 3aKOHA.

Simulation of elliptical orbit
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HapaBHo, TakaB eKCIIEpUMEHT HHUj€ jeTHOCTaBaH Kao W3BeAcHH npopauynu. Kox auckycuje
KemepoBux 3akoHa 4ecTo je moaBiadeHo Aa ce cucteM cactoju of CyHIa W jeqHe TuiaHere. Y
CTBapHOCTH je cacBUM Jpyraunje. [locToju AeBeT TutaHeTa u cuMysanuja Tpeda na yKIbY4d yTHUIa]
CBaKe IUIAHETE Ha CBAaKy JApyry. 300r Tora he enunTu4He OpoUTE POTHPATH TOKOM BpEMEHA.



3agauu
4.8. TlotBpautu Tpehu KemnepoB 3akoH 3a enuntuyHe opbOute. MckopucTuTu mnporpam 3a

IUTAHETapHO KpeTame ca MOYETHUM YCIOBHMA KOjU Jajy opOHTe KOje HUCY KpyxkHe. M3pauyHatu
2

—5 M YIIOPEIUTH UX Ca I0JaluMa U3 Tabee.
a

4.9. VY oBOM ey je moKa3aHo Ja ¢y opOuTe HecTaOMIIHE 3a CBaKy BPEIHOCT [ KOja HHUje TavyHO 2.
[lutame KOje je y Be3W ¢ THUM, a KOje JO0 cajJa HHje IMOCTaBJbaHO j€ KaKo OpOUTE MOTy OWTH
HecTaOuITHE, YCTBApH, KOJIMKO IyT0 Ta HECTAOUITHOCT Tpaje AOK He mocTtane 030uibHa. OAroBop Ha
TO TTUTAKkE 3aBUCH O] IPUPOJIe opouTe. AKO je moueTHa Op3uHa n3abpaHa Tako Ja je opouTa CTporo
KpyXXHa, Tajga BpeaHocT [ yomiute Hema yrtuiiaja. HapaBHo, y mpakcu je Hemoryhe kpeuparu
OpOHUTY KOja je er3akTHO KpyKHa Tako Jla HeCTaOMIHOCTH Kaja je [ # 2 u3ja3e Ha BHICIO YBEK,
YKOJIMKO C€ MpOpavyH BPINU 3a JOBOJHHO AYTI MHTEpBaJ BpeMeHa. Yak M Kajga cy opOUTe CKOpO
Kpy)KHE, TOKOM JIy’)KeT BpeMEHa C€ HCIOCTaB/ba Ja Cy jako eJIunTHYHe. McmuraTd oOBO
npoy4aBajyhu opobure ca wmcrom BpemHomthy A (unp. f=2.05) u mopeanehu moHarmame ca
Pa3NIMYUTAM BpEIHOCTHMA EKCIEHTPHUYHOCTH opOuta. Tpeba nma ce mobuje na ce opHjeHTauja
opbuTa Koje cy OimKe KpPY)KHHUM CIIOpHje POTHpa HEro OpHjeHTaldja OHHUX KOje Cy BHIIE
CIUTITUYHE.

[Ipentecuja MepkypoBor nepuxeiia

Beh je peueno na je mpoyuaBame CYHYEBOT CHCTEMa jeaHa OJ MOTYhHOCTH TpoBepe
MHBEP3HOT KBaJIpaTHOT 3aKOHA. Y CTBApH, TAaKBU EKCIIEpUMEHTH cy Beh mpoBeaenu. Kemep je cBoje
3aKOHE M3BE0 Ha OCHOBY mocMmaTpama Tuxo bpaxea koju je cBa ocmaTpama HeOa MPOBOIUO TOIUM
OKOM, TEJIECKOIl jOoIl HHje OMO OTKpMBEH. YMOTpeOOM TelecKoma acTpOHOMCKa ImocMaTpama Cy
MocTaya Jajaeko Mpernu3Hrja. Y CyHUYeBOM CHUCTEMY KOJU CaJap>KH BHIIIE O] jeJHE IUIaHEeTe HACTajy
oxcrynama ox KemnepoBux 3akoHa. Y Hamiem CUCTEMY Ta OJCTyHama cy mana na cy Kemeposu
3aKOHM BeoOMa KOpHMCHA MOYETHA Tauka 3a MpoydyaBame MO3HATHX IulaHera. Mmak, mocrtoje Heka
OJICTyIama O] TOT 3aKOHA. ¥3pOLHU OJCTyNamka MOTUIY YIiIaBHOM o] Mel)ycOOHOT yTHIIaja TIaHeTa.
TakBuM npoOemMuMa ce 6aBu HeOeCKa MeXaHWKa | IMO3HATO j€ HEKOJMKO €r3aKTHUX pe3yiTara.

Opbute muiaHera Cy yriaBHOM CKOpPO KpyxkHe. JeamHo je kox Mepkypa u Ilmyrona
3aMa)kKeHo 3Ha4ajHO OJICTYIAame U Ta YMH-CHHIIA IOBOJIU 0 MHTEPECAHTHUX MHociennna. 3a Mepkyp
je Omto mo3HaTo jour mo4eTkoM 19. Beka Ja ce opujeHTanrja oca eIuIce Memba, Tj. POTUPa TOKOM
BpeMeHa. [lojaBa je mo3Hara kao mperecuja mepuxena Mepkypa (mepuxen je Tayka opOuTe
Hajommka CyHiy). IHTeH3uTeT poTaluje je oko 566 nyunux cekynau 3a 100 ronuna, ma Mepkypos
Mepuxesl HaYuHU jeqHy myHy potarujy 3a cBakux 230000 rogmna. Mako je edekar mamu oH je
MEpJbUB IITO IMOKa3yje KOJMKA j€ MPEIU3HOCT aCTPOHOMCKUX IMOCMAaTpama MOoMONy pa3smTuYuTHX
ypehaja. To oncryname on KermiepoBor 3akoHa je 0/ BEIMKE BAXKHOCTU 3a HEOECKY MEXaHUKY, U
cpearHoM 19. Beka je W3BpIIEH MPOpayyH yTHIAja TPAaBUTALMOHOI IOJba OCTANUX IUIAHETa Ha
Mepkyp unme je nobujeHa BpemHOCT mperecuje on 523 myynux cexkyHau 3a 100 romguna. Jynurep
KOju je nanexo HajBeha rutaHeTta BpiiM M HajBehu yTuiaj. 3aauBibyje Y CBEMY TOME Ja Cy CBHU
MpOpavyyHH BPUICHH PyYHO, KOPUIINEHEM JTOTapUTAMCKUX TaOJIUIIA. ..

Naxo cy pe3ynraT mpopayyHa U Mepema UMIIPECUBHU, OHH HUCY Y CarJlaCHOCTH jelaH ca
npyruMm. CxBaheHo je 1a 0BO Hec/Iarame MOXIa MPeIcTaBba HEMITO HOBO Y (DM3HUIU U MPEIJIOKEHA
Cy MHOra peliema. JeHO OJf HAjIOMyNapHUjUX je Ja TMOCTOjU jOII jelHa IUIaHeTa YHyTap
MepxkypoBe opoute. OcuM TOTa, IPEATIOKEHO je aa je Moryhe mocTojame Behe KoTnuuHe mparimHe
y O6mm3unn CyHIa W Ja Ta TpalldHa yTU4e Ha Kperame Mepkypa. HujenHo ox mpeniaoxeHux
perniema HUje ToTBpheHo.

OBa paznuka HHje o0jammeHa cBe A0 1917. roaumue kana je AJHINTAajH Pa3BHO OMILTY
TEOpHjy pelaTUBHOCTH. Teopuja pa3Marpa T€OMETPHjy IPOCTOpa M TOCMaTpa TpaBUTAIM]y Ha
MHOT'0 KOMIUIMKOBAaHUjU HAYWH HETO IITO TO YMHU Eykinjcka reomeTpuja U WHBEP3HU KBaJpaTHU
3aKoH. Mame BHIlle, OMIITa TeOpHja MpeaBula CIMYHO MOHAIIAkhe TPAaBUTAIMOHE CHIIE CBE JIOK CY



TeNa JajeKo jelHO OJ APYyror (WM HHUCY MPEeBHILIE MacMBHA). Y CIIydajy Ja Cy pacrojama u3Mehy
Tella JAOBOJFHO Maia, OIMITAa Teopuja mpeaBubha OACTyMama O] WHBEP3HOI KBAJAPATHOT 3aKOHA.
Tpeba narnacutu aa cy CyHue u Mepkyp J0BOJBHO OJiM3y M Jla JA€BHjaldja J0Ja3H 10 U3paxaja
gyuMe je AjHmTajH o0jacHHO HemocTajyhmx 43 nydyHe CyKyHne y mperecuju. To je Ouna Benuka
no0e/1a OIuITe TeOpUje PEITaTUBHOCTH.
[Ipernecuja 360r omniTe peIaTUBHOCTH CE€ MOYKE U3padyHATH aHATUTHYKHU aJIH j€ POpadyH
BEOMa KOMILJIMKOBaH. Mel)yTHM, HyMEpUYKHU ce MOXKE PEIaTUBHO jeIHOCTABHO JJONH 1O BPEIHOCTH
npenecuje. OHO mTO Tpebda ypaauTH jecTe MPUMEHUTH 3aKOH CHJIC U3 OIIITE PEeJaTUBHOCTH Ha
Kperame muanere. [Ipenecuja je Beoma Maiia ¥ mporpam Tpeda HarucaTH Tako Jia HUje MOTpeOHO
W3padyHaTH KpeTame nepuxena TokoMm cBux 230000 ronuna. 3aKoH cuiie Koju mpenBuha omira

TEOpH]ja PeIaTUBHOCTU UM O0IHK F, = %(1 + %j (4.13)
r

}"2
re je M, — maca Mepkypa, a a@=1.1x10"AJ> . Cuna je nara npeko WHBEP3HOT
. 1 .
KBaJIPaTHOI 3aKOHA Ca MajJoM IONpPaBKOM Koja je cpasMepHa ca — . Edexr oBe nompaske je
r

IpeBHUIIIe Malu Jja 6u 610 Jako MepsbUB MoMohy pauyHapcke cumynanyje. Ilpuctyn koju he 6utn
kopuuiheH je na ce m3pauyHa Op3uHa mpenecHje kao (yHKIHja OJl ¢ ca BPEIHOCTHUMA Koje Cy
MHoro Behe ox Bpeanoctu 3a Mepkyp. bp3una npenecuje je nara npeko C, rae je C — KOHCTaHTa
Koja ce pauyHa. HakoH mto ce uzpauyna BpenHoct 3a C, moryhe je ogpenuTu BpeIHOCT IperecHje
3a @ =1.1x10"° AJ* mrTo je oBAE 01 MHTEpECA.

Hajnpe ce Mopa moamdmukoBaT mporpaM 3a HW3padyHaBame IUIAHETAPHOT KpeTama Y3
Kopuniheme 3aKoHa () ca MPOMEHJBUBUM MapaMeTpoM & . HeomxoMHo je 3aTuM OpeuTH MoYeTHE
yCJIOBE HEOMXOJIHE 3a Jo0ujame MepkypoBe opouTte. To je BayKHO MOIITO MOHAIIAKE 3aBUCH U O]1
BEJIMYMHE, U O]l BPEAHOCTH €KCIeHTpHLUTeTa. [ly)K1Ha Benuke noiayoce 3a MepkypoBy opOHTy je
a=0.39 AJ. Oarosapajyha Op3uHa v, Koja je HEONXOJHA KAa0 MOYETHH YCIOB MOXE CE€ OAPEIUTH

Ha jeJjaH O]l JBa HAauMHA. JelaH je M3pauyHaBame KpeTama 3a Pa3auduTe IpoOHE Bep3uje v, U

MoJielIaBamke BPEIHOCTH JOK C€ 3a €KCUEHTPHUIIMTET He nobuje m3MepeHa BpemHoct e =0.206 .
Jpyru mpuCTyTI je Kopuihemke oipKamka eHepruje 1 MoMeHTa umityica. O moMmohw je mpuiiokeHa
CJIHMKA.

! d

Onpxame yKyImHe eHepruje (KHHEeTHYKe W MOTCHIMjaTHe eHepruje He y3uMajyhu y o03up
KuHeTHUKy eHeprujy CyHIa) 3axTeBa Ja cy eHepruje y taukama 1 u 2 jegnake. Onatie je:
GM M 1 GM M 1
——S M M =M,V (4.14)
n 2 r 2



[TomiTo je rpaBUTAIIMOHA cUJIa IIEHTPATHA, OHA HE MEHha MOMEHT UMITylica rmiuaHere. Onatie
j€ MOMEHT UMITyJIca y Ta4KH | jeJHaK MOMEHTY UMITYJICA Y TAaYKH 2:
v, =b-v, (4.15)

OBo je cucTeM jefHauYuHA [0 V, U V, U MOXE Ce jeHa 0]l Op31Ha U3PA3UTH, HIIP. V, :

2
o= pom,| { ! 1}

612(1+€)2—b2 \/e2a2+b2 _a+ea

TZie je y ToCTeImeM KOpaKy y3eTo y 063up aa je b=av1—e’ . To je y CyIITUHH HIEHTUYHO Cca
paHMjUM H3BOhEHEM 3a EIUNTUYHY OpOUTy. YOalMBameM BPEIHOCTU 3a a M e Jaje BPEJAHOCT

Al . . . )
v, = 8.2—d U TO j€ jeJlaH o]l MoYeTHUX ycioBa. pyru je pacrojame ox Mepkypa no CyHua xoje
g0

W3HOCH r1=(1+e)a:0.47 AJ . Tlomto cy MOYETHH YCJIOBU MO3HATH MOXE CE€ CUMYJIUpaTH

MepkypoBo kpetame. Pesynrar nobujen xopumhemeMm jeanaunse (4.13) ca ¢ =0.01 je nar Ha
CITUIIH MCTIO.

OBa BpemHOCT je MHOro Beha ox mpaBe BpemHOCTH 3a MepKyp M BHIM C€ €JIHIICa Iperecupa
3HauajHo. JIuauje noBydyere o1 CyHIla 10 opOUTE MOKa3yjy OpUjEHTAIU]y ITyKE OCe U MOBYUYEHE CY
Ka Hajajb0j Tauku Ha opOWTH. JIMHUje cy BeoMa KOPHICHE IOMITO CE MpelecHja MOKe HU3pa3uTH
MIPEKO YIIIOBA KOj€ OHE Ipajie ca X — OCOM.

Simulation of the precessian of Mercury
T T

T

0.5 F
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0.5 0 0.5
X (AU)

Crnenehm kopak je u3padyHaBame yIJia mperecuje kao GyHKIHja 01 BpEMEHa 3a Pa3IuduTe
BpenHocTH « . [Ipukasan je rpaduk 3aBUCHOCTH yriia o1 BpeMeHa 3a BpenHocT ¢ = 0.0008. Buaun
ce J1a je 3aBUCHOCT JIMHEeapHa, TaKo Jia je Op3rHa MpelecHje KOHCTaHTHA.

. do .
bp3una mnpenecuje i je Harub® mpaBe ca ciuke. Moxe ce oapeauTd TpadudKd WIH
t

IPUMEHOM METO/ie HajMamuX KBajapara. To moapasymeBa KOHCTPYKIH]Y JIMHHUjE KOja je HajOsmxa
cBUM Taukama. Ako 6u 6uo moryh mepdekran mpopauyn 6(1), cBe Tauke G Nexkane Ha IPaBoj.



Wnak, 300r HyMEpUWYKHX TIpelraka (KOpak BpeMeHa WT[.) HacTaje OJCTYyName OJ HACaTHOT
pesyJarara.

Orbit orientation versus time
T

20 .
151 o= 0.0008 .
n
S 10} -
n
il
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5F Wl
0 1 1
0 1 2

time (yr)

. dé
[TorpeOHO je HA WCTH HAYWMH W3BPUIMTU TPOPAYyH m 3a pas3lIMuuTe BPEAHOCTH
t

. de
Koe(UIlMjeHTa & a 3aTUM HanpTaTh (PYHKIHOHATHY 3aBHUCHOCT m o « . Pesynrar TakBOr
t

npopadyHa je AaT rpapuuKH.

Simulation of the precession of Mercury
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Bunu ce ma Op3uHa mperecuje JIMHEApHO 3aBUCH O] KoeduidjeHTa ¢ . M3 naruba npase momohy

METO/Ic HajMamer KBajpaTa MOXKe ce JOOUTH KOehHUIIMjeHT MpaBlla a OH U3HOCH y OBOM CIIy4ajy

1.1x10* cTemenu rouIImbe MO jeJUHUYHO]j BPEAHOCTH . HakoH Tora ce Moske M3BECTH 3aBpIIHO

M3pauyHaBare eKcTparonupameM 3a ciaydaj o =1.1x107° AJ* kojy mpensuba ommra Teopuja. To

naje 6psuHy mpenecuje ox 1.1x107°x1.11x10* = 1.2><10_4[—(]1 a To je mpubmmkHO 43 my4uHe
go

cekyH/e 3a cToiiehe, IMITO je y MOTIYHO] CarjJacHOCTH ca U3MEPEHUM BPEIHOCTUMA.

3ajgaum:

4.10. Uzpauynatu niperiecujy nepuxena Mepkypa y cKiIaay ca IpUCTYIIOM JaTUM y TEKCTY.

4.11. Vcriutatu Kako TperecHja Iepuxena IUIaHeTe 300T OMIITe PeNaTMBHOCTH 3aBHCH Kao
(dbyHKIIH]a 0J1 €KCIEHTPUIHOCTH opouTe. [Ipoyuntn npenecujy pa3iIMuuTuX eITUNTHIHUX OpOuTa ca
pa3IMYUTAM EKCIICHTPUIINTETHMa ajl ca HWCTOM BpeAHomhy mnepuxena. Heka mepuxen uma
BpPEIHOCT Kao koa Mepkypa, Taja je Mmoryhe nmopeheme pe3yaraTta ca pe3yJTaTiMa JaTUM y TeKCTY.

3amaru HUcnour

Nwme u npesnme bpoj nunnexca | 11 11 1\%

bpankuna Anhenuh  173/10 2.8 34 4.1

Jenena CrojmumH 163/10 2.8 3.4 4.1

Mwuspana Kosauesuh 225/10 2.10 3.9 4.2

Mapxko BesskoBuh — 221/10 2.10 3.9 4.2

Munena bajuh 251/08 2.8 3.4 4.3
ITetap Mapemm 428/08 2.11 3.13 4.4
Muxajno Komecap ~ 438/08 2.11 3.13 4.4
Muposbyd ApOyTuHa 2.8 3.4 4.3
Amna Jlanuh 2.10 3.9 4.5
Hapwuo ITaBnoBuh 826/11 2.6 3.11 4.6
Panowm Paonuh 167/11 2.6 3.11 4.6

bojan Mecapomr 24/11 2.9 3.14 4.7

I'opan VBkoBuh-MBannexuh 484/11 2.9 3.14 4.7

Cenena Unuh 16/11 2.9 3.14 4.8
Coma Tomopouh 393/11 2.9 3.14 4.8
Tatjana Becennnosuh 323/11 2.7 3.6 4.9
Credan Mnuh 241/11 2.7 3.6 4.9
Wrop Hlhekunh 337/11 2.6 3.11 4.10

Muxajno {ymutpamkosuh 526/11 2.6 3.11 4.10

Kusko Panuesuh 280/11 2.7 3.6 4.11

@unun Yieapesuh  156/10 2.7 3.6 4.11

Vrop Jlpakyauh 206/11 211 313 |41

Credan Pakuh 235/11 2.11 3.13 4.1
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Cunumia IlloBsbaHcku 2.10 3.9 4.5




