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1. Пре наелектрисавања балона од сапунице, притисак у балону jе p1 = pa + 4γ0

R0
, [2п] где други сабирак потиче од

површинског напона на сапуници, а запремина балона jе V1 = 4
3πR

3
0. Након наелектрисавања балона, jавља се

додатан притисак услед међусобног одбиjања наелектрисања на површини балона. Таj притисак се може израчу-
нати тако што се одреди сила коjа делуjе на мали делић површине балона, а потиче од остатка наелектрисања
балона. Површинска густина наелектрисања балона jе σ = q

4πR2 , где jе R = R0 + ∆R нови полупречник балона.
Посматрамо малу површину ∆S на површини балона. Непосредно изнад и испод средишњег дела те мале повр-
шине она изгледа као бесконачна раван наелектрисана површинском густином наелектрисања σ, па jе електрично
поље непосредно изнад и испод средишњег дела мале површине E = σ

2ε0
. Са друге стране, знамо да jе електрично

поље у балону jеднако нули. Да би поље унутар балона било нула, поље коjе потиче од остатка наелектрисане
сфере мора бити jеднако електричном пољу коjе потиче од делића површине, али супротног смера. Према томе,
сила коjом остатак површине наелектрисаног балона делуjе на делић површине jеднака jе F = σ∆SE = σ2

2ε0
∆S,

па jе притисак услед међусобног одбиjања наелектрисања на површини балона jеднак ∆p = σ2

2ε0
= q2

32π2R4ε0
. [7п]

Притисак у балону након наелектрисавања балона jе p2 = pa+
4γ0

R − q2

32π2R4ε0
, [1п] а запремина jе V2 = 4

3πR
3. Пошто

jе процес наелектрисавања балона изотермски, важи p1V1 = p2V2, тj. (pa + 4γ0

R0
) 43πR

3
0 = (pa +

4γ0

R − q2

32π2R4ε0
) 43πR

3.

[3п] Оваj израз се даље може средити као 4
3πpaR

3
0R+ 16

3 γ0πR
2
0R = 4

3πpaR
4 + 16

3 γ0πR
3 − q2

24πε0
.

I начин: Заменом R = R0 + ∆R у претходну jедначину добиjа се израз q2

24πε0
= (4πpaR

4
0 + 32

3 γ0πR
3
0)(

∆R
R0

) +

(8πpaR
4
0 + 16γ0πR

3
0)(

∆R
R0

)2 + ( 163 πpaR
4
0 + 16

3 γ0πR
3
0)(

∆R
R0

)3 + 4
3πpaR

4
0(

∆R
R0

)4. [3п] Пошто jе количина наелектрисања
коjом jе балон наелектрисан мала, може се сматрати ∆R

R0
≪ 1, па се други, трећи и четврти сабирак у претход-

ном изразу на десноj страни могу занемарити [2п] и добиjа се да jе промена полупречника балона од сапунице
∆R = q2

24πε0(4πpaR3
0+

32
3 γ0πR2

0)
= q2

32π2R2
0ε0(3paR0+8γ0)

. [2п]

II начин: Пошто jе количина наелектрисања коjом jе балон наелектрисан мала, може се сматрати ∆R
R0

≪ 1 и
искористити (1+x)α ≈ 1+αx, где jе x = ∆R

R0
тако што се R замени изразом R0(1+

∆R
R0

) и примени поменута апрок-

симациjа. [2п] Добиjа се израз 4
3πpaR

4
0(1+

∆R
R0

)+ 16
3 γ0πR

3
0(1+

∆R
R0

) = 4
3πpaR

4
0(1+4∆R

R0
)+ 16

3 γ0πR
3
0(1+3∆R

R0
)− q2

24πε0
.

[3п] Тиме се директно добиjа израз ∆R = q2

32π2R2
0ε0(3paR0+8γ0)

. [2п]

2. Нека су S2 = 2S1 и l2 = 1
2 l1. Индуктивност примара jе L1 =

µ0N
2
1S1

l1
= 6,4mH. [1п] Индуктивност секундара jе

L2 =
µ0N

2
2S2

l2
= 1,6mH. [1п] Коефициjент међусобне индукциjе M се одређуjе из формуле N2Φ1 = MI1, где jе

Φ1 = B1S1 = µ0N1I1
l1

, [2п] и износи M = µ0N1N2S1

l1
= 1,6mH. [1п] Други Кирхофов закон за примарно коло jе

U = I1jωL1 + I2jωM , где jе U = 20V комплексни напон идеалног напонског генератора, [3п] а за секундарно
коло 0 = I2jωL2 + I1jωM + I2R + I2

1
jωC . [3п] Из друге jедначине следи да jе комплексна струjа примара I1 =

−I2
jωL2+R+ 1

jωC

jωM . [1п] Заменом тог израза у прву jедначину добиjа се да jе комплексна струjа секундара I2 =
U

−jωL1

jωL2+R+ 1
jωC

jωM +jωM

, [2п] одакле jе ефективна вредност струjе секундара I2 = UM√
(L1R)2+(−ωL1L2+

L1
ωC +ωM2)2

. [2п]

Да би она била максимална, именилац треба да буде минималан, а биће онда када jе други сабирак jеднак нули, [1п]
одакле следи да jе капацитивност кондензатора C = L1

ω2(L1L2−M2) = 8,33µF. [1+1п] За ову вредност C ефективна
вредност струjе jе I2 = UM

L1R
= 0,5A, што представља максималну ефективну вредност струjе. [1п]

Напомена: За модуле свих комплексних величина узете су њихове ефективне вредности. Уколико jе ученик узео
за модуле комплексних величина њихове амплитуде у временском домену, али на краjу добио тачан резултат,
наглашаваjући да jе ефективна вредност величине x X = Xmax√

2
, треба дати све поене.

3. Размотримо прво случаj када jе вредност угла α таква да постоjи тачка унутар калема са траженом особином. У
овом случаjу имамо да jе магнетна индукциjа правог проводника интензитета Bp = µ0I2

2πr [1п за формулу + 1п
за добро усмерен вектор магнетне индукциjе]. (овде jе r растоjање од осе правог проводника/калема) док
су правац и смер приказани на слици 2 a). Магнетна индукциjа дугачког калема jе интензитета Bk = µ0I1n [1п за
формулу + 1п за добро усмерен вектор магнетне индукциjе] (овде jе n броj намотаjа калема по jединици
дужине), док су правац и смер приказани на слици 2 а). Jасно jе да за укупни вектор магнетне индукциjе B⃗u,
на растоjању d од осе калема, важи Bu,|| = Bk = µ0I1n (компонента укупне магнентне индукциjе паралелна оси
калема) [3п], и Bu,⊥ = Bp = µ0I2

2πd (компонента укупне магнентне индукциjе нормална на осу калема) [3п]. Укупни
вектор магнетне индукциjе градиће угао од α са осом калема када важи tanα = B⊥

B||
[3п](као на слици 2 б)). Заменом

одговараjућих израза добиjамо d = I2
2πn tanαI1

[3п]. Укупна магнетна индукциjа у тоj тачки рачуна се по изразу

|B⃗u| =
√
B2

u,|| +B2
u,⊥ [2п]. Заменом одговараjућих израза добиjамо |B⃗u| = µ0I1n

√
1 + (tanα)2 [2п]. Треба уочити
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да постоjи доња граница на вредност угла α. Када смо у непосредноj близини проводника, доминантан допринос
вектору укупне магнетне индукциjе даjе вектор магнетне индукциjе проводника, те jе угао α ≈ 90◦. Удаљавањем од
осе калема, опада интензитет магнетне индукциjе проводника и угао α се смањуjе [2п](За исправно обjашњење

о промени угла α). Наjмању вредност имаће када jе d = R [1п] и тада ће важити tanαmin =
µ0

I2
2πR

µ0I1n
= I2

2πRnI1

тj. αmin = arctan I2
2πRnI1

[2п]. Дакле уколико jе α ≤ αmin не постоjи растоjање (тачка) унутар калема (а ни ван
калема) са траженом особином [1п].

4. Силе коjе делуjу на рам када се рам изведе из равнотежног положаjа треба да буду такве да враћаjу рам у рав-
нотежни положаj, па у складу с тим треба изабрати смер магнетног поља. На слици 1 jе приказан смер магнетног
поља. [2п] Момент инерциjе рама у односу на осу EF jе I = 2 1

12
m
6 a

2 + 2m
3

(
a
2

)2
= 7

36ma2. [4п] Jедначина кретања
рама jе Iθ̈ = M , где jе θ̈ угаоно убрзање око осе EF и M момент силе у односу на осу EF . [2п] Момент силе у
односу на осу EF jеднак jе M⃗ = p⃗m× B⃗. [1п] Магнетни диполни момент рама jе p⃗m = IgS⃗, где jе S = 2a2, а правац
вектора површине jе нормалан на раван у коjоj лежи рам и смер му jе одређен правилом десне руке за дати смер
струjе коjа протиче кроз рам. [2п] Коначно, алгебарска вредност магнетног момента сила jе M = −Ig2a

2B sin θ,
[2п] а како се ради о малим осцилациjама, може се искористити апроксимациjа sin θ ≈ θ. [1п] Одавде се добиjа

jедначина малих осцилациjа θ̈ +
72IgB
7m θ = 0. [2п] Кружна фреквенциjа малих осцилациjа jе ω =

√
72IgB
7m , па jе

период малих осцилациjа jеднак T = 2π
ω = 2π

√
7m

72IgB
. [4п]

5. Наjпре ћемо увести координатни систем и нумерисати шупљине као на слици 3. Нека струjа кроз проводник тече у
смеру z осе. Због симетриjе ће на осама свих шупљина бити исти интензитет магнетне индукциjе. Задатак ћемо ре-
шити применом принципа суперпозициjе. Вектор густине струjе кроз проводник jе j⃗ = I

π(a2−4b2) e⃗z. [2п] Резултантна
магнетна индукциjа на оси шупљине биће jеднака векторском збиру магнетне индукциjе индуковане струjом гу-
стине j⃗ коjа би протицала кроз пун проводник и магнетних индукциjа индукованих струjама густине −j⃗ коjе би про-
тицале кроз цилиндричне проводнике на месту шупљина. [2п] Магнетна индукциjа на оси шупљине 1, индукована
струjом густине j⃗ коjа би протицала кроз пун проводник, jесте B⃗0 = µ0jd

2π
2πd (−e⃗y) =

µ0jd
2 (−e⃗y). [3п] Магнетна индук-

циjа на оси шупљине 1, индукована струjом густине −j⃗ коjа би протицала кроз цилиндрични проводник на месту
шупљине 2, jесте B⃗2 = µ0jb

2π

2πd
√
2

e⃗x+e⃗y√
2

= µ0jb
2

2
√
2d

e⃗x+e⃗y√
2

. [3п] Магнетна индукциjа на оси шупљине 1, индукована струjом

густине −j⃗ коjа би протицала кроз цилиндрични проводник на месту шупљине 3, jесте B⃗3 = µ0jb
2π

2π2d e⃗y = µ0jb
2

4d e⃗y.
[3п] Магнетна индукциjа на оси шупљине 1, индукована струjом густине −j⃗ коjа би протицала кроз цилиндрични
проводник на месту шупљине 4, jесте B⃗4 = µ0jb

2π

2πd
√
2

−e⃗x+e⃗y√
2

= µ0jb
2

2
√
2d

−e⃗x+e⃗y√
2

. [3п] Магнетна индукциjа на оси шупљине

1, индукована струjом густине −j⃗ коjа би протицала кроз цилиндрични проводник на месту шупљине 1, jесте
B⃗1 = 0. Коначно, магнетна индукциjа на оси шупљине 1 jе B⃗ = B⃗0+ B⃗1+ B⃗2+ B⃗3+ B⃗4 = µ0I

2π(a2−4b2)

(
d− 3b2

2d

)
(−e⃗y).

[2п] Магнетна индукциjа на оси шупљине 2 jе µ0I
2π(a2−4b2)

(
d− 3b2

2d

)
e⃗x. Магнетна индукциjа на оси шупљине 3 jе

µ0I
2π(a2−4b2)

(
d− 3b2

2d

)
e⃗y. Магнетна индукциjа на оси шупљине 4 jе µ0I

2π(a2−4b2)

(
d− 3b2

2d

)
(−e⃗x). [2п]

Решења свих задатака треба jасно образложити и треба jасно навести све физичке законе и дефи-
нисати све ознаке коjе се користе у решењу задатка.
∗У алфа категориjи такмиче се ученици коjи похађаjу одељења коjа раде по програмима специjализованих гимна-
зиjа за области математика и физика.
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Слика 1: Проводни рам у задатку 4. гледан са стране

Слика 2: Калем и проводник из задатка 3, а) попречни пресек б) вектор магнетне индукциjе

Слика 3: Проводник у задатку 5.
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